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RINGKASAN

Komutator Operator Momentum Sudut Terhadap Hamiltonian
Partikel Bebas; Amirah Farhanah Sugihartin; 160210102003; 2019; 29 Halaman;
Program Studi Pendidikan Fisika, Jurusan Pendidikan Matematika dan limu
Pengetahuan Alam, Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember.

Pengukuran dalam mekanika kuantum umumnya bersifat tidak komut,
artinya pengukuran dua variabel dinamik atau lebih tidak dapat dilakukan secara
bersamaan. Variabel dinamik dalam mekanika kuantum direpresentasikan dengan
operator. Pengukuran dua atau lebih operator dilakukan dengan menggunakan
metode komutator. Operator momentum sudut dan Hamiltonian merupakan contoh
operator dalam mekanika kuantum yang diukur menggunakan pendekatan
matematis berupa hubungan komutasi. Operator momentum sudut memiliki peran
penting dalam mengkaji persoalan mekanika kuantum seperti model atom hidrogen
Bohr, pergerakan elektron dalam atom, rotasi molekuler, pergerakan nukleon dalam
reaksi termonuklir, dan lain-lain. Penelitian ini dilaksanakan untuk menganalisis
hubungan komutasi antara komponen operator momentum sudut dengan
Hamiltonian partikel bebas.

Jenis penelitian ini adalah basic research berupa pengembangan teori
mekanika kuantum khususnya pada pokok bahasan komutator operator momentum
sudut terhadap Hamiltonian partikel bebas. Pelitian ini dilaksanakan di
Laboratorium Fisika Lanjut. Program Studi Pendidikan Fisika Universitas Jember
pada semester ganjil tahun ajaran 2019/2020. Tahapan yang dilaksanakan dalam
penelitian ini antara lain tahap persiapan, tahap pengembangan teori, tahap validasi
hasil pengembangan teori, dan tahap hasil. Literatur yang digunakan dalam
penelitian ini adalah buku, jurnal, serta artikel-artikel dari internet baik yang
berskala nasional maupun internasional yang relavan dengan topik penelitian.
Pengambilan data dilakukan dengan menghitung komutator operator momentum

sudut terhadap Hamiltonian yang dikenakan pada fungsi gelombang partikel bebas

vii


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

yang memenuhi persoalan eigen. Kemudian data hasil penelitian dianalisis untuk
mengetahui hubungan komutasi antara kedua operator tersebut.

Data hasil penelitian menunjukkan bahwa hasil perhitungan komutator
komponen momentum sudut L,,Ly,L,,L,, dan L_ terhadap operator Hamiltonian

bernilai nol atau komut. Sedangkan hasil perhitungan komutator komponen

2
y

Hamiltonian bernilai tidak nol atau tidak komut. Berdasarkan postulat mekanika

momentum sudut kuadrat L., L,% L,°, I2, L, dan L_2 terhadap operator

kuantum tentang tetapan gerak, dapat disimpulkan bahwa komponen momentum

sudut Ly, Ly, L, Ly, L_ merupakan tetapan gerak dan komponen momentum sudut

kuadrat L,.°, Zyz, L% 12 L,% L_? bukan merupakan tetapan gerak.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Perkembangan fisika kuantum diawali pada tahun 1900 yaitu saat Max
Planck mengemukakan gagasannya tentang konsep kuantum energi. Selanjutnya
Albert Einstein menjelaskan fenomena efek fotolistrik dengan mengembangkan
konsep Max Planck tentang gelombang elektromagnetik. Berdasarkan konsep Max
Planck dan postulat Einstein, Niels Bohr juga mengemukakan teori tentang model
atom hidrogen pada tahun 1913. Pada tahun 1923, Arthur H. Compton melakukan
percobaan yang dikenal dengan efek Compton menunjukkan bahwa sinar-X
memiliki perilaku seperti partikel yang memiliki momentum sebesar hf /c dengan
f merupakan frekuensi dari sinar-X (Zettili, 2009: 3). Berdasarkan percobaan
tersebut, Compton berasumsi bahwa gelombang cahaya dapat berperilaku seperti
partikel. Setahun kemudian, de Broglie mengajukan disertasi untuk membuktikan
kebenaran asumsi Compton. Dalam disertasinya, de Broglie mengemukakan
hipotesis mengenai dualisme gelombang-materi berdasarkan prinsip kesimetrian
alam (Sugiyono, 2016: 145). Gagasan-gagasan tersebut menjadi dasar bagi
Heisenberg dan Schrodinger untuk merumuskan teori mekanika kuantum.

Mekanika kuantum didasari oleh gagasan utama yang berupa postulat-
postulat, diantaranya representasi keadaan, representasi observabel (variable
dinamik), nilai ekspektasi pengukuran, dan dinamika sistem kuantum (Sani dan
Kadri, 2017: 111). Postulat representasi observabel merupakan dasar penggunaan
operator linier sebagai representasi dari setiap observable dalam tinjauan mekanika
kuantum. Observabel yang umum digunakan untuk meninjau suatu keadaan adalah
posisi, momentum linier, momentum sudut, dan energi. Pengukuran observabel
dalam mekanika kuantum dilakukan dengan cara mengenakan suatu operator
terhadap suatu fungsi keadaan sistem fisis yang akan diukur. Fungsi keadaan yang
dikenai oleh suatu operator akan berubah menjadi fungsi keadaan lain (Purwanto
2016: 168).
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Pengukuran dalam fisika kuantum umumnya bersifat tidak komut artinya,
pengukuran dua observabel atau lebih tidak dapat dilakukan secara bersamaan.
Ketika sifat gelombang dari suatu observabel ketelitiannya lebih tinggi maka sifat
partikel observabel ketelitiannya akan rendah. Sebaliknya, jika sifat partikel dari
suatu observabel ketelitiannya lebih tinggi maka sifat gelombang observabel
ketelitiannya akan rendah sehingga pengukuran dua observabel atau lebih
dilakukan menggunakan komutator. Pengukuran momentum dan posisi merupakan

salah satu contoh pengukuran yang bersifat tidak komut. Operator momentum
direpresentasikan dengan —ih% dan Operator posisi direpresentasikan dengan x

(Levi, 2003: 246).

Komutator dapat mempunyai arti fisis atau bermakna jika operator tersebut
dikenakan pada suatu fungsi Schrodinger, yang merupakan solusi dari persamaan
Schrodinger yang dibangun dari keadaan partikel tersebut. Persamaan Schrodinger
adalah persamaan differensial orde kedua sembarang, tetapi harus taat pada hukum
kekekalan energy, hipotesa de Broglie serta berperilaku baik (berhingga, tunggal,
dan bersifat kontinu) (Supriadi et al., 2018). Persamaan ini dapat digunakan untuk
meninjau sistem dalam skala mikroskopik, makroskopik, bintang, maupun alam
semesta.

Partikel bebas tidak dipengaruhi oleh gaya apa pun dalam pergerakannya
(O F = 0). Berdasarkan hubungan F = — Z—‘: , Jika nilai resultan gaya yang bekerja

pada suatu partikel sama dengan nol maka energi potensial yang bekerja pada
partikel tersebut dapat merupakan suatu konstanta (Krane, 2012: 145) atau dapat
bernilai 0 juga sesuai dengan aturan integrasi. Casati et al (2018) menyatakan
bahwa operator Hamiltonian merepresentasikan penjumlahan total energi kinetik
dan potensial partikel-partikel dalam suatu sistem fisis sehingga jika energi
potensial bernilai nol maka operator Hamiltonian dalam persamaan Schrodinger
hanya merepresentasikan energi kinetik partikel bebas.

Terdapat beberapa penelitian terdahulu mengenai komutator operator
momentum sudut dan Hamiltonian antara lain: Supriadi et al. (2019) menyimpulkan

bahwa operator momentum sudut L,, L,, L, tergolong dalam gerak konstan karena
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komutator antara operator momentum sudut L,,L,,L, terhadap Hamiltonian
bersifat komut; Mei dan Yu (2012) menyimpulkan bahwa jika operator dikenakan
pada fungsi non Eigen maka akan dihasilkan nilai non Eigen dan harga espektasi
momentum berupa bilangan kompleks; Liu et al. (2010) menyimpulkan bahwa
operator momentum sudut naik (raising) dan turun (lowering) dalam fungsi
harmonik bola pada keadaan dasar dapat mempengaruhi nilai dari bilangan
kuantum momentum sudut orbital; Enk dan Nienhuis (1994) menyimpulkan bahwa
operator momentum sudut total J taat pada aturan komutasi, sedangkan operator
momentum sudut spin S dan orbital L tidak taat pada aturan komutasi sehingga
kedua operator momentum sudut tersebut harus diukur secara terpisah.
Berdasarkan uraian di atas, dapat dikatakan bahwa operator momentum sudut
dan Hamiltonian memiliki peran penting dalam mekanika kuantum. Operator
momentum sudut sering digunakan untuk meninjau sistem kuantum terutama pada
sistem yang berbentuk menyerupai bola seperti model atom hidrogen Bohr. Selain
itu, momentum sudut juga sering digunakan untuk meninjau gerakan elektron
dalam atom, rotasi molekuler, gerakan nukleon dalam reaksi nuklir, dan lain
sebagainya. Namun dalam tinjauan mekanika kuantum, momentum sudut dan
Hamiltonian partikel bebas hanya dapat diukur secara matematis menggunakan
metode komutator. Oleh sebab itu penelitian dengan judul Komutator Operator

Momentum Sudut terhadap Hamiltonian Partikel Bebas perlu dilakukan.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang diatas maka rumusan masalah dari penelitian
ini adalah bagaimana hubungan antara komponen operator momentum sudut

dengan Hamiltonian partikel bebas?
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1.3 Batasan Masalah

Agar kajian rumusan masalah dalam penelitian ini lebih terfokus maka

penulis membatasi masalah sebagai berikut:

a.

Persamaan Schrodinger yang digunakan dalam keadaan tunak (tidak
bergantung waktu).

Fungsi gelombang tidak ternormalisasi.

Operator momentum sudut dalam koordinat kartesian agar bersifat umum dan
mudah ditransformasi ke koordinat lain.

Komutator momentum sudut dan Hamiltonian minimal masing-masing
menggunakan dua buah operator agar dapat memenuhi aturan komutasi.

Berlaku untuk semua jenis partikel bebas

1.4 Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang di atas maka tujuan dari penelitian ini adalah

untuk menganalisis hubungan antara komponen operator momentum sudut dengan

Hamiltonian partikel bebas

1.5 Manfaat Penelitian

a.

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, antara lain:
Bagi peneliti, dapat menambah pengalaman, pengetahuan, wawasan, dan
penerapan teori yang telah diperoleh pada materi perkuliahan tentang
komutator operator momentum sudut terhadap Hamiltonian partikel bebas
dalam tinjauan mekanika kuantum.

Bagi pembaca, dapat dijadikan sebagai informasi untuk menambah
pengetahuan tentang komutator operator momentum sudut terhadap
Hamiltonian partikel bebas dan dapat dijadikan sebagai referensi untuk
melakukan penelitian sejenis.

Bagi lembaga, dapat manambah sumbangan penelitian dan dapat digunakan
sebagai sumber belajar dalam perkuliahan mekanika kuantum pokok bahasan

komutator operator momentum sudut terhadap Hamiltonian partikel bebas.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Dualisme Gelombang-Partikel
Max Planck menyatakan bahwa energi radiasi elektromagnetik bukan
merupakan fungsi kontinu, melainkan fungsi diskrit yang tersusun dari potongan-
potongan (kuanta) energi yang sangat kecil mendekati nol. Berdasarkan
pernyataannya tersebut, Planck mengeluarkan postulat yang menyatakan bahwa
nilai kuantum energi adalah sebagai berikut:
€ =hf (2.1)
dengan f merupakan frekuensi dari radiasi elektromagnetik dan h merupakan
konstanta Planck yang bernilai h = 6,62 x 1073* Js. Energi total radiasi
merupakan jumlah kelipatan bulat dari energi kuantum dasar yang dapat dinyatakan
dalam persamaan:
E = ne = nhf, n=0,12,.. (2.2)
(Sugiyono, 2016: 65)
Selanjutnya Albert Einstein menjadikan postulat Planck sebagai dasar
penelitiannya mengenai gelombang elektromagnetik. Einstein melakukan
percobaan efek fotolistrik dengan cara menyinarkan seberkas cahaya ke permukaan
logam yang dihubungkan dengan sumber tegangan. Berdasakan hasil pecobaan
efek fotolistrik, diperoleh data yang menunjukkan bahwa:

a. Intensitas cahaya tidak mempengaruhi energi maksimum elektron terpancar.
Intensitas cahaya hanya mempengaruhi jumlah elektron yang terpancar.
Semakin besar intensitas cahaya yang diberikan maka akan semakin banya
elektron yang terpancar

b. Tidak ada waktu jeda antara datangnya cahaya dengan proses fotoelektron.

c. Energi kinetik elektron yang terpancar dipengaruhi oleh frekuensi cahaya yang
diberikan. Besarnya energi kinetik maksimum elektron dapat dinyatakan dalam

persamaan berikut:
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Ey = hf — hf (2.3)
dengan h merupakan konstatanta Planck dan f merupakan frekuensi cahaya
yang dibutuhkan untuk dapat memancarkan elektron dengan frekuensi minimum
fo (Zettili, 2009: 10).

Selain Albert Einstein, tokoh fisika lain bernama Neils Bohr mencoba
untuk menyempurnakan teori model atom Rutherford menggunakan konsep
kuantum energi yang dikemukakan oleh Planck. Neils Bohr menyatakan
gagasannya dalam bentuk postulat-postulat berikut:

a. Sebuah elektron hanya dapat mengelilingi nukleus dalam orbit yang
diperbolehkan berdasarkan hubungan:
mvr = nh, n=1273,.. (2.4)
dengan m, v, dan r berturut-turut adalah massa elektron, kecepatan elektron,
dan jari-jari elektron. Elektron hanya diperbolehkan berada dalam orbit yang
memungkinkan momentum sudutnya merupakan kelipatan bulat n dari
konstanta Planck h sehingga momentum sudut dari elektron model atom Bohr
adalah:
L =nh (2.5)
b. Elektron memancarkan energi ketika berpindah dari satu tingkatan energi ke
tingkatan energi yang lebih rendah. Perpindahan elektron dari tingkat energi E;
ke tingkat energi Er disertai dengan emisi energi foton sebesar:

hf = E; — Ef (2.6)

Dalam pergerakannya, elektron dipengaruhi oleh gaya Couloumb dan taat pada
hukum Newton sehingga besarnya gaya Coulomb pada elektron diimbangi dengan
adanya gaya sentrifugal yang arahnya menjauhi proton sebagai pusat orbit
(McMahon, 2005: 7-8).

Selanjutnya, penelitian tentang foton dan elektron dilanjutkan oleh peneliti
asal Amerika yang bernama Arthur H. Compton. Compton melakukan percobaan
dengan menembakkan sinar-X terhadap elektron suatu bahan. Berdasarkan hasil
percobaannya, Compton berasumsi bahwa foton memiliki momentum layaknya
sebuah partikel. Compton juga menjelaskan bahwa foton yang ditembakkan pada

elektron akan mengalami proses tumbukan lenting sempurna sehingga hukum
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kekekalan energi dan momentum berlaku dalam peristiwa tersebut (Gasiorowicz,
2003: 7).

Asumsi yang disampaikan oleh Compton pada saat itu menarik perhatian
Luis de Broglie. De Broglie memiliki keyakinan bahwa alam bersifat simetri
sehingga jika cahaya dapat bersifat sebagai partikel maka partikel juga dapat
bersifat sebagai gelombang. Hal ini lah yang melatarbelakangi de Broglie untuk
mengajukan hipotesis tentang dualisme gelombang-partikel. De Broglie
menyatakan bahwa partikel yang bergerak dengan momentum p memiliki panjang

gelombang A yang dapat dihitung menggunakan persamaan:

h
A=> (2.7)

Hipotesis yang disampaikan oleh de Broglie ini telah dibuktikan secara eksperimen
oleh C. J. Davisson dan Germer. Selanjutnya hipotesis de Broglie ini dijadikan

dasar dalam perkembangan fisika kuantum (Siregar, 2018: 5-6).

2.2 Persamaan Schrodinger

Persamaan Schrodinger merupakan persamaan matematis yang digunakan
untuk mendeskripsikan fungsi keadaan suatu sistem mikroskopik. Persamaan
Schrodinger berupa persamaan diferensial parsial yang dibentuk berdasarkan
hukum kekekalan energi dan hipotesa de Broglie. Persamaan Schrodinger
merupakan persamaan yang baru dan berdiri sendiri karena tidak diperoleh dari
persamaan-persamaan fisika klasik sebelumnya. Hasil perhitungan persamaan
Schrodinger akan berupa fungsi keadaan atau fungsi gelombang yang
merepresentasikan keadaan dari suatu sistem. Fungsi keadaan sistem tersebut akan
memuat segala informasi yang terdapat di dalamnya. Solusi persamaan Schrodinger
harus memenuhi beberapa ketentuan. Ketentuan-ketentuan tersebut adalah harus
taat kepada hukum kekekalan energi; taat kepada hipotesa de Broglie; bernilai
tunggal; bersifat linier dan kontinu (Krane, 2012: 140-141).
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2.3 Postulat Dasar Mekanika Kuantum

Sani dan Kadri (2017: 111-112) menyatakan bahwa secara umum
pemecahan masalah dalam mekanika kuantum dapat dilakukan menggunakan dua
pendekatan. Pendekatan yang pertama berupa perumusan diferensial-integral dan
yang kedua berupa pendekatan formal matematis. Kedua pendekatan ini berangkat
dari pernyataan formal berupa postulat-postulat yang mendasari mekanika
kuantum. Postulat-postulat dasar mekanika kuantum adalah sebagai berikut:

a. Suatu sistem fisis dalam mekanika kuantum direpresentasikan dengan fungsi
gelombang ¥(r,t) yang memuat segala informasi tentang observabel-
observabel pada sistem tersebut.

b. Setiap observabel dalam suatu sistem direpresentasikan dengan operator linier
Hermitian

c. Pengukuran observabel dalam suatu sistem fisis sebanding dengan harga
ekspektasi dari operator tersebut. Harga ekspektasi suatu operator A adalah

sebagai berikut:

[wv*Avdr

(4) = [w*wdr

(2.8)

d. Besarnya peluang untuk menemukan suatu partikel pada posisi r» dalam ruang
volume dt setara dengan ¥ |r|?dt

e. Keadaan ¥ yang berevolusi terhadap waktu memenuhi persamaan:

2
W2 =gy = - w2y 4 yy (2.9)
at 2m

2.4 Prinsip Ketidakpastian Heisenberg

Pengukuran dilakukan untuk menentukan nilai dari suatu observabel.
Namun, tidak jarang beberapa hasil pengukuran menunjukkan data yang berbeda-
beda. Perbedaan data hasil pengukuran ini terjadi karena adanya penyimpangan
pengukuran. Besarnya penyimpangan pengukuran dapat diketahui dengan
menghitung standart deviasi. Standart deviasi merupakan nilai statistik yang
digunakan untuk mengetahui sebaran data yang terukur serta besarnya simpangan
antara masing-masing data terhadap nilai rata-ratanya. Secara matematis standart

deviasi dalam mekanika kuantum didefinisikan sebagai berikut:
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AA = [(A2) = (A)? (2.10)
Harga ekspektasi (A) merepresentasikan nilai rata-rata pengkuran observabel A.
Misalkan terdapat dua observabel A dan B yang memiliki harga standart deviasi
sebagai berikut:
(A4)? = (4%) — (A)* = (a?) (2.11)
(AB)? = (B?) — (B)* = (B?) (212)
Kemudian, untuk mengetahui apakah kedua observabel tersebut memiliki nilai

presisi maka dituliskan hubungan berikut:

a—iAB (2.13)
dengan A merupakan parameter real. Ajoint dari persamaan (2.13) adalah
(@ —i2AB)* = (a + iAB) (2.14)
sehingga berdasarkan sifat operator dan sekawan hermite diperoleh:
((@ —irAp){(a +iAB)) = 0 (2.19)
Jika diuraikan persamaan (2.15) menjadi:
(a?) + A2(B%) — A(i[4,B]) = 0 (2.16)
dengan
[a, B] = [A, B] (2.17)

Persamaan (2.16) akan berharga minimum jika diturunkan terhadap A bernilai nol.

Kondisi tersebut terjadi jika:
(i[A,B])

A= 262) (2.18)
dengan mensubstitusikan harga A ke persamaan (2.16) maka diperoleh:
2y _ (i[AB])?
(a*) W52 >0 (2.19)
Jika disederhanakan persamaan (2.19) akan menjadi
(a2)(p?) > {IAED (2.20)

4

dengan ungkapan (2.11) dan (2.12) diperoleh:

(AA)*(AB)? = —

([A,f])2 (2.21)

Persamaan (2.21) merupakan bentuk umum dari ketidakpastian pengukuran untuk
observabel A dan observabel B. Jika dimisalkan observabel A merupakan operator

posisi x dan observabel B merupakan operator momentum p dengan:
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[x,p] = ih (2.22)
maka persamaan (2.21) akan menjadi
(ax)*(ap)? = - (2.23)
Atau
(Ax)(Ap) = 3 (2.24)
(Purwanto, 2016: 194-196)
2.5 Operator

Operator merupakan persamaan matematis yang merepresentasikan
observabel dalam ruang Hilbert. Operator dapat berfungsi jika dikenakan kepada
suatu fungsi kedaan sistem yang akan diukur. Operator yang dikenakan pada suatu
fungsi akan menghasilkan fungsi baru yang memenuhi hubungan berikut:

Ap >V (2.25)
Fungsi keadaan sistem memuat informasi lengkap tentang sistem tersebut (Zettili,
2009: 89).

Observabel pada suatu sistem dapat diperoleh dengan mengenakan
operator dengan fungsi keadaan sistem yang akan diukur. Hubungan antara operator
dan observabel umumnya dinyatakan dalam persamaan eigen berikut:

Alp) = c|p) (2.26)
dengan A merupakan operator yang dikenakan pada fungsi keadaan |¢) dan
menghasilkan nilai eigen (observabel) a. Jika hanya ada satu nilai eigen untuk
setiap fungsi keadaan,

Alp) = c1]o) (2.27)

AlP) = ¢, |¥) (2.28)
yang mana ¢ =¥ dan a# b maka sistem tersebut merupakan sistem
nondegenerasi. Namun, jika satu nilai eigen dapat dihasilkan oleh lebih dari satu
fungsi keadaan,

Alp) = clo) (2.29)

A|W) = c|¥) (2.30)
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dengan ¢ # ¥ maka sistem tersebut disebut sistem tergenerisasi (Purwanto, 2016
180-181).

2.5.1 Operator Linier
Umumnya operator diperoleh dari turunan suatu fungsi. Namun, operator
dalam mekanika kuantum harus bersifat linier. Artinya, suatu operator harus dapat

memenuhi sifat-sifat operator linier sebagai berikut:

A(co) = cAg (2.31)

Alcip + ) = 1A + c, AY (2.32)
Alp+W) =Ap + AY (2.33)

(AL +A)p = A1p + Ay (2.34)

dengan c¢ merupakan konstanta. Kombinasi linier pada sistem tergenerisasi
merupakan fungsi eigen yang dapat dirumuskan menggunakan persamaan berikut:
Alcip + ;W) = cAp + c, AV
= ciap + cia¥
= a(c,p + c,¥) (2.35)
(Sani dan Kadri, 2017: 101).

2.5.2 Operator Momentum Sudut
Operator momentum sudut merupakan operator yang dibentuk oleh
operator posisi dan operator momentum sudut linier. Operator momentum linier
dinyatakan sebagai:
p = —ihV (2.36)
dengan ungkapan V adalah sebagai:
v =;—xi+;—yj+ k (2.37)
sehingga setiap komponen dari operator momentum linier dalam koordinat

kartesian dapat dinyatakan:
A o D A o
Dy = —lha;py = —lha;pz = —lha (2.38)
Operator momentum sudut diperoleh dari hasil cross product antara vector

posisi r dan operator momentum sudut linier p sebagai berikut:
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L=rxp

i j k
=|lx y z

Px Py Dz

= (yp, —zpy)i + (zpx —xp)j + (xpy —yp )k (2.39)
Berdasarkan penyelesaian di atas diperoleh:

Ly =yp; — Zpy (2-40)
Ly = zpy — xp, (2.41)
L, = xpy — ypx (2.42)

dengan mensubstitusi komponen-komponen operator momentum sudut linier ke

dalam persamaan di atas maka akan diperoleh:
L=y (—ih%) —z (—ih;—y) = —ih(y — - z;—y) (2.43)
y=z(-th)—x(-ih-)=—ih(z =-x-)  (244)
x (—ih:—y) —y(-ih=-) = —in(x ;—y —y=)  (245)
(Mustamin, 2017: 25-26)

Menggunakan definisi L? = L. L dengan L sebagaimana persamaan (2.39) maka

L

L,

ekspresi untuk operator L? dapat disederhanakan menggunakan persamaan (2.43)

sampali (2.45) menjadi persamaan berikut:

~

~ 2 ~ 2 ~ 2
NWE = T Al (2.46)

dan mendefinisikan komponen operator momentum sudut Exz, Eyz, Ezz sebagai:

~ 2 0 0
L, = h? (Za + ya) (2.47)
~ 2 a d
L, =1 (xo-+z5) (2.48)
~ 2 d 0
LZ = h? (ya + XQ) (249)

Ekspresi operator L? juga dapat dituliskan dalam bentuk persamaan diferensial

seperti pada persamaan (2.47) sampai (2.49) dan didapatkan:

72 — 9n2(r 2 4,0 0
i2 = 2n (xax+yay+z ) (2.50)

0z

(Supriadi et al., 2019)
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Purwanto (2016: 223) mendefinisikan operator momentum sudut L,

sebagai kombinasi dari dua komponen operator momentum sudut sebagai berikut:

Li=L,+iL, (2.51)
dengan operator L, L, dan L, merupakan operator Hermitian sehingga:
It = (L, +iL,) =1I_ (2.52)
dan sebaliknya
it =(L,-iL,)" =1L, (2.53)

Menggunakan definisi Eiz =L,.L, dengan L, sebagaimana persamaan (2.51)

N+

maka ekspresi untuk operator L.~ dan L_? adalah sebagai berikut:
~ 2 . . .
L." = in(—xpx + yp, — ixpy — iyp, + x°p,% — y?p,* + 2°p % — 2°p,° —
2X2pyPy + 2YZPy Py + 2ixyp,* — 2iX2Pyp; — 2iyZpyPy + 2i2°pyDy)
(2.54)

~

L_* = ih(=xpy, +ypy + ixp, + iypy + x2p,2 — y2p,2 + 272p,2 — 2%p, 2 —
2X2ZpxD, + 2YZPyp; — 2ixyD,* + 2ixzpyp, + 2iyzpyp, — 2i2°pypy)
(2.55)
(Liu et al., 2010)

2.5.3 Operator Hamiltonian
Operator Hamiltonian merupakan representasi dari energi total dalam
ruang Hilbert. Penggunaan operator Hamiltonian dalam persamaan Schrodinger
dituliskan:
AvY = Ey (2.56)
Operator Hamiltonian merupakan hasil penjumlahan dari energi kinetik dan energi
potensial. Bentuk dari operator Hamiltonian adalah sebagai berikut:

A=-Xy2,y (2.57)

2m

dengan menggunakan definisi energi kinetik

1
T= om (px” + pyz +p,%) (2.58)
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yang mana m merupakan massa partikel yang bergerak dengan momentum p dalam
koordinat x,y dan z. Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (2.58) ke
persamaan (2.57) akan diperoleh:

H= _ﬁ (pxz ik pyz + pzz) + V(x,y,z) (2.59)
(Hayward, 2002:155)
Krane (2012: 145) menyatakan bahwa pergerakan partikel bebas tidak

dipengaruhi oleh gaya apapun sehingga resultan gaya yang bekerja sama dengan
nol. Berdasarkan hubungan F = _Z_Z dapat dikatakan bahwa energi potensial

partikel bebas merupakan sebuah konstanta. Energi potensial partikel bebas dapat
ditentukan menggunakan tetapan integrasi sembarang sehingga dapat bernilai nol.
Jika energi potensial partikel bebas bernilai nol maka operator Hamiltonian untuk

partikel bebas menjadi:

A 1
H = _%(pxz + pyz L pzz) (2.60)

2.6 Komutator

Komutator merupakan hubungan komutasi antara dua operator atau lebih.
Menurut aljabar operator terdapat penjumlahan operator, pengurangan operator,
dan perkalian operator. Pengurangan dan penjumlahan operator dan pengurangan
operator akan menghasilkan fungsi matematis yang juga merupakan operator.
Penjumlahan operator umumnya bersifat komut sehingga memenuhi persamaan
berikut:

A+B=B+A4A (2.61)
sedangkan untuk perkalian operator umumnya tidak bersifat komut sehingga
AB + BA (2.62)

Hubungan komutasi antara dua operator dilambangkan dengan [A,B] dan
didefinisikan dengan
[4,B] = AB — BA (2.63)

Berikut merupakan beberapa sifat dari komutator, antara lain:
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a. [A,B]+][B A]=0 (2.64)
b. [44]=0 (2.65)
c. [A,B+C]=[4B]+][AC] (2.66)
d. [A+8,C]=[4C]+[B,C] (2.67)
e. [4,B¢]=[AB]C +B[AC] (2.68)
f. [4B,C]=1[A C]B + A[B, (] (2.69)
9. [A[B,Cl] +[C,[A,B]] +[B,[C,4]] = 0 (2.70)

(Sutopo, 2005: 102)

2.6.1 Komutator Operator Momentum Sudut
Komutator komponen operator posisi terhadap komponen momentum
linier dapat di tuliskan sebagai berikut:
[%.8:] = [9,8,] = [£,p,] = ih (2.71)
[2,6y] = [2,0,] = 9,8 = [9.8,] = [2.5:] = [2,By] = 0 (2.72)
dan komutator antar komponen momentum sudut adalah sebagai berikut:

[Ly,L,] =ibLl,; [Ly,L,] = ihLy; [L, L, ] = ihL, (2.73)
Menggunakan ungkapan bahwa:
=L +L +L, (2.74)
dan
A=Y SNIL (2.75)
maka komutator antara operator momentum sudut adalah sebagai berikut:
22, Le] = 2L, ] = 1%L, ] = 0 (2.76)
[L, Li] = +hL, (2.77)
[L,,I_]=2hnL, (2.78)
[12,L:]=0 (2.79)

(Siregar, 2018: 70-71)
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2.6.2 Komutator Operator Hamiltonian dengan Tetapan Gerak
Berdasarkan postulat keempat mengenai dinamika sistem kuantum maka
fungsi keadaan W yang berevolusi terhadap waktu pada persaman Schrodinger

memenuhi hubungan:
ihZ = gy (2.80)
at
Jika harga ekspektasi (A) berevolusi terhadap waktu maka akan diperoleh
persamaan:
a ,» d . 2
a (A)g; = aflp A¥dv
] oA N e
=[(5¥) Avdv+ [ ¥ S Avdv + [W'A(5¥)dv  (281)
Selanjutnya dengan perhitungan matematis persamaan (2.81) akan menghasilkan

persamaan sebagai berikut:
a A 1,14 0A
o (A = E<[A’ H]) + () (2.82)
Apabila operator A bernilai konstan terhadap waktu maka %(/T) adalah nol
sehingga berdasarkan persamaan (2.82) dapat berlaku hubungan:
a ;a2 1,07
o (A = E([A,H]) (2.83)
Jika hubungan komutasi operator A terhadap operator Hamiltonian H bersifat
komut maka operator A merupakan suatu tetapan gerak. Dalam hal ini operator A

dapat digantikan oleh operator posisi # dan momentum linier p. Ketika operator

posisi #* menggantikan operator A persamaan (2.83) akan menjadi:

9 jan 1 s 1 [~ P?
2@ = (7, H) = (7 2+ V) (2:84)
dengan menggunakan perhitungan matematis maka akan diperoleh
9 yoN _ (P
= () = (&) (2.85)

Persamaan (2.85) merepresentasikan persamaan gerak dalam mekanika, sedangkan
untuk operator A yang digantikan oleh operator momentum linier p, persamaan

(2.83) akan menjadi:

2@) == (B H) = =([p.Z +V)) (2.86)

2
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Kemudian persamaan (2.86) disubstitusikan dengan hubungan komutasi antara

operator momentum linier p dan energi potensial V berikut:

[B,V]=—in(50) ¥ (2.87)
Kemudian kersamaan (2.87) disubstitusikan ke persamaan (2.86) diperoleh
3 av
=@ =—(3)=(F) (2.88)

Persamaan (2.88) merepresentasikan persamaan gerak dalam mekanika (Supriadi
et al, 2019)
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis, Tempat, dan Waktu Penelitian

Jenis penelitian ini adalah basic research. Penelitian dilakukan dengan
mengembangkan teori-teori yang telah ada sebelumnya. Penelitian dilaksanakan di
Laboratorium Fisika Lanjut, Program Studi Pendidikan Fisika pada semester ganjil
tahun ajaran 2019/2020.

3.2 Definisi Operasional

Berikut merupakan definisi operasional masing-masing variabel penelitian
agar tidak terjadi kesalahan pengartian istilah-istilah dalam penelitan ini:
a. Komutator Operator Momentum Sudut

Komutator operator momentum sudut merupakan suatu hubungan
komutasi yang digunakan untuk melihat apakah komponen operator momentum
sudut yang diukur bersifat komut atau tidak. Komponen operator momentum sudut
yang bersifat komut akan memiliki hasil perhitungan komutator sama dengan nol
artinya, dapat diukur secara serempak. Sebaliknya, komponen operator momentum
sudut yang tidak komut memiliki hasil perhitungan komutator yang tidak sama
dengan nol artinya, tidak dapat diukur secara serempak dan memenuhi prinsip
ketidakpastian Heisenberg
b. Hamiltonian Partikel Bebas

Hamiltonian merupakan representasi dari energi total yang berupa
penjumlahan energi kinetik dan energi potensial suatu sistem. Namun untuk partikel
bebas, Hamiltonian hanya merupakan representasi dari energi kinetik saja karena

resultan gaya yang bekerja pada partikel bebas sama dengan nol sehingga
berdasarkan hubungan F = —Z—Z , energi potensial partikel bebas berupa konstanta

yang dapat diasumsikan bernilai nol.
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3.3 Langkah Penelitian

Persiapan

1

Pengembangan Teori

1

Validasi Hasil Pengembangan Teori

1

Hasil

3.3.1 Persiapan

Pada tahap ini peneliti mempersiapkan bahan-bahan yang digunakan
sebagai literatur untuk melakukan penelitian dengan mengumpulkan buku dan
jurnal yang berskala nasional maupun internasional serta artikel-artikel dari internet

yang relavan dengan topik penelitian.

3.3.2 Pengembangan Teori

Pada tahap ini peneliti mengembangkan teori tentang komutator operator
momentum sudut yang ada dalam literatur. Pengembangan teori diawali dengan
menentukan operator momentum sudut dan Hamiltonian dalam koordinat kartesian

sebagai berikut:
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a. Operator Momentum Sudut
1) Operator L,

I,=y (—ih%) —z (—ih;—y) — —ih (y 2 - z:—y) (3.1)

2) Operator L,

Iy=z (-ih=)—x(-ih) ==in(z ——x=) (3.2)

3) Operator L,
L=x(-ihg)-y(-ihz) = =ih(x - -y (3.3)

4) Operator L2
=Dyl + L, (3.4)

5) Operator L

&~

I+
Il

&~
R

[

=

o~
<

(3.5)
b. Hamiltonian Partikel Bebas
H=-_—@®2+p"2+p5) (3.6)
Selanjutnya menentukan hubungan komutasi antara operator momentum sudut dan
Hamiltonian.sebagai berikut:
Lz A] = [Ly, A] = [L,, H] = 0 (3.7)

3.3.3 Validasi Hasil Pengembangan Teori

Pada tahap ini peneliti membandingkan operator momentum sudut dan
komutator operator momentum sudut terhadap Hamiltonian partikel bebas hasil
pengembangan teori dengan teori yang ada dalam literatur. Peneliti melakukan
validasi menggunakan data dari beberapa buku dan jurnal berskala nasional
maupun internasional yang relevan dengan topik penelitian khususnya pada pokok
bahasan tentang operator momentum sudut dalam koordinat kartesian dan hasil
beberapa komutator operator momentum sudut terhadap Hamiltonian partikel
bebas. Berikut merupakan validasi antara hasil perhitungan manual peneliti dengan

materi yang terdapat dalam literatur:
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a. Validasi Operator Momentum Sudut

Tabel 3.1 Operator momentum sudut dalam koordinat katesian

Operator Momentum Sudut Dalam

No. Operator Momentum Sudut Koordinat Kartesian
- _ d 0
1 Ly —ih (y Frie z@>
: L (s 57
- 0 9]
3 Lz —ih (x @ - a)
4 I? 2h? (xi+y—+zi)
0x dy dz

(Supriadi et al, 2019)

b. Validasi Komutator Momentum Sudut terhadap Hamiltonian

Tabel 3.2 Komutator operator momentum sudut terhadap Hamiltonian partikel
bebas dalam koordinat kartesian

_ Komutator Operator Momentum
Komutator Operator Momentum oMUt ) V1 omentum Sudut

No. Sudut Terhadap Hamiltonian TerfiCal I—_|ami|toniar_1 —
Koordinat Kartesian
1 [L,, H] 0
2 R [Zy,ﬁ] WYV /7T & 0 [
3 [L,, H] N\l 7 4 0 B
(Gasiorowicz, 2003: 171)
3.3.4 Hasil

Pada tahap ini peneliti telah memvalidasi hasil pengembangan teori untuk
menghasilkan produk berupa komutator operator momentum sudut dan
Hamiltonian partikel bebas. Data hasil pengembangan teori disajikan dalam bentuk

tabel sebagai berikut:

Tabel 3.3 Contoh tabel hasil menentukan komutator operator momentum sudut
terhadap Hamiltonian partikel bebas

No. Komutator Hasil
1 [L..A]
2 [L,.7]

3 [L,, A]
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4 i,A]
5 L_A]

Tabel 3.4 Contoh tabel hasil menentukan komutator operator momentum sudut
kuadrat terhadap Hamiltonian partikel bebas

No. Komutator Hasil
|2 A]
~ 2 A
|22, 1]
[2.°.A]
[2-°.A]

oo b W N
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BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan data hasil penelitian dan kajian tentang komutator operator
momentum sudut terhadap operator Hamiltonian dapat disimpulkan bahwa hasil
perhitungan komutator komponen momentum sudut L,, Ly, L,, L., dan L_ terhadap

operator Hamiltonian bernilai nol atau komut. Sedangkan hasil perhitungan

komutator komponen momentum sudut kuadrat L,”, Eyz, L, 12 L,2 dan L_?
terhadap operator Hamiltonian bernilai tidak nol atau tidak komut. Menurut postulat
keempat mekanika kuantum jika komutator suatu operator terhadap operator
Hamiltonian bersifat komut maka operator tersebut merupakan tetapan gerak.

Artinya komponen momentum sudut Ly, Ly, L, L,, L_ merupakan tetapan gerak

dan komponen momentum sudut kuadrat ixz,iyz,izz,ZZ,L+2 L_? bukan

merupakan tetapan gerak.

5.2 Saran

Berdasarkan data hasil penelitian dan pembahasan, peneliti memberikan
saran sebaiknya dilakukan penelitian lebih lanjut tentang komutator dengan
mengubah variabel penelitian menggunakan operator lain seperti operator posisi

dan operator momentum linier.
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LAMPIRAN
Lampiran 1. Matriks Penelitian
Judul Rumusan Masalah Tujuan Variabel Data dan Teknik Metode Penelitian
Pengambilan Data
Komutator 1. Bagaimana 1. Menganalisis 1. Variabel  bebas: 1. Sumber data: 1. Jenis penelitan:
Operator hubungan hubungan Operator a. Buku basic research
Momentum antara antara momentum sudut b. Jurnal 2. Analisis data:
Sudut komponen komponen 2. Variabel terikat: C. Internet a. Persamaan _
Terhz_idap_ operator operator Komutator 2. Teknik _ schrodinger partikel
Harr_ultonlan b entum (A Y operator pengambilan bebas tunak
Partikel momentum  sudut data: b. Persamaan operator
Bebas SUdUt_ d_engan sudu'g d(_angan terhadap Menggunakan momentum  sudut
Hamiltonian Hamiltonian hamiltonian perhitungan pada koordinat
partikel bebas? partikel bebas partikel bebas manual  secara kartesian
analitik ¢. Hamiltonian

partikel bebas
d. Sifat komutator
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Lampiran 2. Hasil Perhitungan Operator Momentum Sudut dan Hamiltonian
Partikel Bebas dalam Koordinat Kartesian

1. Operator Posisi

r=xi+yj+zk

2. Operator Momentum Linier

pszi‘}'pyj‘}'pz

k
= 'h(aA+ A+6E>
p=-—1 L J 2L,

3. Operator Momentum Sudut

i j k
L=rxp=|x y =z
Px Py Pz

S
|

L= =apy =y (- ) =2 (-ng) ==y 32— 0)
x =P =2y =y (~ihoo ) —z{~tho ) =~y 5 25
9

0 0 d
L, =zpy —xp, =z (—lh£> —x(—lhg) = —ih (z o —xa)

) 0 ] d 0
L, =xp, —ypy =x (—Lh@> —y(—tha) = —ih (x E—ya)

5. Operator Momentum Sudut Naik dalam Koordinat Kartesian
L, =1L, +il,

= (ypz - Zpy) + i(pr - sz)

=—ih(y %—Zaa—y)+h(z :—x—x%)

=n{(z 5 -x5) - 5 -75))
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6. Operator Momentum Sudut Turun dalam Koordinat Kartesian
L_=L,-iL,

= (yp, — zpy) — i(zpy — xp,)

=0z 5-x3)+ 0 %25}

7. Operator Hamiltonian Partikel Bebas

H= _ﬁ(pxz + pyz +pzz)

hZ [ 92 R 92
- N, iy
2m \9x2 = 9dy? = 0z2

34
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Lampiran 3. Hasil Perhitungan Operator Momentum Sudut Kuadrat dalam
Koordinat Kartesian

1. Operator L,

~ 2
Ly = (ypz - Zpy)(ypz - Zpy)
= YPzYDz — YDzZPy — ZDyYDz + ZDyZDy

=y (-inz)y (-in) - (i) z (<) -
z(-ihg)y (~ih ) +2 (—in-)z (~ih )

R G L e e

ay

2 2
= h? ya +hzz—+2hzyz——hzyz——h2 Zaayz

= ih(ypy + zp, + 2yzp,p, — ¥?p,> — 2%p,?)

2. Operator iyz

~ 2
L,” = (zpx — xp,) (2px — xPp;)

= ZPxZPx — ZDxXPz — XPzZPx t XD XD,
=z (—ih%)z (—ih;—x) —\7 (—ih :—x)x (—ih%) —
X (—ih%)z (—ihi) +x (—ihi)x (—ihi)

= 02222 + 22 2 4 hPaz o+ 2 + htaz s — B2
0x? 9x0z ax?

2.0 2, 2., 0% Lo 5 0% 2.2 0%
—hxax+h +2thaa hex = —h°z Py
= ih(xpy + zp, + 2x2pyp, — X*p,* — 2°px°)

3. Operator i’

~ 2

L,” = (xpy — yox) (x0y — yDx)
= XPyXPy — XPyYDPx — YPxXDy + YDxYDx

=x (=ingp)x (-ingg) —x (mingg)y (~ingy) -
y (mingy)x (=ingy) +y (-ingy)y (-ing))
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2

= —h%x (0 + xaa—;) +h%x (;—x +y Bi;y) +h2y (;—y +x aiay) —h2y (O +

62
=)
_ _32.20% 2,0 2 02 2., 0 2 02 1o 5 0%
= hxaz+hxax+hxyaxa +hya +hxyaxa hyax2
o 2 2., 0% 43 2.2 0°
hx +hya +2hxyaa h?x? — hyax2

= ih(xpx + YDy + 2XYDxPy — X2py2 — y2py )

4. Operator L?

w2 (v ,9 0> 20 23) 2( 9, a
=h (ya +Zaz+2y dydz V" 022 " i +h xax+Za T
2 62 62 2 62
_ .20 207 2(.,. 90 10 w29 _
szaxaz R d0z2 z 0 2)+h (xa +y6 + yaxay dy?

= ih(yp, + zp, + 2yzpyp, — ¥?p.? — z%p,?) + ih(xpy + zp, +
2x2ZpxP; — X202 — 2%p,?) + ih(xpy + YDy + 2XYDxDy — X2p, % —
¥2py?)

= ih(2xpy + 2yDPy + 22D, + 2XYDxDy + 2XZDxD; + 2YZDyP, — x2py? —
x%p,? — y2p,% — y?p,? — 2%p,? — z%p,?)

~ 2
5. Operator L,
~ 2 . . ; .
L," = (yp, — zpy + izp, — ixp,)(yp, — zpy + izpy — ixD,)
= YPzYDz — YPzZPy + YP,1ZDyx — YDzIXD; — ZDy YDz + ZDyZDy —
ZPylZPy + ZPy XD, + 1ZDx YD, — 1ZDxZDy + 1ZDxIZDy — IZDyIXD; —
ixpzypz + ixpzzpy - ipoinx + ixpzixpz

=y (-n2)y (-02) -y (-n)s (-02)+
(02 (02) -3 (02 (-02) -
() (0 4r (02)s (-n2)-
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)

iz (—ih%) iz (—lhai) — iz (—ih%) ix (—lh% -
ix (—Lh%)y (—ih%) +ix (—ih%)z (—Ll’la—) -
ix (—ih=)iz (—ih~) +ix (—ih=) ix (~ih+)

= —hzyzj—; + hzyaa—y + hzyZ%;Z — ihzyaa—x — ih%yz ai;z +
ihzxy;—; + hZZ% + hzyz%; — h?z? % + ih%z? az«;y -
ih?xz 6;3:92 — ihzyZ%;Z + ih%z? % + h?%z?2 :—; — hZZ% —
h%xz ai; + ihzxy;—z2 — ih2x > - ihzxz%; — h? aa_x -
hzxz%zz + h2x? %

= h? (—x;—x+y;—y— ixa%— iy;—x+ xzj—;—yz aazz +Zzaa—;—
7 aa_; — 2xz azzz + 2yz aizz + Zixy% — 2ixz aizz — 2iyz az;z +
2iZ2 az;y)

= ih(—xpy + ypy — ixpy — iypx + 20,2 — y2p,% + 22,2 —
z%py? — 2xzpyp, + 2yZpyp, + 2ixyp,? — 2ixzpyp, — 2iyzZp.p, +
2izszpy)

Operator
. 2 . . . .
L = (ypz —Zpy — 1Zpyx t lxpz)(ypz — Zpy — 1Zpx t+ prz)

= YP:YDz — YPzZPy — YPz1ZDx + YDIXD; — ZDy YD, + ZDy 2Dy +
ZPylZPy — ZPyIXP, — LZPx YD, + 1ZDxZDy + 1ZDxIZDy — 1ZDyIXD, +
ixpzypz - ixpzzpy - ipoinx + ixpzixpz
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=y (-ing)y (-in%) =y (-h)z (-ingg) -
y —ih% iz (—lh:—x) +y (—iha—) ix (—lh%) -
9 9 2

N
— /? —
=
Y
<
\< .
|
S
N
+
N
—
L
=t
2|
N2
N
—~
L
=t
2|
<
+

y (—ih%) — ix (—ih%)z (—ihaiy) -

= 02y 2 1wy L 4 n2yz 2 4 ik2y L 4 2y 2 —
0z2 ay 0yoz 0x

0x0z

ihzxya—2 +h2z2 + hzyzi —n2z2 2 p22 2
9z2 0z 0yoz dy? 0x0y

+

B2 92 9?2 92 a
J ] —+h%z2 — —h%z_—-—
dydz 0x0z 0x0y & 0x2 0z

— ihzxya—2 + b2 + iz -2 — h2x 2 —
0z2 ay dyoz d0x

0
h%xz
0x0z

d d d ad . d . 2 92 92
hz(— —= —+z——2z— — — 2 — _y2—
x6x+y6y+ 9z az+ lx6y+1y6x+x 0z2 y 9z2
92 92 92
207 207
z2°5 52 377 2xzaxaz+2yz

92 ; ik 8 ik
dyodz L 022 + 2ixz dydz

_.|_

2i 92 2i72 02
lyzaxaz_ Lz 6x6y)

= ih(—xpx + ypy + ixp, + iypy + x%p,% — y2p,2 + 2%p, 2 —
2%py? — 2x2pyp, + 2yZpyp, — 2ixyp,? + 2ixzpyp, + 2iyzp.p, —
2izszpy)
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Lampiran 4. Hasil Perhitungan Komutator Operator Momentum Sudut
Terhadap Hamiltonian Partikel Bebas

1. [L,H]
Caral
(L. A% = |[(vp, — 2p,), (— —(pa? + 1y + p22)>] gu
= ——([ypo 221 + P2 0y ?] + 902 0.21 = 20y, 147 -
2,0, %] = [2py, 0¥
. —ﬁ(o + (v[p2 0% + [y, 0y %]p.) +0—0—0 -
(zlpy. p.2] + [2.0,2py) ) ¥

= — 1 (0 + (2ihp, )p, — 0 — 2ihp,)py) ¥
=0

Caralll

[, 8|¥=(LA-AL,)w

= (yp. — zpy) (_ (b2 + )2 + pzz)) b
(_ 2 (2 + 27 p22)> Ope =2y )¥
= — 5 (YPaP® + YDy ? + YP.PE — 2Dy Pi” — 7Py

1
zpyp,°)¥ + 5= (D°YP2 + 0y VP2 + P2YD, — Px 2Dy —

pyzzpy - pzzzpy)llu

- —i(y (—ih %) (—ih%)z Wty (—ih%) —ih;—y)z @ +

o <(—ih ;—x)z y (—ih %) W+ (—ih aa—y)z y (—ih %) W+
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(<ing) y(-ing)w - (-ing) 2 (-in ) w -
(—ih ;—y)z z (—ih ;—y) w (—ih %)2 z (—ih a"—y) sv)
3 3

= —i( h3y + ihdy + ih¥y — — i’z v
2m 0x20 dy2o 9z3 0x20y
3,0°% 3, 0% 1 (i3, 0% 3 02%
in Zay3 ih Zayaz2) L Zm( B yaxZa +2in 3] 6z+
ih y6y262+ h Y373 ih Zo—5 ih Zay3 2ih 3797
3 a3y
ih ayazz)
=0
2. L, H]|
Caral
~ —~ 1
[y, A% = |Gpx - 202, (— el (S pzz))] v
1
- —— [pr, pxz] gt [pr' pyz] + [pr' pzz] i [po' pxz] -
[sz, pyz] - [xpzr pzz])lp
1
= —5—(0+ 0+ (z[pr, p.%] + [2,.%1px) — (x[p2 2] +
[x, px*]p,) — 0 — O)¥
= — (0 + (2ihp,)p, — 0 — Qihp,)p,) ¥
=0
Caralll
L, 8¥=(L,H-AL,)¥

1 1
= (2px — xp2) (— —(p+p)° + pzz)) Y~ (— —(p+p +

p22)> (pr - xpz)lp
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1
== ﬁ (prpxz + prpyz + prp22 - xpszz - xpzpyz -
1
X002 )Y + 5= (Dx2Dx + Dy 22D + D27 2P — PP XD, —

pyzxpz - pzzxpz)llu

z (—ih%) (—ihai)2 W — x (—Lh%) (—ih;—x @ —
X (—lh%) (—ihaa—y) Y—x (—lh%) (—lh%)z lIJ> +

(—ih%)z z (—ih;—x) @ (—ih;—x)z X —ih%) W

(
(—ih ;—y)z X (—ih ;—Z) W _ (—ih %)2 X (—ih %) w)

1 /. 5] . , o3y . o3y
= ——|(ih3z h3z h3z —ih3 —
2 (l dx3 t1i 0x0y? t1 0x0z2 L 0x20z
. o3y , 6341) 1 ( GEL o3y .p g 0%W
3 %3 1 (33 3 3
ih xayzaz thaz3 +2m ih°z x3+lhzaaz+21h T
23y 0%y 23y o3y 23y
. 3 - . 3__ . 3 il . 3 _ . 3 cr
ih Zaxaz2 k 0x0z ih xaxzaz ih xayzaz thx 623)
=0
3. |1, H]
Caral

L., A 1Y = |(xpy — yp2), (— — (2 + 1y + p22)>] 4
= — 5 ([xpy, p2] + [xpy 2y 2] + 30y, p.2] = yPo 7] -

[ypx: pyz] — [yps pzz])qj

41

- _i((x[py' e’ + [, pxz]py) +0+0-0-(y[px pyz] +

. p,%Ipx) — 0) ¥

= _i(o + (2ihp,)py, — 0 — (Zihpy)Px) 4
=0
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Carall

)
= (xpy — ypx) (—i (p® +py* + pzz)) Y — (—j (0 +py° +
pf)) (xpy = y0:)¥

= —— (apyPu® + Xpy1y? + XPyP.% — YPPx — YPaPy’ —
YPxD:2)¥ + 5 (0x2%Py + Py ?xPy + Po2XDy — P 2YPx —
Py*VDx = D2 YPx)¥

~ —i(x (-inz) (—ih;—x)z ¥+ x(-in ) —ih:—y)z Y 4
(-0 ) (-n2)'w »(-02)
y (-ih—) (—iha%)z v —y(=ih=-) (~iho i sv) +
— <(—ih %)2 x(—ih o) v + (i ;—y)2 x(=ih ) ¥ +
(—ih%)z x(-ih ) - (—ih;—x)z y(—ih—)w -
(i) y(-ing)e = (- 3) v (-n ) ¥)

:

3w | .3 W | .3
8x26y+lh xay3+lh b

>y
0ydz2

1 /.
=—— (lh3x
2m

3 3 2 3
indy 2% _ jh3y 2 ‘”)+i(2ih3—a LA, Vi S
2m xdy y

dx0y? 0x0z2 0x0 0x2%0
p GEL'Z o3y . EL' .3 0%W . GRS
h3x— h3 — ih®y— — 2ih® —— — ih3 —
l xay3 +1 xayaz2 l yax3 l %0y l yaxay2
. o3y )
3
ih yaxazz
=0
4. |L,, H]
Caral

L0 B9 = |(yp. — zpy + izpx — ixp2), (—ﬁ (P2 +py% + pzz))] w
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1
= — = ([yp2 px*1 + [yp2 0y %] + yp2 0.°1 = |20y, 2] =
[zp,,1,2] — |20y, P,%] + [izDx, P2 2] + [izDr, 0y 2] +
[inx: pzz] - [ixpz: pr] - [ixpp pyz] - [ixpz: pzz])llu
1
= —5-(0+ ([p.py?] + [y ?p) +0-0-0 -
(z[p,, p.%] + [z, 0,%1py) + 0 + 0 + i(z[py, p,2] +
[Z, pzz]px) - i(x[pz' pr] + [x' pxz]pz) —-0- O)qj
1 . . . .
= —%(0 + (2thy)pz — 0 — (2ihp,)p, + 0 + i(2ihp,)p, —
0 — i(2ihp,)p,) ¥
=0
Carall
[Z:_l_,ﬁ]llll == (E.l_ﬁ - ﬁZ+ ) lllj
. . 1
= (yp, — 2zpy + izpx — ixp,) (—g (0* + )% + pzz)) Y-
1 . .
(— —(p +p) + p22)> (vpz = 2zpy + izpx — ixp,)¥
1
= ———(ypaDx” + VPP + YD2DS — 2Dy Dx” — 2Dy Dy —
Zpyp22 & inxpr + inxpyz - iszpzz - ixpszz - ixpzpyz I~
. 1
ixp,0,°)¥ + 5= (x*yD2 + Dy °YD, + D2 °VD2 — Px’ 2Dy —
pyzzpy - pzzzpy + pxzisz + pyzisz + pzzisz - pxzixpz -
py2ixp, — p,2ixp,)¥

- —i(y —ih%) (—ih%)zli’+y(—ih%) —ih;—y)2w+
)
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2m 0x29y
o3y 23y o3y 03y 23y
3,0°Y .33 33, 0°% 33 &3
ih Zay3 ih Za 0z2 h d0x3 h Zaxa 2 Zaxazz t
o3y o3y o3y 1 03y 0%y
h3 h3 h3 —) —('h3 2ih3
x6x262+ x6y262+ o 9z3 +2m ! ya 262+ ' dyod +
o3y 3y a3 o3y 0%y
.33 .33 3 33 33 _
ih yayZaz + ih°y = h Zo 55 ih Zay3 2ih 3797
; GEL a3y 23y 0%y o3y
ih3z —h3z— —h3z — 2h3 —h3 +
0yodz? dx3 dxdy? 0x0z 0x0z2
0%y 5] 03 o3y
203 2 | 3 h3 h3 —)
6xaz+ 9x20 + dy2a + 0z3
=0
5 [L_,H]

Caral
LAY = [(sz — zpy, — izpy + ixpy), <—$ (P2 + % + pzz))] y
= ——(yP2 a1 + Y20y 2] + yP2 022 — |20y, P42] -
[zpy, py?] = [2Dy, P2%] = [i2D2, 21?1 = [izDx 2y %] -
lizpy, ;%] + lixp,, 2] + [ixp, py 2] + lixp,, p,21)¥
= —ﬁ(o + (v[p2py?] + v 0y %p.) + 0-0—-0—

(Z[py' pzz] + [Z, pzz]py) —0-0- i(Z[px» pZZ] +
[z,p,%1px) + i(x[ps 0?1 + [, 0x°]p2) + 0 + 0)1}’
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= —i(o + (Zihpy)pz — 0 — (2ihp,)p, — 0 — iQ2ihp,)p, +
0 + i(2ihp,)p,) ¥
=0
Carall
[ Aw=(L_A—AL)w
. . 1
= (yp, = zpy — izpx + ixp,) (—% (p® + )% + pzz)) Y~
1 . .
(— = (pgf Neaat p22)> (yp; = 20y — izpy + ixp,)¥
1
= — = (YP0x* + YD2Dy® + YDDL® — ZPyDx” — ZDyDy” —
Zpyp,” — 12DxPx” — 12DxD)” — 12DpxD,” + 1XD,Dx” + ixpopy* +
. 1
ixp,0,°)¥ + 5= (P *VPz + Py 2YD, + D°YP2 — P20y —
pyzzpy L pZZZpy 1 pxzisz - pyzisz y pzzisz + prixpz +

py2ixp, + p,2ixp,)¥
= -2 (y(-m2) (~in2) W+ y (~nZ) (-nZ) v +
y (—ih%) (—ih%)z W _

(
z(~ih ;’—y) (~in :—y)z v —z(~ih ;—y) (~in 62)2 p—
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(—ih %)2 iz (—ih%) w4+ (—ih %)2 ix (—ih %) W+
(—ih :—y)z ix (—ih %) w4 (—ih %)2 ix (—ih i) sv)

0z

1 (.3 0% L3 93w sy .. 3 3%y
T 2m (lh yax262+ in yayZa y 0z3 in Zaxzay
o3y o3y [ LS
-3 _ %3 3 3 _
ih Zay3 ih Zayaz +h°z—+h°z Zo—
GEL GELY GRS GEL'Y 2
3 _ %3 %3 1 (3
h xaxzaz xayzaz h°x 623) i ( h yaxza dydz +
3 3 3
.33 0°y .33 0°y _ 3 0°y _ 3 3y . 3 9%y
ih y6y262+ ih Yars ih Zaxzay ih Z—a = 2k 3797
a3y 23y 2%y o3y
3 3 3 3 3 _
ih Zayaz2+h o3 + h°z +h Zo =
o’y GEL' o3y EL'
39 p3, 0 g3 _ %3 )
0x0 0x20z dy2o d0z3
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Lampiran 5. Hasil Perhitungan Komutator Operator Momentum Sudut
Kuadrat Terhadap Hamiltonian Partikel Bebas

1[5 A]
2" 8 | = [(in(ypy + zp, + 2yzpyp, — ¥7p. — 2°p,7)), (—j(pxz +

py? + pzz))] 4

= =~ ([ypy 0] + 0y, 2, 2] + [ypy 122] + L2012 7] +
|20, y%] + [2p2, 0221 + 2[yzpy P2 D22 + 2[yZDy D2 D) 2] +
2[yzpyp. .2 — [y?p.2 02l — |y2p.2 02 —
[v2p,2 p.2 — [22p)% p?] — [2%py % 0y?] — [2%p)2 . 2]) ¥

= —%(O + (v[py 2y 2] + [V, 0y 2]py) + 0+ 0+ 0 +
(z[p, 2] + [2,p,21p.) + 0 + 2(yz[pyps 1y 2] +
lvz, py%pyp.) + 2(vz|pyp2 03] + ¥z, D21PyP,) — 0 —
(yz[pzz'pyz] + [yz‘pyz]pzz) —4 = OR- (Zz[pyz’pzz] +
[22, pzz]pyz)) ¥

= ——((0 + (2ihp, )p,) + (0 + 2ihp)p,) +2(0 +
(v|z. %] + [v. py2]2)pyp2) + 2(0 + (Vlz,p, 2] +
[v,p.212)pyp.) — (0 + (¥[y. )% + [v. 0y ]y)p2) —

(0 + (zlz,p,2] + [2.p,12)p,?) ) ¥
= —%<2ihpy2 + 2ihp,? + 2 ((0 + (2ihp, ) 2)pyp, ) +
2((y(2ihp,) + 0)pyp, ) — (0 + (¥(2ihp,) +
(2ihpy )y)p,?) — (0 + (zQihp,) + (2ihpz)z)py2)) 4
= ——~(2ihp,? + 2ihp,? + 4ihzp,p, + 4ihyp,p,* -

4ihyp,p,* — 4ihzp,?p,)¥
ih . .
= —zl—m(ZLI’lpyz + 2ihp,2)¥
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2
= % (pyz + pzz)lp
L. A |¥ = 2020,
LA =2n%A,

2. |L,°,
2"

H

A

. 1
] Y= [(lh(pr + zp, + 2xzp,p, — x2p22 - Zszz) )’ <_%(px2 +
py? + pzz))] 2
ih
= _21_m (XD pxz] 2 [xPx: pyz] + [xpy, pzz] + [zp,, pxz] +
[szr pyz] + [ZpZ! pzz] + Z[xszpz, pxz] + Z[Xprpz,pyz] K
2[xzpxp, 0,21 — [x2p,% 02l = [x?p,% py?] -
[xzpzzt pzz] 1 [Zszz' pxz] - [Zszz' pyz] - [Zszzf pzz])llu
ih
= —zl—m((x[px,pxz] + [, p2lpy) +0+0+0+0+

(z[p, 021 + [z, p.%Ip,) + 2(xz[pyp,, pi*] +
[x2, D2 1pxp2) + 0 + 2(xz[pyp, 0, %] + [x2, 0,2 1DxP,) —
(xz[pzzrpxz] + [le pxz]pzz) - 0 == 0 — O ‘B 0 -
(Z%[px2, %] + [22,1,2]p2)) ¥
ih y .
= — (0 + ihpIp,) + (0 + (2ihpIp,) +2(0 +

(x[z, px %] + [x, px212)Dxp,) + 0 + 2(0 + (x[z,p,%] +
[x' pzz]Z)pxpz) o (0 ar (x[x, pxz] + [x' pxz]x)pZZ) —-0-0-
0—0—(0+ (z[z,p,2] + [z, p,212)p:*))¥

— = (2ihp,? + 2ihp,? + 2((0 + (2ihp)2)p,p,) +
2((x(2ihp,) + 0)papz) — (0 + (x(2ihp,) +

Qihp)0)p,?) — (0 + (2(2ihp,) + Qihp)2)p,2)) ¥

= — % (2ihp,? + 2ihp,% + 4ihzp,2p, + 4ihxp,p,* —

4ihxp,p,” — 4ihzp,*p,)¥
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= — > (2ihp,? + 2ihp,)¥

L8 |w =202, v

,_|
[ ——

[i JH ] Y= [(lh(xpx +ypy + 2xyp,py — x%p, % —

y*pi?) ), <_ﬁ (p* + )% + p22)>] 4

Sy — ([0, 02?1 + [x02, 2y *] + [P 021 + [yy, 02%] +

[ypy,py 1+ [ypy, p22] + 2[xypepy, Dx%] +
2[xypapy. Py ?] + 2[xyDxpy P22 — [xzzoy2 px?] =
[x?py% 0% = [¥%py% 02| = [y 0 %] = [vP0e2 ] -
[y2p<2 0,2 1)¥

= — = (P p?] + [, P2 Ip) + 0+ 0+ 0 +
lpy 2] + [y y%]py) + 0+ 2(xy[papy p2?] +
[xy, px2Ipxpy) + 2(xy[Papy, 2y *] + [x, Dy *|D2py) + 0 =
62 [0 g i) = U =0 R
2lpe? py?] + 20y lpa?) — 0) ¥

= — 2 ((0 + QinpIpy) + (0+ (2ihp,)py) +2(0 +
Cely, px] + [x, 02 219)papy) + 2(0 + (x[y, 2y %] +
[, y2]y)papy) — (0 + Cxlx, pi®] + [x, p2210)py %) —

0+ O.p,2 + oy ?y)ee?)) ¥
= —%<2ihpx2 + 2ihp,® + 2 ((0 + (Zihpx)y)pxpy) +
2 ((x(Zihpy) + O)pxpy) — (0 + (x(2ihp,) +

(Zihpx)x)pyz) - (O + (y(Zihpy) + (Zihpy)y)pxz)) y
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o _ _ .
= — - (2ihp,? + 2ihp,? + 4ihyp,Ppy + 4ihxp,p,? —
4ihxp,p,? — 4ihyp,2p,)¥
ih . .

= [(ih(prx + Zypy + 2zp, + nypxpy + 2xZp,p, + 2yzpypz —

2 2., 2 20

x2py* — x*p,* — y2*p® — ¥y,

Zzpyz)) , (_ i (pxz + pyz + pzz))] ¥

= —;—h (2[xpy, D221 + 2[xP2 0y 2] + 2[xpx, 221 + 2[yDy, P22 +

m

2., 2
_pr —

2[ypy 02| + 2[ypy, p22] + 202D, x?] + 2[2p,, ) %] +
2[2p,, 0,21 + 2[xypapy, P2%] + 2[xypapy Y2 +

2[xypxpy 02°] + 2[x2pxps 0% + 2|X2Dep2 0y 2] +
2[x2pxD2 02°] + 2[y2py P2 02*] + 2yzDy P2 0y ?] +
2[yzpyp20.%] = %0, % 02 = [¥°y % 2] = [%°py % p2%] —
[x2p,% px?] = [x20,% y°] — [x%p,% 0,21 — [y2ps® il —
[v2p:2 0y %] — 202 0,21 — 20,2 px?] — [y, % py2] —
[v?p.% 0.2 — [22p:% 2] — 2202 1y %) — [2%p:2% 0,%] —
%0y 0] = [2%py% %] = [2%p)%. 0,7 ])¥

— 2 (20x[pe 22?1 + [, 1:2]px) + 0+ 0+ 0+ 2(y[py, 2, %] +
[v,py%]py) + 0+ 0+ 0+ 2(z[p,, p.2] + [z, p,Ip,) +
2(xy[pxpy, 2] + [xy, 22 10xDy) + 2(xy[Pxpy 2] +

[xy, py*]papy) + 0 + 2Cxzlpyp,, il + [x2, D Ipxp,) + 0 +
2(xz[pxpz p2*1 + [x2,0,%10xp2) + 0 + 2(yz|py D2y *] +

lyz, py%pyp2) + 2(vz[pyp2 2] + [y2, 22Dy P2) —
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(xz[pyzr pxz] + [xz' pxz]pyz) -0-0- (XZ[PZZ' pxz] +

[x%, p*1p,?) = 0 = 0 — 0 — (¥2[p:% 2y %] + [y2 0y 2Ips?) —
0—0-(?[p.%py°] + [y* 0y °lp,?) —0—-0—-0 -

(Zz[pxzr pzz] + [Zz; pzz]pr) —-0-0- (Zz[pyzf pzz] +

[ZZJ pzz]pyz)) ¥

— 22 (200 + 2ihp,dpy) + 2(0 + (2ihp, )p, ) +2(0 +
(2ihp,)p,) + 2(0 + (x[y, px?1 + [x, 02 21Y)pxpy) +

2(0 + (x[y,p,2] + [%, 0, 2]y)Pxpy) + 2(0 + (x[2,p2] +

[x, pxz]z)pxpz) ot 200 el C2i[E pzz] + [x, pzz]Z)pxpz) +

2(0 + (y[z.py?] + [y, py2)2)pyps) + 2(0 + lz,p, 2] +

[y, 0. 212)pyp2) — (0 + (x[x, 021 + [x, 0 210Dy %) —

(0 + Cxlx, px?] + [x, px210)p,2) — (0 + (y[y. 2y 2] +

.22 1y)ee?) = (0 + Oy, py?] + [y 2y ly)es?) -

(0 + (z[z, pzz] + [z, pZZ]Z)pr) = (0 + (z[z, pzz] +
[2,0,%12)p,2) ) ¥

—% (4ihpx2 + 4ihp,* + 4ihp,* + 2 ((0 + (Zihpx)y)pxpy) +
2 ((x(Zihpy) + O)pxpy) +2((0 + (2ihp,) 2)pyp,) +
2((x(2ihp,) + 0)p,p,) + 2 ((0 + (Zihpy)z)pypz) +

2 ((y(Zihpz) i 0)pypz) — (0 + (x(2ihp,) + (2ihp,)x)py?) —
(0 + (x(2ihp,) + (2ihp,)x)p,?) — (0+ (y(2ihpy) +
(Zihpy)Y)sz) - (0+ (y(Zihpy) + (Zihpy)Y)pzz) -

(0 + (Z(Zthz) + (Zthz)Z)pxz) - (O + (Z(Zlhpz) +
(Zihpz)z)py2)> p

— % (4ihp,? + 4ihp,? + 4ihp,? + 4ihyp,2p, + 4ihxp,p,? +

4ihzp,*p, + 4ihxp,p,* + 4ihzp,*p, + 4ihyp,p,* —
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4ihxpypy® — 4ihxp,p,* — 4ihyp,*p, — 4ihyp,p,* —

4ihzp,’p, — 4ihypyp22)‘l'

2ih

= —Z—(Zihpxz + 2ihp,? + 2ihp,?)¥

m

[I2,H|¥ = 40?0 ¥
12 A]

= 4h%H

Jo-

= _%(_[pr’pxz] — [xpx 0y 2] =[x 222 + [yDy, P2] +

|(in(=xps + yp, — ixpy, — iypy + x7p,2 — y?p,2 +
2°p,? — 2°py® — 2x2pyp, + 2yZpyp, + 2ixyp,” —

. . ] 1
2ix2pyp, — 21yZpyP; + 212°PsDy) ), (‘% (p® +p° +

pf))] 4

[ypy, 2,2 + [ypy, p22] = ilxpy, 2] = ilxpy. 0y 2] -
i[xpy, p2] — ilyPr 022 — i|ypr Py 2] — ilyPr D221 +

x2p, 2, v 2] + [x2p, 2 0y 2] + %20, 0,2 — [¥2p.2 o] —

2

2X2pxP7 Px*] — [2x2D.0, py?] — [2x2psp,, 0,21 +

2y2pyP2 x| + [2y2pyp2 Y2 + [2y2Dy P2 0] +

[2ixyp,? px?] + [2ixyp,% py?] + [2ixyp,2 p,2] —

[2ixzpyp,, x?] = [2ixzpyp,, py?]| — [2ixzDy D, %] -

[2iyzp.ps. px?] — [2iyzpap,. py?] — [2iyzDap, p,%] +

[2iz%ppy, 2] + [2i2%papy. py %] + [2i2%Dxpy, 0,2])¥
ih

__(_(x[px: pr] + [x' pxz]px) —0-0+0+

2m

[

[v2p.%py2] — [y?p.2 0,21 + (2202 0:%] + (22020, 2] +
[2%p2, 021 = [2%py% 0x%] = [2%0y2 ) %] = [2%0y2 022 ] -
[
[

52

(vlpy, py%] + v 2y 2py) + 0 — i(x[py, P2 2] + [x, 2 2Dy) —
0—0—0—i(y[pepy?] + [y, 2y%]Px) — 0+ (x2[p,% p*] +


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

53

[x2,px?lp?) + 0+ 0= 0 — (¥2[p,2. %] + [y2. ) *]p2%) —
0+ 0+ 0+ (2%[pe% 21 + [2%, 0, Ip) =0 - 0 =
(z%[py2 p2] + (2%, Ipy?) — 2(xz[paps, p2*] +

[xz, px*1pxD2) — 0 — 2(xz[Dxpy 2] + [x2,p,%IDxp2) + 0 +
2(yz[pypz py?] + [y2 0y 20yp2) + 2(v2[DyD2 P2] +

[z p,2lpyp,) + 2i(xylp,® px®] + [xy, %D, +
2i(xy[p.® py %] + [y, 0y %]p.%) + 0 = 2i(xz[pyps px*] +
[x2,0x1pyP2) — O — 2i(xz[pyps po?] + [x2,p,2lpyp,) —

0 — 2i(yz[pxpz y?| + [y2 0y 2lpxp2) — 2i(yzlpxp, P21 +
[z 0,2 1pxpz) + 0 + 0 + 2i(22[pypy. p,?] +
[22,p,21pxpy) ) ¥

== (=0 + Q@ihp)p,) + (0 + (2ihp, )p,) —i(0 +
(2ihp,)py,) — i(0 + (2ihp, )py) + (0 + (x[x, p 2] +

[, p210p.?) = (0 + [y, 2y *] + [y, 2y 2]y )p.%) + (0 +
(zlz,p,*] + [2,0,°12)p,*) — (0 + (zz,p,%] +

[z, p,%12)py?) — 2(0 + (x[z,px?] + [x, px212)pxp,) — 2(0 +
(xlz,p,°] + [x,0,212)pp2) + 2(0 + (2, p,*] +

[y, 2,2]2)pyp.) + 2(0 + Olz, 4] + [y, p,212)Dyp,) +
200 + Cxly, px?1 + [x, 2219022 + 2i(0 + (x[y, py?] +
[x,2,2]y)p.2) — 2i(0 + (x[z, 2] + [x, px212)pyp,) —
2i(0 + (x[z,p,%] + [x, pzz]z)pypz) —2i(0+ (y[z, pyz] +
[y, py2]2)pxp,) — 200 + Oz, 0,2 + [y, 2, 2)2)pap,) +
2i(0 + (zlz,p,%] + [z, p,212Dpxpy) ) ¥

ih
2m

(x(2ihp,) + (2ihp,)x)p,») — (0 + (y(2ihpy) +
(2ihpy)y)p.2) + (0 + (z(2ihp,) + (2ihp,)2)p,?) — (0 +

(—Zihpxz + 2ihip, 2 + 2hp,py + 2hp,p, + (0 +
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(z(2ihp,) + (2ihp,)2)py?) — 2((0 + (2ihp)2)pep,) —
2((x(2itp,) + 0pap,) +2 (0 + (2ihp, )2)pyp. ) +
2 ((y(Zihpz) + 0)pypz) +2i((0 + 2ihp,)y)p,*) +2i(0 +
(x(2ihp,) + 0)p,2) = 2i (0 + Qihp)2)pyp, ) —
2i ((x(Zihpz) + 0)pypz) — 21 ((0 + (Zihpy)Z)pxpz) -
2i((y(2ihp,) + 0)pyp,) + 2i(0 + (z(2ihp,) +
(Zihpz)z)pxpy)) i

= — - (—2ihp,? + 2ihp,? + 4hp,py + 4ihxp,p,? -
4ihyp,p,” + 4ihzp,*p, — 4ihzp,*p, — 4ihzp,*p, —

4ihxpyp,” + 4ihzp,*p, + 4ihyp,p,* — 4hyp.p,” —
4hxpyp,* + 4hzpypyp, + 4hxp,p,* + 4hzp,p,p, +

Ahyp,p,? — 8hzp,pyp,)¥
ih . .
= —Zl—m(—Zlhpxz + 2ihp,® + 4hpxpy)'{’

258 | ¥ =202 (B, - A, + -p.p,) ¥
[£+2,H] = —2h? (ﬁx -H,+ ipxpy)
I°8|

~ 2 ~ . . B
L_° H ] Y= [(lh(—xpx + ypy + ixpy + iypy + x°p,% — y?p,t +

2°py* — 2°py® — 2x2pxp, + 2yZpyp, — 2ixyp,” +

. . . 1
2ix2pyp, + 21yZpyp, — 212°Pepy) ), <‘% (p® +p)% +
2) y
Pz
ih
= — (= [xPx, %] = [xP0 2y 2] = X020 2221 + [y2y, D7) +

vy 0y2] + [yoy, 022 + ilxpy, 02%] + i]xpy, 0y %] +
i[xpy, 02| + ilype 02 + i[yPr 0y2] + ilyDr p.2 +
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[x2p,2, pi®] + [x%p2% 0y 2] + (2,2 p.%] = [y?p.2 el =
[v2p.2 2] — [v2p,% 0,2 + [2%0,% 02 + 220,20, %] +
[2%p% 0,71 = [2%p, % 0x%] = (22,2 0y 2] = (2702 22] —
[2x2DxD2 x2] = [2%2pxD7, ) %] — [2X2D4p2 p,%] +
[2yzpyp2 2] + [2y2DyP2 0y %] + [2v2Dy 02 022] -
[2ixyp,? pi*] = [2ixyp,? p,?] - [2ixyp,* p,*] +
[2ixzpyp,, p2] + [2ix2Dy D, 0y 2] + [2ix2D, D0 2] +
[2iyzpep, px?] + [2iyzpeps, vy *] + [2iy2D405 0] —
[2i2%pxpy, p2*] = [2i2%papy, y?] — [2i2% DDy, D2])W

ih

— o (Ol ] + [ palp) —0 = 0+ 0 +

2m
ey 22 + [y.0y%py) + 0+ i(x[py, %] + [, 0271y ) +
0+0+0+i(y[pepy?] + [y, 2y %px) + 0+ (¥2[p,% 0% +
[x2,px?1p,2) + 0+ 0 — 0 — (¥2[p, %y %] + 2.y %)) —
0+ 0+ 0+ (2%[p,% %] + [2%, 0 Ipx®) =0 — 0 —
(z%[py % p,2] + (2% p,21py?) — 2(xzlpxp, px?] +

[xz, px*1pxp2) — 0 — 2(xz[pxp2 2] + [x2, . IPxp2) + 0 +
2(yzlpyps 0y?] + vz 0y *0yp2) + 2(v2lpyD, 2] +

[z p,21pyp,) — 2i(xylp,?, px®] + [xy, px?lp,*) —
2i(xy[p.% py?] + [y, 0y %]p.%) — 0 + 2i(xz[pyps px?] +
[x2,0x21pyp2) + O + 2i(xz[pyps p,*] + [x2,p2Ipyp,) +

0 + 2i(yz[pxpz py?] + [y2 0y 2lpxp2) + 2i(yzlpepz P21 +
[z p21pxp,) — 0 — 0 — 2i(2%[pxpy, p,2] +

[22,p,2Ipxpy) ) ¥

== (=(0 + Qihp,)p,) + (0 + (2ihp, )p, ) +i(0 +
(2ihp,)py) + (0 + (2ihp,)py) + (0 + (x[x, p2] +

[, p210p,») = (0 + [y, 2y *] + [y, 2 *]y)p.%) + (0 +
(zlz,p,2] + [z, P2 12)p*) — (0 + (zlz,p,*] +
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[z, p,212)py?) — 2(0 + (x[z,px*] + [x, px12)pxp,) — 2(0 +
(xlz,p,%] + [x,0,212)pxp2) + 2(0 + (2, p,*] +
[y 2,2]2)pyp2) + 2(0 + lz, 2] + [y, p,212)Dyp;) —
2i(0 + Cxly, %1 + [x, :219)p,2) — 2i(0 + (x[y, py 2] +
[x.2,2]y)p,?) + 2i(0 + (xlz,px?] + [x, p212)pyp,) +
2i(0 + (x[z,p,%] + [x, pzz]z)pypz) +2i(0 + (y[z, pyz] +
[y, py?]2)pap.) + 2i(0 + G/lz,p,%] + [y, P21 2Paps) —
2i(0 + (zl2,p,%1 + [2,p,212)pay) ) ¥

ih

= ——<—2ihpx2 + 2ihp,* — 2hp,p, — 2hp,p, + (0 +

2m

(x2ihp,) + ihp)x)p,?) — (0 + (y(2ihp, ) +

(2ihpy )y)p.) + (0 + (z(2ihp,) + 2ihp,)2)p,>) — (0 +
(2(2ihp,) + (2ihp,)2)py?) = 2((0 + ihp)2)pyp,) —
2((x(2ihp,) + 0)pep,) + 2 ((0 + (2ihp, ) 2)pyp.) +
2((y(2ihp,) + 0)pyp, ) — 2i((0 + Qihpy)p,?) — 2i(0 +
(x(2ihp,) + 0)p,2) + 21 ((0 + Qihp)2)pyp, ) +

2i ((x(Zihpz) + O)pypz) + 2i ((0 + (Zihpy)z)pxpz) +

2i((y(2ihp,) + 0)pyp,) — 2i(0 + (z(2ihp,) +

(Zihpz)Z)pxpy)) 4

=— % (—2ihp,2 + 2ihp,* — 4hp,p, — 4ihxp,p,* —
4ihypyp,* + 4ihzp,*p, — 4ihzp,*p, — 4ihzp,*p, —
4ihxp,p,® + 4ihzp,*p, + 4ihyp,p,* + 4hyp,p,* +
4hxpyp,* — 4hzp,p,p, — 4hxp,p,* — 4hzppyp, —
Ahyp,p,* + 8hzp,pyp, )V

ih . )
= —zl—m(—Zthx2 + 2ihp,? — 4hpxpy)‘l’

|w = —2n (A= Ay ——papy) ¥

i
m
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