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PRAKATA

Alhamdulillah penulis dapat menyelesaikan buku teks yang
bisa dijadikan salah satu rujukan untuk perkuliahan Kombinatorika,
Matematika Diskrit, Teori Graf dan mata kuliah lain yang relevan
serta sebagai referensi untuk penyusunan skripsi, tesis dan disertasi.
Buku ini berisi materi-materi yang diharapkan dapat memudahkan
mahasiswa dalam memahami berbagai topik dalam teori graf
sehingga dapat menerapkannya untuk memecahkan masalah yang

bersifat aplikatif.
Secara garis besar buku ini membahas:

1. Konsep dasar yang meliputi notasi, definisi dan istilah dalam
Teori Graf.

2. Masalah optimasi graf yang meliputi graf berordo besar baik tidak

berarah maupun berarah serta keteraturannya.

3. Konstruksi graf yang meliputi teknik konstruksi graf berarah dan

klasifikasinya.

4. Pelabelan graf yang meliputi jenis-jenis pelabelan graf mulai dari

awal dikenalkan sampai jenis pelabelan yang berkembang saat ini.

5. Pewarnaan graf yang terdiri dari pewarnaan titik, pewarnaan sisi

dan pewarnaan yang menggunakan pelabelan lokal anti-ajaib.

6. Himpunan dominasi baik yang klasik maupun pengembangannya

yaitu himpunan dominasi jarak.
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7. Dimensi metrik dan pengembangannya yaitu dimensi metrik

lokal.

8. Aplikasi Teori Graf yang terdiri dari penetapan alamat jaringan
komunikasi, optimasi jaringan komputer, sistem penjadwalan,

optimasi penempatan alat dan navigasi robot.

Pada kesempatan ini, penulis menyampaikan banyak terima
kasih kepada Direktorat Riset dan Pengabdian Kepada Masyarakat
(DRPM) Kemristekdikti yang sudah membiayai penulisan buku ini
melalui Hibah Penelitian Tim Pascasarjana Tahun Anggaran 2016 —
2018 dan LP2M Universitas Jember yang membantu pelaksanaan
penelitian. Disamping itu, penulis menyampaikan terima kasih
kepada anggota Tim Peneliti yaitu Prof. Dafik, Prof. Saiful Bukhori,
Dr. Kristiana Wijaya dan Nelly Oktavia A., M.Si atas kerja sama
dalam melaksanakan penelitian. Penulis juga menyampaikan terima
kasih kepada Ikhsanul Halikin, M.Si yang sudah memeriksa buku ini
sebelum diterbitkan dan Wiji Utami, M.Si yang membantu proses
penerbitannya. Secara khusus, penulis menyampaikan terima kasih
kepada Prof. Dr. Adiwijaya, Rektor Universitas Telkom, yang sudah

memberikan kata pengantar pada buku ini.

Penulis menyadari bahwa buku ini masih memerlukan
penyempurnaan. Untuk itu kritik dan saran sangat diperlukan untuk
penyempurnaan buku ini. Akhir kata, semoga buku ini dapat

memberikan manfaat. Aamiin.

Jember, Desember 2018

Prof. Drs. Slamin, M.Comp.Sc., Ph.D
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KATA PENGANTAR

Buku ini menyajikan materi dalam Teori Graf yang sering
dipelajari serta dijadikan topik penelitian saat ini. Bagian awal dari
buku ini menjelaskan pendahuluan yang melatarbelakangi perlunya

mempelajari Teori Graf.

Bagian utama dari buku ini dimulai dari penyajian konsep
dasar Teori Graf, yang diikuti dengan pembahasan beberapa topik
populer dalam Teori Graf. Topik-topik tersebut meliputi masalah
optimasi graf, konstruksi graf, pelabelan graf, pewarnaan graf,
himpunan dominasi, dan dimensi metrik. Pada bagian ini, diakhiri
dengan menyajikan beberapa aplikasi dari topik terkait yang sudah
dibahas pada bab-bab sebelumnya.

Dalam bagian penutup, penulis menyajikan beberapa masalah
terbuka yang berkaitan dengan materi yang dibahas dalam buku ini.
Permasalahan ini masih sangat luas cakupannya dan sangat cocok
untuk dijadikan topik penelitian mahasiswa dalam menyusun baik
skripsi, tesis, maupun disertasi.

Organisasi penyajian topik-topik dalam buku ini dibagi dalam
beberapa bab yang disusun secara terstruktur dan sistematis. Selain
itu, buku ini dilengkapi dengan contoh-contoh yang divisualisasikan
dalam bentuk gambar graf yang menarik. Dengan demikian,
pembaca akan lebih mudah memahami konsep-konsep yang

disajikan dalam setiap bab pada buku ini.
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Pembahasan materi yang disajikan secara komprehensif dari
hulu sampai hilir, akan memperkaya keilmuan dalam bidang Teori
Graf dan aplikasinya. Oleh karena itu, buku ini sangat cocok tidak
hanya untuk mahasiswa yang sedang mengikuti perkuliahan dan
menyelesaikan tugas akhirnya, tetapi juga untuk para peneliti yang
mengeluti bidang Teori Graf dan yang menerapkannya untuk

memecahkan berbagai permasalahan.

Bandung, Desember 2018

Prof. Dr. Adiwijaya
Rektor Universitas Telkom
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batas Moore

basis

basis lokal

bilangan

dominasi

bilangan

dominasi jarak

bilangan jumlah

bilangan jumlah

bulat

bilangan jumlah

modulo

bilangan

GLOSARIUM

batas atas dari ordo (banyaknya titik) dari graf

jika diberikan derajat dan diameter.

himpunan pembeda yang memiliki kardinalitas
minimal

himpunan pembeda lokal yang memiliki

kardinalitas minimal

kardinalitas minimum di antara himpunan

dominasi dari sebuah graf

kardinalitas minimum di antara himpunan
dominasi jarak dari sebuah graf

banyaknya titik-titik terisolasi paling sedikit
sedemikan hingga sebuah graf merupakan graf
jumlah

banyaknya titik-titik terisolasi paling sedikit
sedemikan hingga sebuah graf merupakan graf
jumlah bulat

banyaknya titik-titik terisolasi paling sedikit
sedemikan hingga sebuah graf merupakan graf

jumlah modulo

banyaknya warna minimal yang diperlukan
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kromatik

bilangan

kromatik sisi

bilangan
kromatik anti
ajaib lokal

comb

daun

derajat

diameter

digon

dimensi metrik

dimensi metrik

lokal

edge-comb

dalam pewarnaan titik dari sebuah graf

banyaknya warna minimal yang diperlukan

dalam pewarnaan sisi dari sebuah graf

banyaknya warna minimal yang diperlukan
dalam pewarnaan titik dari sebuah graf yang

menggunakan pelabelan anti ajaib lokal.

sebuah operasi pada graf yang dinotasikan
dengan < sehingga diperoleh graf baru dengan
cara mengambil satu salinan graf pertama dan
salinan graf kedua sebanyak ordo graf pertama
kemudian merekatkan penggandaan ke-i dari graf

kedua pada titik ke-i pada graf pertama.

titik yang mempunyai derajat satu

banyaknya titik-titik yang bertetangga dengan
dengan suatu titik.

jarak terpanjang diantara sembarang dua titik

dalam sebuah graf.

sepasang sisi yang membentuk sikel berarah

dengan dua titik.
banyaknya titik dari basis pada suatu graf

banyaknya titik dari basis lokal pada suatu graf

sebuah operasi pada graf yang dinotasikan
dengan < sehingga diperoleh graf baru dengan

cara mengambil satu salinan graf pertama dan
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girth
graf

graf ajaib
graf berarah

graf berarah
Alegre

graf berarah de
Bruijn

graf berarah
Kautz

graf dua partisi

lengkap

salinan graf kedua sebanyak ukuran graf pertama
kemudian mengcangkokkan salinan ke-i dari graf

kedua pada sisi ke-i pada graf pertama.
panjang sikel terpendek pada sebuah graf.

sebuah pasangan himpunan yang terdiri dari
himpunan berhingga tidak kosong dari elemen
yang disebut titik, dan himpunan (mungkin
kosong) dari pasangan tak terurut dari titik-titik

yang disebut sisi.
graf yang memenuhi pelabelan ajaib

sebuah pasangan himpunan yang terdiri dari
himpunan berhingga tidak kosong dari elemen
yang disebut titik, dan himpunan (mungkin
kosong) dari pasangan terurut dari titik-titik yang

disebut sisi berarah.

graf berarah dengan derajat-keluar 2, diameter 4

dan ordo 25.

graf berarah dengan derajat keluar d, diameter k

dan ordo d*

graf berarah dengan derajat keluar d, diameter k
dan ordo d+ d*.

graf yang dapat dibagi menjadi dua partisi
sedemikian hingga setiap titik pada partisi yang
satu berte- tangga dengan setiap titik pada partisi

yang lain.
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graf jumlah
graf kipas

graf lengkap

graf lintasan

graf

persahabatan

graf pohon

graf roda

graf sikel
graf Moore
himpunan
dominasi
himpunan

dominasi jarak

himpunan
pembeda
himpunan

pembeda lokal

graf yang memenuhi pelabelan jumlah.

graf lintasan dengan satu tambahan titik pusat
yang bertetangga dengan setiap titik pada graf

lintasan

graf yang setiap titiknya bertetangga dengan

semua titik lainnya.

graf yang terdiri dari satu lintasan

graf yang terdiri dari beberapa segitiga (sikel
dengan panjang tiga) dengan satu titik bersama

graf yang tidak memuat subgraf yang ismorfis

dengan sikel

graf sikel dengan satu tambahan titik pusat yang

bertetangga dengan setiap titik pada graf sikel
graf yang terdiri dari satu sikel
graf yang ordonya sama dengan batas Moore.

jika setiap titik pada sebuah graf didominasi oleh

paling sedikit satu titik dalam suatu himpunan

jika setiap titik pada sebuah graf didominasi
dalam jangkauan jarak tertentu oleh paling sedikit

satu titik dalam suatu himpunan

jika setiap titik pada sebuah graf memiliki repre-
sentasi yang berbeda terhadap suatu himpunan
jika setiap dua titik yang bertetangga pada sebuah
graf memiliki representasi yang berbeda terhadap

suatu himpunan
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isomorfis

jalan

jarak

jembatan

kardinalitas

korona

lintasan

loop

masalah derajat/

diameter

istilah yang menyatakan dua graf yang jika
himpunan titik dari graf yang satu dipetakan
dengan himpunan titik graf lainnya menyajikan
semua sifat ketetanggaannya, yaitu peta dua titik
bertetangga jika dan hanya jika dua titik asalnya
juga bertetangga.

sebuah barisan berhingga bergantian titik dan sisi

pada sebuah graf.

panjang lintasan terpendek yang menghubungkan

dua titik.

sebuah sisi yang jika dihapus akan
mengakibatkan graf terhubung menjadi tak

terhubung.
banyaknya anggota dari sebuah himpunan

sebuah operasi pada graf yang dinotasikan ©
sehingga diperoleh graf baru dengan cara
mengambil salinan graf kedua sebanyak ordo graf
pertama dan menghubungkan titik ke-I dari graf

pertama ke semua titik pada graf kedua yang ke-i.
jalan yang setiap titiknya berbeda.

sisi yang berasal dari suatu titik dan kembali ke

titik asal tersebut.

bagaimana mengkonstruksi sebuah graf jika
diketahui derajat maksimum dan diameternya
sedemikian hingga ordo (banyaknya titik) dari

graf tersebut semaksimal mungkin.
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masalah empat

warna

matrik

ketetanggaan

nilai
ketidakteraturan
nilai
ketidakteraturan

jarak
ordo
panjang jalan

partisi

pelabelan ajaib

pelabelan

akurat

bagaimana mewarnai titik pada graf planar
sedemikian hingga banyaknya warna yang

digunakan paling banyak empat

matrik persegi yang berordo sama dengan ordo
sebuah graf dimana entri pada baris dan kolom
tertentu adalah 1 jika dua titik (yang koresponden
dengan baris dan kolom tersebut) bertetangga dan

0jika tidak bertetangga.
nilai minimum dari label terbesar dari semua
pelabelan tidak teratur

nilai minimum dari label terbesar dari semua

pelabelan tidak teratur jarak

banyaknya titik pada sebuah graf.
banyaknya sisi pada jalan dalam sebuah graf.

himpunan bagian dari himpunan titik pada
sebuah graf yang antar titik-titiknya tidak
dihubungkan oleh sisi (tidak bertetangga).

sebuah pemetaan f dari sisi-sisi atau titit-titik atau
keduanya pada graf ke himpunan bilangan bulat
positif sedemikian hingga setiap titik atau sisi
pada graf tersebut mempunyai bobot yang sama.
sebuah fungsi injektif dari titik-titik pada ke
himpunan {0,1,...,m} sedemikian hingga sisi uv
diberi label f(u) + f(v) (mod m) dan semua sisi label
yang dihasilkan adalah berbeda.
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pelabelan

anggun

pelabelan anti-
ajaib lokal

pelabelen

elegan

pelabelan

harmonis

pelabelan

jumlah

pelabelan
jumlah bulat

sebuah injeksi f dari titik-titik pada graf ke
himpunan {0,1,...,m} sedemikian hingga jika setiap
sisi uv dilabeli dengan |f(u) - f(v) |, maka hasil
pada setiap sisi adalah berbeda.

sebuah pemetaan f dari sisi-sisi pada graf ke
himpunan {0,1,...,m} jika setiap dua titik
bertetangga memenuhi mempunyai bobot yang
berbeda.

sebuah fungsi injektif f dari titik-titik pada graf ke
himpunan {0,1,...,m}, jika label yang diperoleh dari
f(u) + flv) (mod m+1) untuk setiap sisi uv adalah
berbeda dan tidak nol.

sebuah injeksi f dari titik-titik pada graf ke
himpunan bilangan modulo m sedemikian hingga
ketika setiap sisi uv dilabeli dengan f(u)+f(v) (mod

m), maka hasil pada setiap sisi adalah berbeda.

sebuah pelabelan A dari titik-titik pada graf
menggunakan bilangan bulat positif berbeda
sedemikian hingga sembarang dua titik berbeda u
dan v bertetangga jika dan hanya jika ada sebuah
titik w dengan label A(w) = A(u) + A(v).

sebuah pelabelan C dari titik-titik pada graf
menggunakan bilangan bulat berbeda sedemikian
hingga sembarang dua titik berbeda u dan v

bertetangga jika dan hanya jika ada sebuah titik w
dengan label C(w) = C(u) + C(v).
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pelabelan

jumlah modulo

pelabelan ramah

pelabelan

sekuen

pelabelan tidak

teratur

pelabelan tidak

teratur jarak

reduksi digon

sebuah pelabelan 0 dari titik-titik pada graf
menggunakan bilangan bulat berbeda {1,2,...,z-1}
sedemikian hingga sembarang dua titik berbeda u
dan v bertetangga jika dan hanya jika ada sebuah
titik w dengan label 6(w) = 6(u) + 6(v) (mod z)
sebuah fungsi dari titik-titik pada graf ke himpu-
nan {0,1}; dan untuk setiap sisi uv diberi label |f(u)
- f(v) 1, jika jumlah titik dengan label 0 dan 1 seli-
sihnya paling banyak satu; serta jumlah sisi dengan
label 0 dan 1 selisihnya juga paling banyak satu.
sebuah injeksi dari titik-titik pada graf ke
himpunan {0,1,...,m-1}, jika himpunan yang
diperoleh dari label sisi f(uv) = f(u) + f(v) untuk
semua sisi #v merupakan sebuah barisan (sekuen)
berurutan bilangan bulat {k,k+1,k+2,..., k+m-1}
untuk beberapa nilai k.

pemberian label bilangan bulat {1,2,...,k} pada
titik-titik dan/atau sisi-sisi dari graf sedemikian

hingga bobot setiap titik atau sisi adalah berbeda

pemberian label bilangan bulat {1,2,...,k} pada
titik-titik dari graf sedemikian hingga bobot
(jumlah label semua titik yang berjarak satu)
setiap titik adalah berbeda

teknik konstruksi graf berarah yang dilakukan
dengan cara menyatukan dua titik yang

dihubungkan digon.
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reguler

sikel

sisi ajaib

sisi berarah

subgraf

subgraf

terinduksi

teknik
konstruksi
penghapusan

titik

teratur

terhubung

tetangga

titik ajaib

jika setiap titik pada sebuah graf berderajat sama.

lintasan yang tertutup (berawal dan berakhir di
titik yang sama.

jika jumlah dari semua label yang berasosiasi
dengan sisi adalah konstan

sisi yang menghubungkan sepasang titik yang
sama lebih dari satu.

graf yang himpunan titik dan sisinya merupakan
himpunan bagian dari sebuah graf.

subgraf yang jika mengandung titik-titik yang di
graf induknya dihubungkan oleh sisi maka pada

subgrafnya juga harus mengandung sisi tersebut.

teknik konstruksi yang dilakukan dengan cara meng-
hapus titik beserta sisi-sisi berarah yang berasal
darinya dan menghubungkan kembeali sisi-sisi
berarah yang menujunya ke titik yang mempunyai
tetangga keluar yang sama dengan titik yang
dihapus tersebut.

jika setiap titik pada graf mempunyai derajat yang
sama.

jika sembarang dua titik yang berbeda selalu

terdapat lintasan yang menghubungkan.

dua titik yang dihubungkan oleh sisi pada sebuah graf.

jika jumlah dari semua label yang berasosiasi

dengan titik adalah konstan
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titik pemotong  sebuah titik yang jika dihapus bersama-sama
dengan sisinya akan mengakibatkan graf

terhubung menjadi tak terhubung.

titik terasing titik yang mempunyai derajat nol.
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>

Teori Graf berkembang selelah Leonhard Euler pada tahun 1736 menjawab
masalah yang dihadapi crang-orang di Konigsberg yang berusaha melewati
tujuh jembatan yang berada di atas Sungai Pregel. Jawaban Euler terhadap
masalah ini menghasilkan konsep sirkuit Eulerian (jalan yang berawal dan
berakhir pada litk yang sama dan memuat setiap sisi dan sebuah graf), yang
merupakan awal dari lahimya Teori Graf. Sejak itu konsep-konsep lain dalam
Teon Graf bermunculan untuk memecahkan masalah datam kehikdupan sehari-
hani.

Masalah optimasi jaringan komputer merupakan masalah yang sering
dipecahkan melalul pendekatan Teori! Graf. Jika diberikan sebuah himpunan
komputer, maka muncul pertanyaan bagaimana komputer-komputer itu
dshubungkan agar tercapail komunikasi yang paling efisien dan reliabel dengan
biaya sehematl mungkin? Tujuan akhirnya adalah terbangunnya sebuah jaringan
komputer yang jengkauan luas. Topologi dar sebuah faringan komputer lebih
mudah jika dipelajari dengan menggunakan instrumen Teori Graf, yaitu setiap
komputer pada jaringan tersebut direpresentasikan dengan titik, dan koneksi
antar komputer direpresentasikan dengan sisi.

Masalah lain adalah penetapan alamat yang efisien pada jarngan
komunikasi dikenalkan oleh Bloom dan Golomb pada tahun 1978. Penetapan
alamat pada kemungkinan fink dalam jaringan komunikasi mensyaralkan semua
alamat harus berbeda. Dalam hal ini, alamat fink dapat disimpulkan dan identitas
dua terminal pengguna yang terhubung tanpa memeriukan table fookup. Dalam
konteks Teori Graf, masalah ini dapat diselesaikan dengan menggunakan
pelabelan gral. Kedua masalah lersebul merupakan dua contoh dan berbagai
aplikasi Teori Gral. Masih banyak apilikasi Teori Grafl lainnya baik unluk
menyelesaikan masalah dalam kehidupan sehanhari maupun masalah dalam
bidang ilmu yang lain. Dalam buku ini akan disajikan konsep dasar Teori Graf
beserta aplikasinya seperti untuk optimasi jaringan komputer; penetapan alamat
jaringan komunikasi navigasi robot: sistem penjadwalan: dan optimasi
penempalan alat.
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