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I. LIMIT FUNGSI 

A. Limit Fungsi Aljabar 

1. Pengertian Limit Fungsi di Suatu Titik Melalui Perhitungan Nilai-

nilai di Sekitar Titik Tersebut 

Diketahui fungsi f : R  R yang ditentukan oleh f(x) = 2x – 1. Jika 

variabel x diganti dengan 3, maka f(3) = 2.3 – 1 =5. Berapakah nilai yang 

akan didekati f(x) jika variabel x mendekati 3? Untuk menjawab persoalan 

ini diperlukan Tabel sebagai berikut. 

Tabel 1. Pengertian Limit f(x) = 2x – 1 didekati dari 3 

x 1,5 1,75 2,5 2,75 2,85 2,95 2,97 2,98 2,99 … 

f(x) 2 2.5 4 4,5 4,7 4,9 4,94 5,96 4,98 … 

 

Dari tabel dapat dilihat jika xmendekati dari pihak kurang dari 3, maka 

nilai f(x) mendekati 5. Apakah nilai f(x) akan mendekati 5 jika x lebihbesar 

dari 3? Untuk menjawabnya kita lihat Tabel berikut ini. 

Tabel 2. Pengertian Limit f(x) = 2x – 1 didekati dari 5 

x … 3,01 3,10 3,25 3,50 3,75 4,25 … 

f(x) … 5,02 5,20 5,50 6,00 6,50 7,50 … 

Dari tabel dapat dilihat bahwa jika x mendekati 3 dari pihak lebih besar 

dari 3 maka nilai f(x) mendekati 5, sehingga dikatakan bahwa fungsi f(x)= 

2x – 1, maka nilai dari 512lim
3




x
x

. Grafiknya sebagai berikut. 
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Gambar 1.Grafik fungsi f(x) = 2x – 1 

Dari uraian diatas, secara intuitif limit dapat didefinisikan sebagai 

berikut.

 

Menentukan limit dengan cara diatas ternyata lambat dan tidak efisien. 

Misalkan untuk menyelesaikan )(lim xf
ax

, maka dapat dilakukan dengan 

cara yang lebih cepat dengan menggunakan rumus sebagai berikut. 

a. Jika f(a) = C, maka nilai )(lim xf
ax

= f(a) = C 

b. Jika f(a) =
0

C
, maka nilai )(lim xf

ax
= 

0

C
=   

c. Jika f(a) =
C

0
, maka nilai )(lim xf

ax
= 

C

0
= 0 

d. Jika f(a) =
0

0
, maka nilai )(lim xf

ax
disederhanakan dahulu hingga 

menjadi bentuk (a), (b), (c). 

(Maryanto, 2008) 

2. Menentukan Limit Fungsi Aljabar Bila Variabelnya Mendekati Nilai 

Tertentu 

Menentukan limit dengan cara diatas tidaklah efisien. Untuk 

mengatasinya, kita dapat menentukan nilai limit suatu fungsi dengan 

beberapa cara, yaitu: 

 

Lxf
ax




)(lim artinya jika x mendekati a (tetapi x≠a) maka f(x) 

mendekati nilai L. 
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a. Subtitusi 

Cara ini digunakan ketika fungsi berbentuk polinom atau dalam bentuk 

)(lim xf
ax

dan jika disubtitusi langsung tidak dalam bentuk 
0

0
(bentuk 

tentu). 

Contoh: 

1. Tentukan nilai  7lim 2

3



x

x
! 

 

Penyelesaian : 

Nilai limit dari fungsi  f(x) = x2 – 7 dapat kita ketahui secara 

langsung, yaitu dengan cara mensubtitusikan x =3 ke f(x) 

 7lim 2

3



x

x
79732  = 2 

Artinya jikax dekat 3 maka x2 – 7 dekat pada 79732  = 2 

2. Tentukan nilai  22lim 2

1



xx

x
! 

Penyelesaian : 

Nilai limit dari fungsi  f(x) = x2 + 2x – 2  dapat kita ketahui secara 

langsung, yaitu dengan cara mensubtitusikan x =2 ke f(x) 

22lim 2

3



xx

x
22.222  = 6 

Artinya jika x dekat 2 maka x2 + x – 2 dekat pada 22.222  =6 

b. Pemfaktoran 

Jika dengan cara subtitusi langsung pada 
)(

)(
lim

xg

xf

ax
diperoleh bentuk 

0

0

(bentuk tak tentu), lakukan pemaktoran terlebih dahulu terhadap f(x) 

da g(x). Kemudian, sederhanakan ke bentuk paling sederhana. 

.0)(

,0)(

)(

)(

)(

)(
lim

)()(

)()(
lim

)(

)(
lim













aQ

aP

aQ

aP

xQ

xP

xQax

xPax

xg

xf

axaxax

 

(Sudrajat W. D., 2008) 
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Contoh: 

1. Tentukan nilai 
3

9
lim

2

3 



 x

x

x
! 

Penyelesaian: 

Jika x = 3 kita subtitusikan maka f (3) = 
0

0

33

932





. 

Kita telah mengetahui bahwa semua bilangan yang dibagi dengan 

0 tidak terdefinisi. Ini berarti untuk menentukan nilai
3

9
lim

2

3 



 x

x

x
, 

kita harus mencari fungsi yang baru sehingga tidak terjadi 

pembagian dengan nol. Untuk menentukan fungsi yang baru itu, 

kita tinggal menfaktorkan fungsi f (x) sehingga menjadi: 

  
 

 .3
3

33





x

x

xx
1

3

3














x

x
 

Jadi, 
3

9
lim

2

3 



 x

x

x
= 

  
 3

33
lim

3 



 x

xx

x
 

=  3lim
3




x
x

 

= 3 + 3 = 6 

2. Hitung 
132

1
lim

3

2

1 



 xx

x

x
 

Penyelesaian: 

)122)(1(

)1)(1(
lim

132

1
lim

213

2

1 








 xxx

xx

xx

x

xx

 

3

2

122

11

)122(

)1(
lim

21












 xx

x

x
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c. Merasionalkan Penyebut 

Cara yang ke-tiga ini digunakan apabila penyebutnya berbentuk akar 

yang perlu dirasionalkan, sehingga tidak terjadi pembagian angka 0 

dengan 0. 

Contoh: 

1. Tentukan nilai 
2

65
lim

2

2 



 x

xx

x
! 

Penyelesaian: 

2

65
lim

2

2 



 x

xx

x
= 

2

65
lim

2

2 



 x

xx

x 2

2
.





x

x
 

= 
  

 2
2

2
2

265
lim






x

xxx

x
 

= 
   

 2

223
lim

2 



 x

xxx

x
 

=   23lim
2




xx
x

 

=   22.32   

=  -1 . 0 

= 0 

2. Tentukan 
1

1
lim

1 



 x

x

x
 

Penyelesaian: 

     2111lim
1

11
lim

1

1
lim

111












x

x

xx

x

x

xxx
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d. Merasionalkan Pembilang 

Contoh: 

1. Tentukan nilai 
1

4523
lim

1 



 x

xx

x
! 

Penyelesaian: 

1

4523
lim

1 



 x

xx

x
=

4523

4523

1

4523
lim

1 








 xx

xx

x

xx

x

 

= 
   
  45231

4523
lim

22

1 



 xxx

xx

x
 

= 
  45231

22
lim

1 



 xxx

x

x
 

= 
 

  45231

12
lim

1 



 xxx

x

x
 

= 
4523

2
lim

1 



 xxx
 

= 
41.521.3

2




 

= 
11

2




 = 

11

2




= -1  

2. Tentukan nilai 
x

x

x

22
lim

0




! 

Penyelesaian: 

x

x

x

22
lim

0




=

22

22
.

22
lim

0 



 x

x

x

x

x
 

= 
)22(

2)2(
lim

0 



 xx

x

x
 

=
)22(

lim
0  xx

x

x
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= 
)22(

1
lim

0  xx
 

=
)220(

1


 

= 2
4

1

2

2
.

22

1

22

1
  

 

3. Pengertian Limit Fungsi di Tak Berhingga 

Diketahui 
x

xf
2

)(   . Jika dibuat tabel untuk x bilangan sebagai berikut. 

Tabel 3. Pengertian Limit Fungsi di Tak Berhingga (1) 

X 1 2 3 4 … 10 … 100 … 200 … 

f(x) 2 1 

3

2
 

2

1
 

… 

5

1
 

… 

50

1
 

… 

000.1

1
 

… 

 

Apabila nilai x makin besar, ternyata nilai f(x) makin kecil. Apabila x 

besar sekali atau x mendekati tak berhingga, ditulis x ∞, maka nilai 
x

2

akan mendekati nol, dikatakan limit dari 
x

2
untuk x mendekati tak 

berhingga adalah nol dan ditulis:
x

lim
x

2
= 0 

Sekarang perhatikan contoh berikut ini: Hitunglah 
x

lim
1

2

x

x
 

Untuk menjawab limit tersebut, dapat dicoba dengan Tabel berikut ini. 

Tabel 4. Pengertian Limit Fungsi di Tak Berhingga (2) 

x  1 2 3 … 10 … 100 … 1.000 … 

1

2

x

x
 

1 

3

4
 

2

3
 

… 

11

20
 

… 

101

200
 

… 

1001

2000
 

… 
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Apabila  x menjadi semakin besar, maka nilai 
1

2

x

x
 akan mendekati 2. 

Dikatakan bahwa L
x

lim
1

2

x

x
= 2. 

Limit fungsi yang berbentuk 
)(

)(
lim

xg

xf

x 
dapat diselesaikan dengan cara 

membagi bagian pembilang f(x) dan bagian penyebut g(x) dengan xn, n 

adalah pangkat tertinggi dari f(x) atau g(x) untuk setiap n bilangan positif 

dan a bilangan real, maka: 

 

Nilai dari 
)(

)(
lim

xg

xf

x 
adalah sebagai berikut. 

1. Jika derajat dari pembilang )(xf lebih besar daripada derajat 

penyebut g(x), maka nilai 
 )(

)(
lim

xg

xf

x
 

2. Jika derajat dari pembilang )(xf sama dengan derajat penyebut 

g(x), maka nilai 
)(

)(
lim

xg

xf

x 
= real 

3. Jika derajat dari pembilang )(xf  lebih kecil daripada derajat 

penyebut g(x), maka nilai 
)(

)(
lim

xg

xf

x 
= 0. (Maryanto, 2008) 

4. Menentukan Limit Fungsi Aljabar Bila Variabelnya Mendekati Tak 

Berhingga 

Bentuk limit fungsi aljabar yang variabelnya mendekati tak 

berhingga,diantaranya: 

)(

)(
lim

xg

xf

x 
dan  )()(lim xgxf

x



 

Untuk menentukan nilai limit dari bentuk-bentuk tersebut, dapat dilakukan 

cara-cara sebagai berikut: 

0lim 
 nx x

a
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a. Membagi dengan pangkat tertinggi 

Cara ini digunakan untuk mencari nilai
)(

)(
lim

xg

xf

x 
. Caranya dengan 

membagi f(x) dan g(x) dengan pangkat yang tertinggi dari n yang 

terdapat pada f(x ) atau g (x). 

Contoh: 

1. Tentukan nilai limit dari
12

34
lim





 x

x

x
 

Penyelesaian: 

Untuk menentukan nilai dari 
12

34
lim





 x

x

x
 perhatikan pangkat 

tertinggi dari x pada f(x) = 4x + 1 dan g(x) = 2x + 1. Ternyata 

pangkat tertinggi dari x adalah satu. 

12

34
lim





 x

x

x
= 

xx

x
xx

x

x 12

34

lim






 

x

x
x 1

2

3
4

lim








 

= 







1
2

3
4

 

= 
02

04




   

= 
2

4
= 2 
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2. Tentukan nilai limit dari 
xx

x

x 2

14
lim

2 




 

Penyelesaian: 

Perhatikan fungsi h(x) = 
xx

x

2

14
2 


 !  

Fungsi tersebut memiliki x dengan pangkat tertinggi 2, yaitu x2 

yang terdapat pada x2 – 2x. Jadi, untuk menentukan nilai 

xx

x

x 2

14
lim

2 




 maka fungsi 4x + 1 dan x2 – 2x harus dibagi dengan x2  

xx

x

x 2

14
lim

2 




 = 

22

2

22

2

14

lim

x

x

x

x

xx

x

x






  

= 

x

xx
x 2

1

14

lim
2






 

= 

)(

2
1

)(

14
2








  

= 
01

00




  

= 
1

0
=  0 

b. Mengalikan dengan faktor lawan 

Cara ini digunakan untuk menyelesaikan  )()(lim xgxf
x




 untuk 

)(),( xgxf adalah bilangan irasional. Jika kita dimitai menyelesaikan 
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 )()(lim xgxf
x




 maka kita harus mengalikan   )()( xgxf  dengan 

 
 )()(

)()(

xgxf

xgxf




sehingga bentuknya menjadi: 

 )()(lim xgxf
x




. 
 
 )()(

)()(

xgxf

xgxf




= 

 
 )()(

)()(
lim

22

xgxf

xgxf

x 




 ataupun 

sebaliknya (Sudrajat A. , 2000) 

Contoh: 

1. Tentukan nilai dari 12lim 22 


xxx
x

 

Penyelesaian: 

12lim 22 


xxx
x

= 12lim 22 


xxx
x

12

12

22

22





xxx

xxx
 

= 
   

12

12
lim

22

22





 xxx

xxx

x
  

= 
12

12
lim

22 



 xxx

x

x
 

= 

22

2

22

2 12

12

lim

xx

x

x

x

x

x

xx

x

x






 

= 
0101

02




 

=1  

2. Tentukan nilai dari 43lim 


xx
x

 

Penyelesaian: 

43lim 


xx
x

= 43lim 


xx
x

 . 
43

43





xx

xx
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= 
   

43

43
lim





 xx

xx

x
  

= 
43

1
lim





 xxx
 

= 

xx

x

xx

x

x
x 43

1

lim







 

= 0
11

0



 

B. Teorema Limit 

Misalkan n bilangan bulat positif, k sebuah konstanta dan f, g adalah fungsi-

fungsi yang mempunyai limit di a maka: 

1. kk
ax




lim  

2. ax
ax




lim  

3. k
ax

lim f (x) = k
ax

lim f (x) 

4. 
ax

lim [f (x) ± g (x)] = 
ax

lim f (x) ± 
ax

lim g (x) 

5. 
ax

lim [f (x) . g (x)] = 
ax

lim f (x).
ax

lim g (x) 

6. 
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax






 , dimana 

ax
lim g(x) ≠ 0 

7. 
ax

lim  [f (x) ]n = [
ax

lim f (x)]n 

8. n
ax

n

ax
xfxf )(lim)(lim


  dimana  

9. 
ax

lim f (x)   0 untuk n bilangan genap 

10. 
ax

lim f (x) ≤ 0 untuk n bilangan ganjil (Sudrajat,200). 
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Contoh: 

1. Tentukan nilai dari  xx
x




2

4
2lim ! 

 Penyelesaian: 

 xx
x




2

4
2lim  = xx

xx 4

2

4
lim2lim


  (teorema 4) 

 = 2 xx
xx 4

2

4
limlim


  (teorema 3) 

 = 2   xx
xx 4

2

4
limlim


 (teorema 7) 

 = 2. (4)2 – 4 (teorema 2) 

 = 2. 16 – 4 =  28 

2. Tentukan nilai dari
x

x

x

9
lim

2

3




! 

Penyelesaian: 

x

x

x

9
lim

2

3




 =  

x

x

x

x

3

2

3

lim

9lim






  (teorema 6) 

   4) ( teorema         

3) dan 8 ( teorema             

x

x

x

x

x

xx

x

x

3

3

2

3

3

2

3

lim

9limlim

lim

)9(lim
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2

2
3

3

3

18

3

93

lim

9lim)lim(

2

3

3

2

3

















2) dan 1 ( teorema                  

7) ( teorema      
x

x

x

xx

 

 

C. Limit Fungsi Trigonometri 

1. Menghitung Limit Fugsi Trigonommetri 

 

Gambar 3. Juring AOB 

Perhatikan gambar diatas. Dari gambar diatas diketahui panjang jari-jari 

lingkaran = r, besar sudut AOB adalah x radian, BC dan AD tegak lurus 

OA untuk 0 <x< 
2

1
 

ADOAL
x

BCOC

xrAD

xOAADx
OA

AD

xrBC

xOBBCx
OB

BC

Lingkaran ..
2

1

2
..

2

1

tan

tantan

sin

sinsin















OA DOAB ju r i n gOBC L<L <L

 

Gambar 2. Lingkaran 
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1

1

sin
lim1

0cos

1

sin
lim0cos

cos

1
lim

sin
limcoslim

cos

1

sin
cos

sin:tansincos

tansincos

tansin

2

1

tan..
2

1

2

1
2

1

2

1

sin..
2

1

2

1
:tan..

2

1

2

1
sin..

2

1

..
2

1

2

1
..

2

1

..
2

1

2
..

2

1

0

0

000

22

2

2

22

2

2





































x

x

x

x

xx

x
x

xx

x
x

xxxxx

x
r

r
xxx

x
r

OA
xx

r

OC

r

xrOA

r

xr

r

xrOC

rxrOAxrxrOC

ADOAxrBCOC

ADOAr
x

BCOC

x

x

xxx




 

1
sin

lim1
0


 x

x

x
 

Maka 

1
sin

lim1
sin

lim
00


 x

x
atau

x

x

xx
 

Sehingga untuk 

1
sin

lim
0


 ax

ax

x
 

Berdasarkan 

1
sin

lim
0


 x

x

x
 maka berlaku 1

sin
lim

0


 y

y

y
 

Misalkan axy   sehingga 

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


15 

 

1
sin

lim
sin

lim
sin

lim
00.0


 y

y

ax

ax

ax

ax

yaaxax
 

Maka 

b

a

bx

ax

b

a

b

a

bx

ax

ax

ax

ax

ax

bx

ax

bx

ax

x

xxx









sin
lim

1
sin

lim
sin

lim
sin

lim

0

000

 

Dari persamaan:   xxxxx tan:tansincos   

1
tan

limcoslim

1
tan

cos

1
tan

sincos.
sin

cos

1
tan

cos

sin

sincos

1
tan

cos

sin

sincos

tan

tan

tantan

sincos

0

2

0

2













 x

x
x

x

x
x

x

x
xx

x

x

x

x

x

x

xx

x

x

x

x

xx

x

x

x

x

x

xx

xx

 

1
tan

lim1
0


 x

x

x
 

Maka  

 1
tan

lim1
tan

lim
00


 x

x
atau

x

x

xx

 
(Maryanto, 2008) 

Sehingga untuk 

1
tan

lim
0


 ax

ax

x
 

Berdasarkan 

1
tan

lim
0


 x

x

x
 maka berlaku 1

tan
lim

0


 y

y

y
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Misalkan axy   sehingga 

1
tan

lim
tan

lim
tan

lim
00.0


 y

y

ax

ax

ax

ax

yaaxax
 

Maka 

b

a

bx

ax

b

a

b

a

bx

ax

ax

ax

ax

ax

bx

ax

bx

ax

x

xxx









tan
lim

1
tan

lim
tan

lim
tan

lim

0

000

 
2. Rumus limit fungsi trigonometri 

a. Limit fungsi sinus 

1. 1
sin

lim
0


 x

x

x
   

2. 1
sin

lim
0


 x

x

x
     

3. 1
sin

lim
0


 ax

ax

x
   

4. 
b

a

bx

ax

x


 sin
lim

0
 

5. 1
sin

lim
0


 ax

ax

x
   

6. 
b

a

bx

ax

x




sin
lim

0
 

b. Limit fungsi tangen 

1. 1
tan

lim
0


 x

x

x
  

2. 1
tan

lim
0


 x

x

x
  

3. 1
tan

lim
0


 ax

ax

x
   

4. 
b

a

bx

ax

x


 tan
lim

0
 

5. 1
tan

lim
0


 ax

ax

x
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6. 
b

a

bx

ax

x




tan
lim

0
 

Contoh: 

1. Tentukan nilai limit dari 
x

x

x 2

3sin
lim

0
  

Penyelesaian:  

x

x

x 2

3sin
lim

0
=  

x

x

x

x

x 2

3
.

3

3sin
lim

0
 

= 
x

x

x

x

xx 2

3
lim.

3

3sin
lim

00 
 

= 1 .
2

3
 = 

2

3
 

2. Tentukan nilai limit dari 




 3tan

5sin
lim

0
 

Penyelesaian: 














 3

1

3tan

3
5

5

5sin
lim

3tan

5sin
lim

00 


 













 3

5
lim.

3tan

3
lim.

5

5sin
lim

000 
  

3

5

3

5
.1.1

3

5
lim.

3tan

3
lim.

5

5sin
lim

00305


 












 

 

D. Limit Fungsi yang Mengarah ke Konsep Turunan 

Limit merupakan konsep utama yang mendasari kalkulus diferensial(turunan) 

maupun integral (invers turunan). Perhatikan gambar berikut:  
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Gambar 4. Limit Fungsi yang Mengarah pada Turunan 

 

Misalkan titik ),( 11 yxP  dan ),( 22 yxP  digambarkan pada Gambar 4 (a). 

Garis g berpotongan dengan fungsi )(xf  di titik P  dan Q . Jika gradient garis 

g adalah m, dapat dituliskan dengan: 

12

12

xx

yy
m




  

Pada Gambar 4 (a) tampak bahwa )( 22 xfy   dan )( 11 xfy  . Oleh karena 

itu, 
12

12 )()(

xx

xfxf
m




 . Jika 12 xxx   dan 12 yyy  , persamaan 

gradient menjadi: 
x

xfxxf

xx

xfxf
m











)()()()( 11

12

12  

Sekarang perhatikan Gambar 4 (b). Jika P sebagai titik tetap dan garis g 

digeser terus-menerus ke bawah, garis tersebut mendekatai datar. Akibatnya 

012  xxx . Jika hal ini dilakukan terus-menerus P akan berimpit 

dengan Q. Hal ini dapat dinyatakan dalam bentuk limit, yaitu: 

x

xfxxf
m

x 






)()( 11

0
lim  

Bentuk limit semacam ini akan dikembangkan kea rah konsep turunan. Secara 

umum, gradient menyinggung kurva )(xf  dapat ditentukan dengan limit 

berikut: 

x

xfxxf
m

x 






)()(
lim

0

 

x  biasanya juga dituliskan dengan h 
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II. TURUNAN FUNGSI 

A. Turunan dan Tinjauan Geometrinya 

Turunan berhubungan dengan tingkat perubahan suatu fungsi karena 

variabel bebasnya berubah. Perubahan ini sangat kecil sehingga dikatakan 

perubahannya mendekati nol. 

1. Pengertian Turunan 

Misalkan diketahui fungsi )(xfy  . Jika variabel x  bertambah 

sebesar x  maka variabel y  mengalami perubahan sebesar y . Hal ini 

dapat dituliskan: 

)(xfy  )( xxfyy   

 

)()(

)(

xfxxfy

yxxfy




 

Jadi, y  timbul karena adanya perubahan sebesar x  pada x . Jika kedua 

ruas dibagi x , diperoleh:
 x

xfxxf

x

y








 )()(
 

x

y




 ini dinamakan hasil bagi perbedaan atau difference quotient yang 

mencerminkan tingkat perubahan rata-rata variabel y terhadap variabel x . 

Perhatikan gambar berikut: 

 

Gambar 5. Pengertian Turunan

 
(Y. & Indriyastuti, 2012) 

Untuk perubahan x  sangat kecil, ditulis: 
dx

dy

x

y

x







lim

0

 

𝑥 + ∆𝑥 

𝑦 + ∆𝑦 
∆𝑦 

∆𝑥 
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Jadi, 
x

xfxxf

dx

dy

x 






)()(
lim

0

. 
dx

dy
 disebut turunan dari fungsi f  di titik x . 

Jika x  biasanya ditulis dengan huruf h  maka rumus turunan tersebut 

dapat ditulis 
h

xfhxf

dx

dy

h

)()(
lim

0






. Jika 
h

xfhxf

h

)()(
lim

0





 ada atau 

mempunyai nilai, maka fungsi )(xfy   dikatakan deferensiabel atau 

mempunyai turunan di titik x . Turunan fungsi )(xfy   dinotasikan 

dengan )(' xf atau 
dx

dy
 atau 

dx

df
. Jadi, turunan suatu fungsi )(xf  

didefinisikan sebagai berikut: 

 

(Y. & Indriyastuti, 2012) 

Contoh Soal: 

1. Dengan menggunakan definisi 
h

xfhxf
xf

dx

dy

h

)()(
)(' lim

0






, 

tentukan turunan pertama fungsi 2)( 2  xxf  

Penyelesaian: 

h

xfhxf

dx

dy

h

)()(
lim

0




  

 

 

 

x

hx

h

hxh

h

hxh

h

xhxhx

h

xhx

h

h

h

h

h

2

2

2

2

222

22)(

lim

lim

lim

lim

lim

0

0

2

0

222

0

22

0



























 

2. Tentukan turunan pertama fungsi 
5

)(
2x

xf   

Penyelesaian: 

h

xfhxf
xf

dx

dy

h

)()(
)(' lim

0
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h

xfhxf

dx

dy

h

)()(
lim

0




  

 

 

 

5

2
2

5

1

2
5

1

5

2

5

2

5

2

5

2

55

2

55

)(

lim

lim

lim

lim

lim

lim

lim

0

0

0

2

0

222

0

222

0

22

0

x
x

hx

hx

h

hxh

h

hxh

h

xhxhx

h

xhxhx

h

xhx

h

h

h

h

h

h

h









































 

2. Turunan Ditinjau dari Sudut Pandang Geometri 

Limit yang mengarah pada konsep turunan dapat digambarkan sebagai 

kemiringan atau gradient suatu kurva di titik tertentu. Misalkan diberikan 

fungsi )(xfy  , serta titik ),( yxP , serta ),( yyxxQ   seperti 

tampak pada gambar berikut: 

  

Gambar 6. Turunan ditinjau dari Geometri 

(Y. & Indriyastuti, 2012) 

∆𝑦 

∆𝑥 

𝑄(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) 
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Pada gambar diatas, sudut   adalah besar sudut yang dibentuk 

antara garis g yang menyinggung fungsi f (x) di titik P dengan sumbu X, 

sedangkan sudut   adalah besar sudut yang dibentuk antara garis 

penghubung titik P dan Q dengan sumbu X. seperti yang kalian ketahui 

bahwa nilai tangen merupakan koefisien kemiringan suatu garis. Oleh 

karena itu, dari gambar tersebut diperoleh 
x

xfxxf

x

y











)()(
tan  . 

Nilai tan  yaitu gradien persamaan garis singgung g terhadap f (x) 

di titik P dapat ditentukan dengan cara pendekatan berikut ini. misalkan 

titik Q bergerak sepanjang f (x) mendekati titik P. Akibatnya, 0x . 

Dengan demikian, besar sudut   mendekati besar sudut  . Dengan kata 

lain,  tan
)()(

tan limlimlim
000












 x

xfxxf

x

y

xxx

 

Besar perubahan x yang dinyatakan dengan x  biasanya juga 

dinyatakan dengan h.  

)('
)()()()(

limlim
00

xf
x

xfhxf

x

xfxxf

xx













 

Dengan demikian, )(' xf  merupakan gradient garis singgung fungsi 

)(xf  di titik (x,y). )(' xf  juga diartikan sebagai laju perubahan suatu 

fungsi. 

Misalkan diketahui )(xfy  . Gradient garis singgung di titik P(a,b) 

yang terletak pada fungsi )(xfy   adalah: 

 

Contoh Soal: 

1. Tentukan gradien garis singgung kurva xxxf  2)(  di 1x ! 

Penyelesaian: 

     
h

xxhxhx
xf

h






22

0
lim)('  

h

afhaf
af

h

)()(
)(' lim

0
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h

hhxh

h

xxhxhxhx

h

h











2

0

222

0

2

2

lim

lim
 

 

 

12

12

12

lim

lim

0

0












x

hx

h

hxh

h

h

 

Dengan demikian, 1112)1(' f  

Jadi, gradien garis singgung kurva xxxf  2)(  di 1x  adalah 1 

2. Tentukan laju perubahan fungsi 
1

2
)(




x
xf , di 1x ! 

Penyelesaian: 

12

2

)12(

2

)12(

2

12

22222

)1)(1(

)1(2)1(2

1

2

1

2

)('

2
0

2
0

2

0

0

0

lim

lim

lim

lim

lim











































x

hxhxx

hxhxxh

h

h

hxhxx

hxx

h

xhx

hxx

h

xhxxf

h

h

h

h

h

 

Dengan demikian, 
3

2

1)1(2

2
)1('







f  

Jadi, laju perubahan fungsi 
1

2
)(




x
xf , di 1x  adalah 

3

2
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B. Turunan Fungsi Aljabar 

Secara umum, fungsi nxxf )( , dengan n  bilangan bulat, turunannya 

dapat ditentukan dengan 
h

xhx
xf

nn

h






)(
)( lim

0

' . Menurut teorema Binomial, 

untuk x  dan y  bilangan real dan n  bilangan asli, berlaku: 

 

Dengan teorema tersebut, diperoleh sebagai berikut: 

 
h

xhx
xf

nn

h





lim

0

' )(  

1

1

1

22

2

1

1

0

22

2

1

1

0

22

2

1

10

0

...

...

...

lim

lim

lim






























n

nn

nn

n

nnnn

h

nnn

n

nnnnn

h

nnn

n

nnnnnn

h

nx

xC

h

hChxChxC

h

xhChxChxCx

h

xhChxChxCxC

 

(Y. & Indriyastuti, 2012) 

Dengan demikian, apabila 
nxxf )(  maka telah terbukti 

1' )(  nnxxf . 

Dengan cara yan sama, jika 
naxxf )(  maka dapat dibuktikan bahwa 

turunan )(xf  adalah 
1' )(  nanxxf . Selanjutnya rumus ini berlaku pula 

untuk n  bilangan rasional. 

Jika n bilangan rasional, c konstanta, )(xu  dan )(xv  fungsi-fungsi 

diferensiabel dengan turunannya masing-masing )(' xu  dan )(' xv . Jika )(' xf

turunan dari )(xf , berlaku sifat-sifat sebagai berikut: 

 

(Y. & Indriyastuti, 2012) 

1. Jika 0)(')(  xfcxf  

2. Jika 
1)(')(  nn nxxfxxf  

3. Jika 
1)(')(  nn anxxfaxxf  

  nn

n

nnnnnnn
yCyxCyxCxCyx   ...22

2

1

10  
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Contoh Soal: 

1. Tentukan turunan dari 
34)( xxf  ! 

Penyelesaian: 

2

13

12)('

34)('

xxf

xxf



 

 

Jadi turunan dari 
34)( xxf  adalah 212x  

2. Tentukan turunan dari 
x

x
xf

3

2
)(

2

 ! 

Penyelesaian: 

xxf

x
xf

x
xf

x
xf

x

x
xf

x

x
xf
















)('

3

3
)('

3

5,12
)('

3

2
)(

3

2
)(

3

2
)(

2
1

15,1

5,1

2
1

2

2

 

Jadi, turunan dari 
x

x
xf

3

2
)(

2

 adalah x  

C. Turunan Fungsi Trigonometri 

Seperti halnya turunan fungsi aljabar, turunan fungsi trigonometri diperoleh 

dengan mencari 
h

xfhxf

h

)()(
lim

0





, untuk )(xf  merupakan fungsi-fungsi 

trigonometri. Dua buah fungsi yang dijadikan acuan untuk menentukan 

turunan fungsi trigonometri lainnya adalah fungsi sinus dan cosinus. 

1. Turunan Fungsi Sinus 

Misalkan diketahui xxf sin)(  . Dengan menggunakan limit 

h

xfhxf

h

)()(
lim

0





, untuk xxf sin)(   diperoleh sebagai berikut: 
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h

xhx
xf

h

sinsin
)( lim

0

' 


  

 

 

 

2

1
2

1

2

1
sin

2
2

1
cos2

2

1
sin

2
2

1
cos2

2

1
sin2

2

1
cos2

limlim

limlim

lim

00

00

0














h

h
hx

h

h
hx

h

hhx

hh

hh

h

 

 

x

x

h

h

hx
hh

cos

2

1
cos2

2

1

2

1
2

1
sin

2
2

1
cos2 limlim

00








 

Jadi, diperoleh rumus turunan fungsi sinus sebagai berikut: 

 

2. Turunan Fungsi Cosinus 

Misalkan diketahui xxf cos)(  . Dengan menggunakan 

h

xfhxf

h

)()(
lim

0





, untuk xxf cos)(   diperoleh sebagai berikut: 

 
h

xhx
xf

h

coscos
)( lim

0

' 




 

 

 

 

 
2

1

2

1
2

1
sin

2
2

1
sin2

2

1
2

1

2

1
sin

2
2

1
sin2

2

1
sin

2
2

1
sin2

2

1
sin2

2

1
sin2

limlim

limlim

limlim

lim

00

00

00

0



















h

h

hx

h

h

hx

h

h

hx

h

hhx

hh

hh

hh

h

 

Jika xxf sin)(  , maka turunannya adalah xxf cos)('   
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x

x

sin

2

1
sin2




 

Jadi, diperoleh rumus turunan fungsi sinus sebagai berikut: 

 

Dengan menggunakan rumus 
h

xfhxf
xf

h

)()(
)( lim

0

' 




akan diperoleh: 

(Y. & Indriyastuti, 2012) 

Contoh Soal: 

1. Tentukan )(' xf  jika xxf cos4)(  ! 

Penyelesaian: 

xxf

xxf

sin4)('

cos4)(




 

Jadi  )(' xf  jika xxf cos4)(   adalah xsin4  

2. Tentukan )(' xf  jika 
x

x
xf

cos2

sin4
)(  ! 

Penyelesaian: 

xxf

xxf

x

x
xf

2sec2)('

tan2)(

cos2

sin4
)(







 

Jadi )(' xf  jika 
x

x
xf

cos2

sin4
)(   adalah x2sec2  

1. Jika xaxfxaxf cos)('sin)(   

2. Jika xaxfxaxf sin)('cos)(   

3. Jika xxfxxf 2sec)('tan)(   

4. Jika 

xxxfxxf cotcsc)('csc)(   

5. Jika xxxfxxf tansec)('sec)(   

6. Jika xxfxxf 2csc)('cot)(   

Jika xxf cos)(  , maka turunannya adalah xxf sin)('   
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D. Sifat-sifat Turunan Fungsi 

Misalkan n  bilangan rasional, c  konstanta, )(xu  dan )(xv  fungsi-fungsi 

diferensiabel dengan turunannya masing-masing )(' xu  dan )(' xv . Jika )(' xf

turunan dari )(xf , berlaku sifat-sifat sebagai berikut: 

1. Turunan Hasil Kali Konstanta dengan Fungsi 

Misalkan )()( xucxf  . Dengan menggunakan 
h

xfhxf

h

)()(
lim

0





, untuk 

)()( xucxf   diperoleh sebagai berikut: 

h

xfhxf
xf

h

)()(
)(' lim

0






 

)('

)()(

)()(

lim

lim

0

0

xuc

h

xuhxu
c

h

xuchxuc

h

h













 

 

2. Turunan Jumlah dan Selisih Fungsi 

Misalkan )()()( xvxuxf  . Dengan menggunakan 
h

xfhxf

h

)()(
lim

0





, 

untuk )()()( xvxuxf   diperoleh sebagai berikut: 

h

xfhxf
xf

h

)()(
)(' lim

0






 

 

 
h

xvhxvxuhxu

h

xvxuhxvhxu

h

xvxuhxvhxu

h

h

h

)()()()(

)()()()(

)()()()(

lim

lim

lim

0

0

0
















  

)(')('

)()()()(

)()()()(

limlim

lim

00

0

xvxu

h

xvhxv

h

xuhxu

h

xvhxv

h

xuhxu

hh

h



















 

 
Jadi, jika )(')(')(')()()( xvxuxfxvxuxf   

Jadi, jika )(')(')()( xucxfxucxf   
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3. Turunan Hasil Kali Fungsi 

Misalkan )()()( xvxuxf  . Dengan menggunakan 
h

xfhxf

h

)()(
lim

0





, 

untuk )()()( xvxuxf   diperoleh sebagai berikut: 

h

xfhxf
xf

h

)()(
)(' lim

0






 

 

 

 

   

   

   

)()(')(')(

)(
)()()()(

)(

)()()()()()(

)()()()()()(

)()()()()()()()(

)()()()()()()()(

)()()()(

limlimlimlim

limlim

lim

lim

lim

lim

0000

00

0

0

0

0

xvxuxvxu

xv
h

xuhxu

h

xvhxv
hxu

h

xvxuhxu

h

xvhxvhxu

h

xvxuhxuxvhxvhxu

h

xvxuxvhxuxvhxuhxvhxu

h

xvhxuxvhxuxvxuhxvhxu

h

xvxuhxvhxu

hhhh

hh

h

h

h

h









































 

 4. Turunan Fungsi Pangkat 

 

Untuk pembuktiannya dapat dibuktikan setelah mempelajari aturan rantai 

5. Turunan Hasil Bagi Fungsi 

Misalkan 
)(

)(
)(

xv

xu
xf  . Dengan menggunakan 

h

xfhxf

h

)()(
lim

0





, untuk 

)(

)(
)(

xv

xu
xf   diperoleh sebagai berikut: 

h

xfhxf
xf

h

)()(
)(' lim

0




  

h

xv

xu

hxv

hxu

h

)(

)(

)(

)(

lim
0







  

Jika     )(')()(')()(
1

xuxunxfxuxf
nn



 

Jadi, jika )()(')(')()(')()()( xvxuxvxuxfxvxuxf   
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 2

0

0000

0

0

0

0

0

)(

)(')()()('

)()(

)()(
)()(

)()(

)()(

)()(
)()(

)()(

)()(

)()()()()()(

)()(

)()()()()()()()(

)()(

)()()()()()()()(

)()(

)()()()(

lim

limlimlimlim

lim

lim

lim

lim

lim

xv

xvxuxvxu

xvhxv

h

xvhxv
xuxv

h

xuhxu

xvhxv

h

xvhxv
xuxv

h

xuhxu

xvhxvh

xvhxvxuxvxuhxu

xvhxvh

hxvxuxvxuxvxuxvhxu

xvhxvh

xvxuxvxuhxvxuxvhxu

h

xvhxv

hxvxuxvhxu

h

hhhh

h

h

h

h

h

























































 

Contoh Soal: 

1. Tentukan turunan dari   2)( 32  xxxxf ! 

Penyelesaian: 

  
   

    

2445)('

24233)('

2123)('

)()(')(')()('

3)(';12)('

2)(;)(

2)(

34

3434

322

2

32

32















xxxxf

xxxxxxf

xxxxxxf

xvxuxvxuxf

xxvxxu

xxvxxxu

xxxxf

 

Jadi turunan dari   2)( 32  xxxxf  adalah 2445 34  xxx  

2. Tentukan turunan dari  102)( xxxf  ! 

Penyelesaian: 

 

   

  92

92

102

1020)('

1210)('

)(

xxxxf

xxxxf

xxxf







 

Jadi turunan dari  102)( xxxf   adalah   921020)(' xxxxf   
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E. Menentukan Turunan dengan Aturan Rantai 

Misalkan diketahui fungsi 
2)32()(  xxf . Tentu dengan soal ini tidak 

terlalu sulit untuk menentukan turunannya, yaitu dengan menguraikannya 

terlebih dahulu kemudian menurunkannya. Namun, bagaimana jika kalian 

dihadapkan pada persoalan 
10)32()(  xxf ? Apakah kalian juga akan 

menguraikannya terlebih dahulu, kemudian menurunkannya? Persoalan 

seperti ini akan lebih mudah jika dikerjakan dengan menggunakan aturan 

rantai. Prinsip menentukan turunan dengan menggunakan aturan rantai 

adalah mengubah fungsi yang akan diturunkan ke dalam fungsi bentuk dasar, 

seperti nx , xsin , xcos , xtan , dan lain-lain. Selanjutnya, fungsi-fungsi 

bentuk dasar itu diturunkan seperti halnya aturan yang telah dijelaskan 

sebelumnya. 

Misalkan terdapat fungsi  )(xufy  . Turunan fungsi y  dapat ditentukan 

dengan 
dx

du

du

dy

dx

dy
 . Rumus ini didapat dari: 

dx

du

du

dy

dx

dy

x

u

u

y

x

y

x

u

u

y

x

y

u

u

x

y

x

y

xxx

xx

xx





















































limlimlim

limlim

limlim

000

00

00

      

 

(Y. & Indriyastuti, 2012) 

Dengan cara yang serupa, misalkan terdapat fungsi   )(xvufy  , turunan 

fungsinya dapat ditentukan dengan: 

 

Contoh Soal: 

1. Tentukan turunan dari 
2)53()(  xxf ! 

Penyelesaian: 

Misalkan 
2)()53( uxfxu   

dx

dv

dv

du

du

dy

dx

dy
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u
du

xdf

du

dy
2

)(
  

3
dx

du
 

)53(6632  xuu
dx

du

du

dy

dx

dy
 

Jadi turunan dari 
2)53()(  xxf  adalah )53(6 x  

2. Tentukan turunan dari )53sin()(  xxf ! 

Penyelesaian: 

Misalkan uxfxu sin)()53(   

u
du

xdf

du

dy
cos

)(
  

3
dx

du
 

)53cos(3cos33cos  xuu
dx

du

du

dy

dx

dy
 

Jadi turunan dari )53sin()(  xxf  adalah )53cos(3 x  

F. Turunan Fungsi Eksponen dan Logaritma 

1. Turunan Fungsi Eksponen )( xey   

Turunan suatu fungsi dapat ditentukan dengan menggunakan limit. 

Berdasarkan pengertian itu, turunan fungsi )(xfy   adalah 

h

xfhxf
y

h

)()(
' lim

0






. Oleh karena itu, misalkan 
xey   maka 

 

   

xx

h

h

h

h

x

hx

h

xhx

h

xhx

h

h

ee

h

e

h

e
e

h

ee

h

eee

h

ee

h

xfhxf
y








































1

1
1

:ingat        
1

1

)()(
'

limlim

lim

lim

lim

lim

00

0

0

)(

0

0
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Berdasarkan uraian di atas, dapat disimpulkan sebagai berikut: 

 

Dengan menggunakan dalil rantai, misalkan baxxu )( kalian dapat 

menentukan bahwa turunan dari fungsi 
baxey  adalah sebagai berikut: 

baxuu ee
du

dy
ey   

a
dx

du
baxu   

baxbax aeae
dx

du

du

dy

dx

dy    

 

Contoh Soal: 

1. Tentukan turunan dari 
12  xey ! 

Penyelesaian: 

12

12

12

2'

2'













x

x

x

ey

ey

ey

 

Jadi turunan dari 
12  xey  adalah 122 xe  

2. Tentukan turunan dari 
xey sin ! 

Penyelesaian: 

xx

x

xeexy

ey

sinsin

sin

coscos' 


 

Jadi turunan dari 
xey sin  adalah xxesincos  

2. Turunan Logaritma Natural )(ln x  

Ingat kembali definisi logaritma yaitu jika 
ya axxy  log . Logaritma 

natural merupakan logaritma dengan basis atau bilangan pokok e . 

Logaritma natural biasanya dinotasikan xln  sehingga xxe lnlog  . Oleh 

karena itu, dapat didefinisikan sebagai berikut: 

Jika 
baxbax aeyey   '  

Jika 
xx eyey  '  
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(Y. & Indriyastuti, 2012) 

Misalkan 
yexxy  ln . Turunan terhadap variabel y akan diperoleh 

y
y

e
dy

de
 . Karena x

dy

dx
xe y  . Oleh karena itu, diperoleh 

x

dy

dxdx

dy 11
 . 

 

Secara umum, dapat ditentukan turunan uy ln  dengan )(xfu   adalah 

sebagai berikut: 

udu

dy 1
  

'u
dx

du
  

 

Contoh Soal: 

1. Turunan dari xy ln5  adalah. . . 

Penyelesaian: 

xy ln5  

xx
y

51
5'   

Jadi Turunan dari xy ln5  adalah 
x

5
 

 

 

 

Jadi, jika 
u

u
u

udx

du

du

dy
yxfuuy

'
'

1
')(dengan ln   

Jadi, jika 
x

yxy
1

'ln   

yexyx ln  
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2. Tentukan turunan dari 
2)57ln(  xy ! 

Penyelesaian: 

 
 

57

14
'

57

7572
'

)57ln(

2

2











x
y

x

x
y

xy

 

Jadi turunan dari 
2)57ln(  xy  adalah 

57

14

x
 

G. Fungsi Naik, Fungsi Turun, dan Nilai Stasioner 

1. Pengertian Fungsi Naik, Fungsi Turun, dan Nilai Stasioner 

Misalkan diberikan fungsi )(xfy  maka cara menentukan interval suatu 

fungsi naik atau turun: 

a. Jika untuk setiap x pada suatu interval, 0)(' xf  maka )(xf  fungsi 

yang naik pada interval tersebut. Hal ini dikarenakan gradien garis 

singgung pada titik-titik tersebut adalah positif(condong ke kiri) 

b. Jika untuk setiap x pada suatu interval, 0)(' xf  maka )(xf  fungsi 

yang turun pada interval tersebut. Hal ini dikarenakan gradien garis 

singgung pada titik-titik tersebut adalah negatif(condong ke kanan) 

c. Jika untuk setiap x pada suatu interval, 0)(' xf  maka )(xf  fungsi 

yang tidak naik dan tidak turun pada interval tersebut. Hal ini 

dikarenakan gradien garis singgung pada titik-titik tersebut adalah nol. 

2. Jenis-Jenis Nilai Stasioner 

Terdapat 3 jenis nilai stasioner suatu fungsi yaitu: 

a. Titik balik minimum 

 

Misalkan ax   adalah stasioner 
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Apabila nilai x yang lebih kecil dari a atau x<a, f (x) turun dan nilai x 

yang lebih besar dari a atau x>a menyebabkan f (x) naik maka (a,f (a)) 

adalah titik balik minimum 

b. Nilai balik maksimum 

 

Misalkan ax   adalah stasioner 

Apabila nilai x yang lebih kecil dari a atau x<a menyebabkan f (x) naik 

dan nilai x yang lebih besar dari a atau x>a menyebabkan f (x) turun 

maka (a,f (a)) adalah titik balik maksimum 

c. Titik belok 

Misalkan ax   adalah stasioner 

o Apabila nilai x yang lebih kecil dari a atau x<a menyebabkan f (x) 

turun dan nilai x yang lebih besar dari a atau x>a menyebabkan f 

(x) juga turun maka (a,f (a)) adalah titik belok 

 

o Apabila nilai x yang lebih kecil dari a atau x<a menyebabkan f (x) 

naik dan nilai x yang lebih besar dari a atau x>a menyebabkan f (x) 

juga naik maka (a,f (a)) adalah titik belok 

 

(Y. & Indriyastuti, 2012) 

3. Turunan Kedua dan Penggunaannya 

Turunan pertama dari fungsi )(xfy   dinotasikan dengan ,
)(

,,
dx

xdf

dx

dy
y

)('atau xf . Turunan dari turuna pertama dinamakan turuna kedua. 
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Notasinya dapat ditulis sebagai )(''atau ,
)(

,,''
2

2

2

2

xf
dx

xfd

dx

yd
y . Turunan 

kedua dapat digunakan untuk. 

a. Menentukan Jenis-Jenis Nilai Stasioner 

Misalkan terdapat suatu fungsi )(xf yang kontinu dalam interval b<x<c 

yang memuat x=a. Turunan pertama dan turunan kedua fungsi tersebut 

terdefinisi pada interval tersebut. 

 

(Y. & Indriyastuti, 2012) 

b. Uji Turunan Kedua untuk Kecekun 

Dengan menggunakan turunan kedua(jika ada), kita dapat menentukan 

kecekungan kurva. Misalnya fungsi f  terdiferensialkan dua 

kali(mempunyai turunan kedua) pada selang terbuka I. 

 

(Y. & Indriyastuti, 2012) 

c. Uji Turunan Kedua untuk Titik Belok 

Misal fungsi f  terdiferensialkan pada selang terbuka I yang memuat

)(''dan  afa  ada. Jika 0)('' af  dan di sekitar ax   terjadi perubahan 

kecekungan dari fungsi f  maka  )(, afa  adalah titik belok dari fungsi 

f . 

4. Nilai Maksimum dan Minimum Fungsi dalam Interval Tertutup 

Nilai maksimum dan minimum fungsi )(xfy   dalam interval tertutup 

bxa   ditentukan sebagai berikut. 

1. Jika Ifxf  pada atas ke cekung fungsi0)(''   

2. Jika Ifxf  padabawah  ke cekung fungsi0)(''   

1. Jika  ))(,(0)("dan  0)(' afaafaf  adalah titik balik 

minimum 

2. Jika  ))(,(0)("dan  0)(' afaafaf  adalah titik balik 

maksimum 

3. Jika bergantian tanda ((+) ke (-) atau sebaliknya) ))(,( afa

adalah titik belok 
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a. Tentukan nilai stasioner (maksimum dan minimum) fungsi )(xf  

dalam interval itu 

b. Tentukan nilai )(af  dan )(bf  

c. Nilai terbesar dari nilai-nilai itu merupakan nilai maksimum, 

sedangkan nilai terkecil merupakan nilai minimum. 

(Y. & Indriyastuti, 2012) 

Contoh Soal: 

1. Sebuah fungsi ditentukan dengan rumus 106)( 2  xxxfy  

a. Tentukan interval x supaya fungsi naik 

b. Tentukan interval x supaya fungsi turun 

c. Carilah nilai stasioner dari fungsi tersebut 

Penyelesaian: 

62)('  xxf  

a. Fungsi naik saat 0)(' xf  

3

62

062

0)('









x

x

x

xf

 

Jadi fungsi naik pada interval 3x  

b. Fungsi turun saat 0)(' xf  

3

62

062

0)('









x

x

x

xf

 

Jadi fungsi naik pada interval 3x  

c. Titik stasioner saat 0)(' xf  

3

62

062

0)('









x

x

x

xf
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Maka nilai stasioner dari fungsi 106)( 2  xxxfy  adalah 

11018910)3(6)3()3( 2 f  

2. Tentukan nilai stasioner serta jenisnya dari fungsi berikut: 

a. 104)( 2  xxxf  

b. 42)( 2  xxxf  

Penyelesaian: 

a. 104)( 2  xxxf  

42)('  xxf  

o Fungsi naik saat 0)(' xf  

2

42

042

0)('









x

x

x

xf

 

o Fungsi turun pada saat 0)(' xf  

2

42

042

0)('









x

x

x

xf

 

o Titik stasioner saat 0)(' xf  

2

42

042

0)('









x

x

x

xf

 

14108410)2(4)2()2( 2 f  

nilai stasionernya adalah 14 

Saat 2x  fungsi naik, sedangkan saat 2x  fungsi turun maka 

nilai stasioner dari 104)( 2  xxxf  adalah titik balik 

maksimum 

b. 42)( 2  xxxf  

22)('  xxf  
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o Fungsi naik saat 0)(' xf  

1

22

022

0)('









x

x

x

xf

 

o Fungsi turun pada saat 0)(' xf  

1

22

022

0)('









x

x

x

xf

 

o Titik stasioner saat 0)(' xf  

1

22

022

0)('









x

x

x

xf

 

34214)1(2)1()1( 2 f  

nilai stasionernya adalah 3 

Saat 1x  fungsi turun, sedangkan saat 1x  fungsi naik 

maka nilai stasioner dari 42)( 2  xxxf  adalah titik balik 

minimum 

H. Menggambar Grafik Fungsi 

Dalam menggambar grafik suatu fungsi )(xf , langkah-langkah yang perlu 

kalian perhatikan adalah sebagai berikut. 

1. Menentukan titik potong )(xf  dengan sumbu-sumbu koordinat (sumbu 

X dan sumbu Y). 

2. Menentukan titik-titik stasioner atau titik ekstrem dan jenisnya 

3. Menentukan titik-titik sembarang dalam fungsi untuk memperhalus 

grafik. 
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I. Aplikasi Turunan 

1. Menentukan Persamaan Garis Singgung Kurva 

Turunan pertama suatu fungsi merupakan gradien persamaan garis 

singgung pada suatu titik tertentu. Apabila suatu gradient persamaan garis 

singgung )(xf  di titik ),( ba  diketahui, kita dapat mencari persamaan 

garis singgungnya. Kalian tahu bahwa persamaan garis di titik ),( ba  dan 

bergradien m  adalah )( axmby  . Karena gradient garis singgung 

)(xf  di titik ),( ba  adalah )(' xfm  , persamaannya dapat dirumuskan 

dengan: 

 

2. Perhitungan Kecepatan dan Percepatan 

Salah satu aplikasi turunan adalah untuk menyelesaikan kasus-kasus yang 

berhubungan dengan kecepatan(kelajuan) dan percepatan. Sebagai contoh 

dalam bidang fisika dibahas tentang suatu gerak lurus berubah beraturan, 

yang berarti bahwa kecepatan benda selama bergerak tidaklah tetap. 

Misalkan sebuah benda bergerak dari suatu tempat ke tempat yang lain 

menempuh jarak s dalam waktu t. kecepatan rata-rata benda itu ditentukan 

dengan: 

 

Jika kecepata pada saat t  dinotasikan dengan )(tv  maka kecepatan 

dirumuskan dengan: 
dt

ds
tv )(  

Dengan kata lain, kecepatan pada waktu t  adalah turunan pertama dari 

fungsi jaraknya. Jika fungsi kecepatan terhadap waktu )(tv  kita turunkan 

lagi, maka akan diperoleh percepatan. 

Misalnya percepatan pada saat t  dinotasikan dengan )(ta , percepatan 

dirumuskan dengan: 
dt

dv
ta )(  

Kecepatan rata-rata
t

s






waktuperubahan 

jarakperubahan 
 

  axafby  )('  
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Dengan kata lain, percepatan pada waktu t  adalah turunan pertama dari 

fungsi kecepatan. Percepatan juga diartikan sebagai turunan kedua dari 

fungsi jaraknya, yaitu:
 

2

2

)(
dt

sd

dt

dt

ds
d

dt

dv
ta 










  

Apabila percepatan bernilai negatif, berarti benda bergerak berlawanan 

arah dengan arah sebelumnya. Dalam hal ini dikatakan benda mengalami 

perlambatan. 

3. Menentukan Limit Tak Tentu 

Limit-limit yang mempunyai bentuk tak tentu juga dapat dikerjakan 

dengan aturan L’Hopital, dibaca Loupital. Dalam pembahasan kali ini, 

bentuk-bentuk tak tentu yang dimaksud adalah 
0

0  dan


 . 

Apabila )(xf  dan )(xg  memiliki turunan di ax   dan 0)()(  agaf , 

sedangkan )(' af  dan )(' ag  tidak sama-sama bernilai nol, berlaku:   

 

Aturan inilah yang disebut dengan aturan L’Hopital. Apabila setelah 

kalian gunakan aturan L’Hopital dengan menentukan turunan pertama 

fungsi )(xf  dan )(xg  ternyata masih dijumpai bentuk 
0

0  dan 


 , lanjutkan 

aturan L’Hopital itu dengan menentukan turunan kedua fungsi )(xf  dan 

)(xg . Apabila untuk turunan kedua masih dijumpai bentuk 
0

0  dan 


 , 

lanjutkan aturan L’Hopital itu dengan menentukan turunan ketiga fungsi

)(xf  dan )(xg , demikian seterusnya sehingga tidak lagi dijumpai bentuk 

0

0  dan 


 . 

4. Menentukan Kasus Maksimum dan Minimum 

Turunan juga dapat digunakan untuk mencari titik-titik 

ekstrem(maksimum atau minimum) dari suatu fungsi. Konsep mencari 

maksimum dna minimum ini secara umum dapat diterapkan pada kasus-

)('

)('

)(

)(
limlim

xg

xf

xg

xf

axax 
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kasus yang sering dijumpai dalam kehidupan sekitar kita. Untuk dapat 

menyelesaikannya, ubahlah kasus-kasus tersebut ke dalam model-model 

matematika. Kemudian selesaikan model itu. 

Contoh Soal: 

1. Sebuah mobil bergerak menrut rumus ttts 5)( 2  . Hitunglah kecepatan 

mobil setelah: 

a. 3 detik 

b. 8 detik 

c. k detik 

Penyelesaian: 

 

52)(

)(
)(





ttv

dt

tsd
tv

 

a. 11565)3(2)3( v  

b. 215165)8(2)8( v  

c. 525)(2)(  kkkv  

2. Tentukan persamaan garis singgung fungsi 
2)( xxf   di titik (2,4)! 

Penyelesaian: 

Diketahui: xxfxxf 2)(')( 2   

4)2(2)2('adalah  asinggungny garisgradien  f  

Ditanya: persamaan garis singgung fungsi 
2)( xxf   di titik (2,4) 

Jawab: persamaan garis singgungnya adalah: 

44

844

)2(44

)(









xy

xy

xy

axmby

 

Jadi persamaan garis singgungnya adalah 44  xy  
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III. Latihan Soal 

1. Buktikan bahwa jika   Lxf
cx




lim  dan   Mxf
cx




lim , maka ML  ! 

Penyelesaian: 

Diketahui   Lxf
cx




lim  dan   Mxf
cx




lim  

   1111 )(000lim  


LxfcxLxf
cx

 

Ambil sebarang
2

)(
2

1


  Lxf   

(1) . . . . . . . . .
2

)(0
2

)(


 LxfLxf  

   2222 )(000lim  


MxfcxMxf
cx

 

Ambil sebarang
2

)(
2

2


  Mxf

 

)2(..........
2

)(0
2

)(


 MxfMxf
 

Dari (1) dan (2) diperoleh: 

   

ML

ML

ML

LM

LxfMxf

LxfMxf













0haruslah 

00

00

0)()(0

22
)()(00



 

terbukti bahwa jika   Lxf
cx




lim  dan   Mxf
cx




lim , maka ML 
 

2. Tentukan limit dari: 
x

x

x 0
lim


 

Penyelesaian: 




















0,lim

0,lim
lim

0

0

0
xuntuk

x

x

xuntuk
x

x

x

x

x

x

x
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i. 11limlimlim
000


 xxx x

x

x

x
 

ii. 11limlimlim
000





 xxx x

x

x

x
 

Karena limit kiri  limit kanan, maka 
x

x

x 0
lim


 tidak ada 

3. Jika   12  xxf  dan  
x

xg
2

 , tentukan:    xgxf 44   

Penyelesaian:  

i.   12  xxf  

   

 
 

 

 
 

 
 

 
 32

22
''

2
2

2

22

''

2
2

2

2
2

''

2
2

2

1
22

''

2

2

1
2'

1

1

1

1

1

1

1
1

1

22
2

1
11

1
22

2

1


































x

xx
xf

x

x

xx

xf

x

x

x
x

xf

x

xxxx

xf

x

x
xxxf

 

 
 32

''

1

1






x

xf  
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 10
2

2
2

2
3

2

4

10
2

3
22

5
2

4

2
5

2

3
2

5
2

4

5
2

'''

6
2

2
'''

6
2

2
3

2

'''

1

5113

1

11513

1

21
2

5
313

1

3

1

13

1

21
2

3
110

























































x

xxx

xf

x

xxx
xf

x

xxxx

xf

x

x
xf

x

xx
xf

x

xxx

xf

 

 
 

 72

2
2

2

4

1

513















x

xx

xf  

ii.  
x

xg
2

  

 

 
 

 

 
 

 

 
 
  58

3

24

34
4

46

2

23

23
'''

3422

2
''

22

'

48484120

1212340

44220

2120

xx

x

x

xx
xg

xx

x

x

xx
xg

xx

x

x

xx
xg

xx

x
xg
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 725

7
22

2
25

44

57
2

2
2

2

44

1

1513

48

1

513































xx

xxxx

xgxf

xx

xx

xgxf

 

4. Tentukan limit dari: 
2

22

0

2

1

tansin
lim

x

xx

x




 

Penyelesaian: 

2

2

0
2

2

0
2

22

0

2

1

tan
lim

2

1

sin
lim

2

1

tansin
lim

x

x

x

x

x

xx

xxx 



 

4

22

2

1

1
:

tan
lim

2

1

1
:

sin
lim

2

2

02

2

0






 x

x

x

x

xx

 

4

2

1

tansin
lim

2

22

0







x

xx

x
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