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Untuk menelaah suatu fenomena fisis mikroskopis maka kita dapat menjelaskan
mekanika sistem partikel dengan menuliskan persamaan Schrédinger yang tepat
untuk sistem tersebut kemudian mencari solusinya. Dalam hal ini ada dua
representasi persamaan yang dapat digunakan yaitu representasi dalam ruang posisi
dan ruang momentum.

Pada penelitian ini akan dihitung solusi persamaan Schrodinger dalam ruang
momentum untuk atom hidrogenik, yang termasuk sistem kuantum sederhana.

Penelitian yang dilakukan adalah penelitian dalam bidang fisika teoritik.
Penelitian dilakukan dengan cara studi literatur. Penelitian ini dilakukan mulai bulan
April sampai Juni 2007. Analisa data dilakukan dengan cara melakukan verifikasi
(membandingkan) solusi persamaan Schrodinger atom hidrogenik dalam ruang
momentum dengan solusi persamaan Schrodinger ruang posisi yang sudah diketahui
lebih dulu solusinya.

Adapun langkah-langkah penelitian adalah sebagai berikut :

(1) mereview hasil-hasil analitik dari persamaan Schrodinger atom hidrogenik
dalam ruang posisi.

(2) menghitung solusi persamaan Schrodinger atom hidrogenik dalam ruang
momentum dengan cara mendefinisikan persamaan Schrodinger dalam ruang
momentum kemudian menyelesaikan persamaan tersebut sehingga diperoleh fungsi
gelombang yang kemudian digunakan untuk menghitung harga harap observabel
(energi) sistem.

(3) verifikasi hasil, dengan membandingkan nilai harga harap obsevabel
(energi) yang diperoleh dari solusi ruang momentum dengan harga harap observabel

(energi) ruang posisi apakah sama atau tidak.

viii
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Data yang diperoleh dari penelitian ini adalah harga harap observabel (energi)
vang diperoleh dari solusi ruang momentum.

Hasil yang diperoleh dari penelitian ini adalah mendapatkan fungsi gelombang

5 U 3.3
2(n=1-DI]" , .
ruang momentum yaitu £, ,(p):l:_(iul_):’ iy ML e [n P 1]

7 (n+l) @ P +1)'2 " P p 4
: -Z°13,6
dan harga harap observabel (energi) dalam ruang momentum sebesar N
n

Selanjutnya melakukan verifikasi dengan hasil ruang posisi, dimana dalam ruang

.
posisi diketahui fungsi gelombangnya R (p)= Ce 2 p’(foﬂl(p))dan harga harap

72136

2
h

observable (energi) sebesar — eV. Dari kedua solusi ini menunjukkan bahwa

harga harap observabel (energi) yang merupakan energi total sistem yang dihitung

Z%13,6

2
n

eV.

adalah sama yaitu —

Kesimpulan yang diperoleh dari penelitian ini adalah bahwa persamaan
Schrodinger  atom hidrogenik dapat dikerjakan dengan menggunakan dua

representasi persamaan baik dalam ruang posisi dan juga ruang momentum.

Fisika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.
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BAB I. PENDAHULUAN

L1 Latar Belakang

Telaah baku untuk fenomena fisis alam mikroskopis seperti atom, inti, partikel,
subpartikel, dan sebagainya, biasanya menggunakan prinsip-prinsip mekanika
kuantum dan dimulai dengan menuliskan persamaan Schrédinger yang tepat untuk
sistem tersebut, lalu mencari solusinya untuk syarat batas yang diberikan.
Penyelesaian persamaan adalah berupa fungsi gelombang, yang secara kuantum
dipostulatkan mengandung informasi tentang apapun dari sistem tersebut melalui
perhitungan harga harap sistem.

Persamaan Schrédinger secara umum dapat dinyatakan dengan :

[?minLV(F,{)Jw(F,(): Ev (1) (1)

Dalam hal ini p adalah operator momentum, m adalah masa sistem, V' (7,7)adalah
potensial sistem, £ adalah energi total sistem dan w(7,¢)adalah fungsi gelombang,.

Jika potensial hanya merupakan fungsi jarak maka persamaan Schrodinger bebas

waktu dapat dinyatakan dengan :

Zre) )=l 12

2m
Persamaan (1.2) merupakan persamaan nilai eigen berbentuk :
Hy=Ey. (1.3)
Dengan £ adalah energi total sistem, dan operator yang muncul dalam tanda kurung
siku ruas kiri persamaan (1.2) adalah Hamiltonian & yang merupakan operator

energi total sistem. Bentuk Hamiltonian ini ditentukan berdasarkan sifat-sifat sistem

1
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dimaksud, yang untuk kasus nonrelativistik gerak partikel bermassa m dalam medan
potensial /" merupakan penjumlahan dari operator energi kinetik dan energi potensial
partikel yaitu : (Krane, 1992)

-~ -

H=T+V (1.4)
o f,z " ..
dengan 7' = — dan V =V (7).
2m

Operator momentum linier dalam mekanika kuantum adalah p=—iAV sehingga
Hamiltonian dapat dituliskan sebagai : (Griffiths, 1994 : 121)

% i

H=-—V*+V(F). (1.5)

2u

Persamaan (1.5) disebut operator Hamiltonian sistem dalam ruang koordinat
koordinat 7.

Fungsi gelombang dalam ruang posisi dituliskan dengan (7). Dari fungsi
gelombang w(7) dapat dihitung harga harap observable (besaran fisis dalam
mekanika klasik) dari sistem tersebut. Sebagai contoh harga harap posisi partikel

dihitung dengan :
(x) = [ (x)2y (x)dx (1.6)

Dalam ruang momentum Hamiltonian sistem dapat dinyatakan sebagai berikut :

f?:%ﬂf(ﬁ). (1.7)

Solusi persamaan Schrodinger dengan menggunakan Hamiltonian (1.7) disebut
solusi ruang momentum. Fungsi gelombang dalam ruang momentum dinyatakan
dengan w(p). Representasi persamaan Schrodinger dalam ruang posisi atau ruang

momentum sebenarnya merupakan cara yang berbeda untuk menelaah problem yang
sama dengan hasil sama. Dengan kata lain bahasa yang digunakan berbeda namun
untuk menunjukkan sesuatu yang sama. Dalam hal ini ada problem-problem tertentu

yang lebih mudah dikerjakan
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dengan menggunakan representasi ruang posisi, dan ada juga yang lebih mudah jika
menggunakan representasi ruang momentum. Dengan menggunakan definisi operator
h h d

F=—V =——— maka bahasan persamaan Schridinger ruang momentum dengan
) 1

Hamiltonian peréamaan (1.7) dalam dimensi satu adalah : (Fromhold, 1992)
pr [ h

[ET V [ v, ﬂw(p,)= Ev(p,). (1.8)

Kajian teoritik solusi dalam ruang momentum sistem kuantum sudah pernah
dilakukan sebelumnya untuk kasus osilator harmonik dan tak harmonik (Yuriati,
2005). Untuk solusi ruang posisi, kajian atom hidrogenik umumnya banyak diberikan
dalam buku-buku mekanika kuantum, misalnya dalam buku "A Brief Theory of
Quantum Mechanics” yang ditulis oleh Fromhold yang juga diacu dalam penelitian
ini. Sedangkan solusi dalam ruang momentum pernah dilakukan oleh J.D Hey. Dalam
tulisan J.D Hey tersebut telaah teoritik yang dilakukan tidak diberikan secara lengkap.
Oleh karena itu telaah teoritik ini akan berusaha menyelesaikan persamaan
Schrédinger dalam ruang momentum untuk problem atom hidrogenik secara lengkap
dan berurutan. Hasil-hasil solusi persamaan Schrodinger dalam ruang posisi akan
digunakan sebagai pembanding dari penyelesaian persamaan Schrodinger ruang
momentum. Sementara itu penggunaan fungsi gelombang ruang momentum banyak
digunakan dalam kajian hamburan kuantum, sehingga topik ini dirasa sangat tepat
untuk diangkat sebagai topik penelitian.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarakan latar belakang masalah di atas, permasalahan yang dimunculkan
dalam telaah atau studi teoritik kali ini adalah apakah persamaan Schrédinger atom
hidrogenik dapat dikerjakan dalam ruang momentum.
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1.3 Batasan Masalah .
Masalah dalam penelitian ini dibatasi untuk mencari solusi persamaan
Schrodinger dalam ruang momentum untuk atom hidrogenik. Telaah juga dibatasi

untuk kasus nonrelativistik.

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian teoritik ini adalah menghitung

solusi persamaan Schrodinger dalam ruang momentum untuk atom hidrogenik.

1.5 Manfaat
Riset teoritik yang dilakukan dalam penelitian ini termasuk dalam lingkup
fisika kuantum. Dari penelitian ini diharapkan :
1. Peneliti mampu menelaah problem kuantum dengan mencari solusi
persamaan Schrodinger dalam ruang momentum.
2. Meningkatkan daya nalar peneliti berbasis konsep-konsep dasar fisika.
Memperkaya karya ilmiah di bidang fisika teoritik di Indonesia.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Gerak Partikel Dalam Medan Sentral

Atom hidrogenik adalah atom yang sederhana dan solusinya dapat mudah
diperoleh dengan menyelesaikan persamaan Schrodinger secara analitik. Persamaan
Schrodinger ruang posisi persamaan (1 .2) dalam koordinat kartesian dapat dituliskan
dengan :
- i (azw N dly iy

+
2ulax? @ ot

J+V(x,y,:)=Ew. (2.1)

Dimana y adalah fungsi dari x,y dan z Untuk atom hidrogenik maka dapat
dievaluasi energi potensial yang berperan adalah potensial Coulomb yang berbentuk :

2
¢ ,dengan 7 =[x’ +)*+z? (MK.S) (2.2)

ey

Sehingga untuk atom hidrogenik berlaku persamaan Schrédinger ruang posisi :

-n’ Ze’
V- w(r)=Ew(r), (2.3)
2u 4me \r
2 .
dengan hamiltonian 4 = L e 2 .
2u drer

Sistem atom adalah sistem dengan simetri bola oleh karena itu akan sangat tepat
jika kita bekerja pada koordinat bola (7, 0,¢), seperti pada gambar di bawah,

X =rcoscosg,

y=rsinfsing, dan z = rcosé
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Gambar 2.1 Sistem Koordinat Bola. Proton berada pada titik asal dan elektron pada r dalam

arah yang ditentukan oleh sudut polar € dan sudut azimut ¢ .

Penurunan persamaan Schrodinger dalam koordinat bola adalah sebagai berikut.

Dengan meninjau gerak elektron dalam atom yang mempunyai momentum sudut :

L=rxp. (2.4)
Kuadrat momentum sudut adalah : (Framhold, 1992 :176)
[} = LL=(Fxp).(Fxp) = r* p* — (F.p)* + 2ihiF. p, (2.5)
~2
; P | ) & lna e
sehingga, =—=——|L° — (7. = 2ihr.p|. 2.6
g, 3= |~ 7 i ) (26)

Operator posisi 7 dan momentum p dapat dituliskan dengan :

F=xi+y+zk (2.7)
ﬁzz[?iw‘iﬁi} (2.8)
i X oy 4
sehingga :

aa 2on sh[s0 8 20 h( o 0 0
rp=xi+yj+zk—|i—+j—+k—|=—| x—+y—+z—|. 29
=Xt F 3 :('ax Ji azj [ ¥ a_] (2.9)
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Melakukan transformasi koordinat dari kartesian ke koordinat bola sebagai berikut :

Dalam koordinat bola diketahui : x=rsinfcosg, y= rsinfsing dan :

=rcos@ Meninjau dalil rantai diferensial berikut : (Fromhold, 1992)
2 2o 000, 00

= s et (2.10)
0z 0Ordz 003z ¢ é:
Dengan r* = x* + y* + z? maka didapatkan :
or =
&L 2.11
a r ( )
dan dengan cos@ = L] , maka :
r
i Al (2.12)
oz F
op :
Sementara S 0, maka didapatkan :
LAWSSPEIN. ' N\ (2.13)
z or r 06
Dengan cara yang sama akan diperoleh :
_6_2_6_“a_r+ig+_a_@=ya+sm¢cos96+cc‘.s¢ 6‘ 2.14)
dy 0Ordy 00dy ooy ror r 0@ rsin@ d¢
_6_= sin 9cos¢i+lcos@cosgdi—ls‘mqji. (2.15)
Ox or r 00 rsin@ o¢
Mensubtitusikan hasil-hasil di atas maka diperoleh :
. L (2.16)
i1 or

Oleh karena itu persamaan (2.6) dengan menggunakan persamaan (2.16) menjadi
-2

P LW a[ﬁﬁJ 2.17)
2u | 2wt 2t orl or)|

Kuadrat momentum sudut dalam persamaan (2.17) dapat dirumuskan :

L =L+l ,j+L , atau (2.18)

[* = l:2x+ﬁ2y+ﬁzz. (2.19)
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Transformasi dari klasik ke kuantum seperti pada tabel 2.1.

Dengan

Tabel 2.1 Transformasi dari klasik ke kuantum.

Klasik

Kuantum

L=Li+Lj+Lk

l:[r,l’, =—ih —a—J
or

L,=yP, 2P - p]
x z L =—.h - .
-nyZ-:2)
L P
¢ ox 0z
L, =xF, - yF,

Sumber: Matthews (1982)

mengubah  momentum

sudut [:(x, Y,2)

menjadi

L(r,0,4).

Mensubtitusikan persamaan (2.14), (2.15), nilai x dan y untuk mencari l:x sehingga

diperoleh :

A
{

Demikian juga dengan L ,dan 1::, sehingga :

-

h
Lsz

(— sin ¢é% - cosgbcotﬁ%} .

cos¢i— sin¢cott9—a— :
00 o¢

ﬁ.:—rhi.
: 26

Kuadrat komponen-komponen momentum sudut dapat kita hitung :

~ ) d 0 y o) 3}
L} = = 1*| sing—+cot@cosd—— | sin —+cotdcosgd—
. '( P36+ S¢a¢IS ?56 ¢a¢]

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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=-hn*{sin’ ¢ &
86?

2

+singcot@cos¢

_sin ¢cos¢ 0

666¢

sin?@ o¢

2

— +cot@cos? ¢

o6

+cot@cos@sin @ 3490 +cot’ @cos’ ¢ aa¢z —cot’® fcos @sin ¢565}
P h 0 0 0 . 0
L’ = —| cosg— —singcotd — || cosg— —singcotd— 2.24
¢ i[ ¢69 ¢ 6;6)( ¢69 ¢ 6¢] ( )
o? - o
=-—Tr2{cosz¢692 —cos¢gcot@sin ¢ 9+cot9sin2¢a—9
2 2
—cot@singcosg 2 COS¢Sm¢ 2 cot? Qsidh 924 cot? 9cos¢sin¢—a— .
o¢gol sin’@ 0¢ d¢4? o¢
x o?
7o o (2.25)
: 59
Subtitusi persamaan (2.23-2.25) ke persamaan (2.19) diperoleh :
a 2 2
e R (2.26)
o0 060 sin“0 o¢

Hasil dari 2? di atas dimasukkkan ke persamaan (2.17 ) sehingga didapatkan :

p? * n a8(,0
— B —— r —
2u |2 2t or or
2 2 2
L L LE A a)+ 12 62 + 12cott‘:’i+i24_—!5--—6—2
2u\rPor or 00" r 06 r”sin”“ 0 0¢

62

2
__h Lz_a_[,,zi}, 1 o [smg aj ! L. (227)
2u|r-or or) r*sin@ 00 20) r*sin’0 ¢

Mensubstitusikan persamaan (2.27) ke persamaan (1.2) sehingga diperoleh :
w1 06(,0 1 8 0 1 o’
2u|re or ar) r’sinf 06 FY) r sin“ @ 0¢

+V (Nl (r.0.¢)= E,y(r.0.4)

(2.28)
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Persamaan ini dapat dipecahkan déngan metode separasi variabel yaitu dengan
mengasumsikan bahwa bentuk solusi fungsi gelombangnya adalah perkalian dari

fungsi sudut dan fungsi ruang :

¥(r.0,0)= R(r)Y(6,¢) (2.29)
Lebih lanjut dapat dilakukan separasi lagi solusinya adalah:

¥(r.0,4)= R(r)o(0)D(s) (2.30)
Persamaan di atas dapat dituliskan dalam bentuk ringkas :

Y = ROD (2.31)
Mendeferensialkan persamaan (2.30) masing-masing terhadap (r,6,4) maka akan
didapatkan :

W 00 _gop (2.32)
or or
W _ 202 _ poo (2.33)
o6 06

2
oy R@a ® _reo. (2.34)
og’ o¢’

- )2
Jika diketahui bahwa V(r)=
dme,r

(2.32- 2.34) ke dalam persamaan (2.28) maka akan diperoleh :

(Hansch, 1979), mensubtitusikan persamaan

Ll -2 (2R O0)+ 2 (sin6)Ro0'+ 2 R@(D"}
";1 r* or r*sin@ 80 r“sin‘ @
3 2
_Z R@@}zE”R@@. (2.35)
dme,r

r? sin

[ i [1 rrR 0D + R0+

((cos 8)ROD"+(sin 8)RDO' )
2u e
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2
+‘2—.1—2"—R®t1)"}— 2 Reo =£,RO0 (2.36)
resin® @ dre,r

2
Mengalikan persamaan (2.36) dengan [R:-D

sehingga menjadi :
CD) gg )

(2r£l+rzR”J [0939] '+®" " 2( Zer. 2.37)
R R sinf )® @  ®sin’@ hL

' I 2 " ' "
(e B ) (Lsmoe, L) oy
R R h 4re, © sin@ ©® sin’gd @

Solusi dari persamaan (2.38) dapat terpenuhi jika fungsi sudut adalah sebuah
konstanta, misalnya dengan memberi —/(/+1): (Griffiths, 1994)

9: cos@@' 1 g
© sinfd O sm29¢

=il +1). (2.39)

Persamaan di atas dikenal sebagai persamaan polinomial Legendre. Dikalikan dengan
(sin2 9) didapatkan :

sin299+cosﬁsin6’9+l(l + 1)sin2¢9+£ =0.
® ® 0}

%= ~( sin29%+cos€sin9%+!([+l)sin29 ). (2.40)
Kedua ruas adalah fungsi dengan variabel yang berbeda oleh karena itu dapat
dinyatakan sebagai konstanta :

LA

S (2.41)

Hasil integrasi persamaan (2.41) adalah :

D =Ce™ | (2.42)
dengan C merupakan tetapan integrasi. Fungsi gelombang @ merupakan salah satu
komponen dari fungsi gelombang lengkap ¥ yang harus berharga tunggal pada

setiap titik di dalam ruang. Untuk mencari nilai C kita gunakan syarat normalisasi
yakni:
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2r
[o*dap=1, (2.43)
0
didapatkan :
1
C=—. (2.44)
V2
sehingga:
|
D(P) = —=e™ . (2.45)
V2w

Besarnya ®(g) haruslah fungsi bernilai tunggal yang oleh sifat simetri rotasi maka
memerlukan ¢ = ¢ +27. Schingga memerlukan nilai m adalah bilangan bulat.

Bilangan m ini selanjutnya disebut bilangan kuantum magnetik. Operator persamaan

(2.25) jika dikenakan pada fungsi gelombang persamaan (2.45) hasilnya adalah -

2
i2o=-n2 o-mno. _ (2.46)
a¢
sehingga nilai Z.> adalah m’h*dengan m = 041,42,
Untuk menentukan ©(&) kita masukkan persamaan (2.45) ke persamaan (2.39)

dan dikalikan dengan ©® menghasilkan :

@"+°—F’%®'+[1(1+1)— i ]@:0. (2.47)

sin in?

sin“ @

Persamaan differensial di atas berbentuk persamaan differensial Legendre, yang

mempunyai solusi: (Griffiths, 1994 : 126)
O(8) = CPF"(cos9). (2.48)

Untuk mencari nilai tetapan C kita gunakan syarat normalisasi sehingga didapatkan :

v _2L+_11+m.
C=( 1}”/ ; ___((l-m)j ) (2.49)

(Matthew, 1982)

fungsi gelombang ©(8) menjadi :
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20 +1(1 - m)!

2(1 + m)! Pi"(cos6), =

©(f) =(-1)"

d'ml 1 af .
d(cos@)™ 211 5(cos ) (osto-1). @51

m

dengan B"(cosf) = (l —cos’ sz

Penyelesaian P,"(cos#) disebut fungsi polinomial Legendre. Untuk m yakni
bilangan kuantum magnetik yang nilainya m = 0,+1,+2,..., sedangkan untuk / adalah
bilangan kuantum orbital yang nilainya /=0,,2,..,(n—1). Daftar nilai fungsi

polinomial Legendre dapat dilihat pada lampiran B1.
Dengan demikian dapat dihitung fungsi gelombang sudut adalah :

Y = 00)D(4) . (2.52)
mo_ [ _%{ﬂ(l_m) E[ im’¢ pm
Y= 1)("{ - (!+m)} ¢™*P"(cosb). (2.53)

Tabel 2.2 Fungsi gelombang untuk € dan ¢

No. |/ | m ¥ State
1 0 0 1 1/2
Yo'(8,4) =[4—] s

P

3)"? et
3. Yi'(8, =—(—] sinf—=
IR RACHEE P 5| ».
Sumber: Matthew (1982)

2.2 Fungsi Gelombang Radial
Untuk menentukan solusi gelombang radial dalam persamaan (2.38)

mensubtitusikan —/(/+1) sehingga menjadi :
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" 1 2 )
_[,=£.+zrﬁj _24(ZEr | b )y gaeny=o0. @.54)
R R h? \ dze,
. : e s R
Bila persamaan di atas dikalikan dengan —- :
F
] 2
—-[R“+—2—}-€—] _2_2fi Ze +E R+l(!+1)£2—=0 (2.55)
r h* \ dney r
2
I N (2 VY P71 B 2SS PO
rdr dr? r? h? k47r£0r
2 2 2
Ef_+_fj_2.R 2,21 +E_l(!+l)21*t R=0 (2.56)
rdr dr h 47:5'01' 2ur
Didefinisikan
e L V4 (2.57)
a n: dr

maka persamaan (2.56) menjadi :

2 2
2a d d.,4a d R+ 2u ze* Ze'a 1 L E- (I+D)h° 2 hoo. (2.58)
p dr dr’ n 47:50 P 2u P

R =0. dikalikan —l-:

2

2’ dR dzRaz 1(l+l)a2R+[2yZe o Oty J

P dp dp® P dneh’ p fz o’
2
2a’R d°R l(l+2])R+ 2uZe’ ra R=0 (2.59)
pdp dp’ p 47rsohap 4
Didefinisikan bahwa :
2 2
=21 Nl /_i, (2.60)
drmeh‘a  dmegh
Sehingga :
2
d "2‘4.3@_"(‘”;1) [__‘_]R=o. (2.61)
dp* pdp p p

14
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Persamaan (2.61) adalah persam.aan diferensial yang cukup sulit, melakukan
penyederhanaan dengan memisalkan untuk p yang sangat besar (p — ), sehingga
suku dengan variable o akan mendekati nol dan dapat diabaikan sehingga diperoleh
persamaan :

d’R 1

-—R=0. 2.62
de 4 ( )

Solusi persamaan di atas adalah :

R=Ce% +pet . (2.63)
Diasumsikan probabilitas partikel di (o> ®) adalah nol yang memerlukan D=0,
Oleh karena itu persamaan (2.63) menjadi R(p) = Ce™'?, dan dengan memberikan
fungsi tambahan H(p) maka dapat dinyatakan :

R(p)=Ce”?H(p). (2.64)
Subtitusi persamaan (2.64) ke (2.59) akan memberikan hasil :

E[W% )_Pf2H+e‘P/2H|J+i[_ _;_e—prH+e—p12Hl)+

ol 2 d,
£ (2.65)

LIGHD) (B T it

P’ p 4

1v-.'2 2—/2. 1—/2 I-."2r1—t’2|—n'2rr
——e P"H+—e?"H' |+| —e?PH-—e ' ?H'-—¢* H'+e™ " “H" [+

P P 4 2 2 /
. (2.66)
i+ (k1 He-o'?
P p 4
—lH+3H] [IH——H' H+H"] {-l—(fizﬂ (——lHHw
.\ P P A 2 P p 4
d’H [1__2_)_"5_{__""‘_’(121)}}1:0_ (2.67)
dp? pldp | p P

Solusi persamaan ini adalah : (Griffith, 1994)
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H(p) = p'G(p). (2.68)
Jika persamaan di atas diturunkan maka :

ﬂl_ = [p!—tG_f_ p'r £

o ap (2.69)

d*H ,d*G '

dG dG
=l -1)p"*G +lp"! ——4lp"™ e
A5 (-Dp P o P dppdp,
p,d’G

=l(1-1)p"*G +2ip"" ﬁ+
dp dp

[1 i E)ﬁ =~1p"'G~p! Gl +20p 2G4 25 82

d d
y P A 2 (2.70)
-1 I/
[—1— ( tI)JH =(k-1)p"'G-11+1)p"*G
P P
Memasukkan persamaan (2.69), (2.70) ke persamaan (2.67) didapatkan
d*G dG
"+ (2o - p! +2p L 4
P dp? ( P —p tip )};
[ =102 —1p" +21p"2 4 (k- 1)p" ~ 17+ 1)p™2 ] = 0
PG (P)+(2+2-p)G'(p)-(+1-k)G=0. (2.71)
Melakukan pendekatan dengan solusi berupa deret :
G(p)=Y c,p". (2.72)
n=0
Turunan pertama dan kedua persamaan di atas adalah :
G'(p) = chnp"" dan G"(p) = Zc"n(n -1)p" 2 (2.73)
n=| n=2
Sehingga : pG"(p) = Zc,,n(n -Dp"*2 = Zcm(n +1)np” (2.74)
n=2 n=]
(21+2)G'(p) = (21 +2)Y ¢, (n+1)p". (2.75)
n-1|

Subtitusikan persamaan (2.73-2.75), sehingga didapatkan :

16
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i f,u(n+Dn+n+1)Q2+2)k,., . nc,—(I+1-k)c,}p" =0. (2.76)
S {n+ 10+ 24w, —(+1+n=k)c, }p" = 0. 2.77)
k=0

Dari persamaan di atas akan memberikan hubungan rekursi :

(n+l+D)-k
Cu+l = ck'
(n+1)(n+2/+2)

(2.78)

Untuk mengakhiri series dimisalkan & =#n, +/+1 dengan n, yang bulat. Dengan

2
menganggap k = n,jika k= 2e 1’— £ maka dapat didefinisikan :
dmeh N 2E

2 4
E,= -2@;:’02)2——127 (eV) (2.79)
Pada persamaan (2.79) energi hanya bergantung pada bilangan kuantum n
(bilangan kuantum utama) tidak pada / dan m . Dimana » harus merupakan bilangan
bulat positif, demikian juga /. Energi yang diperoleh bernilai negatif yang berarti
bahwa elektron diikat oleh potensial Coloumb dalam atom. Jika dimasukan nilai yang
diketahui :

m, =masa elektron =9,11x107' kg,

Boee i =1.05x107*Js, £, =8.85x 10 Fm™, 7 =3.14, 1Joule = ——=eV
2 1.6.10°
¢ = muatan listrik = 1,6x107°C
Maka energinya:
Z%13,6
E, =- — eV (2.80)

Dari sini dapat dikatakan bahwa energi atom hidrogenik terkuantisasi yang
artinya hanya energi-energi tertentu saja yang diperkenankan, menurut bilangan

kuantum utama n=1, 2, 3, ..... « serta selisih antar tingkat energi yang tidak sama.
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n=4 E,=-085eV

n=3 : QIR g, 15w
I AE =—-19eV

s E, =—-34eV
AE =10,2eV

n=1 E, = -13,6eV

Gambar 2.2 Beberapa tingkat energi terendah atom hidrogen (Z=1).

Kembali pada persamaan (2.67) yang mana solusi persamaan tersebut adalah :
H(p)= p'G(p). (2.81)
Dengan G = G.'}!,, merupakan polinomial Laguere. Subtitusi persamaan (2.68) ke

persamaan (2.64), maka diperoleh :

=P
Ru(p)=Ce? p'(G211,(p). (2.82)
Tetapan C dapat dicari dengan syarat normalisasi fungsi gelombang
j R*Rdr =1. (2.83)
0
Dengan : il e a_2_Z
£Al- dp = adr P a,n aon’

maka akan diperoleh:

%(?2 j p”e*ﬂ((;jf;ﬁ,(p))’ pldp=1. (2.84)
0
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Sebagai Catatan bahwa : (Boas, 1996)

¥ |

[ e (G2 (o) prdp = 21 +1). 2.85)
0 (” = 1)

diperoleh nilai konstanta C adalah :

A m=t=1y( 22 |
. _[:2n(n+/)f a,n ' %50)

Sehingga fungsi gelombang radialnya adalah : (Griffiths, 1994)

—{-1} 22 f; 1:2 ~21+1
R,,,' = ,:(2’;()14-[;{ ] J pPe y ((Jrr~l—l(p))' (287)

an

AN
Untukn=1,dan/ =0: R,D:(-—J 2e* *7,

dy

Grafik Fungsi Gelombang Ruang Pasisi (n=1, I=0)

i
*

Fungsi Gelombang
.
*
*

.
‘oo
A LTI
*
B ‘?"O‘O'OQQQQQ--;‘A--

1

r(saman sembarang)

Gambar 2.3 Plot grafik fungsi gelombang ruang posisi n=1, 1=0.

1
1(zY P, zr) (&)
Untukn=2,dan/ =0:R, =|—| = 2- [\
8( a, a,
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Grafik Fungsi Gelombang Ruang Posisi n=2, I=0

Fungsi Gelombang

r(satuan sembarang)

Gambar 2.4 Plot grafik fungsi gelombang ruang posisi n=2, [=0.
Komponen fungsi gelombang w(r.0,¢) dapat ditulis sebagai hasil kali tiga buah

fungsi satu variabel :

V,im(r.0.8)=R,,(r)0,,(0),(4). (2.88)

Berikut beberapa fungsi gelombang atom hidrogen (Z=1) untuk beberapa nilai
bilangan kuantum,

Tabel 2.3. Beberapa fungsi gelombang atom hidrogen

n| | M| of) | 6@ R(r) y(r.0,4)
0| 0 1 | 2 7 1 J#&,
| 5| @
2000 1 £7 1 [z_LJe‘f’iae 1 (Z_L};a%
2z V2 2\50(,% Ay 4 27ra§/£ 4y
21110 |

> —60036’ 1 5 (—i—]e—r/z = ;3( - Je_'r":"" cos®
N 2 24642\ 90 4427[(15/2 4y

(1] 21| 1 . '
—2 e ﬁsin 7 1 37 [L}? e 1 3 [L]e 7249 gin o™
N A Y A Py sra o

Sumber : Krane (1992)
Indeks (n,/,m) yang berbeda memberikan komponen fungsi gelombang yang

berbeda. Dari fungsi gelombang tersebut maka dapat digunakan untuk menemukan
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besarnya rapat probabilitas menemukan elektron yang dinyatakan sebagai kuadrat
fungsi gelombang. Besarnya |w(r,6‘,¢}2 memberikan rapat probabilitas (probabilitas

persatuan volume) untuk menemukan elektron pada kedudukan (r,9,¢). Untuk

menghitung probabilitas persatuan volume tadi menggunakan elemen volume dV
yang terletak pada (r,6,¢)(Krane, 1992). Dalam koordinat bola elemen volume ini
adalah :

dV = r’sin@drd@dg . (2.89)
Sehingga probabilitas untuk elemen dV adalaah :

wn‘l‘.m(rv 9= ¢12 dv =

Dengan menggunakan pernyataan probabilitas ini. Maka dapat dihitung probabilitas
total untuk menemukan elektron diseluruh ruang :

1 total — J

Integral ¢ dan integral ¢ jika dihitung bernilai satu. Jadi probabilitas total adalah :

P:

R, () 10,0 @, (@) rsintirdaig.  (2.90)

R

r drﬂ@

n.'

2r
1w (0) sin a6 [lo,.(s) dp. (2.91)
0

[ o}

P o= R yridr) (2.92)

0

Harga harap observabel r* untuk atom hidrogenik selanjutnya dapat dihitung :
(r*y = jw'r*wV (2.93)
0

(r*y = [ R r**dr (2.94)

Dari harga harap ini akan dapat diketahui pola distribusi elektron.
Sebagat contoh dapat dihitung untuk k=1 :

Pa= | R* rRFdr

a

© 3
= J'R* R(BJ ldp
: a
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s 3
1% [(n=1-1p( 22 )2 , 2 s 3 ﬂn—l—-lifzz i 2 s
= — e IJ L
a“{ 2n(n+l)(aon] ple L (p)p 2n(n+1)kaon i (o )dp

4] (n—[ = ])! 2 2041 3
B e L d
a' 2n(n+1)\ ayn J fp -t-1 (P))ZP P

1
T at 2n(n+1) \ QN

(n—1-1)( 22 J 2 o3

= (MT(F_ ‘(21+3)_ (2.95)

2% a,n

memasukkan nilai / =n— 1 sehingga :

T (%](2;: +1). (2.96)

Persamaan (2.96) merupakan harga harap untuk k=1, jika n = I, /=0 maka

: 3 ; “f
didapatkan harga harap sebesar —;— yang berarti probabilitas untuk menemukan

disini harga harap untuk beberapa fungsi r yang lain : (Hansch ez al, 1979)

(r) = [_)n —17+1)] (2.97)

(Joh‘

(r?y = [5 +1-310+ 1) (2.98)

ry=% avn [35 (n =1)=3073(1 + 2 =D +30+ 2+ DIC-D].  (2.99)

= (2.100)

(r'y =

aun
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Desain Penelitian
Jenis penelitian ini termasuk dalam fisika teoritik. Penelitian dilakukan

dengan cara studi literatur.

3.1.2 Waktu Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan mulai bulan April 2007 dan selesai pada bulan
Juni 2007.

3.2 Definisi Operasional
3.2.1 Persamaan Schrodinger

Persamaan Schrodinger adalah persamaan dasar dalam dalam mekanika
kuantum yang menjelaskan mekanika atau gerak dari objek mikro.
3.2.2 Atom Hidrogenik
Atom hidrogenik adalah atom dengan satu elektron.
3.2.3 Fungsi Gelombang Radial

Fungsi gelombang radial adalah fungsi gelombang yang berubah ke arah
radial saja, hanya merupakan fungsi dari jarak.
3.2.4 Mekanika Kuantum

Mekanika kuantum adalah sistem mekanika yang dikembangkan dari teori
kuantum dan digunakan untuk menjelaskan sifat-sifat obyek mikro misalkan atom
dan molekul. Dengan menggunakan kuantum energi sebagai titik awal, mekanika
kuantum menggabungkan prinsip ketidakpastian Heisenberg dan panjang gelombang
de Broglie sehingga menjadi dualisme partikel gelombang yang merupakan dasar

persamaan Schrodinger.

23
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3.3 Langkah-Langkah Penelitian
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[ Problem Kuantum ]

'

Persamaan Schrédinger ruang

momentum atom hidrogenik

’

Solusi analitik (r)dan harga harap 0

Solusi analitik yang akan dicari dalam
ruang momentum menggunakan

transformasi Fourier

persamaan Schrédiger ruang posisi atom
hidrogenik yang sudah diketahui dari

referensi yang ada

;L Verifikasi }

l

I

Harga harap observable O di

ruang momentum

Tidak

Ada Kesesuaian

————3 Telaah ulang

l Ya
&(esimpulan ]

Gambar 3.1 Desain Penelitian
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Dari desain penelitian dapat dijelaskan' mengenai langkah-langkah penelitian sebagai
berikut : yang pertama solusi persamaan Schrédinger atom hidrogenik dalam ruang
posisi yang sudah diketahui. Akan diperoleh fungsi gelombang dan dapat dihitung
energi total sistem.

Yang kedua adalah mencari solusi persamaan Schrodinger atom hidrogenik
dalam ruang momentum dengan cara studi literatur, Yang dilakukan adalah
mendefinisikan persamaan Schrodinger dalam ruang momentum kemudian
menyelesaikan persamaan tersebut sehingga diperoleh fungsi gelombang dalam ruang
momentum. Dari fungsi gelombang tersebut kita dapat menghitung harga harap
energi.

Langkah selanjutnya adalah verifikasi hasil ruang momentum dicocokkan
dengan hasil ruang posisi untuk diambil kesimpulan. Yang diverifikasi adalah harga

harap energi.

3.4 Data Penelitian

Data dari penelitian ini adalah harga harap energi yang diperoleh dari solusi

ruang momentum,.

3.5 Analisa Data

Analisa data dilakukan dengan cara melakukan verifikasi solusi persamaan
Schrodinger atom hidrogenik dalam ruang momentum dengan solusi persamaan
Schrodinger ruang posisi, dimana persamaan Schrodinger dalam ruang posisi
digunakan sebagai pembanding dari hasil penyelesaian ruang momentum dengan kita
tinjau harga harap energi apakah sama atau tidak. Apabila sama maka solusi
persamaan Schrodinger atom hidrogenik dapat dikerjakan dalam ruang momentum

apabila tidak, maka kita tinjau lagi perumusan awal persamaan Schrédinger ruang

momentum.
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LAMPIRAN A

A.1 FORMULASI MEKANIKA KUANTUM

Formulasi mekanika kuantum yang dapat juga disebut mekanika gelombang,
secara umum fungsi gelombangnya bergantung pada koordinat x, y, z dan waktu t
yaitu = u/(x, y,z,t). Khusus untuk satu dimensi fungsi gelombang ini hanya
bergantung pada x dan t yaitu y = w(x,7). Fungsi gelombang w(x,r) dan kompleks
konjugetnya w"(x,¢) adalah titik focus dari mekanika kuantum, karena
W'(x,t)//(x,t)dxmcnyatakan probabilitas menemukan partikel yang berada dalam
interval x dan x+dx, suatu hal yang bermakna fisis dan riil, Hasi] v (x, r)w(x,t) itu
merupakan jendela dari mekanika kuantum yang abstrak ke dunia yahg nyata.

Selanjutnya variable fisis yang didapat dari fisika klasik dalam mekanika
kuantum diwakili oleh sebuah operator yang bekerja pada suatu fungsi gelombang,

Dalam mekanika kuantum, variable dinamika merupakan operator yang bekerja pada
fungsi gelombang. Sebagai contoh gx- merupakan operator differensial dan

gx—w(x,r)menyatakan operator differensial yang bekerja atau beroperasi pada fungsi

gelombang y/(x,r). Bentuk operasi yang sama akan digunakan pada persamaan
gelombang mekanika kuantum yaitu persamaan Schrédinger, dimana operator energi
H bekerja pada y(7,r).

Selanjutnya mekanika kuantum bekerja berdasarkan suatu formulasi yang
dituangkan dalam bentuk postulat-postulat. Postulat mekanika kuantum dalam hal ini
tidak dapat dibuktikan kebenarannya meskipun sejauh ini cukup baik untuk menelaah
alam mikro. Postulat adalah hipotesis yang jika tidak melanggar hasil-hasil
experiment yang sudah diperoleh. Berikut adalah postulat-postulat mekanika kuantum
yang memberi landasan dimana mekanika kuantum bekerja.

48
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Postulat 1
Fungsi gelombang w(x,y,z,¢) menggambarkan evolusi ruang waktu pertikel
kuantum y(x,y,z,¢) mengandung semua informasi yang ingin diketahui dari sistem.

Fungsi gelombang y/(x,!) mengungkapkan gerak partikel dalam satu dimensi.

Postulat 2
Hasil ' (x,¢)¢(x,r)adalah fungsi rapat probabilitas menemukan partikel.
Dalam mekanika kuantum, " (x,7}v(x,/)dx adalah probabilitas untuk menemukan

partikel dalam ruang, yang memenuhi syarat normalisasi.
[v' o (xn)ax=1. (A1)

Jika fungsi gelombang w/(x,7) memenuhi persamaan (2.1) maka y/(i,r)disebut fungsi

gelombang ternormalisasi.
Postulat 3

Fungsi gelombang w(x,r)dan turunannya %w(x,t)harus kontinu dalam

daerah isotropik, yaitu :

limy(x,1) = y(x,.0). (A-2)

(A.3)

Xmx, '

lim < (5) = v (50)

x=x, oy

Dengan kata lain y(x,¢)adalah kontinu dan merupakan fungsi terdeferensial kontinu

Postulat 4
Operator dalam mekanika kuantum digunakan untuk mengganti variable
dinamika milik mekanika klasik. Operator ini akan beroperasi pada suatu fungsi

gelombang y(x,¢). Dalam mekanika klasik, variable seperti posisi, momentum atau
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energi dinamakan variable dinamik. Tabel A.1 menyatakan variable dinamik dan
ekivalesinya dengan operator pada mekanika kuantum .

Tabel A.1 Variabel dinamik dan operator mekanika kuantum

Variable dinamik pada mekanika klasik | Operator dalam mekanika kuantum

X X=X
fix) 7(x)

P, L hd

P T e
f(p) Ahd
idx

E totsl E = :jf_ i

i dt

Energi total dalam mekanika klasik adalah :
2
2tV (o E (A4)

2m

Kita subtitusikan p = f_‘—idan E =:-’:'--j—t dan dioperasikan pada w(x,)sehingga

i dx i
akan menghasilkan persamaan gelombang Schrodinger mekanika kuantum :
n d’ ~hd
—EFW(.«Y,!)'F VW(X,:)= TEW(X,[). (AS)

Persamaan Schrodinger ini adalah persamaan differensial yang akan di gunakan

utnuk menelaah alam mikroskopik, untuk satu dimensi.

Postulat 5

Harga harap variable dinamik yang dalam mekanika kuantum diwakili operator

& dinyatakan dengan rumus :



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

5]

<&>= Ty/'(x,t);’y/(x,t)dr. (A.6)

Dimana ¢adalah operator dari variable dinamika &. Harga harap dari variable ini

seperti nilai rata-rata dalam pengukuran klasik. Lima postulat di atas adalah ringkasan
dari prinsip-prinsip mekanika kuantum. Sebagai contoh, harga harap pengukuran
posisi x dalam mekanika kuantum dituliskan dengan :

<x>= Iw'(x,t)xy/(x,t)dx . (A.7)

Selanjutnya berkaitan dengan harga harap maka ada simpangan terhadap harga harap
yang untuk posisi dirumuskan sebagai berikut :

=(< x2>—<x>2)”2. (A.8)
Harga harap dari momentum partikel dapat diperoleh dari :

<p>= iyx'(x{?%]w(x)dx ! (A.9)
dengan simpangan pengukuran momentum adalah :
Ap=(<p2>-<p>2)”2. (A.10)
Dengan cara yang sama, harga dari energi kinetik, energi potensial dan energi total

dapat dihitung jika w(x) dan V (x)diketahui. Harga harap itu dinyatakan sebagai
berikut :

h? g?
<E, >= fw () (2”' dxzjw( fx. (A.11)
Energi potensial :
<U>= [y Wy .pix. (A.12)

(Schubert, 2003)
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LAMPIRAN B

B.1 FUNGSI POLINOM LEGENDRE

Fungsi generasi dari polinomial Legendre adalah :

8,3 = (=231 +02)% =3P (" [ <1 (B.1)

n=0

Aplikasi dalam fisika persamaan di atas sering muncul dalam bentuk vektor,

1 1 [ r, L.
] —r—;;[;:] P, (cos8), (B.2)

=
Menggunakan teorema binomial, dapat mengubah fungsi generasi menjadi :

(2n)!

(1-2xt+1%)% = 222"(”!)2 Qxt =12y
= (2)1’ 2\n
1+§ & )” e fE (B.3)

Untuk polinomial Legendre jenis pertama menyatakan P,,P, dan P,, dibutuhkan

koefisien dari ¢°,¢', dan ¢*. Pangkat dari t muncul hanya dalam bentuk 7 = 0,1, dan

2, dan dapat dilakukan pendekatan, yang pertama tiga hubungan dari deret infinite :

Quxt-1*)" + ——(2xt - 1*)?

20 2 ( )2 Zay ) gy

4(2’)2
=1t + x/' +Gx2 ~—%}2 +0(%). (B.4)

Dari persamaan (B.1) diperoleh :
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Pl P(mmx, Pyo=de-l

]

Dalam koordinat polar bola persamaan Legendre adalah :

1 d(. _dv m?
. =0,
sind 40 [s'" ¢ d9J+["(" A= 9]"

Dengan x = cosé maka :

dz v(x) - ngx-v(x) + [n(n +1)- 1 m’

_2.___
(1 x)dx

dm'
VP () =(1-x*)%Z_p (x).
(x)=(1-x%) o u(X)
dengan P (x)——l—-(-—d— I(xz -1y
. g 2/ 1\ dx ‘
Jika x = cos@,

m

a™ L\ /a

Pm g = I__ 29 E
7 (cos@) ( cos j d(cos@)" 2'1! o(cos8)

n=1,23,..,1=0,1,2,.. (o), Im| <1

(Arfken & Weber, 1966;1987)

Jv(x) =0,

(cos? 6 - i

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)
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LAMPIRAN C

C.1 Daftar nilai fungsi polinomial Legendre

Tabel. C.1 Daftar nilai fungsi polinomial Legendre pada persamaan (2.51)

/ P"(cos8)

0 Po’(cos g)y=1
PIO(COS @) = cos@
Pi'(cos®) =sind

P2’(cos@) = —;-(3cosz 6-1)

P2'(cos8) = 3sinfcosd
P2*(cos @) = 3sin’@
1

3 | Pi’(cosd) = ~C0s6(S cos’ @ -3)

P3'(cos@) = %sin 9(5¢cos* @-1)

P3*(cos@) = 15sin? G cosd
Pa"'(cosé) =15sin’ @

P’(cos®) = %(35 cos'@-30cos’@+3)
4 | Pi'(cos®) = -;-sin 8(7cos’ @ —3cosh)

P3(cost) = —I;—sinz 8(Tcos? 6 -1)

P4’ (cos@) = 105sin’ Gcos @
P4*(cos@) = 105sin*

(Griffiths, 1994)
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LAMPIRAN D

D.1 TETAPAN NORMALISASI DARI PERSAMAAN (2.43)

2r

[o*odg = T(Ce""" XCe* )ig =1

0
C*2r)=1
1

= —

Var

D.2 TETAPAN NORMALISASI DARI PERSAMAAN (2.49)

C= T¢'(¢)m(¢)d¢

_f (cP™(cos o)\cr~ (cosO)o =1

2r

e* I(P,’" (cos 6)}1’6’ =1

“ [_2_(_@}

2+1(+m)
24+1{(/+m
C=(-1)" ’———-———(j
=) 2r (l-m)

(Matthew, 1982)

)
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LAMPIRAN E

E.1 FUNGSI POLINOM LAGUERE

Persamaan diferensial Laguere :
Xy + (1 - x)y'+ny =0 (E.1)

Mencoba mempresentasikan y, atau ¥, karena y akan tergantung pada n, dengan
bentuk integral :

-%-:)
[
4 i E.2
Yalx) = § T (E.2)
Dengan menurunkan eksponensial persamaan (E.2) :
1 e 7o-n
(x) =~ —dz,
Y'a(x) 2m§(1—z)2z”
1 e 7o
" (x)= dz
Y3 2:1:!'§(1--z)3z"'I

Subtitusi kedalam bagian kiri persamaan (E.1) akan diperoleh :

1 X l-x n o
- i
2m §[(1 -z (1-2)%2" - (1-z)z"™ :le

Yang sama dengan :

“Yo-n)
§‘[(1 z)z"J

Jika mengintegralkan semua diferensial sepanjang garis yang dipilih maka nilai

terakhir sama dengan nilai awal, integralnya akan habis, ini menyatakan bahwa

Y.(x) adalah solusi dari polinomial Laguere.

Didefinisikan polinomial Laguere yaitu :

K0
L,,(x)-——f-{(l_ )J 2
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L(x)=¢ g—:;(x"e") (E:2)

Ini seharusnya apa yang dapat dihasilkan dari deret :
-%-J) L]

g(x,2) =%:—z-5= "Z;L,,(x)z",[z| <1.

Jika dikalikan dengan z™' dan mengintegralkan sepanjang titik asal. Dengan

transformasi :
Xz §—X
=§—x atau z = g
(1-2) s
e.l' S}le-‘s
L,(x)= f —-ds .
2m° (s-x)

Akan memberikan rumus Rodrigue’s untuk polinomial Laguere. Dari tinjauan ini

untuk L, (x)dinyatakan dalam bentuk deret :

2 2 2
|:X" __ri_xn-l g n (n 1) xn—Z _“.+(_1)un!il

I! 2!

=i (-l)mn!x”' _i (_,])n-:n!xn-;

m(n—m)\m'm! - Z(n-s)(n-s)s!
n=1,2,3,\:

Tabel. E.1 Polinomial Laguere

L
L(x)=-x+1
L

(x)
)

1
,(x)=x*—4x+2
Ly(x)=-x+9x* -18x+6
L(x)=x*—16x* +72x* —96x +24

...dst

(Arfken & Weber, 1987;1966)
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LAMPIRAN F

F.1 EKSPANSI GELOMBANG BIDANG
Gelombang  bidang (ip.F) dapat direpresentasikan sebagai kombinasi
gelombang-gelombang bola :

w 4/
eXp(ig.F) =3 > a, (@ ()

f=0 m=~!

= i iah(ﬁ)R,(ﬁ,F)ng(adﬁ)

190 i
=3 3 @iV 0.9). 1)
1m0 m=-1 »
Koefisien a,, dipilih pada sumbu z sepanjang k, maka (g.F) = grcos@ = gz.
Jelas bahwa dari ruas kiri bebas dari sudut azimut @. Oleh karena itu ruas kanan
perlu dimodifikasi.

Y1i(6,¢) =

(21 P {eosBIRE. 3 1D, (F.2)

T
dimana P,(x)adalah Polinomial Legendre orde ke-/. Persamaan (F.1) dapat
disederhanakan

explinx) = Y ¢/, (0P, (x),

I=0

dengan c,=1f(22+ l)a,o;p =qr,x =cosé. (F.3)
n

Menurunkan persamaan (F.3) terhadap p akan diperoleh koefisien &

ixexp(ipx) = %[i Ciy (p)P,(x)J

1=0

o . 4(/,(p))
= gc' ——fc;—p_P, (x). (F.4)
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Dari hubungan matematis untuk fungsi Bessel bola diperoleh :

)= +Djua(p) = 21+ L2
d,(p) - bJ(p)-U+ 1)Jin(p)
dp @I+D

Dengan mensubtitusikan persamaan (F.5) ke persamaan (F.4) didapatkan :
[‘UI-I (P)~J1(P)

atau

(F.5)

ixexp(ipx) = Z c
=0

"ic’[zm}u(p)f’:(x) Zc[ ]/M(p)P (%). (F:6) -

=0 =0

@I+1) )

Persamaan (F.4) kemudian dapat diekspansi dalam hubungan fungsi polinomial
Legendre.

ixexp(iax) = fx[i cu}(p)f’,(x)]
=i ey ()P, (x)]

_’ZCUI(P)[zl 1 r+1(x)+ Il(x)]

I=0

’ZC (2[+1)I:(P)P;+l(x)+lzc (

I=0 1=0 ¢

)},(p)f’,_[(x) {F7)

Persamaan (F.6) dan persamaan (F.7) lalu disamakan yaitu :

LC [21+1}/“(p)”‘) ZC[ 1]./1+1(P)P (x)=

=0 ¢ =0 ¢
[’i c‘,( )J;(P)Pr+1 (x)+ ’Z C, )J':(P) 1-1 (-x):, (F.8)
1=0 1=0

ZC ’:214_1}:-:()0)})1(1)—ic[zll_-:%]jm(ﬁ’)})l(x) =

=0 ¢ 1=0
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[’ici—l( )JH(P)P (x)- ’ZCM( )JM(P)P (1)] (F.9)

1=0 =0

= l+1
ZCI(21+1)J:-1(P)‘ZC [21+ I]Jm

I=0 1=0

[’ZCH( )J -1(P) = ’Z: Cm(y 3)1 m(P)] (F.10)

/=0

Apabila suku pertama ruas kiri dan suku pertama ruas kanan persamaan (F.10)
disamakan maka akan diperoleh hubungan rekursif sebagai berikut :

a0

ZC {21_‘_1]1!-1(!9) Z Cr- 1( )Ji-l(p)

1=0

/ /
—_—)=] —_— 11
C'(21+1) IC’"1(21+1) v R

c= 1[21+]) 121,
21-1

Setelah diuji dengan jalan memasukkan nilai 1, hubungan rekursif di atas dapat
dituliskan ulang sebagai :

a=i'2 +leg (F.12)
Koefisien c, dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (F.3), yaitu :

expliar) = 3¢ (pIP,(x) > p =0

1=0

exp(0)=3 ¢/, (0)P, (x)

1=0
1=c4jg(0)Py(x) = 1 =0;/,(0) =8 o= L,Po(x) =1
I=¢y
Jadi persamaan (F.12) boleh dituliskan lagi menjadi :
c,=i'2l+1.

Hasil ini lalu disubtitusikan kembali ke persamaan (F.3) :
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exp(ipx) = icljl(p)Pl(x)

/=0

=321 +1),(p)P (). (F.14)
{=0

I 2
I_]P,(x)P,(xuwm—l

Persamaan (F.14) ini dikenal sebagai formula/ rumus Bauer
(Suhartono, 2004 : 52)

LAMPIRAN G

G.1 FUNGSI DELTA DIRAC

Fungsi delta dirac &(x) diperkenalkan oleh P.AM. Dirac dalam
memberlakukan vektor eigen menjadi nilai eigen yang kontinu dari operator linier
(Misalnya, fungsi eigen momentum u;(7)=Cexp(ip.r) ). Dalam kasus spektrum

diskrit, sifat orthonormal dari vektor eigen (u;(x))ditunjukkan oleh hubungan :

+o0

J‘”b*(")‘l’ﬁ‘(‘)dx =05, | (G.1)

=00

Dimana &; ; adalah fungsi delta Knocker, didefinisikan oleh -
0;5=1,untuk p=p’ (G.2)
=0, untuk p = p'.
Ketika spektrum adalah kontinu (7 adalah variabel kontinu), normalisasi dari vektor

eigen ditunjukkan persamaan (G.1) dengan fungsi delta Knocker diubah menjadi

fungsi delta dirac :

uz¥(xJuy(x)de=5(p-p"). (G.3)
Sama dengan (G.2), §(p - 5') dapat didefinisikan :

5(P-p)=0 untuk p= p5'. (G.4a)
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Bagaimanapun, menjadi fungsi kontinu dari (7 - p’), maka &(p— p’)tidak dapat
didefinisikan sama untuk 7 = p'. Dalam kasus spektrum diskrit fungsi gelombang
¢(x) dalam bentuk u; oleh :

#(x) = ;f H5(x). (G.5a)
Menggunakan persamaan (G.1), dihasilkan :

[uysp)dx =3 1 [upsuy(Xe =3 /6 5=1 5 - (G.3a)

- P p-® P

Hubungan yang sesuai menurut (G.5a), ketika spektrum kontinu adalah :
#(x)= [/ (Puy(x)dp. (G.5b)

dimana f(p) adalah fungsi kontinu untuk 7, mengalikan kedua sisi pada persamaan
(G.5b) dengan u,¥(x)dan mengintegralkan sepanjang x, digunakan perumusan pada

persamaan (G.3) sehingga :

+a0 +x0

[ups(xM(x)ax= [ F(P(P - P')dp. (G.6b)

-

Dengan melihat persamaan (G.3a), maka :
[7(PY(B-P)dp=1(P). (G.4b)

Persamaan di atas dalam penjumlahan untuk menyatakan secara tidak langsung
persamaan (G.4a), di definisikan &(p - p") untuk p = p’adalah sama. Oleh karena

itu persamaan (G.4b) dapat didefinisikan menjadi fungsi delta dirac. Subtitusi f(p)=
¢ (konstanta) pada persamaan (G.4b) didapatkan.

[6(p-P')Mp=1. (G.4c)

(Thankapan, 1985 : 489)
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LAMPIRAN H

H.1 Polinomial Gegenbauer
Polinomial Gegenbauer {C n"(x);n = 0.1,...} bentuk sistem orthogonal
polinomial dengan fungsi :

@, (x)=(1-x2)*%,

interval [— 1,+1]. Polinomial Gegenbauer Ci'(x) adalah solusi dari persamaan
diferensial Gegenbauer untuk bilangan bulat n. Polinomial Gegenbauer merupakan
generalisasi dari polinomial Legendre, bila kita gunakan hubungan dengan polinomial
Gegenbauer yaitu ;

— )%y

= Gy DF D =Ce )

dan sebanding dengan polinomial ultraspherical Py (x). Polinomial ini biasanya
muncul untuk menggambarkan bermacam-macam gagasan matematika (misalnya
fungsi Legendre, bola dan harmonik hiperspherikal) dan fenomena fisika. Polinomial
Gegenbauer termasuk didalam fungsi gelombang dari sistem dalam pusat potensial
dalam ruang posisi dan momentum, dan dalam bagian radial dari fungsi gelombang
dari sistem hidrogenik dalam ruang momentum.

I. Fungsi Umum Gegenbauer

Teorema 1 : Fungsi Gegenbauer
+1
Fi (D= [a-x 5[0t 0] fooas, (H1)

memenuhi hubungan rekursi :

2 2
| FAN [ B2 b () eF ™ ()= F ™ () (H2

Pembuktian : Hubungan rekursi polinomial Gegenbauer adalah :
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(3”7)2[0.*(::)]2 ?:”"”‘ Crt ) = -xh)lCr @f @

Mengalikan kedua sisi dengan (1 - x?)*% J(x) dan di integrasikan, menghasilkan :

n-~l
[2 ,1) Fb{fym Z’“"Fn*(f)—m-r‘”(fx (HA)

Yang memberikan rekursi dalam » dan Auntuk F,*( J). Persaman (H.4) untuk n

sedangkan untuk n-1:

2
[-2%] () - ( 1] Fua*(f)=L ”'Fn-x*(f) +Fua " () =F ™ (),

2 2
n bl n+2iA-1 2 A+l A+l
i F" O SRt F,,_ =F,,_ —F,,_ i H.5
[22.} (/) ( ) ] () =Fa2™ (f)=Fua™ (f) (H.5)
IT. Beberapa Fungsi Gegenbauer
Teorema 2 : Fungsi Gegenbauer F,*(a, B)=F»*(1-x)*(1- x)? didefinisikan :
1
Fu*(a,B) = J’ (1-x%)*~4 [c,,‘(x)]”(l - x)*(1+x)? dx (H.6)
-1
Mempunyai nilai, yaitu :

Fu @, )= YA +a+ TG+ S +3) ((u),,]’
" a+ﬂ+lr( a+p J
I‘(A+—-T-) A+ 5 +1

:
—n,l,n+2&,l+a+%,.«l+ﬂ+%

x,F, @

2,1,,1+%,,1+1,,1+“+ﬂ+1,,1+“;ﬂ

Pembuktian : Polinomial Gegenbauer mempunyai representasi hipergeometrik



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

65

-n, n+2/1
2

Jika digunakan formula transformasi kuadratik akan memberikan :

n +2
24 L
Co (%) =S_n!&2 F, P a-a (H.9)
2

Untuk n yang tetap akan mengakhiri deret hipergeometrik, tetapi untuk n tak tetap
tidak mengakhiri deret, Untuk mengakhiri deret menggunakan formula Clausen
diperoleh :

—n,n+24,4
[C (x)fz ((2)“')}21:'1 224+ 1 1-x? (H.10)

Menggunakan persamaan dj atas pada persamaan (H.6) memberikan

; (24), \' & (=), (n+22),(4), ! e Ly
Fa'(a,p)= 1- 1 1 1 dx(H.11
%) ( l ]g (24),(A+ 14,k _I,( s =y

Integral terakhir dapat dievaluasi dalam bentuk fungsi gamma :

J’(I x)'l l§+i+a(1+x)z KrkeB g _ n24s2ksasp (l+k+a+/)r(l+k+ﬁ+/)
FQRA+2k+a+B+1)

N F@A+k+a+ J)T(A+k+p+ 1)

(H.12)
r(a+k+“—t-zﬂ)r(x+k+# +1)

dimana untuk persamaan terakhir mengikuti dari formula yang sama dari fungsi

gamma, oleh karena itu :
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p— Val(A+a+ V)i + g+ 1) ((2;,)”]
' r(,1+—_“+f+l)r(,1+“+ﬁ+1) "

xi("n)k("+2)~)k(ﬂ")k(’l+a+y2)"(ﬁ+ﬂ+%)k

(H.13)
M I+ 0 EEE

Persamaan diatas sama seperti persamaan (H.7). Jika @ = £ fungsi hipergeometrik
menjadi lebih sederhana :
—n,n+ 22,,1,/1+a+%

F. |10
23,4 12,,1+a+1

Fo'(a,a) =

J;F(l+a+%)[(2i)n -

[A+a+1) n!

Penyederhanaan yang lain ketika salah satu parameter nol,

1
— : 2 ~mn+24,4,2+f+ V)
. VAT(A+ V)C(A+ B+ /2)[(21.),] F. 1 |H15)

Briy i By U
A+ > )F(/1+2+])

2/1,,1+£+—],}1‘.+£+1
2 2
juga untuk £ =1-¢ diperoleh :

(A VUYr(A-a+3 2
Pt~ BT L Vil 3‘1*/2)((211),,]
T(A+ DA+ =) "

5
—n,n+2l,ﬂ.,ﬁ.+a+%,l—a+%

X F, -1 [(H.16)

M A+ A+ LAeo
2 >

Fungsi generasi Polinomial Gegenbauer adalah :

(1-2xs+s%)™ =ick"(x)s*,|s[<1. (K.17)
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2"T(k +n) o
C(k)n!

dengan C:"(x) = + lower order terms

Beberapa fungsi C«”(x) adalah :
0
2°T+0) o _

S ]
C (%) = 2Tr+D
Tl
2
O (Y L2V, o I SV

I'(v)2!
(Yanez et al, 2000)

H.2 Fungsi Legendre Jenis Kedua Persamaan (4.40)
Fungsi legendre jenis kedua adalah solusi kedua Q,(x)dari persamaan

diferensial Legendre. Fungsi Legendre jenis kedua ini sama mempunyai hubungan

rekursi seperti polinomial Legendre. Fungsi Legendre jenis kedua dalam matematika

disebut Legendre Q[/, x].
0/(z)== J“ -—P,(x)dr

Beberapa fungsi Q,(z) yang pertama adalah :

NE )-—ln[,_lj

O\(z )—jln[,_l)

0, (Z)-—-(32 *l)h{ o

http:/mathworld. wolfram.com/LegendreFunctionoftheSecondKind.htm.
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LAMPIRAN I

[.1 Gambar Sistem Koordinat Bola

68

z
*
--t::\\‘\ r dB
\ \\‘
9 \\\ \\
A \\\
\.\ “\
Voo
1 1
rsinéo i‘ ,‘ : "
ll | ’,1,
¢ %\'\A
""""""""""""""""""" rsinfdg
X
Gambar L1 Sistem Koordinat Bola.

X = rSiﬂﬁCOS¢ (L.1)
y=rsin 93in¢ (1.2)
Z=rcosd (1‘4)

&v = sin &drd g

(Krane, 1992)

(1.3)
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LAMPIRAN J

J.1 Transformasi Fourier

Menurut teorema Fourier, dapat dinyatakan deret Fourier :

v(x)= ia"cxp(inkx) , dimana : J.1)
1 .
a,= -ETy/(x) exp(—inkx)dx, dan J.2)
%
2
k= . (J.3)

Jika fungsi w(x) tidak periodik (ketika periode L =), deret Fourier persamaan
(J.1) dari w(x)sesuai diubah dalam bentuk persamaan (J.2) dan (J.3) menjadi tidak
berarti ketika L =0,

Subtitusi persamaan (J.2) ke persamaan (J.1) diperoleh :

+00 1
w(x)= Z ETyx(x’)exp[ink(x - x')]alr' | (J.4)
Nm—g0 -%
Menggunakan hubungan persamaan (J.3) untuk maka :
b .
- 1 . 2 Nt
w(x)= Z z-_r w(x)exp{—zﬂ(x-x)dx]. (J.5)
N=—w -%

Dengan L = «dan menulis % = As, persamaan di atas menjadi :

w(x)= iAS‘TW(X')CXp(!QImAS(X“— x"))dx’, (J.6)
f f(nds)As = [ f(s)ds As = 0. (J.7)

demikian juga,
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i Asexp(i2mAs(x — x')) ~ Tcxp(i2m(x —x"))ds (J.8)
Subtitusi persamaan (J.8) dalam persamaan (J.6) menghasilkan :
w(x)= T{ Ty/(x’) exp(-z’2mvc')dx’} exp(i2zsx)ds J.9)
- 17 .
ord J; (k) exp(ikx)dk , (3.10)

Dalam tiga dimensi menjadi :
1 Yo
y/(r)=[——-——] k)exp(ik.r)dk. J.11)
i j Ak)exp(ik.r) (
Dengan transformasi Fourier diperoleh :
1 Yo
¢(k)=(——] (r)exp(~ik.r)dr. (J.12)
" L w(r)exp(-ik.r)

Dengan ¢(k)adalah fungsi gelombang dalam ruang momentum. Jika k adalah ok,

) 1 . :
konstanta menjadi . Sifat tertentu dari ¢ dapat diperoleh dari fungsi delta
27 v # dapat dip i
Dirac dalam tiga dimensi, yaitu :
1
o(q) = exp(iq.r)dr,dengan g =(p'-p
NP [exp(ig.r)dr, dengan ¢ = (7' - p)
(27)’8(q) = f exp(iq.r)dr (1.13)

(Thankappan, 1985 : 486)
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LAMPIRAN K

Lampiran K.1 Mengubah operator integral ke operator diferensial persamaan (4.14)
Persamaan Schrédinger dalam ruang momentum :

A 2 a5
[—-2”—— E]¢(5) =-[ap'V(p- W) (K.1)
H
dengan V(5 - p') = (27)> [arvFyexpli(p' - p)}F (K.2)

bentuk potensialnya adalah operator integral, dapat diubah menggunakan operator
diferensial,

Menggunakan relasi operator yang sudah umum dalam mekanika kuantum

bahwa 7 = iV ,dan p = ihV, sehingga suku potensial dapat dituliskan :

V(F)=V(F=ihV)=V(iaV ). (K.3)
Subtitusi persamaan di atas ke persamaan (K.2) dan dengan definisi integral fungsi
Dirac maka :

V(5 P) = — [ drV (F)expliB - B)} (K.4)
(2m)*
=V(inv ,6(p-p"). (K.5)

Subtitusi persamaan ini ke persamaan (K.1) diperoleh :

1
(27)*%

Menurut definisi fungsi Dirac berlaku :
[dps(p-p") =1,

Sehingga persamaan (K.5) menjadi :

22
E¢(P) = §;¢(5)+ [dp'v(inv ,)6(5 - pW(P'). (K.6)

-2
E4(p) = §—p¢(ﬁ) +V(ihV,)¢(P"). (K.7)

A2

atau E¢(5) = '2”—#¢(;) +V(iV )47, untuk A =1. (K.8)
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Persamaan di atas adalah persamaan Schrédinger ruang momentum bentuk
diferensial. Persamaan ini sebenarnya tidak lain adalah persamaan (1.8) yang kita
ungkapkan sebelumnya. (Bransden & Joachain, 1983)

LAMPIRAN L

L.1 Ekspansi gelombang bidang polinomial Legendre
Hasil dari persamaan (4.20) pada pembahasan dapat dihitung juga dengan

menggunakan ekspansi gelombang bidang polinomial Legendre yaitu dengan
definisi:

exp(g.F) = 3 (21 + 1) ,(qr)P (cos6). 1)

I=0

Diperkenalkan potensial berbentuk :
V(p-P)=2x)” [drV (Fexpli(F' - B)}F (L2)

Subtitusikan persamaan (L.1) ke persamaan (L.2) menjadi ;

V(p-p')= (2:;)‘22(21 + l)i’Tdrrz J.(gr)V(r) _Td&sin 6P,(cos8). (L.3)

I=0

Jika integral berikut adalah : (Suhartono, 2004 : 50)

[a65in6P (cos )P, (cos§) = —>—s5,,. (L4)
0 2/+1

untuk P,=1, dari persamaan (L.3) bahwa semua suku-suku penjumlahan pada ruas

kanan akan lenyap kecuali untuk /=1, Sehingga ¥ tersederhanakan menjadi :
V(B-P) =) [drr jo(gry (r). (L.5)
0

sin(gqr)

qr

Persamaan di atas sama seperti persamaan (4.26) dengan j,(qr) =

(Bransden & Joachain, 1983)
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LAMPIRAN M

M.1 Fungsi Gamma

Jika p >0, didefinisikan fungsi gamma :

I(p)= Tx“’" exp(—x)dx, (M.1)
0
Bentuk dari persamaan (M. 1) yaitu :
I(p)= Txp" exp(—x)dx = (p-1)!, (M.2)
0
[(p+])= Tx” exp(—x)dx = p!. | (M.3)

0
[N=0=1, IQ2)=1U=1, IrG)=2=21=2, I'4)=31=3.2=6.

dengan mengubah p menjadi p+1 maka dapat dituliskan :
r(p+1)=jxﬂcxp(~x)dx= pl.p>-1. (M.4)
0

T(p+1)=pl. (M.5)

Jika mengintegralkan persamaan (M.3), dengan x* =u, e™*dx =dv, diperoleh :
IF(p+1)=-x*e™ !om —I(—e")px”'ldx
0

L]

=pj‘x""e"dx = p[(p). (M.6)

I(p+1)=pI'(p). M.7)
(Boas, 1996)

73
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LAMPIRAN N

N.1 Transformasi Fourier langsung fungsi gelombang atom hidrogenik.

Transformasi dari (;)H W (:)

v(p)=1% [ ey (a7

Ve (N.1)
=% [ VYR,

dengan

5 o oy

p=hk ; eFr =g’
atau

_%u - -%(P,Hp,ngz)
w(p,,py,pz)=h J'I J'e W(x,y,z)dxdydz. (N.2)

Untuk transformasi dari ruang koordinat ke ruang momentum dalam sistem koordinat

bola, maka dapat diambil:

x=rsinfcos¢g p,=psin® cos O
y=rsin@sing |« p, = psin@sind |. (N.3)
z=r cosé p, = pcos®
g Pz
y £y

Jadi, untuk eigen fungsi ruang momentum dalam koordinat bola dapat dituliskan:
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Vuim (2,©,0)= 7% [ Je'i{""”-fn@ws(o—m.am),,,

(N.4)
X Yo (r,0,0) r¥sin6 drdédg |
dengan:
Y
vartod (g o ) e eno)
(N.5)
@)Y (7(=1=11Y% .,
{(rH-I)! wGay ) €L @)
dengan,
4 2 2
- zr;.zzeZZZ. (N.6)
nh na,
Jika;

2x
I = I e*m#1bes®-0)g4 - dengan b = {Ehﬁ]r psinf sin®, (N.7)

I entex81 P"(cos6)sin6 do; dengan c=—[gh£er, (N.8)

maka:

_owh (2 +1)7 = m)! %(27)“'
Vaim (P,©,)= - Y ( 20+ m). ] (n+1) (N.9)

[ r(znnj-l)l)] II € e I 2yr) dr .

Nilai integral pertama dan kedua diketahui (dapat dihitung). Jika @ = ¢ — @, maka /,
menjadi integral Sommerfeld dan memberikan fungsi Bessel orde + m (Jig,):

2x
11 - e:tlm@ Ie:tlmmﬂbcostuda) = 22:. J‘i:m Jtm(b)e;tlmQ. (Nlo)
0

Dengan relasi J_,,(6)=i*"J,,(b) maka /, menjadi:
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I =2zi"J,(b)e*'®. (N.11)

diperlukan relasi antara fungsi Legendre “associated” dengan fungsi Gegenbauer C}

yang dapat didefinisikan dengan fungsi pembangkit:

0, = (1—2ur+u2)'v = ic;(t)u" , (N.12)

k=0
Jika v=1%, maka fungsi ini akan kembali menjadi polinomial Legendre. Dengan

mengambil v =4 dan mendeferensialkan m kali terhadap ¢ maka didapatkan:

PM(r)=1-35...2m=1)1-2 )2 C™5 (1), (N.13)
Menurut Gegenbauer (1877) maka:

[0 g (zsinsiny) C,* (cos8) sin"* @ d6

? (N.14)
27 % . ¥

=(—J i"sin "y C:(cosyf).]w(z).

b4

Jika v=m+Y ,z=¢c,x=0,r=/-m maka dengan bantuan persamaan (N.13):

Te"“"“‘”‘e J,,(c sin@sin ©) P"(cos@) sin 6 d6

\ (N.15)
= (.:2_”)%1"”' F"(cos 8) J,,(c).
a i
Substitusi nilai-nilai pada /; menurut persamaan (N.11) maka tampak /; , kecuali

untuk faktor tetapan, sama dengan integral ini, sehingga boleh menuliskan:

¥
I =271 ¢ Pm(cos @)[E’i) e
C

(N.16)

A
==27(~if e*™® P"(cos @){—;—J ri Jhyz(___erher_

Membandingkan persamaan (N.9) dengan (N.16) kita lihat y,, (p,©,®)

mengandung integral:
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[ e pien J,+K(2—’-’-};’-£) Q2yr)dr. (N.17)
0

Dengan substitusi ¢ =2y~ dan ¢ = 2”hp maka integral menjadi
&

(27) %) j R g 4E) 12(E) de. (N.18)
Misalkan bagian integral dipisahkan dan didefinisikan:

1,,,(¢)=I° e R, (h0E) 1 () de. (N.19)
Untuk mengevaluasi integral ini perlu dipertimbangkan fungsi U yang didefinisikan
oleh odentitas berikut:

v ] -
U=U,(¢,u)= w0 (n—’ff% TR (N.20)

=]+l

Melakukan evaluasi fungsi ini dengan menggunkan fungsi generasi untuk polinomial
Laguere gabungan yaitu :

Z a+ﬁ' (:) ﬂ ( )a exp(—éu(l = ZJ))
7= (a+p)! (-7

dan menghasilkan /(&) sebagai koefisien dari ekspansi dari U (¢,u) deret pangkat
dalam u.

I+ L™ n=l-1
U= f exp(” )¢ ”Jhy(—::)"_zm—’——,%u g

(N.21)

( )21+| exp(
—jexp( A% ,w(—-m - )M/ “) ¢

U = - foxpl- G20 -0V L. vz
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Sekarang integral terakhir adalah kasus khusus dari integral umum yang mana telah
dievaluasi oleh Hankel dan Gegenbauer, yang menghasilkan :

I exp(-ag)J (2£)¢*d¢ = (Z/ij)‘(tI:iﬂl; -

"/
F(,u-#—v,y+v+l;v+l; z2 J
2 2 a

(N.23)

Dengan mengambil :=—g’ v-1+1,,u—l+/ dan a—(1+”) 2(1-u) dari sini

akan diperoleh
_ a¢"*% (21+2)! (1-u) 3 é- (1- u)
= l"(1+ 3/2) (]+u)21+3 [{'f'/ 1+2 [+= % i )2 (’N24)
Jika :
Ci(1-u) o
{]+ (1+u)? } ' (N.25)

Sehingga U dapat dinyatakan dalam bentuk :
1-4?

U=A4 ; .26
(1-2xu+u?)*? oy L
Yang mana :
| f+y2 2
A 421 +2)I¢ d g "] (N.27)

an x = ;
CU+34X¢? +1)'? ¢+l
Kembali ke persamaan (N.12) mengoperasikan  kedua  sisi  dengan
e (%u)u" menghasilkan :

A ;S:uz))v“ =S v +OC (O (N.28)
= k=0

Dengan mengambil v=/+1 dan t=x, maka dapat menuliskan persamaan (N.26)

menjadi :
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1) =20, [g _1]- (N.30)
#4 g +1

Ini adalah fungsi eigen momentum yang ditemukan dengan bentuk :

J/)
1 _ QI+ -m) )2 .
23)% exp(ilmfb)}{(——WJ P (COS@)}

_(—z)’xzj““n[n(n—!—I)T < ,+2C"-f-1“‘(§j_l] -(N.31)
)" (n+D! ) (2 +1) g

2
Dimana ¢ = 2% =np . g Z? , P, sama dengan 2mpe ) adalah momentum

T(P,0,0) = {(

dari elektron dalam orbit edar Bohr dengan n=1 dan Z=1, apabila dihubungkan
dengan atom hidrogenik dalam keadaan normal dan p = 2 % adalam momentum

dan elektron dalam orbit edar Bohr yang dibedakan dengan bilangan kuantum utama
n dan muatan inti Ze. Faktor —(—i)’ dalam 7" diabaikan.
Kemungkinan elektron mempunyai momentum terletak diantara P dan

P+dP dapat dituliskan menjadi Z,,(P)dP, yang mana = (P) adalah distribusi

nl

fungsi momentum diperoleh dari :

w2n

E,(P)= [ [|1,(P.0,0) P sin @dOdD. (N.32)
00

Menyelesaikan integral diatas akan menghasilkan :

Eu(P)= 22 aia U sl P ) N
(n+1) (& +1) ¢ +1

(Podolsky & Pauling, Phys. Rev., Vol 34, 1929)
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