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MOTO

"Never give up on what you really want to do. The person

with big dream is more powerfull then the one with all

facts"

(Albert Einstein) 1

"...Sesungguhnya Allah tidak akan merubah keadaan suatu

kaum sehingga mereka merubah keadaan yang ada pada mereka

sendiri..."

(Q.S Ar-ra’du:11) 2

1Albert Einstein. Seorang Ilmuan Fisika.
2Departemen Agama Republik Indonesia. 2004.Al-Qur’an dan Terjemahannya. Bandung: CV.

Penerbit Diponegoro.
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RINGKASAN

Nilai Ketidakteraturan Total Selimut pada Graf Hasil Operasi Total Comb

Product dari Graf-Graf Khusus ; Yessy Eki Fajar Reksi, 131810101001; 2017: 49

halaman; Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam

Universitas Jember.

Salah satu topik dalam teori graf adalah pelabelan graf. Pelabelan merupakan

pemetaan yang memetakan himpunan titik dan himpunan sisi kesuatu bilangan asli

yang disebut label. Salah satu jenis pelabelan total ketidakteraturan adalah pelabelan

total ketidakteraturan selimut. Pelabelan total ketidakteraturan selimut merupakan

pemetaan himpunan titik dan himpunan sisi pada himpunan bilangan bulat positif

{1, 2, 3, ..., k} sedemikian hingga bobot setiap selimut berbeda. Nilai minimumk pada

pelabelan total ketidakteraturan selimutH-irregular total labelling pada grafG

disebut dengantotal H-irregularity strengthdinotasikan dengantHs(G) didefinisikan

sebagaif : V (G) ∪ E(G) −→ {1, 2, 3, ..., k} untuk sebarang selimutH ⊆ G, bobot

total selimutW (H) = Σv∈V (H)f(v) + Σe∈E(H)f(e) berbeda.

Pada penelitian ini menggunakan graf hasil operasitotal comb productdari

graf-graf khusus. Graf khusus yang digunakan pada penelitian ini yaitu : graf lintasan

(Path Graph), graf siklus (Cycle Graph), graf roda (Wheel Graph), graf buku segitiga

(Triangular Book Graph), graf semi jahangir (Semi Jahangir Graph), graf kipas (Fan

Graph), dan graf timbunan buku (Stacked Book Graph). Pada operasitotal comb

product menggunakan graf lintasan (Pn) sebagai graf dasarG dan graf siklus (C4),

graf roda (W6), graf buku segitiga (Bt3), graf semi jahangir (SJ2), graf kipas (F4),

graf timbunan buku (B4,2) sebagai grafK dimanaK merupakan subgraf dari grafG.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif aksiomatik

dan metode pendeteksian pola. Metode deduktif aksiomatik, yaitu dengan

menurunkan aksioma atau teorema yang telah ada. Dengan metode tersebut diperoleh

bahwa batas bawah nilai ketidakteraturan total selimuttHs pada graf hasil operasi

total comb productadalahtHs(G) ≥ dpH+qH+|H|−1
pH+qH

e. Metode pendeteksian pola,

digunakan untuk merumuskan pola pelabelan titik dan pelabelan sisi secara

umum sedemikian hingga setiap selimut memiliki bobot berbeda. Pelabelan titik
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dan pelabelan sisi yang telah didapatkan digunakan untuk merumuskan nilai

ketidakteraturan total selimut pada graf hasil operasitotal comb product.

Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan nilaitHs (total H-irregularity

strength)dari beberapa graf hasil operasitotal comb product. Pada penelitian ini

dihasilkan 6 teorema baru, yaitu :

Teorema 4.1 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan Bt3

dinotasikan dengan(PnḊBt3) danH = C3. Maka

tHs(PnḊBt3) = d6n+2
6
e

Teorema 4.2 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan C4

dinotasikan dengan(PnḊC4) danH = C4. Maka

tHs(PnḊC4) = d2n+6
8
e

Teorema 4.3 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan W6

dinotasikan dengan(PnḊW6) danH = C3. Maka

tHs(PnḊW6) = 2n

Teorema 4.4 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan SJ2

dinotasikan dengan(PnḊSJ2) danH = C4. Maka

tHs(PnḊSJ2) = d4n+5
8
e

Teorema 4.5 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan F4

dinotasikan dengan(PnḊF4) danH = C3. Maka

tHs(PnḊF4) = d6n+2
6
e

Teorema 4.6 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan B4,2

dinotasikan dengan(PnḊB4,2) danH = C4. Maka

tHs(PnḊB4,2) = d8n+3
8
e
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736

dengan mempublikasikan masalah jembatan Konigsberg dan solusi atas permasalahan

tersebut menggunakan teori graf. Graf merupakan pasangan himpunan titik dan

himpunan sisi. Keterkaitan titik-titik pada graf membentuk sisi dan dipresentasikan

pada gambar sehingga membentuk pola tertentu.

Salah satu topik dalam teori graf adalah pelabelan graf yang diperkenalkan oleh

Kotzig dan Rosa tahun 1970. Pelabelan merupakan pemetaan yang memetakan

himpunan titik dan himpunan sisi kesuatu bilangan asli yang disebut label.

Berdasarkan elemen-elemen yang terlabeli (daerah asal pemetaannya), pelabelan

dapat dibedakan menjadi 3 jenis, yaitu pelabelan titik (vertex labeling), pelabelan sisi

(edge labeling), dan pelabelan total (total labeling). Beberapa macam pelabelan graf

yang telah dikaji diantaranya pelabelan Harmoni, pelabelan ajaib, dan pelabelan anti

ajaib (Arafahet al., 2015).

Chartrandet al., tahun 1988 mulai mempelajari tentang irregular atau jaringan

ketidakteraturan. Kemudian Dinitzet al., mempelajari ketidakteraturan pada suatu

graf pada tahun 1992. Selain itu, nilai ketidakteraturan juga diperkenalkan oleh Togni

tahun 1992 dan Friezeet al., tahun 2004. Ada beberapa jenis pelabelan graf, salah satu

diantaranya adalah pelabelan total ketidakteraturan. Beberapa macam pelabelan total

ketidakteraturan yakni pelabelan total ketidakteraturan titik dan pelabelan total

ketidakteraturan sisi (Bacaet al., 2007).

Pada tahun 2016, Agustinet al mengembangkan kajian tentang pelabelan

total ketidakteraturan yaitu pelabelan total ketidakteraturan selimut (H-irregular
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total labelling) dimana H merupakan selimut dari suatu grafG. Pelabelan

total ketidakteraturan selimut merupakan pengembangan dari pelabelan total

ketidakteraturan sisi dimana pada pelabelan total ketidakteraturan sisi dicari nilai

minimum dengan menerapkantes(G)(total edge irregularity strength) yang digunakan

untuk melabeli setiap himpunan titik dan himpunan sisi sehingga bobot setiap sisinya

berbeda. Sedangkan pada pelabelan total ketidakteraturan selimut dicari nilai bilangan

positif minimum dengan menerapkantHs(G) (total H-irregularity strength) yang

digunakan untuk melabeli setiap himpunan titik dan sisi sehingga bobot setiap selimut

dari suatu grafG berbeda.

Peneliti tertarik untuk melakukan penelitian dengan bahan kajian tentang nilai

ketidakteraturan total selimut (total H-irregularity strength) pada beberapa graf

khusus hasil operasi. Pada penelitian ini menggunakan beberapa graf khusus seperti

graf lintasan (Path Graph) (Pn), graf siklus (Cycle Graph) (Cn), graf roda (Wheel

Graph) (Wn), graf buku segitiga (Triangular Book Graph) (Btn), graf semi jahangir

(Semi Jahangir Graph) (SJn), graf kipas (Fan Graph) (Fn), dan graf timbunan buku

(Stacked Book Graph) (Bm,n). Operasi graf adalah cara untuk menghasilkan suatu

graf baru dengan mengoperasikan dua buah graf. Operasicomb productatau disebut

juga comb titik merupakan salah satu operasi graf yang mengalami perkembangan

menjadi comb sisi (edge comb product) dan comb total (total comb product).

Berdasarkan uraian diatas belum ada penelitian tentang nilai ketidakteraturan total

selimut pada graf khusus dengan pengembangan operasitotal comb product. Oleh

sebab itu peneliti tertarik untuk meneliti kajian tentang nilai ketidakteraturan total

selimut pada graf khusus dengan operasitotal comb product. Graf baru yang terbentuk

dari hasil operasitotal comb productakan dicari nilai bilangan positif seminimal

mungkin dengan penerapantHs(G)atau nilai ketidakteraturan total selimut yang akan

digunakan untuk melabeli setiap himpunan titik dan himpunan sisi sehingga bobot

setiap selimut berbeda.
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1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang, diperoleh rumusan masalah sebagai berikut:

a. berapa kardinalitas titik dan sisi pada graf hasil operasitotal comb productpada

graf-graf khusus?

b. berapa nilai ketidakteraturan total selimuttHs dari graf hasil operasitotal comb

productpada graf-graf khusus?

1.3 Batasan Masalah

Adapun batasan masalah dari penelitian ini adalah:

a. operasi graf yang digunakan adalah operasitotal comb product;

b. graf-graf yang digunakan adalahPn, Cn, Wn, Btn, SJn, Fn, Bm,n;

c. graf dasar yang digunakan adalah graf lintasan.

1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah:

a. mengetahui kardinalitas titik dan sisi pada graf hasil operasitotal comb product

pada graf-graf khusus;

b. mengetahui nilai ketidakteraturan total selimuttHs dari graf hasil operasitotal

comb productpada graf-graf khusus.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini diantaranya sebagai berikut :

a. menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam ruang

lingkup nilai ketidakteraturan total selimut;

b. memberi motivasi pada peneliti lain untuk meneliti lebih lanjut tentang nilai

ketidakteraturan total selimut pada graf khusus.
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1.6 Kebaharuan

Kebaharuan pada penelitian ini adalah pelabelan yang digunakan adalah

pelabelan total ketidakteraturan selimut dengan menentukan nilaitHs dari graf hasil

operasitotal comb productpada graf-graf khusus. Pelabelan total ketidakteraturan

selimut merupakan pengembangan dari pelabelan total ketidakteraturan sisi. Operasi

graf yang digunakan adalah operasitotal comb productyang merupakan gabungan

dari operasicomb productdanedge comb product.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Definisi dan Terminologi Graf

Suatu graf G = (V, E) didefinisikan sebagai pasangan himpunanV

dimana V (G) = {v1, v2, v3, ..., vn} merupakan himpunan tidak kosong yang

elemen-elemennya disebut titik (vertex/node) dan E(G) = {e1, e2, e3, ..., en}
merupakan himpunan boleh kosong dan digambarkan garis-garis yang

menghubungkan sepasang titik yang elemen-elemennya disebut sisi (edge). Secara

geometri, graf dapat digambarkan sebagai sekumpulan titik di dalam bidang dua

dimensi yang dihubungkan dengan sekumpulan sisi. Sebuah graf dimungkinkan tidak

mempunyai sisi satu buah pun, tetapi harus ada minimal satu titik. Graf yang hanya

memiliki satu buah titik tanpa sebuah sisi disebuh graf trivial (Munir, 2009).

v4

v1 v2

v3

Gambar 2.1 GrafG

Jika suatu sisi menghubungkan satu titik ketitik itu sendiri, maka sisi tersebut

disebutloop. Jika dua titik dihubungkan oleh lebih dari satu sisi maka sisi tersebut

disebut sisi berganda (multiple edges). Berdasarkan ada tidaknya gelang atau sisi

berganda dibagi menjadi dua jenis yaitu graf sederhana (simple graph) dan graf
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tak-sederhana (unsimple graph). Graf sederhana merupakan graf yang tidak

mengandungloop dan sisi berganda, sedangkan graf tak-sederhana merupakan graf

yang mengandungloopdan sisi berganda (Manongga dan Yessica, 2013).

Banyaknya titik pada grafG dinyatakan sebagai|V | dan banyaknya sisi

dinyatakan sebagai|E|. Jika |V | berhingga, maka grafG disebut graf berhingga

(finite graph), sedangkan jika|V | tidak berhingga maka grafG disebut graf tidak

berhingga (infinite graph). Dua titik u danv pada suatu grafG dikatakan bertetangga

(adjacent/neighbors) di G apabila{u,v} adalah suatu sisi diG. Jikae={u,v} makae

dikatakan ada (incident) pada titiku danv. Sisie juga dikatakan terhubung pada titiku

danv (Rosen, 2003).

Derajat dari suatu titikv adalah jumlah sisi yang bersisian (incident) dengan titik

tersebut. Derajat minimum dari suatu grafG dinyatakan denganδ(G), sedangkan

derajat maksimum dinyatakan dengan∆(G). Jikaδ = ∆ = r, maka grafG disebut

graf teratur berderajatr (r-regular graph) (Alishahi, 2011).

n = 4, r = 3 n = 4, r = 3 n = 4, r = 3

Gambar 2.2 Graf Teratur

Berdasarkan orientasi arah, graf dibedakan menjadi dua yaitu, graf berarah

(directed graph) dan graf tidak berarah (undirected graph). Pada graf berarah, (u,v)

dan (v,u) menyatakan dua buah sisi yang berbeda dengan titiku disebut titik asal

dan titik v disebut titik terminal. Pada graf tak berarah, urutan pasangan titik yang

dihubungkan oleh sisi tidak diperhatikan dengan (u,v)=(v,u) adalah sisi yang sama

(Purwantoet al, 2006).
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2.2 Graf Khusus

Graf khusus adalah graf yang memiliki keunikan dan karakteristik bentuk

khusus. Keunikan graf khusus adalah tidak isomorfis dengan graf lainnya, sedangkan

karakteristik bentuknya dapat diperluas sampai ordern dan tetap simetris. Berikut ini

adalah beberapa contoh graf khusus : graf roda (Wheel Graph), graf lintasan (Path

Graph), graf siklus (Cycle Graph), graf buku segitiga (Triangular Book Graph), graf

semi jahangir (Semi Jahangir Graph), graf kipas (Fan Graph), dan graf timbunan

buku (Stacked Book Graph).

Graf Roda (Wheel Graph) adalah suatu graf yang dibentuk dari graf lingkaran

Cn dan satu titik sebagai titik tengah atau pusat yang dihubungkan oleh sisi pada

setiap titik diCn. Graf roda dinotasikan sebagaiWn dengann ≥ 3 (Gallian, 2011).

Contoh dari Graf Roda dapat dilihat pada Gambar 2.3 Graf RodaW3

W3

Gambar 2.3 Graf RodaW3

Graf Lintasan (Path Graph) yang dinotasikan denganPn adalah graf sederhana

yang terdiri dari satu lintasan. Graf lintasan dengann titik dengann ≥ 2 (Damayanti,

2011). Contoh dari Graf Lintasan dapat dilihat pada Gambar 2.4 Graf LintasanP2 dan

P4

P4P2

Gambar 2.4 Graf LintasanP2 danP4
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Graf Siklus (Cycle Graph) adalah graf sederhana yang terdiri darin titik dan

setiap titiknya berderajat 2, serta memiliki jumlah sisi dan titik yang sama. Graf Siklus

dinotasikan denganCn dimanan ≥ 3 (Ardiansyah dan Darmaji, 2013). Contoh dari

Graf Siklus dapat dilihat pada Gambar 2.5 Graf SiklusC5 danC7

C7C5

Gambar 2.5 Graf SiklusC5 danC7

Graf Buku Segitiga (Triangular Book Graph) adalah graf

terhubung yang dinotasikan denganBtn dengan himpunan titik

V (Btn) = {xi; 1 ≤ i ≤ 2} ∪ {yj; 1 ≤ j ≤ n} dan himpunan sisi

E(Btn) = {x1x2} ∪ {x1yj, x2yj; 1 ≤ j ≤ n}, sehingga|V (Btn)| = n + 2 dan

|E(Btn)| = 2n + 1 dengann ≥ 2 (Dafik et al., 2013). Contoh dari Graf Buku

Segitiga dapat dilihat pada Gambar 2.6 Graf Buku SegitigaBt2 danBt3

Bt3Bt2

Gambar 2.6 Graf Buku SegitigaBt2 danBt3
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Graf Semi Jahangir (Semi Jahangir Graph) adalah graf

terhubung yang dinotasikan denganSJn dengan himpunan titik

V (SJn) = {p, xi, yk; untuk1 ≤ i ≤ n + 1, 1 ≤ k ≤ n} dan himpunan sisi

E(SJn) = {pxi; 1 ≤ i ≤ n + 1} ∪ {xiyi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yixi+1; 1 ≤ i ≤ n}
(Hardiyantik, 2015). Contoh dari Graf Semi Jahangir dapat dilihat pada Gambar 2.7

Graf Semi JahangirSJ4

SJ4

Gambar 2.7 Graf Semi JahangirSJ4

Graf Kipas (Fan Graph) dinotasikanFn dimanan ≥ 2. Graf kipas merupakan

graf yang didapat dengan menghubungkan semua titik pada graf lintasanPn pada satu

titik pusat. Graf kipas memilikin + 1 titik dan 2n − 1 sisi (Mashitah, 2013). Contoh

dari Graf Kipas dapat dilihat pada Gambar 2.8 Graf KipasF5

F5

Gambar 2.8 Graf KipasF5
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Graf Timbunan Buku (Stacked Book Graph) dinotasikanBm,n yang merupakan

suatu graf bintang dan graf lintasan padan titik. Stacked Book Graphdigambarkan

seperti grafcartesianS(m+1) × Pn (Daoud, 2013). Contoh dari Graf Timbunan Buku

dapat dilihat pada Gambar 2.9 Graf Timbunan BukuB3,2

B3,2

Gambar 2.9 Graf Timbunan BukuB3,2

2.3 Operasi Graf

Operasi graf adalah cara untuk menghasilkan suatu graf baru dengan

mengoperasikan duah buah graf. Macam-macam operasi graf antara lain yaitujoint,

cartesian product, tensor product, shackle, composition, amalgamation. Operasi graf

yang digunakan dalam penelitian ini adalah operasi graftotal comb product. Total

Comb Productmerupakan perkembangan dari operasi comb titik dan comb sisi.

Operasi comb titik merupakan operasi yang dihasilkan dari dua buah graf terhubung

dengan grafG sebagai graf dasar dimana semua titik pada grafG direkatkan dengan

graf K di titik cangkok pada grafG. Operasi comb sisi merupakan operasi yang

dihasilkan dari dua buah graf terhubung dengan grafG sebagai graf dasar dimana

semua sisi pada grafG direkatkan dengan grafK di sisi cangkok pada grafG.

Definisi 2.1. Misalkan G dan K adalah graf terhubung dano adalah titik di K.

Operasi comb titik(Comb Product)dari grafG danK dinotasikanG B K, merupakan

operasi graf yang diperoleh dengan mengambil salinan dari grafG dan|V (G)| salinan
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dari K dan merekatkan salinan ke-i dari grafK di titik cangkoko pada titik ke-i dari

graf G. Dengan demikian, himpunan titik dan sisi dari grafG B K adalah sebagai

berikut : V(G B K) = {(a, v) | a ∈ V (G), v ∈ V (K)} dan(a, v)(b, w) ∈ E(G B K)

jika a = b dan vw ∈ E(K) atau ab ∈ E(G) dan v = w = o, sehingga

p = |V (G B K)| = p1p2 danq = |E(G B K)| = p1q2 + q1 (Saputroet al., 2013).

Definisi 2.2. MisalkanG danK adalah graf terhubung dane adalah sisi diK. Operasi

comb sisi (Edge Comb Product) dari grafG danK dinotasikanG D K, merupakan

operasi graf yang diperoleh dengan mengambil satu salinan grafG dan|E(G)| salinan

graf K dan merekatkan salinan ke-i dari grafK di sisi cangkoke pada sisi ke-i dari

graf G. Dengan demikian, himpunan titik dan sisi grafG D K adalah sebagai berikut:

V (G D K) = {(a, v) | a ∈ V (G); v ∈ V (K)} ∪ {(a, v, z)|a ∈ V (G); v, z ∈ V (K)}
dan jika v = w dan z = y, y = w maka

E(GDK) = {(a, v)(b, w, z) | a, b ∈ V (G); v, w, z ∈ V (K)}∪{(b, w, z)(c, w, y)|b, c ∈
V (G); z, w, y ∈ V (K)} ∪ {(c, w, y)(d, v)|c, d ∈ V (G); v, w, y ∈ V (K)} jika

a = b makaE(G D K) = {(a, v)(b, w) | a, b ∈ V (G); v, w ∈ V (K)} sehingga

p = |V (G D K)| = q1(p2 − 2) + p1 danq = |E(G D K)| = q1q2 (Wardani, 2016).

BerdasarkanDefinisi 2.1 dan Definisi 2.2, maka operasi comb total merupakan

gabungan dari comb titik dan comb sisi dimana semua titik dan sisi pada grafG

direkatkan dengan grafK di titik dan sisi cangkok pada grafG. MisalkanG dan K

adalah graf terhubung danv ∈ V(K) dane ∈ E(K). Operasitotal comb productdari

graf G dan K yang dinotasikan (G Ḋ K) merupakan operasi graf yang diperoleh

dengan mengambil salinan satu grafG dan |V (G)| + |E(G)| salinanK, kemudian

merekatkan salinan ke-i dari grafK di titik cangkokv pada titik ke-i dari grafG dan

merekatkan salinan ke-j dari graf K di sisi cangkoke pada sisi ke-j dari graf G

(Agustinet al., 2017).
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P4 B Wd2,3

Wd2,3

P4

Gambar 2.10 Graf OperasiComb Product

Wd2,3

P4 D Wd2,3

P4

Gambar 2.11 Graf OperasiEdge Comb Product
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P4

P4ḊWd2,3Wd2,3

Gambar 2.12 Graf OperasiTotal Comb Product

2.4 Pelabelan Graf

Pelabelan merupakan pemetaan yang memetakan himpunan titik atau himpunan

sisi ke suatu bilangan asli yang disebut label. Pelabelan graf diperkenalkan oleh

Kotzig dan Rosa tahun 1970. Berdasarkan elemen-elemen yang terlabeli (daerah asal

pemetaannya), pelabelan dibagi menjadi tiga jenis, yaitu pelabelan titik(vertex

labelling), pelabelan sisi(edge labelling), dan pelabelan total(total labelling).

Pelabelan titik adalah pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan sisi adalah

pelabelan dengan domain sisi, dan pelabelan total adalah pelabelan dengan domain

gabungan antara himpunan titik dan himpunan sisi. Beberapa macam pelabelan graf

yang telah dikaji diantaranya pelabelan Harmoni, pelabelan ajaib, dan pelabelan anti

ajaib (Arafahet al., 2015).

2.5 Pelabelan Total Ketidakteraturan

Pelabelan total ketidakteraturan dibagi menjadi tiga jenis yaitu pelabelan total

ketidakteraturan titik (vertex irregular total labelling), pelabelan total ketidakteraturan

sisi(edge irregular total labelling), dan pelabelan total ketidakteraturan selimut

(H-irregular total labelling).
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a. Pelabelan Total Ketidakteraturan Titik (Vertex Irregular Total Labelling)

Pelabelank-total merupakan pelabelank-total tak teratur titik dari graf

G jika untuk setiap titikx dan y yang berbeda makawt(x) 6= wt(y). Total

vertex irregularity strengthdari graf G atau tvs(G) adalah nilaik minimum

sedemikian sehingga terdapat pelabelank-total tak teratur titik. Pelabelan total

ketidakteraturan titik menerapkan nilai totaltvs(G)

tvs(G)≥ dn+r
r+1
e

b. Pelabelan Total Ketidakteraturan Sisi (Edge Irregular Total Labelling)

Pelabelan total ketidakteraturan sisi pada grafG merupakan pemberian

nilai bilangan bulat positif dimana nilai yang digunakan boleh berulang pada

himpunan titik dan sisi dengan bobot setiap sisinya berbeda seminimum

mungkin. Pelabelan total ketidakteraturan sisi menerapkan nilaitotal edge

irregularity strength tes(G)

d |E|+2
3
e ≤ tes(G) ≤ |E|

(Bacaet al., 2007)

c. Pelabelan Total Ketidakteraturan Selimut (H-irregular Total Labelling)

Pelabelan total ketidakteraturan selimut pada grafGmerupakan pemberian

nilai bilangan positif minimum dimana nilai yang digunakan boleh berulang pada

himpunan titik dan sisi sehingga bobot setiap selimut dari suatu grafG berbeda.

Pelabelan total ketidakteraturan selimut menerapkan nilaitotal H-irregularity

strength tHs(G)

tHs(G)≥ dPH+qH+|H|−1
PH+qH

e

(Agustinet al.,2016)
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2.6 Pelabelan Total Ketidakteraturan Selimut

Pelabelan total ketidakteraturan selimut merupakan hasil pengembangan

dari pelabelan total ketidakteraturan sisi, dimanaH ⊆ G dengan kata lainH

merupakan selimut dari suatu grafG. Dari pelabelan total ketidakteraturan sisi

diketahui bahwa untuk suatu grafG = (V, E) dapat didefinisikan suatu fungsi

f : V (G) ∪ E(G) −→ {1, 2, 3, ..., k} merupakan nilai ketakteraturan total sisi (total

edge irregularity strength) jika untuk setiap dua sisi berbedae dan f dari G

masing-masing memilikiψ(e) 6= ψ(f) dimana bobot dari suatu sisie={u,v} pada

label v adalahψ(e) = v(u) + v(v) + v(e). Nilai minimum k pada grafG total edge

irregularity strengthpadaG, dinotasikan dengantes(G). Sedangkan nilai minimumk

pada pelabelan total ketidakteraturan selimut (H-irregular total labelling) padaG

disebut dengantotal H-irregularity strengthdinotasikan dengantHs(G). Jika ada suatu

labelf : V (G)∪E(G) −→ {1, 2, 3, ..., k} untuk sebarang selimutH ⊆ G, bobot total

selimutW (H) = Σv∈V (H)f(v) + Σe∈E(H)f(e) berbeda.

Lemma 2.1. Misalkan G, H ⊂ G adalah sebarang dua graf.

MisalkanPH , qH merupakan masing-masing dari jumlah titik dan sisi dari H, maka

total H-irregularity strength memenuhi

tHs(G)≥ dPH+qH+|H|−1
PH+qH

e

(Agustinet al.,2016)
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut :

a. Metode Deduktif-aksiomatik

Metode deduktif-aksiomatik menggunakan prinsip-prinsip pembuktian

deduktif yang berlaku dalam logika matematika dengan menggunakan aksioma

atau teorema yang telah ada untuk memecahkan masalah. Teorema dasar yang

digunakan dalam pelabelan total ketidakteraturan selimut, yaitu :

tHs(G)≥ dPH+qH+|H|−1
PH+qH

e

b. Metode Pendeteksian Pola

Proses penelitian ini menggunakan metode pendeteksian pola untuk

merumuskan pola umumnya. Metode ini digunakan untuk merumuskan pola

pelabelan titik dan pelabelan sisi secara umum, sehingga akan didapatkan

perumusan nilai ketidakteraturan total selimut pada graf hasil operasitotal comb

product.

3.2 Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf-graf khusus dengan menerapkan operasitotal

comb product. Graf khusus yang akan digunakan dalam penelitian ini antara lain yaitu

graf lintasan, graf siklus, graf roda, graf buku segitiga, graf semi jahangir, graf kipas,

dan graf timbunan buku. Adapun teknik penelitian adalah sebagai berikut:
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a. Menentukan objek penelitian berupa graf khusus;

b. Menerapkan operasi graftotal comb productpada graf khusus yang telah

ditentukan;

c. Menentukan kardinalitas titik dan sisi graf baru yang telah dibentuk;

d. Menentukan batas bawahtHs(G) dengan mensubstitusikan jumlah sisi, jumlah

titik dan jumlah selimut ke dalam Lemma 2.1;

e. Melabeli graf baru yang telah dibentuk dengan bilangan bulat 1,2,...,k dengan

menerapkan nilaitHs(G);

f. Memeriksa bobot selimut yang telah mencapai batas bawah, sedemikian hingga

setiap selimut memiliki bobot yang berbeda;

g. Menentukan formulasi akhir nilaitHs(G) yang diperoleh dari graf hasiltotal

comb productdari graf-graf khusus setelah menerapkan Lemma 2.1.

Secara umum, langkah-langkah penelitian di atas dapat juga dilihat dalam skema

pada Gambar 3.1.

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


18

hasil operasi dengan penerapantHs(G)

Menerapkan operasitotalcombproduct
pada graf khusus

Menentukan graf khusus

Mulai

titik dan sisi pada graf

Menentukan batas bawah

Menentukan kardinalitas

Melakukan variasi pelabelan pada graf

Mencapai Batas Bawah

Menentukan nilaitHs(G)
hasil operasitotalcombproduct

dari graf khusus

TeoremaSelesai

tidak

ya

tHs(G)

Gambar 3.1 Skema Penelitian
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E(PnḊSJ2) = {x2i−1zi; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x2izi; 1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{zizi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {xiyi; 1 ≤ i ≤ 2n− 2}
∪{x2iy2i−1; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {y2izi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{zit3i−2; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {zit3i−1; 1 ≤ i ≤ n}
∪{zit3i; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {w2i−1t3i−2; 1 ≤ i ≤ n}
∪{w2i−1t3i−1; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {w2it3i−1; 1 ≤ i ≤ n}
∪{w2it3i; 1 ≤ i ≤ n}

|E(PnḊSJ2)| = (n− 1) + (n− 1) + (n− 1) + (2n− 2) + (n− 1)

+(n− 1) + n + n + n + n + n + n + n

|E(PnḊSJ2)| = 14n− 7

t12

x1

x2

x3

x4

x5

x6y1

y2

y3

y4

y5

y6

z1 z2 z3 z4

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8

t1

t2

t3 t4

t5

t6 t7

t8

t9 t10

t11

Gambar 4.7 Notasi Graf(P4ḊSJ2)
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Dari Observasi 4.4 dan gambar 4.7, maka ditentukan nilaitHs (total

H-irregularity strength) pada graf(PnḊSJ2) yang disajikan dalam teorema berikut

Teorema 4.4. Misal G adalah graf hasil operasi total comb productPn dan SJ2

dinotasikan dengan(PnḊSJ2) danH = C4. Maka

tHs(PnḊSJ2) = d4n+5
8
e

Bukti. Dari observasi 4.4 graf(PnḊSJ2) memiliki himpunan titikV (PnḊSJ2) =

{xi; 1 ≤ i ≤ 2n − 2} ∪ {yi; 1 ≤ i ≤ 2n − 2} ∪ {zi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {wi; 1 ≤
i ≤ 2n} ∪ {ti; 1 ≤ i ≤ 3n} dan himpunan sisiE(PnḊSJ2) = {x2i−1zi; 1 ≤ i ≤
n − 1} ∪ {x2izi; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {zizi+1; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {xiyi; 1 ≤ i ≤
2n − 2} ∪ {x2iy2i− 1; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {y2izi+1; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {zit3i−2; 1 ≤
i ≤ n} ∪ {zit3i−1; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {zit3i; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {w2i−1t3i−2; 1 ≤ i ≤ n} ∪
{w2i−1t3i−1; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {w2it3i−1; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {w2it3i; 1 ≤ i ≤ n}. Jumlah

titik |V (PnḊSJ2)| = 10n − 4 dan jumlah sisi|E(PnḊSJ2)| = 14n− 7. Berdasarkan

Lemma 2.1 didefinisikanPH adalah jumlah titik pada selimutH, qH adalah jumlah sisi

pada selimutH, dan|H| adalah jumlah selimut pada graf(PnḊSJ2) dimana selimut

H = C4 dan didapatkan jumlah selimut pada graf(PnḊSJ2) adalah|H| = 4n − 2

sehingga diperoleh

tHs(PnḊSJ2) ≥ dPH + qH + |H| − 1

PH + qH

e

= d4 + 4 + (4n− 2)− 1

4 + 4
e

= d4n + 5

8
e

Jadi,tHs(PnḊSJ2) ≥ d4n+5
8
e. Selanjutnya dilakukan pelabelan total ketidakteraturan

selimut pada himpunan titik dan himpunan sisi sedimikian hingga bobot setiap selimut

berbeda. Pada gambar 4.8 merupakan graftHs(P5ḊSJ2) yang telah dilabeli dengan

bilangan bulat positif{1,2,3,...,k} sehingga setiap selimut berbeda. Setelah dilakukan

pelabelan total, maka ditentukan formulasi dari pelabelan total. Formulasi digunakan

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


35

untuk merumuskan pelabelan total secara umum dan menentukan label terbesar untuk

dijadikan acuan nilaitHs.

f(xi) = d i
4
e+ 1; 1 ≤ i ≤ 2n− 2

f(yi) =





1

d i−1
4
e+ 1; untuk 2 ≤ i ≤ 2n− 2

f(zi) = f(zit3i) =





1

d i−1
2
e+ 1; untuk 2 ≤ i ≤ n

f(wi) =





1; i = 1, 2

d i−2
4
e+ 1; untuk 3 ≤ i ≤ 2n

f(ti) =





1; i = 1, 2

d i−2
6
e+ 1; untuk 3 ≤ i ≤ 3n

f(x2i−1zi) = f(x2izi) = d i
2
e+ 1; 1 ≤ i ≤ n− 1

f(zizi+1) =





1

d i−1
2
e+ 1; untuk 2 ≤ i ≤ n− 1

f(xiyi) =





1; i = 1, 2

d i−2
4
e+ 1; untuk 3 ≤ i ≤ 2n− 2

f(x2iy2i−1) = f(y2izi+1) =





1

d i−1
2
e+ 1; untuk 2 ≤ i ≤ n

f(zit3i−2) = f(zit3i−1) = f(w2i−1t3i−2) = d i
2
e+ 1; 1 ≤ i ≤ n

f(w2i−1t3i−1) = f(w2it3i−1) = f(w2it3i) = d i
2
e+ 1; 1 ≤ i ≤ n

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwatHs(PnḊSJ2) ≤ d4n+5
8
e. Pada

pelabelanf , bobot totalH adalahW (H) = Σv∈V (H)f(v) + Σe∈E(H)f(e) adalah

W (H) = {8, 9, ..., 8 + (4n − 2)} yang membentuk barisan yang berurutan.

Pernyataan tersebut menunjukkan bahwa bobotH berbeda. Pada labelf , minimum

tHs(PnḊSJ2) dinyatakan sebagai berikut dimana label terbesar pada(PnḊSJ2)

adalahd i−2
4
e+ 1 untuk3 ≤ i ≤ 2n sehinggai = 2n
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tHs(PnḊSJ2) ≤ d i− 2

4
e+ 1

= d2n− 2

4
+

4

4
e

= d2n + 2

4
e

= d4n + 4

8
e

karenan merupakan bilangan bulat positif danda
b
e dimanaa ≤ b danb 6= 0 selalu 1

maka berlakud4n+4
8
e = d4n+5

8
e

tHs(PnḊSJ2) ≤ d4n + 4

8
e

= d4n + 5

8
e

Dari pembuktian diatas menunjukkan bahwatHs(PnḊSJ2) ≥ d4n+5
8
e dan

tHs(PnḊSJ2) ≤ d4n+5
8
e maka diperolehtHs(PnḊSJ2) = d4n+5

8
e. ¤

3

x1

x2

x3

x4

x5

x6y1

y2

y3

y4

y5

y6

z1 z2 z3 z4

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8

t2

t3 t4
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t6 t7

t8

t9 t10 t12
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1 2 2
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2 2 3
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2
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Gambar 4.8 Pelabelan GraftHs(P4ḊSj2)
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Observasi 4.5.Misalkan diketahui graf khusus lintasan(Pn) dioperasikan dengan graf

kipas (F4) dengan graf lintasan(Pn) sebagai graf dasar dan graf kipas(F4) sebagai

subgraf dari graf lintasan(Pn) menjadi graf hasil operasitotal comb product(Pn Ḋ
F4), berikut adalah kardinalitas titik dan kardinalitas sisi dari graf (Pn Ḋ F4).

t12

x1 x4

y1 y3

x2

x3

x5

x6

x7

x8

x9

y2 y4

t1

t2

t3

t4

t5

t6

t7

t8

t9

z1 z2 z3 z4

t10

t11

Gambar 4.9 Notasi Graf(P4ḊF4)

Kardinalitas :

V (PnḊF4) = {xi; 1 ≤ i ≤ 3n− 3} ∪ {yi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {wi; 1 ≤ i ≤ 2n}
∪{zi; 1 ≤ i ≤ 2n}

|V (PnḊF4)| = (3n− 3) + n + 2n + 2n

|V (PnḊF4)| = 8n− 3

E(PnḊF4) = {x3i−2x3i−1; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x3i−1x3i; 1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{x3iyi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x3i−2yi; 1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{x3i−1yi; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x3iyi; 1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{yiyi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {yit3i−2; 1 ≤ i ≤ n}
∪{t3i−2t3i−1; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {t3i−1t3i; 1 ≤ i ≤ n}
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= ∪{t3izi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {t3i−1zi; 1 ≤ i ≤ n}
∪{t3i−2zi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yizi; 1 ≤ i ≤ n}

|E(PnḊF4)| = (n− 1) + (n− 1) + (n− 1) + (n− 1) + (n− 1)

+(n− 1) + (n− 1) + n + n + n + n + n + n + n

|E(PnḊF4)| = 14n− 7

Dari Observasi 4.5 dan gambar 4.9, maka ditentukan nilaitHs (total

H-irregularity strength) pada graf(PnḊF4) yang disajikan dalam teorema berikut

Teorema 4.5. Misal G adalah graf hasil operasi total comb productPn dan F4

dinotasikan dengan(PnḊF4) danH = C3. Maka

tHs(PnḊF4) = d6n+2
6
e

Bukti. Dari observasi 1 diketahui graf(PnḊF4) memiliki himpunan titikV (PnḊF4) =

{xi; 1 ≤ i ≤ 3n − 3} ∪ {yi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {wi; 1 ≤ i ≤ 2n} ∪ {zi; 1 ≤ i ≤ 2n} dan

himpunan sisiE(PnḊF4) = {x3i−2x3i−1; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {x3i−1x3i; 1 ≤ i ≤
n − 1} ∪ {x3iyi+1; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {x3i−2yi; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {x3i−1yi; 1 ≤
i ≤ n − 1} ∪ {x3iyi; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yiyi+1; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yit3i−2; 1 ≤ i ≤
n}∪{t3i−2t3i−1; 1 ≤ i ≤ n}∪{t3i−1t3i; 1 ≤ i ≤ n}∪{t3izi; 1 ≤ i ≤ n}∪{t3i−1zi; 1 ≤
i ≤ n} ∪ {t3i−2zi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yizi; 1 ≤ i ≤ n}. Jumlah titik|V (PnḊF4)| = 8n− 3

dan jumlah sisi|E(PnḊF4)| = 14n − 7. Berdasarkan Lemma 2.1 didefinisikanPH

adalah jumlah titik pada selimutH, qH adalah jumlah sisi pada selimutH, dan |H|
adalah jumlah selimut pada graf(PnḊF4) dimana selimutH = C3 dan didapatkan

jumlah selimut pada graf(PnḊF4) adalah|H| = 6n− 3 sehingga diperoleh

tHs(PnḊF4) ≥ dPH + qH + |H| − 1

PH + qH

e

= d3 + 3 + (6n− 3)− 1

3 + 3
e

= d6n + 2

6
e
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Jadi,tHs(PnḊF4) ≥ d6n+2
6
e. Selanjutnya dilakukan pelabelan total ketidakteraturan

selimut pada himpunan titik dan himpunan sisi sedimikian hingga bobot setiap

selimutnya berbeda. Pada gambar 4.10 merupakan graftHs(PnḊF4) yang telah

dilabeli dengan bilangan bulat positif{1,2,3,...,k} sehingga setiap selimut berbeda.

Setelah dilakukan pelabelan total, maka ditentukan formulasi dari pelabelan

total. Formulasi digunakan untuk merumuskan pelabelan total secara umum dan

menentukan label terbesar untuk dijadikan acuan nilaitHs.

f(xi) = d i
3
e+ 1; 1 ≤ i ≤ 3n− 3

f(yi) = f(zi) = f(yit3i−2) = f(t3i−2t3i−1) = i; 1 ≤ i ≤ n

f(t3i−1t3i) = f(t3izi) = f(t3i−1zi) = i; 1 ≤ i ≤ n

f(ti) = d i
3
e; 1 ≤ i ≤ 3n

f(x3i−2x3i−1) = f(x3i−1x3i) = f(x3iyi+1) = i + 1; 1 ≤ i ≤ n− 1

f(x3iyi) = f(yiyi+1) = i + 1; 1 ≤ i ≤ n− 1

f(x3i−2yi) = f(x3i−1yi) = i; 1 ≤ i ≤ n− 1

f(t3i−2zi) = f(yizi) = i + 1; 1 ≤ i ≤ n

Sekarang akan ditunjukkan bahwatHs(PnḊF4) ≤ d6n+2
6
e. Pada pelabelan

f , bobot total H adalah W (H) = Σv∈V (H)f(v) + Σe∈E(H)f(e) adalah

W (H) = {6, 7, ..., 6 + (6n − 3)} yang membentuk barisan yang berurutan.

Pernyataan tersebut menunjukkan bahwa bobotH berbeda. Pada labelf , minimum

tHs(PnḊF4) dinyatakan sebagai berikut dimana label terbesar pada(PnḊF4) adalah

d i
3
e+ 1 untuk1 ≤ i ≤ 3n− 3 sehinggai = 3n− 3

tHs(PnḊF4) ≤ d i

3
e+ 1

= d3n− 3

3
e+ 1

= d3n− 3

3
+

3

3
e

≤ d3n
3
e
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tHs(PnḊF4) = d3n
3

+
1

3
e

= d3n + 1

3
e

= d6n + 2

6
e

Dari pembuktian diatas, menunjukkan bahwatHs(PnḊF4) ≥ d6n+2
6
e dan

tHs(PnḊF4) ≤ d6n+2
6
e maka diperolehtHs(PnḊF4) = d6n+2

6
e. ¤
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Gambar 4.10 Pelabelan GraftHs(P4ḊF4)

Observasi 4.6.Misalkan diketahui graf khusus lintasan(Pn) dioperasikan dengan graf

timbunan buku(B4,2) dengan graf lintasan(Pn) sebagai graf dasar dan graf timbunan

buku(B4,2) sebagai subgraf dari graf lintasn(Pn) menjadi graf hasil operasitotal comb

product(Pn Ḋ B4,2), berikut adalah kardinalitas titik dan kardinalitas sisi dari graf (Pn

Ḋ B4,2).
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Gambar 4.11 Notasi Graf(P3ḊB4,2)

Kardinalitas :

V (PnḊB4,2) = {xi; 1 ≤ i ≤ 8n− 8} ∪ {yi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {zi; 1 ≤ i ≤ 8n}
∪{wi; 1 ≤ i ≤ n}

|V (PnḊB4,2)| = (8n− 8) + n + 8n + n

|V (PnḊB4,2)| = 18n− 8

E(PnḊB4,2) = {x2i−1x2i; 1 ≤ i ≤ 4n− 4} ∪ {x8i−7yi; 1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{x8i−5yi; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x8i−3yi; 1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{x8i−1yi; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x8i−6yi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{x8i−4yi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x8i−2yi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{x8iyi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {yiyi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1}
∪{yiwi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z2i−1z2i; 1 ≤ i ≤ 4n}
∪{z8i−7yi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z8i−5yi; 1 ≤ i ≤ n}
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= ∪{z8i−3yi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z8i−1yi; 1 ≤ i ≤ n}
∪{z8i−6wi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z8i−4wi; 1 ≤ i ≤ n}
∪{z8i−2wi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z8iwi; 1 ≤ i ≤ n}

|E(PnḊB4,2)| = (4n− 4) + (n− 1) + (n− 1) + (n− 1) + (n− 1)

+(n− 1) + (n− 1) + (n− 1) + (n− 1) + (n− 1)

+n + 4n + n + n + n + n + n + n + n + n

|E(PnḊB4,2)| = 26n− 13

Dari Observasi 4.6 dan gambar 4.11, maka ditentukan nilaitHs (total

H-irregularity strength) pada graf(PnḊB4,2) yang disajikan dalam teorema berikut

Teorema 4.6. Misal G adalah graf hasil operasi total comb productPn dan B4,2

dinotasikan dengan(PnḊB4,2) danH = C4. Maka

tHs(PnḊB4,2) = d8n+3
8
e

Bukti. Dari observasi 4.6 diketahui graf(PnḊB4,2) memiliki himpunan titik

V (PnḊB4,2) = {xi; 1 ≤ i ≤ 8n− 8} ∪ {yi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {zi; 1 ≤ i ≤ 8n} ∪ {wi; 1 ≤
i ≤ n} dan himpunan sisiE(PnḊB4,2) = {x2i−1x2i; 1 ≤ i ≤ 4n− 4} ∪ {x8i−7yi; 1 ≤
i ≤ n− 1} ∪ {x8i−5yi; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x8i−3yi; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x8i−1yi; 1 ≤ i ≤
n− 1} ∪ {x8i−6yi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x8i−4yi+1; 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {x8i−2yi+1; 1 ≤
i ≤ n − 1} ∪ {x8iyi+1; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yiyi+1; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yiwi; 1 ≤
i ≤ n} ∪ {z2i−1z2i; 1 ≤ i ≤ 4n} ∪ {z8i−7yi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z8i−5yi; 1 ≤
i ≤ n} ∪ {z8i−3yi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z8i−1yi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z8i−6wi; 1 ≤ i ≤
n} ∪ {z8i−4wi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z8i−2wi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {z8iwi; 1 ≤ i ≤ n}. Jumlah titik

|V (PnḊB4,2)| = 18n − 8 dan jumlah sisi|E(PnḊB4,2)| = 26n − 13. Berdasarkan

Lemma 2.1 didefinisikanPH adalah jumlah titik pada selimutH, qH adalah jumlah

sisi pada selimutH, dan |H| adalah jumlah selimut pada graf(PnḊB4,2) dimana

selimut H = C4 dan didapatkan jumlah selimut pada graf(PnḊB4,2) adalah
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|H| = 8n− 4 sehingga diperoleh

tHs(PnḊB4,2) ≥ dPH + qH + |H| − 1

PH + qH

e

= d4 + 4 + (8n− 4)− 1

4 + 4
e

= d8n + 3

8
e

Jadi,tHs(PnḊB4,2) ≥ d8n+3
8
e. Selanjutnya dilakukan pelabelan total ketidakteraturan

selimut pada himpunan titik dan himpunan sisi sedimikian hingga bobot setiap selimut

berbeda. Pada gambar 4.12 merupakan graftHs(PnḊB4,2) yang telah dilabeli dengan

bilangan bulat positif{1,2,3,...,k} sehingga setiap selimut berbeda. Setelah dilakukan

pelabelan total, maka ditentukan formulasi dari pelabelan total. Formulasi digunakan

untuk merumuskan pelabelan total secara umum dan menentukan label terbesar untuk

dijadikan acuan nilaitHs.

f(xi) = d i
8
e+ 1; 1 ≤ i ≤ 8n− 8

f(yi) = f(wi) = f(z8i−7yi) = i; 1 ≤ i ≤ n

f(z8i−5yi) = f(z8i−3yi) = f(z8i−1yi) = i; 1 ≤ i ≤ n

f(z8i−6wi) = f(z8i−4wi) = f(z8i−2wi) = i; 1 ≤ i ≤ n

f(z8iwi) = i; 1 ≤ i ≤ n

f(zi) =




d i

8
e; untuk 1 ≤ i ≤ 3

d i−3
8
e+ 1; untuk 4 ≤ i ≤ 8n

f(x2i−1x2i) =





1

d i−1
4
e+ 1; untuk 2 ≤ i ≤ 4n− 4

f(x8i−7yi) = f(x8i−5yi) = f(x8i−3yi) = i; 1 ≤ i ≤ n− 1

f(x8i−6yi+1) = f(x8i−4yi+1) = i; 1 ≤ i ≤ n− 1

f(x8i−1yi) = f(x8i−2yi+1) = i + 1; 1 ≤ i ≤ n− 1

f(x8iyi+1) = f(yiyi+1) = i + 1; 1 ≤ i ≤ n− 1
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f(z2i−1z2i) =




d i

4
e; untuk 1 ≤ i ≤ 3

d i−3
4
e+ 1; untuk 4 ≤ i ≤ 4n

Sekarang akan ditunjukkan bahwatHs(PnḊB4,2) ≤ d8n+3
8
e. Pada

pelabelanf , bobot totalH adalahW (H) = Σv∈V (H)f(v) + Σe∈E(H)f(e) adalah

W (H) = {8, 9, ..., 8 + (8n − 4)} yang membentuk barisan yang berurutan.

Pernyataan tersebut menunjukkan bahwa bobotH berbeda. Pada labelf , minimum

tHs(PnḊB4,2) dinyatakan sebagai berikut dimana label terbesar pada(PnḊB4,2)

adalahd i−3
4
e+ 1 untuk4 ≤ i ≤ 4n sehinggai = 4n

tHs(PnḊB4,2) ≤ d i− 3

4
e+ 1

= d4n− 3

4
e+ 1

= d4n− 3

4
+

4

4
e

= d4n + 1

4
e

= d8n + 2

8
e

karenan merupakan bilangan bulat positif danda
b
e dimanaa ≤ b danb 6= 0 selalu 1

maka berlakud8n+2
8
e = d8n+3

8
e

tHs(PnḊBt3) ≤ d8n + 2

8
e

= d8n + 3

8
e

Dari pembuktian diatas, menunjukkan bahwatHs(PnḊB4,2) ≥ d8n+3
8
e dan

tHs(PnḊB4,2) ≤ d8n+3
8
e maka diperolehtHs(PnḊB4,2) = d8n+3

8
e. ¤
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Gambar 4.12 Pelabelan GraftHs(P3ḊB4,2)

4.2 Pembahasan

Operasi graf yang digunakan pada penelitian ini adalah operasitotal comb

product dengan graf lintasan(Pn) sebagai graf dasar. Hasil graf yang didapatkan

adalah (PnḊBt3), (PnḊC4), (PnḊW6), (PnḊSJ2), (PnḊF4), (PnḊB4,2).

Berdasarkan hasil penelitian tentang kajian mengenai nilaitHs total H-irregulariy

strength pada graf hasil operasitotal comb product, didapatkan 6 teorema baru.

Beberapa hasil pelabelan total selimut irregular pada hasil graf hasil operasitotal

comb productdidapatkan nilai|H| yang berbeda yaitu pada hasil operasitotal comb

product (PnḊBt3) didipatkan|H| = 6n − 3, pada hasil operasitotal comb product

(PnḊC4) didipatkan|H| = 2n − 1, pada hasil operasitotal comb product(PnḊW6)

didipatkan |H| = 12n − 6, pada hasil operasitotal comb product(PnḊSJ2)
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didipatkan|H| = 4n − 2, pada hasil operasitotal comb product(PnḊF4) didipatkan

|H| = 6n − 3, pada hasil operasitotal comb product(PnḊB4,2) didipatkan

|H| = 8n − 4. Berdasarkan Lemma 2.1 nilai|H| yang telah diperoleh didapatkan 6

teorema diantaranya sebagai berikut

Teorema 1 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan Bt3

dinotasikan dengan(PnḊBt3) danH = C3. Maka

tHs(PnḊBt3) = d6n+2
6
e

Teorema 2 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan C4

dinotasikan dengan(PnḊC4) danH = C4. Maka

tHs(PnḊC4) = d2n+6
8
e

Teorema 3 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan W6

dinotasikan dengan(PnḊW6) danH = C3. Maka

tHs(PnḊW6) = 2n

Teorema 4 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan SJ2

dinotasikan dengan(PnḊSJ2) danH = C4. Maka

tHs(PnḊSJ2) = d4n+5
8
e

Teorema 5 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan F4

dinotasikan dengan(PnḊF4) danH = C3. Maka

tHs(PnḊF4) = d6n+2
6
e

Teorema 6 Misal G adalah graf hasil operasitotal comb productPn dan B4,2

dinotasikan dengan(PnḊB4,2) danH = C4. Maka

tHs(PnḊB4,2) = d8n+3
8
e
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan

bahwa:

a. Kardinalitas titik dan sisi dari graf hasil operasitotal comb productyang telah

diperoleh antara lain yaitu|V (PnḊBt3)| = 8n−3 dan|E(PnḊBt3)| = 14n−7,

|V (PnḊC4)| = 6n− 2 dan|E(PnḊC4)| = 8n− 4, |V (PnḊW6)| = 12n− 5 dan

|E(PnḊW6)| = 24n−12, |V (PnḊSJ2)| = 10n−4 dan|E(PnḊSJ2)| = 14n−7,

|V (PnḊF4)| = 8n − 3 dan|E(PnḊF4)| = 14n − 7, |V (PnḊB4,2)| = 18n − 8

dan|E(PnḊB4,2)| = 26n− 13.

b. Nilai ketidakteraturan total selimuttHs pada graf hasil operasitotal comb

product yang telah diperoleh antara lain yaitutHs(PnḊBt3) = d6n+2
6
e,

tHs(PnḊC4) = d2n+6
8
e, tHs(PnḊW6) = 2n, tHs(PnḊSJ2) = d4n+5

8
e,

tHs(PnḊF4) = d6n+2
6
e, tHs(PnḊB4,2) = d8n+3

8
e.

5.2 Saran

Pembahasan mengenai pelabelan ketidakteraturan total selimut masih terbuka

bagi peneliti lain untuk melanjutkan penelitian ini dan bisa juga melakukan penelitian

yang sejenis dengan jenis graf yang berbeda atau operasi yang berbeda.
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