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MOTO

"Barang siapa yang menempuh suatu jalan untuk menuntut

ilmu, Allah akan memudahkan baginya jalan ke surga"

(HR. At-Tirmidzi) 1

"Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di

antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan

beberapa derajat"

(QS. Al-Mujadalah:11) 2

"Ilmu tanpa agama adalah lumpuh, agama tanpa ilmu adalah

buta"

(Albert Einstein) 3

1Syaikh Muhammad bin Kamal Khalid As-Suyuthi. 2005. Kumpulan Hadits yang Disepakati 4
Imam: Abu Daud, Tirmidzi, Nasa’i dan Ibnu Majah. Jakarta: Pustaka Azzam.

2Departemen Agama Republik Indonesia. 2002.Al Qur’an: Terjemah dan Tafsir Per Kata. Bandung:
Penerbit Jabal.

3Albert Einstein, Seorang Ilmuan Fisika.
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RINGKASAN

Nilai Ketakteraturan Total-H Pada Hasil Operasi Shakel Beberapa Graf Khusus;

Tuhfatul Mazidah, 131810101033; 2017: 53 halaman; Jurusan Matematika Fakultas

Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember.

Pelabelan Graf merupakan salah satu kajian dalam teori graf. Salah satu jenis

pelabelan graf adalah pelabelan total irregular. Pelabelan total irregular merupakan

suatu pemetaan bijektif yang memetakan himpunan titik (vertex) dan himpunan sisi

(edge) pada suatu himpunan bilangan bulat positif. Salah satu jenis pelabelan total

irregular yaitu pelabelan total-H irregular. Pelabelan total-H irregular merupakan

pemetaan himpunan titik dan himpunan sisi pada himpunan bilangan bulat positif

{1, 2, 3, ..., k} sedemikian hingga bobot setiap subgrafnya berbeda. Nilai minimumk

pada pelabelan total-H irregular disebut dengan nilai ketakteraturan total-H atau

total-H irregularity strength(tHs). Pelabelan total-H irregular pada suatu grafG

didefinisikan sebagaif : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, 3, ..., k} jika untuk setiap subgraf

H ⊆ G maka bobot totalH yaitu W (H) = Σv∈V (H)f(V ) + Σe∈E(H)f(e) adalah

berbeda.

Pada penelitian ini menggunakan beberapa graf khusus

hasil operasi shakel. Graf yang digunakan pada penelitian ini yaitu;

shack(W4, e, m), shack(SJ2, e, m), shack(Wd2
3, e,m), shack(BT3, e,m), shack(BT2,

e, m), shacksubgraf(W6, C4,m), dan shacksubgraf(F 6
1 , C4,m). Penelitian ini

menggunakan metode deduktif aksiomatik dan pendektesian pola. Tujuan dari

penelitian ini adalah menentukan nilaitHs (total-H irregularity strength)dari bebrapa

graf khusus hasil operasi shakel. Pada penelitian ini dihasilkan 7 teorema baru, yaitu :

Teorema 4.1MisalkanG = shack(W4), danH adalah subgrafG denganH ∼= C3,

maka

tHs(Shack(W4, e, m)) = d4n+1
6
e

Teorema 4.2MisalkanG = shack(SJ2, e, m) danH adalah subgrafG denganH ∼=
C4, maka

tHs(Shack(SJ2, e, m)) = dn+6
8
e
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Teorema 4.3MisalkanG adalah shakel dari grafWd2
3, dan subgraf dari grafG adalah

C3, maka

tHs(Shack(Wd2
3, e, m)) = d2n+3

6
e

Teorema 4.4MisalkanG adalah shakel dari grafBT3, dan subgraf dari grafG adalah

C3, maka

tHs(Shack(BT3, e, m)) = d3n+2
6
e

Teorema 4.5MisalkanG adalah shakel dari grafBT2, dan subgraf dari grafG adalah

C3, maka

tHs(Shack(BT2, e, m)) = d2n+3
6
e

Teorema 4.6MisalkanG adalah shakel subgraf dari grafW6 dimana subgraf sebagai

penghubung pada operasi shakelnya adalahC4, dan subgraf dari grafG adalahC3,

maka

tHs(Shack subgraf(W6, C4,m)) = d4n+3
6
e

Teorema 4.7MisalkanG adalah shakel subgraf dari grafF 6
1 dimana subgraf sebagai

penghubung pada operasi shakelnya adalahC4, dan subgraf dari grafG adalahC3,

maka

tHs(Shack subgraf(F 6
1 , C4,m)) = d3n+4

6
e
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Semakin pesatnya perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi saat ini

berdampak pula dengan semakin berkembangnya ilmu matematika dan juga

aplikasinya dalam kehidupan. Saat ini ilmu matematika banyak digunakan dalam

berbagai bidang seperti bidang kedokteran, teknik, ekonomi, psikologi, dan juga

bidang ilmu alam seperti kimia, fisika, dan biologi. Cabang yang dimiliki ilmu

matematika sendiri juga semakin luas diantaranya aljabar, geometri, statistika,

matematika komputasi, matematika terapan, matematika ekonomi, dan matematika

diskrit. Diantara cabang-cabang ilmu matematika tersebut, matematika diskrit

dianggap memiliki peranan penting karena erat kaitannya dengan aplikasi pada bidang

teknologi komputer yang saat ini sangatlah dibutuhkan dalam kehidupan. Salah satu

kajian dalam bidang teknologi komputer adalah teori graf. Teori graf lahir pada abad

ke-18 dan diperkenalkan oleh matematikawan swiss,Leonhard Euler. Pada saat

itu Leonhard Eular menggunakan graf untuk menyelesaikan masalah jembatan

Konigsberg. Leonhard Euler membuktikan bahwa perjalanan di kota Konigsberg

dengan syarat melalui setiap jembatan tepat satu kali, tidak dapat dilaksanakan. Dalam

pembuktiannya Euler menyederhanakan situasi jembatan Konigsberg itu menjadi

suatu diagram.

Teori graf memiliki beberapa kajian, salah satunya adalah mengenai pelabelan

graf. Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek (1964), kemudian

Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Pelabelan graf merupakan pemetaan dari

elemen-elemen graf yaitu himpunan titik (vertex) atau himpunan sisi (edge) terhadap

bilangan bulat positif. Pelabelan dari suatu graf dengan domain fungsinya adalah titik
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maka disebut pelabelan titik (vertex labelling), jika domain fungsinya adalah sisi maka

disebut pelabelan sisi (edge labelling), sedangkan jika domain fungsinya adalah titik

dan sisi maka disebut pelabelan total (total labelling).

Pada tahun 2007 , Martin Bacaet al memperkenalkan jenis pelabelan baru

yaitu pelabelan total irregular (Irregular total labelling). Pelabelan ini merupakan

pemberian nilai bilangan bulat positif (dimana angkanya boleh berulang) pada

himpunan titik dan himpunan sisi dari suatu graf G dimana bobot setiap titik atau

sisinya tidak boleh sama (Bacaet al., 2007). Pelabelan total irregular terdiri dari dua

macam, yaitu pelabelan total titik irregular (vertex irregular total labelling) dimana

bobot setiap titiknya berbeda dan pelabelan total sisi irregular (edge irregular total

labelling) dimana bobot setiap sisinya berbeda. Saat ini terdapat pengembangan

mengenai pelabelan total irregular yaitu pelabelan total-H irregular dimanaH

merupakan subgraf dari suatu grafG. Pelabelan ini diperkenalkan oleh Agustin dkk

pada 2017. Pelabelan jenis ini merupakan pengembangan dari pelabelan total sisi

irregular (edge irregular total labelling),dimana pada pelabelan total sisi iregular

dicari nilai bilangan bulat positif minimum yang digunakan untuk melabeli setiap

himpunan titik dan himpunan sisi sehingga bobot setiap sisinnya berbeda. Sedangkan

pada pelabelan total-H irregular dicari nilai bilangan bulat positif minimum yang

digunakan untuk melabeli setiap himpunan titik dan himpunan sisi sehingga bobot

setiap subgraf dari suatu grafG berbeda.

Peneliti tertarik untuk melakukan penelitian dengan menggunakan kajian tentang

pelabelan total-H irregular pada beberapa graf khusus hasil operasi. Pada penelitian ini

digunakan beberapa graf khusus seperti graf kincir, graf roda, dan graf buku. Peneliti

menggunakan operasi shackle pada beberapa graf khusus tersebut. Dalam penelitian ini

akan dicari nilai bilangan bulat positif seminimal mungkin yang akan digunakan untuk

melabeli setiap himpunan titik dan himpunan sisi sehingga bobot setiap subgrafnya

berbeda. nilai minimum ini disebut dengan nilai ketakteraturan total-H atautotal-H
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irregularity strengthdan dinotasikan dengantHs.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan pemaparan latar belakang diatas, maka rumusan masalah dalam

penelitian ini adalah:

a. berapa nilaitHs dari hasil operasi shakel grafW4, SJ2,Wd2
3, BT3, danBT2?

b. berapa nilaitHs dari hasil operasi shakel subgraf (W6, C4,m) dan (F 6
1 , C4,m)?

1.3 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan pemaparan latar belakang diatas, adapun

tujuan dari penelitian ini adalah:

a. menentukan nilaitHs dari hasil operasi shakel grafW4, SJ2,Wd2
3, BT3, dan

BT2;

b. menentukan nilaitHs dari hasil operasi shakel subgraf (W6, C4,m) dan

(F 6
1 , C4,m).

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

a. menambah pengetahuan dalam bidang teori graf khususnya mengenai pelabelan

total irregular ;

b. memberikan wawasan lebih dan pengembangan pengetahuan tentangtotal-H

irregularity strength;

c. memberikan motivasi kepada peneliti lain untuk melakukan pengembangan atau

penelitian mengenaitotal-H irregularity strengthpada graf lainnya.

1.5 Kebaharuan

Kebaharuan pada penelitian ini adalah pelabelan yang digunakan merupakan

pelabelan total-H irregular dengan menentukan nilaitHs dari graf khusus hasil

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


4

operasi shakel. Pelabelan total-H irregular merupakan pengembangan dari pelabelan

total sisi irregular yang sebelumnya diperkenalkan oleh Bacaet al. Pada pelabelan

total-H irregular semua himpunan titik dan himpunan sisi dipetakan pada himpunan

bilangan bulat positif{1, 2, 3, ..., k} sedemikian hingga bobot setiap subgrafnya

berbeda. Nilai minimumk pada label terbesar disebut dengantotal-H irregularity

strengthatautHs.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Sebuah graf G merupakan pasangan himpunan (V ,E) dimana

V (G) = {v1, v2, ..., vn} adalah himpunan tidak kosong yang elemen-elemennya

disebut titik(vertex), danE(G) = {e1, e2, ..., en} adalah himpunan boleh kosong dari

pasangan tak terurut dari dua titik(v1, v2) dimanav1, v2 ∈ V yang disebut sisi(edge).

V (G) disebut himpunan titik dari grafG danE(G) disebut himpunan sisi dari grafG

(Slamin, 2009:11).

Berdasarkan penjelasan diatas diketahui bahwa dapat dibangun sebuah graf

tanpa sisi atau hanya terdiri dari dua titik saja. Graf yang dibangun dari himpunan titik

(vertex) tanpa adanya sisi(edge)disebut graf kosong(nullgraph) dan dinotasikan

denganNn dimanan adalah jumlah titik pada graf. Graf yang hanya memiliki satu

titik disebut graf trivial, sedangkan graf non-trivial adalah graf yang paling sedikit

memiliki dua titik. Dua titik pada graf dikatakan saling berhubungan jika dua titik

tersebut dihubungkan dengan sebuah sisi, sedangkan sebuah titik yang tidak

dihubungkan oleh sebuah sisi disebut titik terasing.

Suatu sisi merupakan penghubung antara dua titik. Sisi merupakan pasangan tak

terurut(u, v) dari dua titiku danv dimanau, v ∈ V . Dengan kata lain dapat dituliskan

e = (vi, vj) yang berarti bahwa sisi tersebut menghubungkan titikvi danvj. Banyaknya

titik pada grafG disebut dengan kardinalitas titik dan dinotasikan dengan|V (G)|,
sedangkan banyaknya sisi pada grafG disebut dengan kardinalitas sisi dan dinotasikan

dengan|E(G)| . Suatu sisi pada graf yang menghubungkan satu titik ke dirinya sendiri

disebutloopatauself loop. Apabila suatu graf memiliki dua sisi yang menghubungkan

dua titik yang sama maka sisi tersebut disebut sisi ganda. Graf yang tidak mengandung

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


6

loopdan sisi ganda disebut dengan graf sederhana(simple graph), sedangkan graf yang

mengandungloop dan sisi ganda disebut graf tak sederhana(unsimple graph). Pada

gambar 2.1 menunjukkan contoh graf sederhana (G1).

Dua buah titik yang dihubungkan oleh satu sisi yang sama disebut titik yang

bertetangga(adjacent), sedangkan apabila sebuah titik merupakan titik ujung dari

suatu sisi maka titik tersebut dikatakan bersisihan(incident). Seperti pada gambar 2.1

menunjukkan bahwa titiku1 bertetangga dengan titiku4 karena terdapat sisi yang

menghubungkan kedua titik tersebut. Jumlah titik pada suatu grafG disebut order

(order) dari G dan dinotasikan dengan|V (G)|, sedangkan jumlah sisi pada grafG

disebut size dan dinotasikan dengan|E(G)|. Jumlah titik dan jumlah sisi terkadang

dinotasikan berbeda.

u6

u1 u2 u3

u4 u5

Gambar 2.1 Contoh GrafG1

Derajat(degree)dari suatu titikv pada graf dinotasikan dengandv didefinisikan

sebagai banyaknya sisi yang menempel pada titik tersebut. Derajat terkecil pada

sebuah graf merupakan banyaknya sisi paling sedikit yang bersisihan dengan titikv.

Derajat terkecil dari suatu grafG dinotasikan denganδ(G). Derajat terbesar dari graf

G merupakan banyaknya sisi paling banyak yang bersisihan dengan titikv. Derajat

terbesar dari suatu grafG dinotasikan dengan∆(G). Sebagai contoh dapat dilihat

pada gambar 2.1 semua titik pada grafG1 dabG2 memiliki derajat yang sama yaitu

3. Apabila setiap titik pada graf memiliki derajat yang sama, maka graf tersebut

dinamakan dengan graf reguler. Jika setiap titik derajatnya tidak sama, maka bukan
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graf reguler (non-reguler).

Sebuah jalan(walk) dari graf G merupakan barisan dari himpunan titik dan sisi

terhingga dan bergantian yang diawali dan diakhiri dengan titik. Jika titik awal dan titik

akhir yang dilalui sama, maka jalan tersebut dikatakan tertutup. Sedangkan apabila

titik awal dan titik akhir berbeda maka dinamakan lintasan(path). Panjang suatu jalan

didefinisikan sebagai banyaknya sisi yang terdapat pada jalan tersebut. Jalan yang

tertutup dengan barisan titik yang berbeda dinamakancycle.

Berdasarkan orientasi arah, graf dibedakan menjadi dua yaitu graf berarah

(directed graph)dan graf tidak berarah(undirected graph). Graf berarah adalah graf

yang sisinya memiliki arah, sedangkan graf tidak berarah adalah graf yang sisinya

tidak memiliki arah. Pada graf berarah semua sisinya dapat direpresentasikan dengan

dua titik yang dihubungkan oleh sisi tersebut, sedangkan pada graf tidak berarah

semua sisinya tidak dapat direpresentasikan dengan dua titik yang dihubungkan oleh

sisi tersebut. Misalkan dua titik yang berbeda pada graf berarah yaituu1 danu2 maka

sisi yang menghubungkan dua titik tersebut dapat dituliskan sebagai pasangan sisi

e = (u1, u2) ataue = (u2, u1) dimanae = (u1, u2) 6= e = (u2, u1) (Purwantoet al,.

2006).

2.2 Graf Khusus

Graf khusus merupakan graf yang memiliki karakteristik tertentu. Graf khusus

tidak isomorfis dengan graf lain dan karakteristik dari graf khusus dapat dilihat dari

kesimetrisan graf khusus tersebut meskipun diperluas sampain. Beberapa contoh graf

khusus diantaranya adalah graf lingkaran, graf roda, graf timbunan buku, graf buku

segitiga, graf kincir, dan graf kipas.

a. Graf Lingkaran

Graf Lingkaran(Cycle Graph)merupakan graf sederhana dimana setiap

sisinya berderajat dua. Graf ini dinotasikan denganCn, untuk n ≥ 3.
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Jika titik-titik pada Cn adalah v1, v2, v3, ...., vn maka sisi-sisinya adalah

(v1, v2), (v2, v3), ...., (vn−1, vn), (vn, v1) atau dengan kata lain terdapat sisi yang

menghuubungkan titik terakhir dan titikv1(Ardiansyah dan Darmaji, 2013).

Gambar 2.2 merupakan contoh grafcycle.

Gambar 2.2 Contoh Graf LingkaranC3

b. Graf Roda

Graf Roda (Wheel Graph) merupakan graf yang didapat dengan

menghubungkan semua titik dari graf lingkaranCn dengan suatu titik yang

disebut titik pusat. Graf Roda dinotasikan denganWn (n ≥ 3). Graf Roda

terdiri darin + 1 titik dan 2n sisi (Agustinet al, 2014). Gambar 2.3 merupakan

contoh graf Roda.

Gambar 2.3 Contoh Graf RodaW5

c. Graf Timbunan Buku

Graf Timbunan Buku(Stacked Book Graph)dinotasikan denganB(m,n)

yang merupakan suatu graf bintang dan graf lintasan padan titik. Stacked Book
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Graph digambarkan seperti graf cartesianS(m + 1)Pn (Agustin et al, 2014).

Gambar 2.4 merupakan contoh graf Timbunan Buku.

Gambar 2.4 Contoh GrafB3,2

d. Graf Buku Segitiga

Graf Buku Segitiga (Triangular Book Graph) memiliki himpunan

titik V (BTn) = {x, y, zi; 0 ≤ i ≤ n − 1} dan himpunan sisi

E(BTn) = {xy ∪ {xzi; 0 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yzi; 0 ≤ i ≤ n − 1}}. Dengan

demikian kardinalitas titiknya sebanyakn + 2 dan kardinalitas sisinya sebanyak

2n + 1 (Dafik et al, 2015). Gambar 2.5 merupakan contoh graf Buku Segitiga.

Gambar 2.5 Contoh GrafBT3

e. Graf Kipas

Graf kipas(Fan Graph)dinotasikan denganFn dimanan ≥ 2. Graf kipas

merupakan graf yang didapat dengan menghubungkan semua titik pada graf
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lintasanPn pada satu tiitk pusat. Graf Kipas memilikin + 1 titik dan2n− 1 sisi

(Wijaya, 2010). Gambar 2.6 menunjukkan contoh dari graf kipas.

Gambar 2.6 Contoh Graf KipasF1,4

f. Graf Kincir

Graf Kincir (Windmill Graph) dinotasikan denganWDm
n . Graf kincir

memiliki n titik dimana n ≥ 3 dan m salinan dari graf lengkapKn dimana

m ≥ 2. Graf kincir juga mempunyai titik pusat yang digunakan bersama oleh

semua salinannya. Banyaknya sisi graf kincir yang memilikinm −m + 1 titik

adalah nm(n−1)
2

(Ardiansyah dan Darmaji, 2013). Gambar 2.7 menunjukkan

contoh dari graf Kincir.

Gambar 2.7 Contoh GrafWd2
3

g. Graf Jahangir

Graf Jahangir adalah generalisasi dari graf roda dengan menambahkan satu

titik diantara dua titik yang bertetangga (kecuali titik pusat). Graf Jahangir

dinotasikan denganJn (Indriati, 2016). Gambar 2.8 menunjukkan contoh graf

jahangir.
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h. Graf Semi Jahangir

Graf Semi Jahangir adalah graf yang terbentuk dari graf jahangir dengan

menghilangkan satu titik yang berderajat dua. Graf semi jahangir dinotasikan

denganSJn dengann ≥ 2. Himpunan titik grafSJn adalahV = {p, xi, yk; 1 ≤
i ≤ n+1; 1 ≤ k ≤ n} dan himpunan sisiE = {pxi; 1 ≤ i ≤ n+1}∪{xiyi; 1 ≤
i ≤ n}∪{xi+1yi; 1 ≤ i ≤ n}, sehingga kardinalitas|V | = 2n+2 dan kardinalitas

sisi |E| = 3n + 1 (Indriati, 2016). Gambar 2.9 menunnukkan contoh graf semi

jahangir.

Gambar 2.8 Contoh Graf JahangirJ8

Gambar 2.9 Contoh Graf Semi JahangirSJ4

2.3 Fungsi

Fungsi merupakan suatu pemetaan dari suatu himpunanA ke himpunanB

dan dinotasikan denganf : A → B yang merupakan aturan korespondensi yang
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menghubungkan setiapx ∈ A dengan tepat satu anggota pada himpunanB.

HImpunanA disebut daerah asal(domain), dan himpunanB disebut daerah kawan

(kodomain), sedangkan hasil pemetaan dariA ke B disebut dengan daerah hasil

(range). Notasif : A → B menunjukkan bahwaf memetakanA ke B dimanaA dan

B adalah himpunan tak kosong. Jika(a, b) ∈ f , makab = f(a) untuk (a, b) ∈ f .

Fungsi dapat dibedakan menjadi 3 jenis yaitu fungsi injektif, fungsi surjektif, dan

fungsi bijektif.

2.3.1 Fungsi Injektif

Fungsi injektif (fungsi satu-satu atau onto) adalah suatu pemetaan pada setiap

elemen di daerah kodomain yang mempunyai tepat satu pasangan elemen di daerah

domain.∀a1 dana2 ∈ A, a1 6= a2 ⇒ f(a1) 6= f(a2).

2.3.2 Fungsi Surjektif

Fungsif : A → B disebut fungsi surjektif⇔ ∀b ∈ B, ∃a ∈ A ⇒ f(a) = b.

Dengan kata lain setiap elemen kodomainnya berpasangan dengan elemen domainnya.

2.3.3 Fungsi Bijektif

Fungsif : A → B disebut fungsi bijektif apabila fungsi tersebut memenuhi

fungsi injektif dan fungsi surjektif. Gambar 2.10 menunjukkan fungsi injektif, surjektif,

dan bijektif.

(c)

2

3

4

3

5

7

2

(a) (b)

1

2

1

2

3

7

9

5

A B A B A B

3

5

73

1

Gambar 2.10(a) fungsi injektif (b) fungsi surjektif(c) fungsi bijektif
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2.4 Operasi Graf

Operasi graf merupakan bebrapa cara yang dilakukan pada satu, dua atau lebih

graf untuk menghasilkan graf baru. Jenis operasi Graf diantaranya adalah operasiedge

comb product, joint, shakel, tensor, amalgamasi dan lain sebagainya. Penelitian ini

menggunakan operasi shakel.

Menurut Maryati dkk (2010), graf belenggu atau yang sering disebut shakel

dinotasikan denganshack(G1, G2, ..., Gn) sebagai sebuah graf yang dibentuk dari n

graf terhubung nontrivialG1, G2, ..., Gn sehingga untuk setiaps, t ∈ [1, n] dengan

|s − t| ≥ 2 berlakuGs dan Gttidak mempunyai titik yang sama, dan untuk setiap

i ∈ [1, n − 1], Gt dan Gt+1 mempunyai tepat satu titik yang sama, disebut titik

penghubung, dank − 1 titik penghubung tersebut semuanya berbeda. Bila untuk

setiapi ∈ [1, n], Gi isomorfis dengan grafH, makashack(G1, G2, ..., Gn) dinamakan

shakel dari grafH, dinotasikanshack(H,n). Operasi shakel memiliki beberapa

macam tergantung penghubungnya, jika penghubungnya berupa titik maka disebut

shakel titik dan dinotasikan denganshack(H, v, n). Jika penghubungnya berupa sisi

maka disebut shakel sisi dan dinotasikan denganshack(H, e, n). Gambar 2.11

menunjukkan contoh dari operasi shakel.

(a)shack(C4, v, 3) (b)shack(C4, e, 3)

Gambar 2.11(a) graf hasil operasi shakel titik(b) graf hasil operasi shakel sisi

2.5 Pelabelan Graf

Pelabelan graf merupakan salah satu topik dalam teori graf yang semakin

berkembang baik secara teoritis maupun dalam aplikasi. Pelabelan graf pertama kali
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diperkenalkan oleh Sedlacek pada tahun 1963. Pelabelan graf didefinisikan sebagai

suatu pemetaan yang memetakan himpunan bagian unsur-unsur dari graf ke suatu

himpunan bilangan (umumnya himpunan bilangan bulat positif). Setiap unsur dari graf

dapat dilabeli baik itu titik, sisi maupun keduanya (titik dan sisi). Apabila setiap titik

pada graf yang dilabeli maka disebut pelabelan titik(vertex labelling). Apabila setiap

sisi pada graf yang dilabeli maka disebut pelabelan sisi(edge lebelling). Sedangkan

apabila setiap titik dan sisi yang dilabeli maka disebut pelabelan total(total labelling).

(c)

2

32

3

1 1

3

2

(a) (b)

1

3

2 1

Gambar 2.12(a) pelabelan sisi(b) pelabelan titik(c) pelabelan total

2.6 Pelabelan Total Irregular

Pelabelan total irregular(irregular total labelling)diperkenalkan oleh Bacaet al

pada 2007. Pelabelan total irregular merupakan pemetaan bijektif himpunan titik dan

himpunan sisi pada himpunan bilangan bulat positif{1, 2, 3, .., k} Sebelumnya,

pelabelan total irregular terbagi dalam dua jenis, yaitu pelabelan total titik irregular

(vertex irregular total labelling)dan pelabelan total sisi irregular(edge irregular total

labelling), namun saat ini telah ditemukan mengenai pelabelan total-H irregular.

Pelabelan ini diperkenalkan oleh Agustin dkk pada 2016.

2.6.1 Pelabelan Total Titik Irregular (Vertex Irregular Total Labelling)

Pelabelan total titik irregular merupakan suatu pemetaan himpunan titik

dan himpunan sisi suatu grafG pada himpunan bilangan bulat positif sedemikian

hingga setiap bobot titiknya berbeda. Misalkan untuk setiap titikx dan y berbeda

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


15

maka wt(x) 6= wt(y). Pelabelan total titik irregular dapat didefinisikan sebagai

f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, 3, ..., k}. Nilai minimum k disebut dengan nilaitotal

vertex irregularity strength (tvs).

Definisi 2.1. Pelabelan total titik irregular pada sebuah grafG(V, E) merupakan

pemberian nilai bilangan bulat positif (dimana nilai yang digunakan boleh berulang)

pada himpunan titik dan himpunan sisi. Sehingga bobot setiap titiknya berbeda yaitu

w(v) 6= w(v′) untuk setiap titikv 6= v′ dimanav, v′ ∈ V .

Definisi 2.2. Sebuah graf G dengan pelabelan total titik, nilai minimum pada label

terbesar yang memuat graf G memiliki pelabelan total titik irregular disebut dengan

total vertex irregularity strength (tvs).

Berdasarkan definisi 2.1 dan 2.2 maka nilaitvspada sebuah graf berupa bilangan

positif minimum yang terdapat pada label terbesar. Berikut ini adalah teorema dari

total vertex irregularity strength (tvs).

Teorema 2.1. Misal G(V, E) adalah graf dengan|V | adalah jumlah titik dan|E|
adalah jumlah sisi dengan∆ derajat maksimum danδ derajat minimum, maka :

d|V |+ δ

∆ + 1
e ≤ tvs(G) ≤ |V |+ ∆− 2δ + 1

2.6.2 Pelabelan Total Sisi Irregular (Edge Irregular Total Labelling)

Pelabelan total sisi irregular merupakan suatu pemetaan himpunan titik dan

himpunan sisi suatu grafG pada himpunan bilangan bulat positif sedemikian hingga

bobot setiap sisinya berbeda. Pelabelan total sisi irregular dapat didefinisikan sebagai

f : V ∪ E → {1, 2, 3, ..., k} dimana untuk setiap sisie danf berbeda makawt(e) 6=
wt(f). Nilai minimumk disebut dengan nilaitotal edge irregularity strength (tes).

Definisi 2.3. Pelabelan total sisi irregular pada sebuah grafG(V, E) merupakan

pemberian nilai bilangan bulat positif (dimana nilai yang digunakan boleh berulang)
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pada himpunan titik dan himpunan sisi, sedemikian hingga bobot setiap sisinya

berbeda, yaituw(e) 6= w(e′) untuk setiap sisie 6= e′ dimanae, e′ ∈ E.

Definisi 2.4. Sebuah grafG dengan pelabelan total sisi, nilai minimum pada label

terbesar yang membuat grafG memiliki pelabelan total sisi irregular disebut dengan

total edge irregularity strength (tes).

Berdasarkan definisi 2.3 dan 2.4 maka nilaitessebuah grafG berupa bilangan

bulat positif minimum pada label terbesar. Berikut ini adalah teorema yang berkaitan

dengantotal edge irregularity strength (tes).

Teorema 2.2.MisalkanG = (V, E) adalah sebuah graf dengan himpunan titikV dan

himpunan sisiE (yang tidak kosong), maka:

d|E|+ 2

3
e ≤ tes(G) ≤ |E|

2.6.3 Pelabelan Total-H Irregular

Pelabelan total-H irregular merupakan hasil pengembangan dari pelabelan total

sisi irregular, dimanaH ⊆ G atau dengan kata lainH merupakan subgraf dari suatu

grafG. Dari Pelabelan total sisi irregular diketahui bahwa untuk suatu grafG = (V, E)

dapat didefinisikan suatu fungsif : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, 3, ..., k} merupakan nilai

ketakteraturan total sisi(total edge irregularity strength)jika untuk setiap dua sisi

berbedae danf dariG masing-masing memilikiψ(e) 6= ψ(f) dimana bobot dari suatu

sisie = {u, v} pada labelv adalahψ(e) = v(u)+v(v)+v(e). Nilai minimumk disebut

dengantotal edge irregularity strength. Sedangkan nilai minimumk pada pelabelan

total-H irregular disebut dengan nilai ketakteraturan total-H atautotal-H irregularity

strength, dan dinotasikan dengantHs(G). Disebuttotal-H irregularity strengthjika

ada suatu labelf : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, 3, ..., k} untuk sebarang subgrafH ⊆ G,

bobot total-H W (H) = Σv∈V (H)f(V ) + Σe∈E(H)f(e) berbeda. Himpunan dari bobot

total-H sendiri adalahW (H) = (pH + qH, pH + qH + 1, pH + qH + 2, ..., pH +
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qH + |H| − 1) dimanapH adalah jumlah titik pada subgrafH, qH adalah jumlah sisi

pada subgrafH, dan|H| adalah jumlah subgrafH pada suatu grafG.

Lemma 2.1. Misalkan G,H ⊂ G adalah sebarang dua graf. MisalkanpH , qH

merupaka masing-masing dari jumlah titik dan sisi dariH. makatotal-H irregularity

strengthmemenuhi

tHs(G) ≥ dpH + qH + |H| − 1

pH + qH

e

2.7 Aplikasi Graf

Teori Graf memiliki banyak manfaat dalam kehidupan sehari-hari. Teori graf

memodelkan atau merepresentasikan suatu masalah menjadi titik dan sisi sehingga

mudah untuk diselesaikan. Manfaat teori graf yang sering digunakan adalah

pada jaringan komunikasi, salah satunya adalah komunilkasi antara agen CIA.

Kemutakhiran sandi di kantor CIA sangat dibutuhkan. Teknik kodefikasi sandi tingkat

tinggi diperlukan sehingga sandi yang dihasilkan merupakan sandi yang rumit dan

kompleks. Suatu tugas tertentu harus diselesaikan bersama tiga orang agen rahasia dan

dimungkinkan terdapat dua orang agen lainnya menyelesaikan tugas yang sama,

atau dengan kata lain setiap satu dari tiga anggota agen rahasia CIA diharuskan

mengirimkan kode rahasia pada dua anggota agen rahasia CIA yang lain. Data awal

penyelesaian tugas dapat diakses/disimpan oleh anggota agen rahasia apabila tiga agen

rahasia memasukkan kodenya sehingga total kode yang dimasukkan memiliki sifat

yang unik, baik untuk tugas tertentu maupun untuk keseluruhan tugas, bila tidak maka

tugas tidak dapat diselesaikan. Disamping itu kode harus dapat diperbaharui setiap

saat oleh anggota agen rahasia CIA, agar rahasia sebuah tugas tidak mudah terungkap.

Permasalahan utamanya adalah bagaimana membangun kode rahasia yang optimal.

Permasalahan ini dapat direpresentasikan kedalam teori graf dimana jaringan

komunikasi antar anggota agen rahasia CIA dinyatakan sebagai suatu grafG. Seorang
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agen rahasia CIA dinyatakan sebagai titik dan relasi dari satu agen CIA ke agen CIA

yang lain dinyatakan sebagai suatu sisi. Setiap kode yang dimiliki oleh seorang agen

rahasia CIA dinyatakan sebagai bobot titik dan setiap kode rahasia yang dikirimkan

dari satu anggota agen rahasia CIA ke anggota agen rahasia CIA yang lain dinyatakan

sebagai bobot total sisi, sedangkan jumlah dari kode rahasia yang dimiliki anggota agen

rahasia CIA dan kode rahasia yang dikirimkan pada setiap anggota agen rahasia CIA

yang lain dinyatakan sebagai bobot total subgraf-H. Dengan menggunakan kajian pada

pelabelan total-H irregular yaitu dengan mencari nilai ketakteraturan total-H atautHs

dapat dibangun suatu kode rahasia. Berikut ini adalah ilustrasi dari tiga orang agen

rahasia CIA dengan tugas A,B,C,D.

D

7

8

9

10

11

39

40 41

42A

B C

12

3

4

5

6

Gambar 2.13 ilustrasi tiga anggota CIA dengan tugas A,B,C,D
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Gambar 2.14 graf dari gambar 2.13 yang diperluas

Pada gambar 2.14 diketahui bahwap Pada setiap tugas terdapat 6 kode rahasia

yang dapat disusun secara acak, artinya setiap tugas memiliki6! atau 720 susunan kode

rahasia. Berikut ini adalah beberapa susunan kode rahasia yang dapat dibangun dari

tugas A.

A1 : 1− 19− 2− 20− 3− 18

A2 : 19− 2− 20− 3− 18− 1

A3 : 2− 20− 3− 18− 1− 19

A4 : 20− 3− 18− 1− 19− 2

A5 : 3− 18− 1− 19− 2− 20

dan seterusnya sampai berjumlah 720 susunan kode rahasia yang dibangun secara

acak dari tugas A. Begitu pula untuk kode rahasia yang dibangun secara acak dari

tugas-tugas yang lain. Setiap tugas meiliki6! atau 720 susunan kode rahasia, sehingga

pada ilustrai 2.14 banyaknya susunan kode rahasia yang dapat dibangun adalah

sebanyak8x6! atau 5760 susunan kode rahasia.
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut :

a. Metode Deduktif Aksiomatik

Metode deduktif aksiomatik menggunakan prinsip-prinsip pembuktian

deduktif yang berlaku dalam logika matematika dengan menggunakan aksioma

atau teorema yang telah ada.

b. Metode Pendeteksian Pola

Proses penelitian ini menggunakan metode pendeteksian pola untuk

merumuskan pola umumnya. Metode ini digunakan untuk merumuskan pola

pelabelan titik dan pelabelan sisi secara umum, sehingga akan didapatkan

perumusan nilai total -H irregular pada graf hasil operasi shakel.

3.2 Indikator Penelitian

Pada Penelitian ini indikator yang digunakan adalah batas bawah dan batas atas

dari nilai total-H irregularity strength (tHs)yaitu:

tHs(G)≥ dpH+qH+|H|−1
pH+qH

e

3.3 Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf khusus dan graf hasil operasishackle. Teknik

penelitian yang digunakan adalah sebagai berikut:

a. menghitung kardinalitas titik dan kardinalitas sisi pada graf khusus hasil operasi

shakel;
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b. menentukan batas bawah daritHs graf khusus dan graf hasil operasi shakel

dengan menggunakan lemma 2.1;

c. menentukan pelabelan titik dan sisi pada graf khusus dan graf hasil operasi

shakel dengan bilangan bulat{1, 2, .., k}, sedemikian hingga setiap subgraf nya

memiliki bobot yang berbeda;

d. menentukan formulasi dari pelabelan graf khusus dan graf hasil operasi shakel

yang sudah dilakukan, formulasi ini berupa fungsi yang memetakan himpunan

titik dan himpunan sisi pada bilangan bulat positif;

e. memeriksa kembali bobot setiap subgraf yang ada dengan formulasi yang sudah

ditentukan;

f. menentukan nilaitHs dari graf khusus dan hasil operasi shakel dengan

menggunakan batas bawah yang sudah diperoleh;

g. menemukan teorema.

Adapun skema dari teknik penelitian ini dapat dilihat pada gambar3.1.
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Ya

Mulai

Memilih graf khusus

Menentukan label titik dan sisi

Menghitung kardinalitas titik dan
kardinalitas sisi pada graf

Menentukan batas bawah nilai
tHs

Menentukan formulasi dari pelabelan

Memeriksa setiap bobot totalH

apakah sudah berbeda

Menentukan nilaitHs

Teorema

Selesai

Tidak

Gambar 3.1 Skema Penelitian
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan dapat diperoleh kedimpulan sebagai berikut.

a. Nilai tHs (total-H irregularity strength) dari hasil operasi shakelW4 = d4n+1
6
e,

nilai tHs (total-H irregularity strength) dari hasil operasi shakelSJ2 = dn+6
8
e,

nilai tHs (total-H irregularity strength) dari hasil operasi shakelWd2
3 = d2n+3

6
e,

nilai tHs (total-H irregularity strength) dari hasil operasi shakelBT3 = d3n+2
6
e,

dan nilai tHs (total-H irregularity strength) dari hasil operasi shakelBT2 =

d2n+3
6
e.

b. Nilai tHs (total-H irregularity strength) dari hasil operasi shakel subgraf

(W6, C4,m) = d4n+3
6
e, dan Nilai tHs (total-H irregularity strength) dari hasil

operasi shakel subgraf(F 6
1 , C4,m) = d3n+4

6
e.

5.2 Saran

Berdasarkan penelitian mengenai pelabelan total-H irregularity strength dalam

mencari nilaitHs (total-H irregularity strength) pada hasil operasi shakel beberapa

graf khusus, maka peneliti memberikan saran kepada peneliti lain untuk melakukan

penelitian mengenai pelabelan total-H irregular pada graf-graf khusus lainnya dengan

menggunakan operasi yang berbeda.
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