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berada di jalan Allah hingga ia pulang”
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beberapa derajat”
(QS. Al-Mujadalah:11) 2

1Syaikh Muhammad bin Kamal Khalid As-Suyuthi. 2005. Kumpulan Hadits yang Disepakati 4
Imam: Abu Daud, Tirmidzi, Nasa'i dan Ibnu Majah. Jakarta: Pustaka Azzam.

2Departemen Agama Republik Indonesia. 2009.Qur'an: Terjemah dan Tafsir Per Kata
Bandung: Penerbit Jabal.
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RINGKASAN

Super (a, d)-H-Antimagic Total CoveringOrde Dua pada Graf Hasil Operasi
Shackle Rosanita Nisviasari, 131810101002; 2017: 58 halaman; Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan lIlmu Pengetahuan Alam Universitas Jember.

Pelabelan adalah salah satu kajian teori graf. Pelabelan pada suatu graf
adalah suatu pemetaan bijektif yang memetakan elemen-elemen graf (titik dan
sisi) ke himpunan bilangan asli berurutan. Pemetaan disebut fungsi bijektif jika
setiap elemen pada graf dinomori dengan bilangan bulat positif yang berbeda.
Suatu grafG dapat dikatakan sebagai, (/)-H-antimagic total orde dua apabila
memiliki fungsi bijektif f : V(G) U E(G) — {1,2,...,|V(G)| + |E(G)|}
untuk setiap subgrafG isomorfis terhadapH dan bobot total selimutnya
W(H) = > ,cvan f(0) + 2 .cpm) f(e) membentuk barisan aritmatik orde dua
{a,a+d,a+3d,a+6d,...,a+ (@)d}, dengam dand merupakan bilangan
bulat positif dann merupakan jumlah semua subgfafyang isomorfis terhadap
H. Jika fungsi tersebut ada, maKalisebut sebagai suatu, (/)-7{-antimagic total
covering dari grafG. Suatu {, d)-H-antimagic total covering dengan funggi
dikatakan super apabila: V(G) — {1,2,...,|V(G)|}.

Hasil utama dari penelitian yang akan dibahas terkait dengan pelabelan total
super(a, d)-H-antimagicorde dua pada graf hasil operabiackleyaitu lemma dan
teorema. Teknik yang digunakan untuk pelabelan adalah teknik partisi, dimana
himpunan bulat dikelompokkan ke dalam baris dan kolom. Terdapat beberapa
lemma dan teorema baru yang ditemukan secara eksperimental dalam penelitian
ini.

Sebagai contoh kasus, graf yang digunakan untuk pelabelan total super
(a, d)-H-antimagic pada graf hasil operasiackleyaitu saatd = W, H = K,
dan H = H,. Graf hasil operasshackledari sebarang graf memiliki himpunan
titk V = {z;;1 < j < n+1}U{z;;1 <i <pyg—21<j < n}dan
himpunan sisit = {e;;;1 < i < gy,1 < j < n}. Sedangkan jumlah titik
pe =|V(G)| =n+1+(py—2)n=1+npy +n—2n =1+ npy —n dan
jumlah sisiqz = |E(G)| = ngy dimanapy dan gy merupakan selimut saat
‘H = H dengan jumlah selimut.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif
aksiomatik, yaitu dengan menurunkan aksioma atau teorema yang telah ada.
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Dengan metode tersebut diperoleh bahwa batas atas nilai detki super

antimagic total coveringorde dua pada graf hasil operashackle adalah

2[p%, —pH+q%]
d< =5

Fungsi bijektif partisi untuk pelabelan berorde dua yang ditemukan adalah

S 2 o . , .

—2m2—4m+4mi+4amj—i’+3i—2ij—5%+j
2

;?d7(i7j) =

1<t <m,i+73>m+1

2m3+3m2+(352-9j+7)m

G membentuk barisan

dan diperolehd_" | gy (4 J) =
aritmatika orde dua dengan beda= m;

2 . 2 . . . . .
- ( ) 2 ngz : 2];1§Z§7’L72+J§77l+1
1,]) =
m,dg \"» 2 . s o 2 2
Am“+4dm—4Ami—4mj—3i—j+2ij+i°+5°+2 . . .
LA 17T ST "”2’] KA T 1<t <my,i+73>m+1

dan diperolely_", P, (i, ) = m=tm -9 m mempbentuk barisan

aritmatika orde dua dengan beda= —m.

Graf hasil operasshackleyang dinotasikan dengafi = shack(H,v,n)
memiliki pelabelan total selimut supetr(,(m; — 1) + 3m; + %5 + ng + faa-
%(mg—1)+m3+%(1+m4)+%(2nm5—n+3)+@—%§+5%+
M (my + 1) 4+ B2 (2nmg — mg + 1) + (n + 1) (mg + ms +my +ms + me +my7 +
mg + mg) + nmoms + nmy(ms + ms) + nms(me + ms + my) + nmeg(ms + ms +
my + ms) + nmz(ms + ms + mg + ms + meg) + nmg(mq + mg + my + ms + me +
my) + nmg(msg + ms + my +ms + me +my +mg) + (e — 1) + ¢ + Z(c +
1) +%2ncs —n+3) + (s +1) + S(2ncs —c5 + 1) + L(2ncg +n + 1) +
(npg —n—+1)(c1 + 2+ 3+ ¢4+ ¢5 4 ) +neica + nes(ep + c2) +neg(cr + co +
c3) +nes(er + e + ez 4 ¢4) +ncg(er + c2 + ¢33+ ¢4 + ¢5), me — mg)-H-antimagic
orde dua dengan > 2 dimanam,, mo, ..., mg dancy, ¢, ..., cg Merupakan
banyaknya baris dalam variasi partisi yang digunakan pada pelabelan total selimut
super antimagic orde dua dengap+ms+m4+ms+mg+mr;+mg+mg = py—2
danc; + ¢ + 3 + ¢4 + ¢5 + ¢cg = qu Sertapy dangy adalah banyaknya titik dan
sisi pada graff untuk mendapatkan variasi niléi
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pelabelan adalah salah satu kajian teori graf. Pelabelan graf pertama kali
diperkenalkan pada tahun 1970-an oleh Kotzig dan Rosa. Pelabelan merupakan
suatu pemetaan satu-satu yang memetakan himpunan elemen bilangan bulat positif.
Berdasarkan elemen-elemen yang dilabeli, pelabelan dapat dibedakan menjadi tiga
jenis, yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan titik dan sisi atau pelabelan
total.

Pada tahun 2005, Gidtrez dan Llad memperkenalkan pelabelan selimut
magicyang dikembangkan dari pelabelan tategic Jika setiap garis pada graf
G, E(G) termuat dalam subgrafl dari G yang isomorfik dengaf{ merupakan
subgraf G, maka pelabelan tersebut disebut pelabefdrmagic covering
Kemudian Inayah (2013) mengembangkan pelabglaantimagic coveringyaitu
suatu pelabelan pada g@fyang memiliki sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat
jumlahan yang merupakan barisan aritmatikaa + d,a + 2d, ...,a + (s — 1)d}
dengam adalah bobot selimut terkecil dengan beda

Pelabelan graf mengalami banyak perkembangan, adapun beberapa penelitian
yang membahas tentangveringdiantaranya adalah super; )-H-antimagictotal
selimut pada grathacklekipas F;, oleh Azizah dan Dafik (2014) menemukan
bahwaSHATC (superH antimagictotal covering pada grafshacklekipas F;,
dengam > 4 memiliki super (8n + 115, 3), (18n + 111, 8), (18n + 87,24), dan
(18n + 82, 29). Latifah dkk. (2015) telah menemuk&{. A7 C untuk amalgamasi
graf kipas Amal(F,, P,,2) memiliki pelabelan supergi%”,O) untuk n genap,
(%, 0) untukn ganjil, (13n + 19, 1), dan (1n + 23, 3) untukn > 2. Pelabelan
super(a, d)-H-antimagic total dekomposisi pada graf windmill oleh Milasari dkk.
(2015) menemukan bahw#H.A7 C memiliki super 08n + 22,0), (95n + 25, 6),
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(91n + 29,14), (88n + 32, 20), (86n + 34,24), (73n + 47,50) dan (1n + 49, 54)
untukn > 2.

Pada beberapa penelitian sebelumnya, mengenai pelabelan banyak yang
menggunakan pelabelan berorde satu. Oleh karena itu, pada penelitian ini
mengembangkan pelabelan berorde dua. Operasi yang digunakan pada penelitian
ini adalah operashacklepada graf sederhana, terhubung, dan tidak berarah. Graf
H merupakan graf sederhana, terhubung, dan tidak berarah yang dioperasikan
shacklesebanyak: graf dengan menghubungkan titik dapat dinotasikan sebagai
shacKH,v,n). Pada penelitian ini, dalam contoh kasusnya menggunakan graf
roda (V), graf lengkap ), dan graf helm fZ,). Langkah awal yang dilakukan
adalah penentuan kardinalitas titik dan sisi yang kemudian akan digunakan untuk
menemukan batas atas nilai beda. Batas atas nilai beda digunakan untuk memberi
batasan pada nilai bedasehingga dalam mencari beberapa nilai beda akan selalu
mendapatkan hasil. Kemudian menemukan fungsi bijektif partisi untuk pelabelan
berorde dua. Setelah menemukan beberapa nilai deda fungsi bijektif partisi

untuk pelabelan berorde dua dilanjutkan dengan fungsi bijektif pelabelan orde dua.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan pemaparan latar belakang diatas, maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah:
a. berapa batas atas nilai bedalari super antimagic total coveringrde dua
pada graf hasil operashackl®
b. bagaimana fungsi bijektif partisi untuk pelabelan berorde dua?
c. bagaimana fungsi bijektif pelabelanper(a, d)-H-antimagic total covering

orde dua pada grahacKH, v, n) untuk mendapatkan variasi nilé?

1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai dengan rumusan masalah dan pemaparan latar belakang diatas, adapun
tujuan dari penelitian ini adalah:

a. menentukan batas atas nilai betidari super antimagic total coveringrde
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1.4

15

dua pada graf hasil operashackle

. menentukan fungsi bijektif partisi untuk pelabelan berorde dua;

. menentukan fungsi bijektif pelabelanper(a, d)-H-antimagic total covering

orde dua pada grahacKH, v, n) untuk mendapatkan variasi niléi

Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

. menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf mengepar

(a, d)-H-antimagic total coveringrde dua pada graf hasil operabiackle

. memberi motivasi kepada peneliti graf lain untuk memperluas penelitian

tentangsuper(a, d)-H-antimagic total covering

. hasil dari penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan

dan perluasan ilmu dari permasalahan super )-H-antimagic total

covering

Kebaharuan

Kebaharuan dalam penelitian ini adalah mendapatkan batas atas nilai beda

pada pelabelan yang berorde dua. Selain itu, teknik pelabelan yang digunakan pada

penelitian ini yaitu menggunakan teknik partisi berorde dua. Hasil penelitian ini

adalah mengeneralisasi pelabelan supgf)¢H-antimagic total covering orde dua

pada graf hasil operashackle


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Tahun 1736, Leonhard Euler, seorang matematikawan asal Swiss, pertama
kali menemukan penyelesaian dari masalah tujuh jembatan di ktgggberg
menggunakan graf. Euler merepresentasikan permasalarag¥erg dalam graf
dimana tujuh jembatan dinyatakan sebagai garis yang disebut sisi dan daratan yang
dihubungkan oleh jembatan dinyatakan sebagai titik.

Sebuah graflG dapat dideskripsikan sebagai pasangan himpunan Wari (
E) dimana V' merupakan himpunan tak kosong yang elemen-elemennya
disebut titik frertey dan £ merupakan himpunan yang boleh kosong dengan
elemen-elemennya disebut Sisilge). Vertexdigambarkan sebagai titik atawode
sedangkan sisi digambarkan sebagai garis yang menghubungkan dueelieah
Dengan demikian, definisi diatas menyatakan bahwa sebuah graf harus memiliki
titik dan diperbolehkan tidak memiliki sisi. Sehingga, sebuah graf dimungkinkan
tidak mempunyai sisi, namun harus ada minimal satu titik (Munir, 2010). Contoh

dari suatu graf= terlihat pada Gambar 2.1.

G

Gambar 2.1 Contoh Graf
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Sisi merupakan pasangan tak terufutv) dari dua titik « dan v di
V. Himpunan titik grafG dinotasikan denga’V(G) = {vi,vs,...,v,} dan
himpunan sisi grafG dinotasikan denganE(G) = {ej,e,...,e,} atau
E(G) = {(v1,v2), (v2,v3), ..., (Vn—1,v,) } dengare = (v;,v;) yang berarti bahwa
sisi tersebut menghubungkan titik danv;. Banyaknya titik pada grafr disebut
sebagai kardinalitas titik dinotasikan dengdn(G)| sedangkan banyaknya sisi
pada graf7 disebut sebagai kardinalitas sisi dinotasikan dengdayr)| (Hartsfield
dan Ringel, 1994).

Jika terdapat dua graf yang sama namun memiliki geometri yang berbeda,
maka graf tersebut disebut sebagai graf isomorfis. Menurut Damayanti (2011), jika
dua buah graf7; danG, memiliki pemetaan satu-satuantaral’ (G ) padaV (Gs)
sedemikian hingga misalv € E(G,) jika dan hanya jika¢(u)o(v)) € E(G,),
makaG; dan(G, tergolong graf isomorfis dan dapat ditulis = Gs.

Gl G2

Gambar 2.2 Contoh Dua Graf yang Isomorfis

Dua graf atau lebih yang digabungkan dapat dinotasikan demg@n
dapat diartikan sebagai gabungan saling leplégdint) salinan grafG sebanyak
m komponen. Suatu graf{ disebut subgraf (graf bagian) dari gréf jika
V(H) CV(G)danE(H) C E(G) yang dinotasikan dengdit C G.
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Gambar 2.3 Contoh Graf dan Subgrafnya

Pengelompokan graf dapat dikategorikan berdasarkan pada sudut pandang
pengelompokannya. Berdasarkan titik yang terhubung pada suatu graf, terdapat
graf terhubung. Graf; dikatakan terhubungonnectedljika untuk setiap dua titik
yang berbeda, misal danv; di G dihubungkan oleh lintasapéth). Berdasarkan
orientasi arah pada suatu graf, terdapat graf tak beraratiréct graph). Graf tak
berarah adalah graf yang setiap sisinya tidak berorientasi pada arah. Berdasarkan
ada tidaknya sisi ganda atauplwvop pada suatu graf, terdapat graf sederhana
(simple graph. Graf sederhana merupakan graf yang tidak memiliki sisi ganda

maupunoop.

Gambar 2.4 Contoh Graf Sederhang)

2.2 Graf Khusus

Suatu graf dapat disebut sebagai graf khusus apabila graf tersebut memiliki
karateristik dan keunikan tertentu.  Karateristik graf khusus dapat dilihat
dari simetris atau tidak graf khusus tersebut meskipun diperluas sampai

Keunikannyanya adalah graf khusus tersebut tidak isomorfis dengan graf yang lain.
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Beberapa graf khusus diantaranya adalah graf lintasan, graf lingkaran dan graf
roda.

Graf lintasan atapath graphadalah graf yang terdiri dari satu lintasan. Graf
lintasan yang memilikh, titik dinotasikan denga®, dengann > 2. Banyaknya
sisi pada graf lintasan yang memilikititik adalahn — 1 (Damayanti, 2011). Graf
lingkaran atawcycle graphyaitu graf yang jumlah titik dan sisinya sama. Graf
lingkaran dengan titik dinotasikan dengan’, dengam > 3 (Munir, 2010).

Graf roda atauwheel graphadalah graf yang dibentuk dari graf lingkaran
C,, dan satu titik sebagai titik tengah atau pusat yang dihubungkan oleh sisi pada
setiap titik diC,,. Graf roda dapat dinotasikan seba@di dengann > 3. Graf
roda memilikin + 1 titik dan 2n sisi (Gallian, 2011). Graf lengkap ataomplete
graphadalah graf sederhana yang setiap titiknya terhubung oleh sisi ke semua titik
lainnya. Graf lengkap memiliki titik dinotasikan sebagalk,, dengann > 2.
Banyaknya sisi graf lengkap yang memilikititik adalahn(”T‘l) sisi (Damayanti,
2011). Graf helm atabelm graphyang dinotasikan dengaH, adalah graf yang
didapatkan dari sebuah graf rodg, dengan menambahkan sisi anting-anting pada

setiap titik pada lingkaran (Gallian, 2011)

Cycle GraphCs Wheel GraphV;
Helm GraphH;

Path GraphP4 Complete Graphy

Gambar 2.5 Contoh Graf Khusus
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2.3 Operasi Graf

Operasi graf merupakan suatu cara untuk mengoperasikan dua graf atau lebih
sehingga menghasilkan graf baru. Terdapat beberapa macam operasi graf, salah satu
diantaranya adalah operatiackle Dalam penelitian ini, operasi yang digunakan
adalah operashackle

Suatu graf hasil operashackledibentuk dari graf terhubung., Go, . .., G,
dengank > 2 sehingga untukz, danG, tidak mempunyai titik yang sama untuk
setiaps,t € [1,k] dengan|s — ¢| > 2, dan untuk setiap € [1,k — 1], G; dan
G,;+1 mempunyai tepat satu titik sama yang disebut titik penghubung dantitik
penghubung semuanya berbeda. Graf shackle dapat dinotasikan sHaai&r,

Ga, ..., Gy) (Maryati dkk., 2010).

Gambar 2.6 merupakan contoh dari hasil operatiackle yang
mengoperasikarcycle graph (C;) sebanyak tiga graf dengan titik sebagai
penghubungnya. Graf hasil operasi tersebut dapat dinotasikan sebagai
shacKC'y, v, 3).

Shack(Cy, v, 3)

Gambar 2.6 Contoh Hasil Oper&tackle

2.4 Fungsi dan Barisan Aritmatika Berorde Dua

Misalkan A dan B merupakan dua himpunan tak kosong. Pemetaan dari
himpunan A ke himpunanB dapat dideskripsikan sebagai suatu relasi yang
memasangkan setiap anggota himpuAatengan tepat satu anggota himpuran

Himpunan A disebut sebagai daerah asal pemetatom@in) dan himpunanB
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diartikan sebagai daerah kawan pemetdaddmair). Sedangkan daerah hasil
pemetaan disebut sebagainge Pemetaan tersebut dapat dinotasikan sebagai
f A — B. Notasi tersebut mempunyai arti bahwa fungisinemetakan setiap

anggota himpunad dengan tepat satu pasangan anggota himpihan
A B A B A B
1@+—@ 2 1@+—@ 3 1@+——@5
. e B 2 7
b2 .0, @ o -0

(@) (b) (€)

Gambar 2.7 (a) Fungsi Injektif, (b) Fungsi Surjektif, dan (c) Fungsi Bijektif

Suatu fungsi dapat dibedakan menjadi beberapa jenis, diantaranya adalah
fungsi injektif, fungsi surjektif, dan fungsi bijektif. Fungsi injektif (fungsi into atau
fungsi satu-satu) adalah suatu fungsi yang elemen kodomainnya berpasangan
dengan tepat satu elemen domainnya. Secara matematis fungsi— B dapat
dikatakan sebagai fungsi injektif, jika dan hanya jika untuk sebarangan
ap anggota himpunand, dimana a; tidak sama dengam, maka berlaku
f(la1) # f(a2). Fungsi surjektif (fungsi onto) adalah suatu fungsi yang setiap
elemen kodomainnya berpasangan dengan elemen domainnya. Secara matematis
fungsi f: A — B dapat dikatakan sebagai fungsi surjektif, jika dan hanya jika
rangef(R;) sama dengam® (kodomain) ataw b € B, 3 « € A maka f(a) = b.

Fungsi bijektif adalah suatu fungsi yang memenuhi fungsi injektif dan fungsi
surjektif. Gambar 2.7 menunjukkan fungsi injektif, fungsi surjektif dan fungsi
bijektif.

Barisan adalah suatu susunan bilangan yang dibentuk menurut suatu urutan
tertentu. Bilangan-bilangan yang menyusun barisan tersebut disebut suku. Jika
barisan yang suku berurutnya mempunyai beda bilangan yang sama maka barisan

tersebut dikatakan sebagai barisan aritmatika. Barisan aritmatika juga ada yang
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berorde dua. Barisan aritmatika berorde dua adalah barisan bilangan yang tidak
memiliki beda yang tetap, tetapi jika beda tersebut dijadikan barisan bilangan akan
ditemukan beda yang tetap. Dari uraian tersebut, barisan aritmatika berorde dua
dapat dituliskan sebagdii, a + b, a + 2b + ¢, a + 3b + 3¢, a + 4b + Gc, .. .,

a+ (n—2)b+ (W)c, a+(n—1)b+ (W)c} Jadi, rumus ke dari

suatu barisan aritmatika berorde dua adalah

U,=a+(n—1)b+ (n—1)(n —2)c

(2.1)

dengan

U,, = suku ken

a = suku pertama orde ke-2
b = suku pertama orde ke-1

c = beda

2.5 Pelabelan Graf
2.5.1 Definisi Pelabelan Graf

Pelabelan pada suatu graf adalah suatu pemetaan bijektif yang memetakan
elemen-elemen graf (titik dan sisi) ke himpunan bilangan asli berurutan. Pemetaan
disebut fungsi bijektif jika setiap elemen pada graf dinomori dengan bilangan bulat
positif yang berbeda (Wallis, 2001).

Suatu pemetaan satu-safudari V(G) U E(G) ke himpunan bilangan
bulat {1,2,3,...,p + ¢} disebut pelabelan totala(d)-sisi antimagic jika
bobot sisinyaw(uv) = f(u) + f(uv) + f(v) denganuv € E(G) adalah
{a,a +d,a + 2d,...,a + (¢ — 1)d} untuka > 0 dand > 0. Pelabelan total
(a, d)-sisi antimagic f dikatakan super jika memiliki sifat bahwa titiknya dilabeli
dengan bilangan bulat positif 2, . . ., p yang selalu bernilai lebih kecil dari label
sisigrafGdanf(E(G)) ={p+ 1,p+2,...,p+ ¢} (Baca dan Miller, 2008).

Terdapat sebuah kombinasi dari pelabelan tofald)-sisi antimagic

dan coveringH yaitu pelabelan (a,d)-H-antimagic total covering
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Menurut Dafik dkk. (2016) pelabelaria, d)-H-antimagic total covering
graf G adalah pelabelan totah dari V(G) U E(G) pada bilangan bulat
{1,2,3,...,|V(G) U E(G)|}, untuk setiap subgrat{ dari G yang isomorfik
dengan dimanad H = 3y Av) + D.cpam Ale) merupakan barisan
aritmatika.  Graf G dikatakan memiliki pelabelar?{ antimagic super jika
{A) ey ={1,2,..., [V}

Sehingga, dapat diartikan bahwa jika suatu graf= (pg, ¢g) mempunyai
pelabelan super (a,d)-H-antimagic total covering dengan fungsi total
f(VUE) ={1,2,3,...,pc + qc} maka himpunan bobot selimut graf tersebut
merupakan barisan aritmatika,a + d,a + 2d,...,a(s — 1)d} dimanaa

merupakan bobot selimut terkecil ddiatas atas nilai beda.

2.5.2 Pelabeland, d)-H-Antimagic Total Coveringdorde Dua

Suatu grafG dapat dikatakan sebagai, (/)-H-antimagic total orde dua
apabila memiliki fungsi bijektiff : V(G)UE(G) — {1,2,...,|V(G)|+|E(G)|}
untuk setiap subgrafG isomorfis terhadapH dan bobot total selimutnya
W(H) = X evian f(v) + Xccpp f(e) membentuk barisan aritmatik orde dua

{a,a+d,a+3d,a +6d,...,a+ (”t”)d}, dengam dand merupakan bilangan

bulat positif dann merupakan jumlah semua subgfafyang isomorfis terhadap
H. Jika fungsi tersebut ada, maKalisebut sebagai suatu, (/)-7{-antimagic total
covering dari grafG. Suatu §, d)-H-antimagic total covering dengan funggi
dikatakan super apabila: V(G) — {1,2,...,|V(G)|} (Agustin dkk., 2017).

2.5.3 Batas Atas Nilai Bedd Pelabelan Selimut Supet,(@)-H-AntimagicOrde
Dua
Batas atas nilai beddmerupakan nilai bedaterbesar dalam pelabelan super
antimagictotal suatu graf. Batas atas nilai betipelabelan orde dua diperoleh dari
pengembangan batas atas nilai bégelabelan orde satu. Lemma yang digunakan
untuk menghitung batas atdpada pelabelan orde dua adalah sebagai berikut.

Lemma 2.1. Jika sebuah grafG(V,E) memiliki pelabelan super(a,d)-H
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antimagic total covering maka

(pc — pu)pE + (96 — qm)an
s2—s
2

d<

untuks = |H;|, pc = |V|, ¢ = |E|, pu = |V’|, gz = |E’| (Agustin dkk., 2017)

2.6 Teknik Partisi

Teknik partisi partition techniqug¢yang dapat dinotasikan deng&} ,(4, j)
merupakan suatu metode yang digunakan untuk membagi atau memecah fungsi
berdasarkan selimutnya. Partisi dapat dinyatakan dalam bentuk sebuah matriks
denganm baris dann kolom, yang jumlah masing-masing kolomnya membentuk
barisan aritmatika dengan nilai bedaligunakan untuk mengkontruksi pelabelan
(a, d)-H-antimagicsuper pada graf. Hal ini berlaku untuk pelabelan berorde satu
maupun berorde dua. Salah satu contoh partisi untuk pelabelan berorde dua adalah
sebagai berikut.

Tabel 2.1: Partisi untuk Pelabelan Orde Dua.

i\jl1 2 3 4 5
TR \ | 47 (RO
2 |9 8 7 6 16
3 |12 11 10 17 20
4 |14 13 18 21 23
5 |15 19 22 24 25

55 55 60 70 85
0 5 10 15
5 5 5

Misal n, m, d, i danj merupakan bilangan bulat positif atau nol. Anggap
bahwa partisP;,, ,(i, j) dari himpunan{1,2,3, ..., mn} dengam > 2, sedemikian
hingga nilai beda antara jumlah bilangan sebanyakaris untuk masing-masing
kolom dengan = 1,2,3,...,m danj = 1,2,3,...,n adalah konstad. Jumlah
bilangan pad#®;, ,(i, j) adalahy P}, ,(i, j) dan untuk sebarang konstahtaotasi

.q(i,7) @ b adalah hasil operasi penjumlahan setiap bilangan @i, j)
ditambahkan dengah (Baca dkk, 2013). Berikut adalah beberapa Lemma yang
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diperoleh dari bentuk umum partigy; ,(i, j).

Lemma 2.2. Misal n danm adalah bilangan bulat positif, untuk=1,2,3,...,n
jumlah dariPy, , (i,7) = (i — 1)n + j; 1 < i < m membentuk barisan aritmatika
dengan bedad; = m (Dafik dkk., 2017). O
Lemma 2.3. Misal n danm adalah bilangan bulat positif, untuk=1,2,3,...,n
jumlah dariPy, ,,(i,7) = (j — 1)m +i;1 < i < m membentuk barisan aritmatika
dengan beda, = m? (Dafik dkk., 2017). O
Lemma 2.4. Misal n danm adalah bilangan bulat positif dengan = 1(mod2)

danm = 0(mod2), untukj = 1,2, 3, ..., n jumlah dari

( .
(i—n+ 2351 <i <m,i=1(mod2)

R 4in;1 < i <m,i = 0(mod2), j = 1(mod2)

YT;L,d3 (/L’j) — |
HIT_”jLin;l <i<m,i=1(mod2)
((i—1)n+ 11 <i <m,i=0(mod2), j = 0(mod2)
membentuk barisan aritmatika dengan beja= 3 (Dafik dkk., 2017). O

Lemma 2.5. Misal n danm adalah bilangan bulat positif, untuk=1,2,3,...,n
jumlah dari Py, , (i,5) = 1+ ni — j;1 < i < m membentuk barisan aritmatika
dengan bedad, = —m (Agustin dkk., 2016). O

Lemma 2.6. Misal n danm adalah bilangan bulat positif, untuk=1,2,3,...,n
jumlah dariP}, ;. (i,7) = mn+i—mj;1 < i < m membentuk barisan aritmatika

dengan beda; = —m? (Agustin dkk., 2016). O

Lemma 2.7. Misal n danm adalah bilangan bulat positif dengam = 1(mod2)

danm = 0(mod2), untukj = 1,2, 3, ..., n jumlah dari

(

m_%’_|_%’1§z§m,1§]gnjzzl(modZ),jzl(modZ)
i ni—5—45+11<i<m,1<j<ni=0(mod2),j = 1(mod2)
m,ae \"’

ni—4 —3+3;1<i<m,1<j<n,i=1(mod2),j = 0(mod2)

(i =3+ 151 <i <m,1<j<n,i=0(mod2),j = 0(mod2)
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membentuk barisan aritmatika dengan belda= —7 (Agustin dkk., 2016). [

2.7 Aplikasi Graf

Perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi berkembang semakin pesat.
Perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi tersebut tidak lepas dari peranan
metematika yang sangat penting. Cabang ilmu matematika juga ikut berkembang
salah satunya adalah teori graf. Teori graf dapat digunakan dalam menyelesaikan
permasalahan dalam kehidupan sehari-hari.  Salah satu contohnya adalah
penerapan pelabelan total selimut super antimagic dalam penyampaian pesan
rahasia ¢iphertexj dalam kriptografi.

Kriptografi adalah pengkodean suatu pesan yang bersifat rahasia melalui
proses enkripsi dan dekripsi. Proses enkripsi adalah proses mengolah pesan yang
akan dikirim plaintex) menjadi suatu pesan rahastigphertexj, sementara proses
dekripsi adalah proses mengolaiphertext menjadi plaintext Kedua proses
tersebut membutuhkan suatu kunci rahasia untuk mengatur kedua proses tersebut.
Kunci dalam proses tersebut dapat berupa pelabelan total selimut super antimagic
orde dua pada suatu graf. Inilah peran graf dalam proses penyampaian pesan
rahasia.

Langkah-langkah untuk proses enkripsi dan dekripsi yang kuncinya berupa
pelabelan total selimut super antimagic orde dua pada suatu graf adalah sebagai
berikut.

a. menentukan dan memilih graf yang memiliki jumlah titik dan sisi lebih dari
atau sama dengan banyakrplaintext

b. melabeli titik dan sisi dengan pelabelan total selimut super antimagic orde
dua;

c. hasil pelabelan tersebut merupakan kunci yang digunakan dalam proses
enkripsi dan dekripsi dengan urutan kuncinya dimulai dari selimut pertama
dengan nilai label titik dan sisinya dari yang kecil ke yang besar dan
dilanjutkan ke selimut berikutnya dengan aturan yang sama dan seterusnya;

d. setelah kunci diperoleh, maka proses enkripsi dan dekripsi dapat dilakukan
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sesuai dengan metode yang digunakan.

Penelitian ini menggunakan aturangenere cipher sebagai contohnya.

Dalam proses enkripsi fungsi yang digunakan ygjte= (z; + k;)(mod 26)

sementara untuk proses dekripsinya adalah (y; — k;)(mod 26).

Misal, pesan yang akan disampaikan adalah "UNIVERSITAS JEMBER”
dengan mengabaikan spasi. Kemudian kalimat tersebut akan dienkripsi dengan
graf hasil operasshackle(G = shack(Cgs,v,4)) sebagai kuncinya. Setelah
mengetahuiplaintext dan kuncinya, dibangunlah pelabelan total selimut super
antimagic orde dua graff = shack(Cs,v,4) dan lengkapi lebel titik dan sisinya
hingga bobot total selimutnya membentuk barisan aritmatika orde dua dengan

bedad = 4, seperti pada Gambar 2.8.

G = Shack(Cg,v,4)

Gambar 2.8 Hasil Pelabelan Titik dan Sisi serta Bobot Total Selimut Graf=
Shack(Cg,v,4)

Dari pelabelan titik dan sisi tersebut, diperoleh tabel partisi yang berisi label
graf yang berpola dengan jumlah masing-masing kolom membentuk barisan
aritmatika orde dua dengan nilai beda Tabel pertisi tersebut adalah sebagai
berikut.

Kemudianplaintexttersebut dienkripsi dengan mengabaikan spasi dan tanda
baca yang merujuk pada aturagenere cipheryaitu dengan teknik subtitusi angka

menggunakan sistem (mod 26) yang menukarkan huruf dengan angka.
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Tabel 2.2: Tabel Subtitusi Algoritma Kriptografigenere Cipher

A|B|C|D|E|F|G|H]|I J|K|L|M
o012 |3|4|5]6|7]8|9 101112
NITO|IPIQIR|S|T|U|V | W|X|Y | Z
13|14 15|16 |17|18|19|20| 21|22 | 23| 24|25

Hasil operasi enkripsi mengubaplaintext "UNIVERSITASJEMBER”
menjadi ciphertext"VPRHSGOFRZSKGPJPE”. Sementara untuk hasil proses
dekripsi mengubahciphertext "VPRHSGOFRZSKGPJPE” menjadplaintext
"UNIVERSITASJEMBER”. Proses enkripsi dan dekripsi secara lengkap
tercantum pada Tabel 2.3 dan Tabel 2.4.

Tabel 2.3: Proses Enkripgi = (z; + k;)(mod 26)

Plaintext | =; | k; | =; + k; | y; | Ciphertext
20| 1 21 21 \%
13| 2 15 15

8|9 17 17
21|12 33 7
4 | 14 18 18
17 | 15 32 6
18 | 22 40 14
8 | 23 31 5
19 | 24 43 17
0|25 25 25
18 | 26 44 18
9 | 27 36 10
4 | 2 6 6
12| 3 15 15
1] 8 9 9
4 |11 15 15
17 | 13 30 4

ITMmWWIMecnmPPAd—mmoam< —Z2C
MUeTUOXONITOOWIIDUTDT

Tabel 2.4: Proses Dekripsi = (y; — k;)(mod 26)

Ciphertext| v; | k; | v — k; | z; | Plaintext
V 21| 1 20 20 U
P 15| 2 13 13 N
R 171 9 8 8 |
H 7112 -5 21 V
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Ciphertext| v; | k; | v; — k; | z; | Plaintext
18| 14 4 4

14| 22 -8 18
17| 24 -7 19
25| 25 0 0
18 | 26 -8 18
10| 27| -17 9
15| 3 12 12

15| 11 4 4

MIUVeTOTUOXRXNONITTOOW
ITmMmWBZIMaewmP>A—wmIOMm

2.8 Hasil Super (a, d)-H-Antimagic Total Covering
Pada bagian ini merupakan beberapa hasil sgpet)-H-antimagic total

coveringdari penelitian terdahulu yang digunakan sebagai rujukan pada penelitian

ini.
Tabel 2.5: Hasil Supgfa, d)-H-Antimagic Total Covering
Graf a d Hasil

ShackleGraf Kipas 18n + 115 3
(Fp) 18n + 111 8
18n + 87 24
18n 4+ 82 29

(Azizah dan Dafik, 2014) -

ShackleGraf Triangular Book  36n + 84 96 (a,d)-Btz + 2e

(SBT,) 52n + 68 60
60n + 60 48

(Pudyaningrum dkk., 2014) -
Amalgamasi Graf Roda  21m + 1065 9
21m + 103 7
23m + 92 )
21m + 106 9

(Anggraeni dkk., 2015) -
Shakel Graf Kipas Konektif ~ 63n + 15 0
(SE}) 55n + 23 16
39n + 63 24
50n + 28 26

(Cholidah dkk., 2015) -
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Graf a d Hasil
Amalgamasi Graf Kipas 2tz 0 Bs
(amal(Fy, Py, 2)) 29”7;25 0
13n + 19 1
11n + 23 3
(Latifah dkk., 2015) -
Graf Windmill 98n + 22 0 W Ds
(WDP) 95n + 25 6
91n + 29 14
88n + 32 20
86n + 34 24
73n + 47 50
71n + 49 54
(Milasari dkk., 2015) -
Shackle of Cycle with Cords  52n + 68 64 Cs
(Shack(Cg, e, n)) 60n + 60 48
o8n + 76 31
64n + 68 21
61n + 79 19
76n + 44 16
(Novitasari dkk., 2015) 3
Graf Helm sbetld 5 S3
19427
H, g 171

2
(Rosyidah dkk., 2015) -
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif
aksiomatik, yaitu dengan menurunkan aksioma atau teorema yang telah ada,
kemudian diterapkan dalam super «)-H-antimagictotal covering orde dua pada
graf hasil operasishackle dengan titik sebagai penghubung yang dinotasikan
denganshacKH,v,n). Langkah awal yang dilakukan dalam penelitian ini
adalah menentukan kardinalitas titik dan sisi gsifacKH,v,n), kemudian
pelabelan supefa, d)-H-antimagicorde dua dibuat rumus pola pelabelan dengan
menggunakan metode pendeteksian ppkttérn recognitioh untuk menentukan

pola umumnya.

3.2 Rancangan Penelitian
Rancangan penelitian digunakan untuk memberikan gambaran secara
sistematis terhadap penelitian yang akan dilakukan. Adapun rancangan penelitian

tersebut adalah sebagai berikut:

3.2.1 Penotasian Titik dan Sisi Graf

Pada penelitian ini, akan dilakukan pelabelan padd)-#-antimagic total
covering orde dua pada graf hasil operasgiackle Operasishacklepada graf
G = shacKkH,v,n) denganv merupakan titik penghubung antar géf dann
merupakan jumlah grafl. Penentuan notasi titik dan sisi pada gfaflilakukan
sebelum pelabelan. Penotasian titik dan sisi berguna untuk mempermudah

menentukan kardinalitas titik dan sisi graf tersebut.
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N N
Shack(Wg, v,4)

Gambar 3.1 Graf Hasil OperaShackle

3.2.2 Indikator Pelabelan Graf
Indikator pelabelan selimut supét, d)-H-antimagic orde dua pada pada
graf hasil operasshackledalam penelitian ini adalah:
a. Label titik berbeda semua
Label titik untuk pelabelan selimut super, d)-H-antimagic orde dua pada
graf hasil operasshacklemerupakan suatu fungsi bijektif yang memetakan
himpunan titik pada graf hasil operas$iackleke bilangan bulat dari 1 sampai
sejumlah titik pada graf yang diteliti.
b. Label sisi berbeda semua
Label sisi untuk pelabelan selimut suger d)-H-antimagic orde dua pada
graf hasil operasshacklemerupakan suatu fungsi bijektif yang memetakan
himpunan sisi pada graf hasil operashackle ke bilangan bulat dari
banyaknya titik ditambah 1 sampai sejumlah titik dan sisi pada graf yang
diteliti.
c. Bobot total selimut
Bobot total selimut adalah jumlah label titik dan label sisi pada setiap selimut.
Dimana pada penelitian ini, bobot total selimut yang akan diteliti adalah bobot

total selimut yang membentuk barisan aritmatika berorde dua dengan.beda

3.3 Teknik Penelitian
Penelitian ini dilakukan pada graf hasil operabackle Teknik penelitian
yang digunakan adalah sebagai berikut:

a. menghitung jumlah titikp dan sisiq pada grashacKH, v, n);
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Pada bagian ini akan dihitung jumlah titik dan sisi dari graf hasil operasi
shackleyang dinotasikan dengahacKH, v, n), lalu kemudian akan dipilih
untuk H = Wy, K, H, sebagai contoh kasus.
b. menentukan batas atas nilai bedapada grafshacKH,v,n) dengan
menggunakan Lemma;
Setelah jumlah titik dan sisi diperoleh maka akan ditentukan batas atas nilai
bedad yang dimiliki oleh graf hasil operashackle shadli/, v,n), dan
dipilih untuk H = W,,,, K, H, sebagai contoh kasus.
c. menentukan pelabelan titik dan sisi pada gf@dicKH, v, n) dengan metode
partisi;
Pada bagian ini akan diberikan label pada titik dan sisi ghaicKH, v, n),
untuk H = W,,, K, H, dengan menggunakan teknik partisi. Adapun Partisi
yang digunakan adalah partisi berorde dua.
d. menentukan fungsi bijektif label titik dan sisi pada gsabcKH, v, n);
Pada bagian ini akan dibuat fungsi titik dan sisi dari gtedicKH, v, n) untuk
H =W,,, K, H,.
e. mengembangkan fungsi bobot total selimut pada ginatKH, v, n);
Setelah fungsi titik dan sisi diperoleh, maka selanjutnya akan dihitung bobot
total selimut darishacKH,v,n) untuk H = W,,, K,, H,. Bobot total
selimut merupakan penjumlahan dari jumlah fungsi titik dan fungsi sisi yang
diperoleh dalam selimut.
f. membuktikan kebenaran fungsi;
g. menemukan teorema.
Penelitian ini dilakukan untuk menemukan berbagai pola pelabelan super
(a, d)-H-antimagic totalorde dua dengan berbagai nilai bedla Secara umum,
langkah-langkah penelitian diatas dapat disajikan dédlamchart pada Gambar
3.2.
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Mulai

Y

Memilih graf khusus

#

Menghitung jumlah titikp dan Menentukan batas atas nila
sisiq pada graf bedad

\
Menentukan label titik dan sisi | < -----

A

@ i unexpandable

¢ expandable

Mengembangkan fungsi bijektif
! label titik dan sisi

Mengembangkan fungsi bobot

total selimut
| > Membuktikan kebenarap>-----------
(_Selesai) <[ Teorema
Keterangan :

@ = Kegiatan awal dan akhir

= Kegiatan penelitian

<> =Analisis uji

—— = Aliran kegiatan utama

---»> = Aliran pengecekan

Gambar 3.2 Bagan Penelitian
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan
bahwa:
a. Batas atas nilai bedadari super antimagic total coveringrde dua pada graf

2[p%, —pr+d3]

hasil operasshackleadalahd < .

b. Fungsi bijektif partisi untuk pelabelan berorde dua yang ditemukan adalah
1)

Mi—PH=242 ) < <myi+j<m+1
*M o W
m,d7(2’j) -

—9m2 — At At A i —i24-3i— i — 1247 ) ) )
m m-l—mz—i—n;j 1 +31—2ij ]+];1§z§m,z+j>m+1

s - 48 3 2 S 2a)
dan diperolehy " P, (i,j) = 22 tBI-SE0m membentuk

barisan aritmatika orde dua dengan bégda- m;
2)

2m? —2mi+i%—i+2j . . .
*n .o - mZQZ \ Ja1§2§m,z+]§m+1
m,ds(laj)_

2 _d g s__ g .. 2 2 . . .
Am*+4m—4ma 4m]23z J+2ij+i1°+7 +2;1 S i S m,Z+] >m+1

4m3—3m2—(352—9j+1)m

G membentuk

dan diperolehy""", Pir, (i,j) =

barisan aritmatika orde dua dengan bdga- —m.

c. Pelabelan supen(n,(m; — 1) + 3m; + ’%3 + %% + 72+ g (ms — 1) +
mg+%(1+m4)+%(2nm5—n+3)+2%g - %§+%+%(m7+1)+
%8 (2nmg —mg + 1) + (n+ 1) (mg +ma +my +ms +mg +my +mg +mg) +
nmaemg + nmy(msg + ms) + nms(ms + mg + my) + nme(ma + ms + my +

ms) + nmz(me +mg +my + ms + mg) + nmg(ms + ms + myg + ms + me +

M) +nmg(mg +mg +my +ms +me+mz +mg) + % (¢ — 1) + 1+ 2 (co +
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60

)+ %2ncs—n+3)+ %2 (ca +1)+ 2 (2ncs —c5 +1) + £ (2ncg +n+1) +
(npg—n+1)(c1+ca+c3+cg+cs5+c6) +neico+nceg(cr +c2) +neqg(eg +ca+
c3)+nes(eg+cea+eg+cy)+neg(cr+ca+c3+cq+cs), mo—mg)-H-antimagic

total coveringorde dua pada grafhack = (H,v,n) dengam > 2 dimana

my, ma, ..., Mg dancy, ¢y, ..., cg Mmerupakan banyaknya baris dalam variasi
partisi yang digunakan pada pelabelan total selimut super antimagic orde dua
denganmg + ms + my + ms + mg + my + mg +mg = pyg — 2 danc; + co +

c3 + ¢y + c5 + cg = qy Sertapy dangy adalah banyaknya titik dan sisi pada

graf H untuk mendapatkan variasi niléi

Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan supé)-{{-antimagic

total coveringorde dua pada graf hasil operabiackle peneliti memberikan saran

kepada pembaca agar dapat melakukan penelitian supéFrX{-antimagic total

coveringorde dua pada graf gabungan saling lepas hasil opshaskledengan

partisi orde dua yang berbeda.
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