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MOTTO

" Sesungguhnya Allah tidak mengubah keadaan suatu kaum sehingga

mereka mengubah keadaan yang ada pada diri mereka sendiri.”

(Q.S Ar-Ra'd: 11)

" Sesungguhnya Allah menyukai seorang hamba yang berkarya."”

(Riwayat Hakim, Ath-Thabrani)

"Berpikir selama satu jam lebih baik daripada bangun (untuk
beribadah) selama semalam”

(Riwayat Ibnu Sa'ad)

"Bukanlah suatu aib jika anda gagal dalam suatu usaha, yang
merupakan aib ialah jika anda tidak berusaha bangkit dari kegagalan

itu.

(Ali bin Abi Thalib)
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ABSTRAK

Studi Masalah Pemrograman Geometrik dengan Metode Dual, Fitriya.
9918101010117, Skripsi, 2003, Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan
IImu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Pemrograman geometrik merupakan teknik pemrograman non linier yang
digunakan untuk meminimumkan fungsi tujuan berbentuk posinomial. Jika ada
kendala maka kendalanya juga berbentuk posinomial. Sebuah posinomial
didefinisikan

N "
fX)=> ¢, J]x"
J=1 =]
dengan ¢, >0, a, € R, x, >0. Masalah minimisasi ini selanjutnya disebut

masalah primal. Dalam pemrograman geometrik akan dicari solusi masalah
minimisasi tanpa kendala dan dengan kendala dengan metode dual. Dalam hal ini

kendala berbentuk g, (X)<atau=1, k menyatakan banyaknya kendala. Solusi

untuk masalah minimisasi tanpa kendala dapat diperoleh dengan pendeckatan
kalkulus diferensial dan pertidaksamaan aritmatik-geometrik. Bentuk dualnya
adalah memaksimumkan fungsi tujuan dual dengan 1 kendala normalitas dan n
kendala ortogonalitas yang keduanya berbentuk linier dengan variabel dual
sebanyak N. Nilai (N —n—1) disebut derajat kesulitan dalam pemrograman
geometrik. Semakin besar derajat kesulitan maka semakin rumit masalah yang
akan diselesaikan. Jika derajat kesulitan nol, diperoleh solusi tunggal untuk
variabel dual sedangkan jika derajat kesulitan positif, pemrograman geometrik
memberikan pendekatan terbaik untuk solusi dual. Setelah solusi variabel dual
diketahui maka nilai maksimum fungsi dual yang juga nilai minimum fungsi
primal dapat ditentukan, baru kemudian diperoleh titik minimum global. Untuk
masalah minimisasi dengan kendala, bentuk dualnya adalah memaksimumkan
fungsi dual dengan 1 kendala normalitas dan »n kendala ortogonalitas dengan
variabel dual sebanyak N. Untuk kasus ini, derajat kesulitannya (N —n—1)
dengan N total jumlah suku dalam semua posinomial. Jika derajat kesulitan nol,
maka solusi variabel dual tunggal. Jika derajat kesulitannya positif maka terdapat
pendekatan terbaik untuk solusi variabel dual. Setelah solusi variabel dual
diketahui, nilai optimal fungsi primal dan variabel primal dapat ditentukan. Jika
seluruh kendala <1 maka solusinya memberikan minimum global sedangkan jika
kendalanya campuran maka tidak menjamin minimum global tetapi paling tidak
minimum lokal.

Kata kunci : pemrograman geometrik, posinomial, derajat kesulitan, kondisi
normalitas, kondisi ortogonalitas.
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Masalah yang dibahas dalam optimisasi adalah memaksimumkan atau
meminimumkan suatu fungsi tujuan yang dipengaruhi oleh kendala ataupun tanpa
kendala. Pemrograman non linier merupakan masalah optimisasi dengan fungsi
tujuannya non linier. Penyelesaian pemrograman non linier merupakan
permasalahan yang kompleks, banyak ahli matematika berusaha menemukan
teknik pemrograman non linier untuk menyelesaikan masalah optimisasi fungsi
non linier baik dengan kendala maupun tanpa kendala. Hingga saat ini teknik
pemrograman non linier telah banyak berkembang, salah satu diantaranya adalah
pemrograman geometrik (geometric programming).

Pemrograman geometrik merupakan metode untuk menyelesaikan salah
satu kelas dari masalah pemrograman non linier. Teknik ini diperkenalkan
pertama kali oleh Clarence Zener dan Richard Duffin pada tahun 1961. Ide ini
muncul sebagai upaya menyelesaikan optimisasi desain mesin yang banyak
ditemui oleh Zener dan Duffin.

Pemrograman geometrik digunakan untuk meminimumkan suatu fungsi
tujuan berbentuk khusus yang disebut posinomial. Jika ada kendala maka kendala
Juga berbentuk posinomial. Sebuah posinomial mempunyai bentuk

-3, [T
=g
dengan ¢, >0,a,€R,x,>0,1<i<pn,1<j<N. Masalah minimisasi ini
selanjutnya disebut masalah primal.

Salah satu perbedaan pemrograman geometrik dibandingkan teknik
pemrograman non linier lainnya adalah bahwa teknik ini menentukan pemecahan
dengan mempertimbangkan masalah dual yang berkaitan dengan masalah primal,
yang penyelesaiannya lebih sederhana. Teknik ini dapat mengurangi kesukaran
dari masalah optimisasi sehingga lebih mudah digunakan dibandingkan teknik-

teknik lainnya. Dengan menyelesaikan masalah dual, diperoleh nilai optimal
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Masalah yang dibahas dalam optimisasi adalah memaksimumkan atau
meminimumkan suatu fungsi tujuan yang dipengaruhi oleh kendala ataupun tanpa
kendala. Pemrograman non linier merupakan masalah optimisasi dengan fungsi
tujuannya non linier. Penyelesaian pemrograman non linier merupakan
permasalahan yang kompleks, banyak ahli matematika berusaha menemukan
teknik pemrograman non linier untuk menyelesaikan masalah optimisasi fungsi
non linier baik dengan kendala maupun tanpa kendala. Hingga saat ini teknik
pemrograman non linier telah banyak berkembang, salah satu diantaranya adalah
pemrograman geometrik (geometric programming).

Pemrograman geometrik merupakan metode untuk menyelesaikan salah
satu kelas dari masalah pemrograman non linier. Teknik ini diperkenalkan
pertama kali oleh Clarence Zener dan Richard Duffin pada tahun 1961. Ide ini
muncul sebagai upaya menyelesaikan optimisasi desain mesin yang banyak
ditemui oleh Zener dan Duffin.

Pemrograman geometrik digunakan untuk meminimumkan suatu fungsi
tujuan berbentuk khusus yang disebut posinomial. Jika ada kendala maka kendala

Juga berbentuk posinomial. Sebuah posinomial mempunyai bentuk
N n
FX=3¢, ]
Jj=1 i=1

dengan ¢, >0,a,€R, x,>0,1<i<n, 1<j<N. Masalah minimisasi ini

selanjutnya disebut masalah primal.

Salah satu perbedaan pemrograman geometrik dibandingkan teknik
pemrograman non linier lainnya adalah bahwa teknik ini menentukan pemecahan
dengan mempertimbangkan masalah dual yang berkaitan dengan masalah primal,
yang penyelesaiannya lebih sederhana. Teknik ini dapat mengurangi kesukaran
dari masalah optimisasi sehingga lebih mudah digunakan dibandingkan teknik-

teknik lainnya. Dengan menyelesaikan masalah dual, diperoleh nilai optimal
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fungsi tujuan dan juga nilai optimal .variabel-variabelnya. Melihat pentingnya
peranan bentuk dual dalam pemrograman gometrik schingga pada skripsi ini,

penulis tertarik untuk membahas bentuk dual dalam pemrograman geometrik.

1.2 Rumusan Masalah
Dari latar belakang diperoleh rumusan masalah:
1. menentukan solusi masalah minimisasi tanpa kendala dalam pemrograman

geometrik dengan menggunakan metode dual;

(o]

menentukan solusi masalah minimisasi dengan kendala dalam pemrograman

geometrik dengan menggunakan metode dual.

1.3 Tujuan Penelitian
Penulisan skripsi ini bertujuan untuk mendapatkan:
I. solusi masalah minimisasi tanpa kendala dalam pemrograman geometrik
dengan metode dual;
2. solusi masalah minimisasi dengan kendala dalam pemrograman geometrik

dengan metode dual.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah untuk membantu pihak atau
instansi lainnya yang bergerak dalam bidang industri yang menggunakan
matematika dalam menyelesaikan permasalahan yang berbentuk pemrograman
geometrik. Pada umumnya pemrograman geometrik digunakan untuk menentukan
biaya minimum dalam desain mesin dengan fungsi tujuan merupakan

penjumlahan komponen biaya yang dapat dinyatakan dalam posinomial.

-
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TINJAUAN PUSTAKA

Pemrograman non linier merupakan metode pemecahan masalah
optimisasi dengan fungsi tujuannya non linier. Pemrograman non linier dapat
terdiri dari variabel tunggal ataupun multivariabel. Pemrograman geometrik
merupakan salah satu kelas dari pemrograman non linier yang melibatkan fungsi
multivariabel. Berikut ini konsep-konsep dasar yang dibutuhkan dalam optimisasi

multivariabel.

2.1 Maksimum dan Minimum
Sebuah fungsi f(X) dengan X =(x,,x,,...,x,)" dikatakan mempunyai
minimum relatif atau lokal di X' =(x/,x;,...,x])" jika f(X')< f(X +h)

untuk semua h = (h,,...,h h,)" sehingga ‘h

sEyyeaesfly,

j| cukup kecil untuk semua j [2].

Begitu juga titik X' adalah titikk maksimum lokal atau relatif jika
f(X")2 f(X" +h) untuk h seperti yang didefinisikan .

Fungsi f(X) mempunyai minimum global atau absolut di titk X' jika
S(X7) < f(X) untuk setiap X pada daerah asal tempat f(X) didefinisikan.
Begitu juga titik X" akan menjadi titik maksimum global atau absolut dari f(X)

jika f(X")2 f(X) untuk semua X pada daerah asal. Titik X" adalah titik

ekstrim dari /* jika titik tersebut adalah suatu titik maksimum (global atau lokal)

atau titik minimum (global atau lokal).

2.2 Optimisasi Multivariabel Tanpa Kendala

Suatu optimisasi multivariabel tanpa kendala berbentuk:
optimumkan f(X)dengan X =(x,,x,,...,x,)".
Pada bagian ini akan dibahas kondisi perlu dan cukup bagi fungsi multivariabel

untuk memiliki ekstrim. Sebelumnya perlu diuraikan ekspansi deret Taylor dari

fungsi multivariabel.

—— i————
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Definisi 2.1 .
Jika semua turunan parsial dari fungsi / dengan order r>1 ada dan

kontinu di suatu titik X* maka

; - n n n a."f'(X‘)
d (X)) = hh .. .h ————— 2.1
f( ) ;JZI ; | Laxfaxj'”(axk ( )
sejumlah r

disebut diferensial ke-r dari f/ di X'. Perhatikan bahwa terdapat r
penjumlahan dan setiap A dihubungkan dengan masing-masing

penjumlahan.

Ekspansi deret Taylor dari sebuah fungsi di sekitar titik X* diberikan oleh

- * ] 2 - 1 - -
fX) = f(X)+df (X )+§d*f(x )+...+md”f(x )+ R, (X",h) (2.2)
Suku terakhir disebut sisa dan diberikan oleh

A (T
R (X ,h)_(NH)!d F(X" +6h) (2.3)

dengan 0<0 <1, dan h=X-X".

Teorema 2.1

Jika f(X) mempunyai suatu titik ekstrim (maksimum atau minimum) di
X = X" dan jika turunan parsial pertama dari 7(X) ada di X' maka

s B s B a .
a (X)_sz(X)_m_ax (X*)=0 atau V£(X")=0 (2.4)

Bukti:
Andaikan satu dari turunan parsial pertama ke-k tidak nol, sehingga dari teorema

Taylor

X +h)=f(X‘)+z";h.§xi<X‘)+R,-(x',h)

fO8" 4= fx) =, L

X

(x‘)+%d2f(x‘ +0h),0<0 <1

— i, - — A
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Karena d” (X" +0h) berorder A4”, suku dengan order h akan mendominasi suku
dengan order yang lebih tinggi untuk nilai h yang cukup kecil. Dengan demikian
tanda dari /(X" +h)- f(X") ditentukan oleh tanda dari h, 3f(X")/dx, . Jika
Of(X")/ox, >0 maka tanda f(X'+h)— f(X") akan positif untuk h, >0 dan
negatif untuk 7, <0. Ini berarti X" bukan titik ekstrim. Kesimpulan yang sama
diperoleh jika diasumsikan af(X')/(}xk < 0. Kesimpulan ini kontradiksi dengan
pernyataan bahwa X" adalah titik ckstrim schingga dikatakan bahwa
F(X)fox, =0 di X=X".m

Titik X* dengan V/(X") =0 disebut titik stasioner.

Sebuah matriks simetri A dikatakan definit positif jika semua nilai

eigennya positif yaitu semua nilai 2 yang memenuhi persamaan determinan
|A-41|=0
harus positif. Tes lain yang dapat digunakan untuk menentukan definit positif dari

matriks simetri A dengan order » melibatkan perhitungan determinan

4Gy Gy ... G,
a a a a ... 4a
1 12 21 2 2
A=lgl 4 = poeey Ay =l
dy Qg
anl anZ cee Ay,

Matriks simetri A dikatakan definit positif jika dan hanya jika semua nilai
A 4,,..., 4, adalah positif. Matriks simetri A dikatakan definit negatif jika dan

hanya jika tanda dari A4, =(~1) untuk j=1,2....,n. Jika beberapa dari 4, adalah
positif dan sisanya nol maka A adalah semi definit positif sedangkan jika
beberapa dari A4, bertanda 4, =(-1Y,j=12,...,n dan sisanya nol maka A

adalah semi definit negatif. Jika tidak memenuhi salah satu definisi di atas maka
A indefinit.
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Teorema 2.2 .
Kondisi cukup untuk sebuah titik stasioner X" menjadi titik ekstrim
adalah bahwa matriks dari turunan parsial kedua yaitu matriks Hessian
dari f(X) yang dievaluasi di X" adalah (i) definit positif ketika X’
sebuah titik minimum, dan (ii) definit negatif ketika X" sebuah titik
maksimum.

Bukti:

Dari Teorema Taylor

SX +h) = f(X)+ D h 1(x')+ ZZh, : 0<0<1 (2.5
i Ox, 21593 6x ax, X=X"+6h
Karena X" adalah titik stasioner, berdasarkan teorema 2.1 bahwa
g =0, i=12,....n
ox,
Dengan demikian pers. (2.5) menjadi
JX*+h) - f(X") = ZZh, ; 0<0<l1
2' =l s=1 ax j X=X"+6h

Karena itu tanda dari /(X" +h)— f(X") akan sama dengan

hl
‘Z':JZ; ' axf X=X"+0h

Karena turunan parsial kedua 0° f (X)/ ox,0x, kontinu di sekitar titik X", maka

o’ f
ox, Ox

J

X=X"+0h

L untuk semua h

yang cukup kecil. Dengan demikian f(X"+h)- f(X") akan positif dan

X" adalah titik minimum relatif jika

0= ZZh,hJﬁ{ (2.6)

S ————
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bernilai positif. Nilai O ini adalah suatu, bentuk kuadratik dan dapat ditulis dalam
bentuk matriks

o' f
ax,ox,

0= hTJhlx—x‘ dengan ']l.\':x' [ } 2.7)
X=x"

J adalah matriks dari turunan parsial kedua dan disebut matriks Hessian dari
f(X).

Dari aljabar matriks, bentuk kuadratik dari pers. (2.6) atau (2.7) positif
untuk semua h jika dan hanya jika J definit positif di X =X". Jadi kondisi cukup
untuk titik stasioner X' menjadi minimum relatif adalah matriks Hessian yang
dievaluasi di titik tersebut harus definit positif. Dengan proses yang sama, dapat
dibuktikan bahwa matriks Hessian definit negatif untuk kasus maksimisasi. ®

Jika matriks Hessian dari / di X" adalah indefinit maka X° disebut titik

pelana.

2.3 Optimisasi Multivariabel dengan Kendala

Banyak metode atau teknik yang dapat dipergunakan untuk menyelesaikan
pemrograman non linier, baik dengan kendala persamaan maupun dengan kendala
pertidaksamaan. Dalam tulisan ini hanya dibahas teknik-teknik yang dipandang
cukup relevan, mudah diterapkan serta lebih praktis antara lain metode pengali
Lagrange dan kondisi Kuhn-Tucker.

2.3.1 Solusi dengan Metode Pengali Lagrange

Metode pengali Lagrange merupakan suatu metode yang dipergunakan
untuk pencarian titik optimum dari suatu fungsi dengan kendala yang berbentuk
persamaan. Permasalahan minimisasi dari fungsi yang kontinu dengan kendala
persamaan berbentuk:

minimumkan f = f(X) , X =(x,,x,,...,x,)"

dengan kendala (2.8)

g,(X)=0, j=1,2,....m

—
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Disini m <n, jikka m >n maka tidak ada.solusinya.
Untuk memecahkan masalah pada pers. (2.8), langkah awalnya menyusun fungsi

Lagrange sebagai berikut:
L(xl’xz""’xn’l]’/—Lzﬁ"Wﬁ‘m): f(x)+z/1,lgj (x) (29)
J=1

dengan A,, j=1,2,....,m disebut pengali Lagrange dan m adalah banyaknya

J
kendala. Selanjutnya titik minimum relatif dapat diperoleh dengan menggunakan

teorema berikut ini.

Teorema 2.3

Kondisi perlu untuk fungsi f(X) dengan kendala
gJ(X)=O, Jj=L2.....om mempunyai minimum relatif di X" adalah
bahwa turunan parsial pertama dari fungsi Lagrange yang didefinisikan
oleh L = L(x[ Xy sucan X ailly sl soe .,Am) yang terkait dengan masing-masing
argumennya harus sama dengan nol.

Bukti teorema di atas dapat dilihat pada [5].

Setelah mendapatkan titik X", untuk memastikan titik X' adalah

minimum relatif dapat digunakan teorema berikut ini.

Teorema 2.4
Kondisi cukup untuk f(X) mempunyai minimum relatif di X' adalah
bentuk kuadratik Q, yang didefinisikan

n n alL
0= 2 dxdx (2.10)
ggaxfaxj ’

yang dievaluasi di X = X" harus definit positif untuk semua nilai @X yang
memenuhi kendala.

Bukti teorema di atas dapat dilihat pada [5].
Berikut ini beberapa hal yang terkait dengan teorema di atas:

S ———
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(1) Jika QZZZé‘x—L—d}C’dr’ negatif untuk semua nilai @ maka X' adalah
» ,

=] j=1 i J
titik maksimum relatif dari /(X) .
(2) Bentuk kuadratik Q akan definit positif (atau negatif) untuk semua dX bila

setiap akar polinomial z, didefinisikan pada persamaan determinan berikut

adalah positif (atau negatif): (Rao [5] dengan mengutip Hancock, 1960)

(Ln k:’:) L, L, En En -+ Em
L, (Lzz 7‘7) L,, En E»n - Em
L, Ly (L,m —z) By Ban v Ly -0 @11
& 81 g 0 0 ... 0
& 8xn an 0 0 0
gm? gmg g,,,,, 0 0 0
dengan
oL p og .
L, = X',i) dan g, =—-(X (2.12
i axfaxj ( b l gj axj ( ) )

(3) Persamaan (2.11) mengarah pada polinomial berorder n-m dalam z. Jika dari
persamaan (2.11) beberapa akarnya positif dan lainnya negatif maka titik X'

bukan suatu titik ekstrim.

2.3.2 Kondisi Kuhn-Tucker

Kondisi Kuhn-Tucker digunakan untuk optimisasi fungsi dengan kendala
pertidaksamaan sebagai berikut:

minimumkan f(X)

dengan kendala (2.13)

g,(X)<0, j=12,....m

Masalah di atas merupakan masalah minimisasi tetapi kondisi Kuhn-Tucker juga
dapat diterapkan untuk masalah maksimisasi. Kondisi Kuhn-Tucker merupakan

pengembangan dari metode Lagrange.

N



Kendala pertidaksamaan di atas.dapat diubah menjadi kendala persamaan

dengan menambahkan variabel slack nonnegatif y 7 sebagai berikut

g,X)+y; =0, j=12,..,m (2.14)

Kendala telah berbentuk persamaan sehingga dapat disusun fungsi Lagrange
LX.Y. 1) = f(X)+ > 2,[g,(X)+y]] (2.15)
j=1

dengan A =(4,,4,,...,4,)" adalah pengali Lagrange dan Y =(y,,1,.....%,)"
adalah vektor variabel slack.
Titik  stasioner dari fungsi Lagrange dapat ditemukan dengan

menyelesaikan persamaan berikut (kondisi perlu):

oL of z,, Og

— (XY, M) =ZL(X)+> 1 =2LX)=0, i=1,2.....n 2.16

ax'(. )ax‘m;,ax,() i=1,2, (2.16)

oL ) _

— X, Y. ) =g,(X)+y? =0, j=12,...,m (2.17)

oA,

L 2 =0, j= 18

ay_(X,Y,l): A,y,=0, j=12,....m (2.18)
J

Persamaan (2.17) menjamin bahwa kendala g ,(X)=0, j=12,...,m terpenuhi,
sedangkan persamaan (2.18) menyatakan bahwa A ;=0atauy, =0.Jika 4, =0,
berarti kendala tidak aktif (g, <0) pada titik optimum sehingga dapat diabaikan.
Jika y; =0, berarti kendala aktif (g ; = 0) pada titik optimum. Misalkan kendala
dibagi menjadi dua sub himpunan J, dan J ,» dengan J,  adalah himpunan
kendala aktif dan ./, adalah himpunan kendala tidak aktif.

Dengan demikian untuk jeJ,,y, =0 (kendala aktif), dan untuk jeJ,,

A; =0 (kendala tidak aktif) sehingga persamaan (2.16) dan (2.17) menjadi

2
Foay g gy (2.19)
&,
g,(X)=0, jeJ, (2.20)

— . - —— T
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g,X)+y; =0, jeJ, . (2.21)
Pada masalah minimisasi A, (j €./,) akan positif dan untuk masalah maksimisasi

A, akan negatif [5]. Dengan demikian kondisi yang harus dipenuhi pada titik

J
minimum X° dari masalah yang dinyatakan pada persamaan (2.13) dapat
dinyatakan
@,_

o T2

Jjed,

dan

A; >0, jed, (2.23)
Kondisi di atas disebut kondisi Kuhn-Tucker yang merupakan kondisi perlu yang
harus dipenuhi pada titik minimum relatif dari /(X). Jika himpunan dari kendala
aktif tidak diketahui, Kondisi Kuhn-Tucker dapat dinyatakan sebagai berikut:

F 35,2855, set3
axJ J=1 axl
Ag. =0 « JEllam
a : (2.24)
gj SO b _]=1’2,“"m
dan
2,20 s J 2

Jika kasusnya adalah maksimisasi atau kendala dalam bentuk g ; 20, maka 4,
nonpositif (4, <0). Di sisi lain jika kasusnya maksimisasi dengan kendala dalam
bentuk g, >0 maka A, nonnegatif (4, >0).

Kondisi yang disebutkan di atas tidak cukup untuk menjamin suatu
minimum relatif di X". Ada satu kelas dari masalah optimisasi yang dinamakan
masalah pemrograman konveks. Masalah minimisasi yang dinyatakan dalam pers.
(2.13) disebut masalah pemrograman konveks jika fungsi tujuan f(X) dan
kendala g, (X) adalah konveks atau cembung (convex). Definisi dan sifat dari
fungsi konveks akan dijelaskan pada bagian berikutnya. Untuk masalah
pemrograman konveks, kondisi Kuhn-Tucker merupakan kondisi perlu sekaligus

kondisi cukup yang menjamin hanya ada satu titik yaitu minimum global [5].

— i, s ——— Y
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2.4 Himpunan Konveks dan Fungsi Konveks
Sebuah titik XeR" dapat dituliskan X =(x,x,,...,x,)’ dengan

x, €R, i=12,...,n [4]. Nilai x, disebut koordinat dari X. Titik X e R"

1

dikatakan kombinasi konveks dari X ,,X,,...,X_ € R" jika terdapat

1

A,20,i=12,...,m dan 2/1, = | sehingga
t=]

X=X, =4X, +1,X, +...+ 1, X

i=]

(2.25)

m

Jika  diketahui titikk X danY € R" maka segmen garis (line segment)
antara kedua titik tersebut adalah himpunan semua titik kombinasi konveks dari
titk X danY atau dengan kata lain himpunan semua titikk Z e R" dengan
koordinat

z;=2x;+(1-A)y,, j=L2,...,ndan 0< A1 <1 (2.26)

Sebuah himpunan dari titik € R” adalah konveks jika untuk 2 titik yang
termasuk dalam himpunan ini berlaku bahwa segmen garis antara kedua titik juga
termasuk dalam himpunan ini. Misalkan titik X,,X, € R" dan S menunjukkan
himpunan konveks, secara matematis dapat didefinisikan sebagai berikut:

Jika titik X, X, € S, maka titk X e S
X=aX +(1-a)X,, 0<ac<l (2.27)

Teorema 2.5
Interseksi dari beberapa himpunan konveks juga himpunan konveks.
Bukti:
Misalkan R, =(i=12,...,K) menunjukkan himpunan konveks dan R adalah
interseksi dari himpunan-himpunan itu sedemikian hingga

K
R=\R,

=1

Jika titik X, X, € R, maka dari definisi interseksi,

e
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X=aX,+(1-a)X,eR, (i=12,....K)dan0<a<l

Dengan demikian

K
XeR=[R

i=]
sehingga teorema di atas terbukti.®

Berikut ini contoh himpunan konveks dan himpunan non konveks.

o

a. himpunan konveks b. himpunan non konveks

Gambar 2.1 Himpunan konveks dan non konveks

Suatu fungsi f(X) dikatakan konveks atau cembung (convex) jika untuk
setiap dua titik yang berbeda X, =G 2™Y dan
X, =P, x?,..,x?)" dan untuk semua 0 <A <1,

SOX, +(1-2)X,) < A (X,) + (1= 2) £(X,) (2.28)
yaitu jika segmen garis antara 2 titik berada di atas atau pada grafik f(X).

Begitu juga f(X)dikatakan konkaf atau cekung (concave) jika untuk
setiap dua titik yang berbeda X, dan X, dan untuk semua 0 <A <1,

JOAX, +(1-)X)) 2 A (X,))+(1-A) f(X)) (2.29)
yaitu jika segmen garis antara 2 titik berada di bawah atau pada grafik f(X).

Contoh fungsi konveks dan fungsi konkaf terdapat pada gambar 2.2.

Dapat dilihat bahwa fungsi konveks melengkung ke atas dan fungsi konkaf
melengkung ke bawah. Juga terlihat bahwa negatif dari fungsi konveks adalah
fungsi konkaf dan sebaliknya. Penjumlahan dari fungsi konveks adalah fungsi
konveks dan penjumlahan dari fungsi konkaf adalah fungsi konkaf.

Jikatanda < pada pers. (2.28) diganti tanda < maka dikatakan £ (X)

adalah fungsi konveks ketat (strictly convex) dan jika tanda > pada pers. (2.29)

— i, - —— )
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diganti tanda > maka dikatakan f(X) adalah fungsi konkaf ketat (strictly

concave).

f(x) f(x)

AM(x2) + (1-1) £ (xy)

f(x,) fl Axa+ (1-3) x,]
" f(xz

fixz)

+ (1-2) £(x,)

TRt (1) x]

X \ Xz X \ X2
)\X2+ (]‘;\.)X| )\.X2+ (l-;\.) X1
a. fungsi konveks b.fungsi konkaf

Gambar 2.2 Fungsi konveks dan fungsi konkaf

Teorema 2.6
Suatu fungsi f(X) adalah konveks jika untuk dua titik X, dan X,
SX)z fX)+ VT (X)X, - X)) (2.30)
Bukti:
Jika f(X) konveks, maka
JIAX, +(-DX ]2 f(X,)+(1-24) f(X))
JIX, + A (X, =X)I= f(X)+ A [f(X) - f(X))]
Pertidaksamaan di atas dapat dituliskan kembali menjadi

SIX + A (X, -X)]-f(X)
A (Xz '—Xl)

f(xz)_f(xl)z{ }(xz_xl) (2.31)

Dengan mendefinisikan AX = A (X, — X), pertidaksamaan (2.31) menjadi

JIX, +AX)]- f(X)

f(xz)_f(x1)2 AX

X; -X)) (2.32)

Dengan mengambil limit AX — 0, pertidaksamaan (2.32) menjadi
SX) - fX) 2V (X)X, - X)) (2.33)

e
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terbukti.® .
Jika f(X) konkaf, maka tanda > pada pertidaksamaan (2.33) menjadi <.
Teorema 2.7
Suatu  fungsi £ (X) adalah konveks jika matrik Hessian
H(X) =8 f(X)/ ox,0x , | adalah semi definit positif.
Bukti:
Dari Teorema Taylor,
f(X* +h)= f(X)+Zh ——(X) ZZ U 0<0<1 (2.34)
== axl X=X"+6h
Dengan memisalkan
X'=X,, X"+h=X, dan h=X, -X,,
pers. (2.34) dapat ditulis kembali menjadi
f(X,) = fX)+V/T (X)X, -X)+1/2(X, -X,)"
H{X, +6(X, - X)X, -X)) (2.35)

Jika H(X) adalah semi definit positif maka pertidaksamaan (2.33) terpenuhi
(berarti f(X) adalah konveks).®

Jika H(X) definit positif, fungsi f(X)akan konveks ketat. Juga dapat
dibuktikan bahwa jika f(X) konkaf maka matrik Hessian adalah semi definit
negatif.

Teorema 2.8
Suatu minimum lokal dari suatu fungsi konveks f(X)adalah minimum
global.
Bukti:
Teorema tersebut akan dibuktikan dengan kontradiksi. Andaikan terdapat dua
tittk minimum lokal yang berbeda dari f(X) yaitu X; dan X,. Misalkan

f(X,) = f(X,), karena f(X) adalah konveks, X; dan X, memenuhi relasi (2.33)

— i, ——
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X, - (X)) 2V (X)X, ~X,) (2.36)
VIT(X,)S <0 (2.37)

dengan S=(X,-X,) adalah sebuah vektor yang menghubungkan titik
X, ke X, .Pers. (2.37) menunjukkan bahwa nilai dari fungsi f(X) dapat semakin
berkurang atau menurun dengan menggerakkan arah S = (X, — X,) dari titik X, .
Kesimpulan ini kontradiksi dengan asumsi asal bahwa X, adalah minimum lokal.

Jadi tidak mungkin ada lebih dari satu titik minimum dari sebuah fungsi
konveks.®

Juga dapat dibuktikan bahwa maksimum lokal dari suatu fungsi
konkaf /(X) adalah maksimum global.

2.5 Bentuk Umum Posinomial

Sebuah posinomial didefinisikan [3]:

N
SX)=3U,(X)=U,(X)+U,(X)+...+ Uy(X) (2.38)
J=1
dengan U, (X)=c ff[x,“v S s (2.39)
=1

¢, >0, a, eR, x,>0, 1<i<n, 1<j<N
J if i J

Fungsi f(X) mengambil bentuk sebuah polinomial untuk alasan ini dan
karena semua ¢, >0 serta variabelnya bernilai positif, sehingga diberi nama

posinomial.

3 4
Contoh : f(x,,x2,x3)=x,2x2x§ XX, + ———+6x,
8 XX %,

2.6 Bentuk Umum Pemrograman Geometrik

Pemrograman geometrik merupakan metode untuk memecahkan salah satu
kelas dari masalah pemrograman non linier. Pemrograman ini digunakan untuk
meminimumkan sebuah fungsi tujuan yang berbentuk posinomial. Jika ada

kendala maka kendala juga berbentuk posinomial.
Terdapat dua macam masalah dalam pemrograman geometrik yaitu:

— g di e I
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. masalah minimisasi tanpa kendala .
2. masalah minimisasi dengan kendala
Masalah minimisasi tanpa kendala dapat dirumuskan sebagai berikut:
xl
xy
tentukan X =< |
x”
yang meminimumkan fungsi tujuan
N N n
S(X)=2U,(X)=2 ¢, [Tx"
J=1 J=1 =]
N
=3 (e, xi . xo) (2.40)
J=1

dengan ¢, >0, x, >0, dana, e R.

Masalah minimisasi ini kemudian disebut masalah primal.
Masalah minimisasi dengan kendala dapat dinyatakan sebagai berikut:
Xy

x2
tentukan X =

Xy

yang meminimumkan fungsi tujuan

f(X)=icOJl—"Ix,a"“ (2.41)
dan memenuhi k;:dala i

gk(X)zic@ﬁx,"“’(S,z)l, k=12....m (2.42)
dengan koeﬁs.ie.rf:I c01=(1j=1,2,...,N0) dan ¢, (k=12,...,mj=12,...,N,)
merupakan bilangan positif, pangkat o, (=12, ...;m f=1,2,...,N;) dan
'ahj k=L2...m =12 .0i=12,..N;) merupakan bilangan real, m
menyatakan jumlah kendala, N, menyatakan jumlah suku dalam fungsi tujuan

dan N, menyatakan jumlah suku dalam kendala ke-k, variabel Xy Koy iy
bernilai positif.

oy

—



18

Masalah minimisasi ini kemudian disebut-masalah primal.

2.7 Masalah Dual

Masalah dualitas merupakan konsep dasar yang memegang peranan
penting dalam teori optimisasi. Disini akan dibahas dualitas yang hanya
berhubungan dengan masalah pemrograman non linier walaupun konsep itu juga
digunakan untuk masalah pemrograman linier.

Masalah pemrograman primal dapat dituliskan:
minimumkan y(X), X =(x,,...,x,)"
dengan kendala f,(X)=>0, i=1,....k } (2.43)

Fungsi Lagrange untuk pemrograman primal tersebut bisa ditulis sebagai

L(X,1) = y(X) - 2" f(X) = p(X) - D" 24, f,(X)

e
57 = sells) " =(fn i)
Suatu fungsi K(X,w) dikatakan mempunyai suatu titik pelana jika terdapat titik
(X’, ") sehingga
KX’ 0) <KX, 0") <KX 0" (2.44)

untuk semua X, [1]. Andaikan

K(w) = m;;n[K (X, )] (diminimumkan X untuk konstanta )

K(X)= max[K (X, )] (dimaksimumkan @ untuk konstanta X )
maka

K(X)> K(X,0) > K(o) (2.45)

untuk sebarang (X,®), sehingga berlaku
K(X) > K(o)
untuk sebarang (X, ).

Lemma berikut, merupakan dasar penting dalam pengembangan teori

dualitas.

e ————
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Lemma 1 .
Ketiga pernyataan berikut ekuivalen

(a) mgn tmax| K(X,m)]} = max{mki_n[K(X,m)]}

(b) K(X°) = K(o")
(©) KX, o)< KX 0") <KX, 0")
Bukti lemma tersebut dapat dilihat pada [1].
Lemma | memberikan beberapa cara penulisan titik pelana, (X°,°).

Akan tetapi, ada kemungkinan suatu fungsi tidak mempunyai titik pelana,
sehingga jika demikian berlaku

min[K(X)] > max[K ()]

Fungsi Lagrange untuk program primal adalah
L(X°,4) = y(X) -2"f(X)

Dari pers. (2.44), fungsi Lagrange ini mempunyai titik pelana jika
L(X°,0) < L(X°, 0% < L(X,1%)

Analog dengan K dan K didefinisikan fungsi primal
L(X) = max[L(X, 1)}

dan fungsi dual

L(3) = min[L(X,})]
Dari dua fungsi ini akan didefinisikan dua masalah pemrograman yaitu masalah
primal dan masalah dual dengan masalah primal digunakan untuk menentukan
X", dapat dituliskan

L(X") = min[Z(X)]
sedangkan masalah dual untuk menghitung A.° dapat dituliskan

G &

L) = max[ L))

Untuk menganalisa masalah primal, fungsi primal perlu dievaluasi:

= X) jik (X)=20
LX) =maxy(X) = 32, /,(X)] = { i ,)11{; ;st‘:‘t‘uﬁ_((;) e (2.46)

— i, — S
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Hasil ini sangat jelas, karena jika semua f,(X)>0 dan karena harus memilih
4,20, maka dengan memilih semua A ,=0 akan memaksimumkan L(X).
Tetapi, jika f,(X)<0, maka dengan memilih A ,— o akan memaksimumkan
fungsi Lagrange.

Masalah primal menghendaki agar fungsi primal L(X) diminimumkan.
Dalam proses minimisasi bagian dimana L(X)— o tentu saja dapat diabaikan,
dan masalah primal dapat dinyatakan dalam

min L(X)= min[y(X)] atas X sedemikian hingga £,(X)20;i=1,....k
atau

minimumkan y(X)

dengan kendala f/(X)=0; i=1,....k
Pada masalah dual, titk (X“,).") dikatakan penyelesaian layak (feasible
solutions) untuk dual jika

L) = LX)
Jika .’ adalah nilai optimum A untuk dual dan (X°,1°) adalah penyelesaian
layak untuk dual, maka (X°,A°) dikatakan optimum untuk dual.

Lemma 2
Andaikan X“ penyelesaian layak untuk masalah primal, maka berlaku
L(X") = p(X*)

dan jika (X”,1”) penyelesaian layak untuk masalah dual maka berlaku
—_— k ~
LX) =yX") 2 y(X*)- Y A7 ,X") = L(X*,0%) = L")
i=1

Bukti lemma 2 dapat dilihat pada [1].

Lemma 2 mengatakan bahwa masalah dual selalu memberikan batas
bawah untuk masalah primal. Ini juga berlaku bahkan jika Lagrange tidak
mempunyai titik pelana.

Masalah dual secara umum adalah:

— iy, i Y
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ik

maksimumkan z(X.1) = y(X)- >4, £,(X) (2.47)
=1

dengan kendala L=20 (2.48)

YX)-Y 1,f,X)= mgn[y(X) =>4 ,f,(X)} (2.49)

Misalkan y adalah fungsi konveks ketat, semua f, adalah fungsi konkaf maka

masalah primal adalah masalah pemrograman konveks yang menjamin hanya satu

titik minimum dan

VL(X,3) =0 jika L(X,}) = min[L(X,})].

Dengan melihat uraian di atas bentuk dual dari masalah primal (2.44) adalah:

k
maksimumkan z(X,1) = p(X)- > 1, f,(X) (2.50)
i=]
dengan kendala L=20 (2:51)
k
V(X)) =D 2,V (X)=0 (2.52)
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4.1 Kesimpulan
Berdasarkan uraian pada pembahasan dapat ditarik kesimpulan:
1. Untuk menentukan solusi masalah minimisasi tanpa kendala dalam

pemrograman geometrik yang mempunyai rumusan sebagai berikut:

tentukan X = (xl,xz,...,x,,)r
yang meminimumkan fungsi tujuan

f(X)= iU’ (x)= fcjﬁxf*f 4.1

J=1 i=]
dengan ¢; >0, x,>0, dana;eR.
adalah dengan menyelesaikan bentuk dual, yaitu
tentukan A = (APAZ,...,A")T

yang memaksimumkan
N c A’
va) =T1| = 4.2)
J=1 A J
dengan kendala
5
ZA ; =1 (kondisi normalitas) (4.3)

J=1
N
Y a,A, =0,i=1,2,...,n (kondisi ortogonalitas)  (4.4)
J=1

Langkah-langkah penyelesaiannya dapat diuraikan sebagai berikut

a. Menentukan solusi optimal dari variabel dual A". Jika derajat kesulitannya nol
maka terdapat solusi tunggal untuk A*.

b. Jika derajat kesulitan lebih dari nol maka diperoleh pendekatan terbaik untuk

solusi variabel dual.
. Solusi variabel dual yang telah diperoleh kemudian disubstitusikan pada
persamaan (4.2) sehingga diperoleh nilai maksimum fungsi dual v* yang juga

merupakan nilai minimum fungsi primal f°.
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d. Titik minimum global dari / dapat djtentukan dari hubungan:

U =81 =, T]6 P j=12...N (4.5)
i=]

2. Untuk menentukan solusi masalah minimisasi dengan kendala dalam

pemrograman geometrik yang mempunyai rumusan sebagai berikut:
tentukan X = (xl,xz,...,x,,)r
yang meminimumkan fungsi tujuan
Nn n
SX) = co, [ ]x™ (4.6)
J=1 =1

dan memenuhi kendala
N, n
geX)=Y ¢, [[*xMSLk=12,..,m (4.7)
J=1 i=] -

¢o; >0,¢,; >0,ay; € R,a,; € R,x; >0
adalah dengan menyelesaikan betuk dualnya, yaitu
tentukan & = (Ag;s---s Aoy, s Arysees i, seees Amiseeos Ay )T

yang memaksimumkan
m Nk cky N, a*;'k.l
v(h) = HH[TZ A,g] (4.8)
k=0 j=1 \ M =l
dengan kendala
N,
iﬂ,u , =1 (kondisi normalitas) (4.9)
J=1
m N
ZZJkathkj =0, i=1,2,...,n (kondisi ortogonalitas) (4.10)
k=0 j=I

N
A =32,20, k=12,...m (kendala tak negatify (4.11)
J=1

o, =1 jika X) <1
¢ Jka £,(X) ; sedangkan o, =1

Untuk k=12,...,m 5 ;
o, =-1 jika g, (X)=1

Langkah-langkah penyelesaiannya dapat diuraikan sebagai berikut
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a. Menentukan solusi optimal variabel L°. Jika derajat kesulitannya nol maka

terdapat solusi tunggal untuk A°.
b. Jika derajat kesulitannya positif maka diperoleh pendekatan terbaik untuk
solusi variabel dual.

c. Solusi optimal variabel dual yang telah diperoleh kemudian disubstitusikan
pada persamaan (4.8) sehingga diperoleh nilai maksimum fungsi dual v* yang
Jjuga merupakan nilai minimum fungsi primal /.

d. Nilai optimal variabel x; (i =2=1,2,...,n) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan berikut

n
coj l_[ (x: )amj
ﬂ,. _ i=]

(1§ - *
Xo

>0, f=L2,...; N, (4.12)

Ay B 4
=, [TGD™, =120 N, k=1,2,..m (4.13)

- i=l
22
J=1

Dengan demikian dalam pemrograman geometrik, pertama kali didapatkan nilai

minimum fungsi tujuan kemudian diperoleh nilai minimum variabel keputusan.

Jika suatu masalah pemrograman geometrik seluruh kendalanya dalam
bentuk g, (X) <1, solusi dari masalah ini akan memberikan hanya satu minimum
lokal yang juga minimum global, sedangkan untuk kasus masalah pemrograman
geometrik  berisi paling sedikit satu fungsi tanda dengan nilai
o, =-1, k=1,2,...,m tidak ada pernyataan umum tentang minimum global dari
masalah tersebut tetapi karena fungsi tujuan kontinu dan terbatas di bawah oleh
nol, kasus ini harus mempunyai minimum yang dilengkapi bahwa ada titik yang

memenuhi kendala.

4.2 Saran
Untuk mengembangkan tulisan ini sebaiknya perlu dipelajari masalah
pemrograman geometrik dimana posinomial dalam fungsi tujuan maupun kendala

melibatkan koefisien negatif dan bagaimana solusinya dengan metode dual.
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