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RINGKASAN

Koreksi Order-2 Fungsi Gelombang dan Energi ion Lithium dengan
pendekatan teori Gangguan; Mirda Prisma Wijayanto, 120210102032; 2016; 55
halaman; Program Studi pendidikan Fisika, Jurusan Pendidikan Matematika dan

IImu Alam, Fakultas Keguruan dan IImu Pendidikan, Universitas Jember.

Jenis penelitian ini adalah penelitian pengembangan non eksperimen pada
bidang fisika teori berupa pengembangan teori Mekanika Kuantum. Teori fisika
yang dikembangkan adalah penentuan fungsi gelombang dan energi atom
berelektron tunggal dengan pendekatan teori gangguan. Penelitian ini bertujuan
untuk menentukan rumusan fungsi gelombang serta nilai energi dari ion Lithium
akibat gangguan medan elektrostatis dengan pendekatan teori Gangguan hingga
koreksi order-2.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini yaitu Study literatue. Langkah
pertama dalam penelitian ini yaitu menentukan fungsi gelombang ion Litium
untuk bilangan kuantum n < 3 dengan menggunakan pendekatan persamaan
Schrodinger. Persamaan Schrodinger merupakan persamaan diferensial parsial
orde dua yang digunakan untuk menganalisis perilaku dualisme gelombang
partikel. Persamaan Schrodinger dibentuk dengan menggunakan hukum
kekekalan energi serta taat azas terhadap hipotesis de Broglie. Persamaan
Schrodinger diselesaikan dengan menggunakan metode pemisahan variabel
sehingga diperoleh solusi analitik kompleks berupa fungsi gelombang meliputi
fungsi gelombang Radial Ry (r) serta fungsi harmonik bola Y, (6, ) yang
merupakan gabungan dari fungsi gelombang Polar @, (8) dan fungsi gelombang
Azimuth @, (p). Persamaan Schrodinger yang digunakan adalah persamaan
Schrodinger bebas waktu untuk partikel tunggal pada koordinat bola (r,6, ¢).

Dalam penelitian ini digunakan tiga jenis bahan validasi, diantaranya
simulasi fungsi gelombang dan rapat probabilitas radial atom Hidrogen untuk
n < 3, simulasi fungsi harmonik bola, serta perhitungan matematis koreksi order-

1 atom Hidrogen akibat gangguan medan elektrostatis. Fungsi gelombang atom
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radial atom Hidrogen dan fungsi harmonik bola disimulasikan dengan
menggunakan software aplikasi Matlab2012.
Dalam penelitian ini digunakan gangguan dari medan elektrostatis.

Hamiltonian pengganggu diberikan oleh persamaan, G = ef’.E = |e||E||7| cos 6

dengan 6 adalah sudut yang dibentuk antara medan listrik E dengan sumbu-z
positif. Gangguan bersifat non degenerasi tak bergantung waktu. Dapat diartikan
bahwa satu level energi hanya boleh ditempati oleh satu states bilangan kuantum.
Tidak diperkenankan terdapat dua bilangan kuantum berbeda menempati satu
level energi yang sama. Suku pengganggu yaitu medan elektrostatis tak
bergantung waktu artinya memiliki nilai yang tetap tidak berubah — ubah setiap
waktu. Koreksi pertama dilakukan terhadap fungsi gelombang dan diperoleh
rumusan fungsi gelombang terkoreksi order-2 sebagai berikut :

[111 —d [111(0) + @1(1) + 4)1(2)

W &7
5 e 22 cosf

w, =3B L o"a 65758 x 1074E [ 3r

vE aog (ap)2

{0,9497x10‘27E2 <;e‘%>} = (32;:2 ~Zt1)+

;/\é; r(zz‘:’ ) (cos @ + sin O(sing + cos @) + — 3\/_ (3cos e—1)+
32\/\% sine cose(sing + cos @) + % e sin? e

Dari persamaan lengkap koreksi order-2 dapat diketahui bahwa adanya
gangguan medan elektrostatis mengakibatkan elektron mengalami eksitasi menuju
tingkat bilangan kuantum yang lebih tinggi. Selanjutnya dilakukan koreksi
terhadap energi dari ion Lithium akibat gangguan medan elektrostatis. Pada
koreksi order-1 diperoleh bahwa energi ion Lithium ¢, = 0. Berdasarkan data
hasil penelitian diketahui bahwa nilai koreksi energi mengalami penuruan dari
antara koreksi order-1 terhadap koreksi order-2 yaitu ;Y = 0 menjadi ¢,® =
—7,35x 107*5 E2,
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada akhir abad kesembilan belas banyak fenomena fisika yang tidak
dapat dijelaskan oleh teori fisika klasik. Teori Klasik terbentuk dari pengamatan —
pengamatan yang bersifat makroskopik dengan mengasumsikan bahwa partikel
dan gelombang merupakan pokok bahasan yang terpisah satu sama lain.
Kegagalan awal teori klasik yaitu dalam menjelaskan spektrum radiasi termal dari
suatu benda pada suhu yang sangat tinggi. Peristiwa ini biasa dikenal sebagai
radiasi benda hitam. Selain itu teori gelombang klasik juga gagal menjelaskan
peristiwa pemancaran elektron dari permukan logam yang disinari cahaya (efek
fotolistrik) dan hamburan cahaya oleh elektron — elektron (efek compton).

Pada dasarnya permasalahan tersebut hanya dapat diselesaikan dengan
menganggap bahwa partikel dan gelombang memiliki sifat dualisme yang saling
berkaitan satu sama lain. Pada tahun 1924 Louis de Broglie mengajukan sebuah
hipotesis bahwa suatu partikel bergerak yang memiliki momentum p dapat

berperilaku sebagai gelombang. Hal ini dicirikan dengan adanya panjang
gelombang 1 = % yang dikenal sebagai panjang gelombang de Broglie dari suatu

partikel. Hal inilah yang menjadi awal munculnya teori baru dalam fisika yaitu
mekanika kuantum.

Secara matematis, keterkaitan antara dualisme gelombang dan partikel
dapat dijelaskan dengan menggunakan suatu persamaan diferensial parsial orde
dua yang dikenal sebagai persamaan Schrodinger. Persamaan Schrodinger
dibentuk dengan menggunakan hukum kekekalan energi serta taat azas terhadap
hipotesis de Broglie sehingga diperoleh suatu solusi analitik kompleks berupa
fungsi gelombang. Fungsi gelombang yang diperoleh harus bersifat linier, bernilai
tunggal, dan berhingga. Melalui fungsi gelombang dapat diketahui bagaimana

perilaku dan karakteristik partikel yang meliputi probabilitas, momentum sudut,
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harga ekspektasi posisi, maupun energi rata — rata yang dimiliki partikel dalam
pengaruh suatu potensial tertentu. Fungsi gelombang yang diperoleh harus
ternormalisasi dimana secara fisis dapat diartikan bahwa peluang untuk
menemukan partikel di suatu tempat pada suatu waktu harus bersifat tertentu.
Selain itu fungsi gelombang juga harus bernilai tunggal dan berhingga yang
berarti bahwa tidak mungkin ditemukan satu partikel identik dalam waktu yang
bersamaan di dua tempat berbeda.

Berdasarkan karakteristik umum dari fungsi gelombangnya, persamaan
Schrodinger dapat dikelompokkan menjadi dua jenis. Bentuk yang paling
sederhana adalah persamaan Schrodinger tak bergantung waktu atau dalam
keadaan tunak dimana fungsi gelombang yang dihasilkan tidak memiliki suku
waktu (t). Secara fisis dapat diartikan bahwa fungsi gelombang tersebut dibentuk
atau dipengaruhi oleh suatu potensial yang hanya bergantung posisi (r) dan tidak
berubah setiap waktu biasanya berlaku untuk kasus potensial sederhana yang non
relativistik. Persamaan Schrodinger bergantung waktu menghasilkan fungsi
gelombang yang mengandung suku waktu (t). Secara fisis berarti bahwa fungsi
gelombang dibentuk atau dipengaruhi oleh suatu potensial yang bentuknya dapat
berubah — ubah setiap waktu. Permasalahan ini dapat ditemui pada kasus yang
lebih rumit seperti pada model atom kuantum Sommerfeld yang menjelaskan
bahwa lintasan elektron tidak berbentuk lingkaran melainkan berbentuk elips dan
bentuknya dapat berubah - ubah setiap waktu (Liboff, 1980:243).

Dalam aplikasinya atom Lithium maupun ion Lithium banyak digunakan
sebagai baterai untuk berbagai peralatan elektronika. Atom Lithium digunakan
sebagai bahan pembuatan baterai yang tidak dapat diisi ulang, sedangkan ion
Lithium digunakan sebagai bahan dalam pembuatan baterai isi ulang. Atom
Lithium maupun ion Lithium memiliki jumlah proton yang sama yaitu 3.
Perbedaannya hanyalah pada jumlah elektron. Atom Lithium yang disimbolkan
7Li memiliki 3 elektron. lon Lithium meliputi Li* yang memiliki 2 elektron serta
Li** yang memiliki 1 elektron yang termasuk dalam kelompok atom hidrogenik.
Atom hidrogenik memiliki satu proton di dalam nukleus dengan satu elektron

yang mengelilinginya. Kelompok partikel yang termasuk atom hidrogenik
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diantaranya adalah atom hidrogen (Z = 1) dan isotopnya, deuterium (A =2, Z =
1), tritium (A = 3, Z = 1), ion Helium (He") yaitu atom Helium yang kehilangan
satu dari dua elektronnya (Z = 2), serta ion Lithium (Li?*) yaitu atom Lithium
yang kehilangan dua dari tiga elektronnya (Z = 3). Kelompok partikel berelektron
tunggal baik H, He®, Li** dan lain sebagainya memiliki sifat dan karakteristik
yang hampir sama baik secara fisis maupun matematis. Interpretasi secara
matematis berkaitan dengan atom hidrogenik dapat dijelaskan melalui persamaan
diferensial parsial orde dua yaitu persamaan Schrodinger (Alonso dan Finn,
1968:111).

Dalam penelitian ini dibatasi pada penggunaan persamaan Schrodinger tak
bergantung waktu dimana perilaku gerak elektron didasarkan pada model atom
Bohr. Salah satu kelemahan dari model atom Bohr yaitu tidak dapat menjelaskan
perilaku atom berelektron banyak (lebih dari satu elektron) seperti atom Li
maupun ion Li*. Oleh karena itu dalam penelitian ini digunakan ion Lithium yaitu
Li** sebagai fokus penelitian dengan pertimbangan bahwa Li** merupakan atom
berelektron tunggal.

Prinsip kerja penggunaan ion Lithium Li** dalam baterai mengacu pada
konsep eksitasi elektron. Dalam penggunaannya, elektron akan menyerap energi
dari kapasitor yang disimpan dalam bentuk medan Isitrik. Akibatnya elektron
akan mengalami eksitasi dari dari tingkat energi rendah misalnya n=1 menuju
kulit lain dengan tingkat energi yang lebih tinggi n>1. Setelah mencapai kulit
terluar elektron kemudian akan terlepas dan menjadi elektron bebas. Adanya
elektron bebas ini akan menghasilkan arus listrik yang digunakan prosesor untuk
mengoperasikan piranti elektronik.

Untuk mempelajari perilaku eksitasi elektron tersebut dapat digunakan
suatu pendekatan matematis yaitu teori gangguan. Berdasarkan suku
gangguannya, teori gangguan dapat dikelompokkan menjadi gangguan stasioner
(tak bergantung waktu) dan gangguan bergantung waktu. Berdasarkan pengaruh
bilangan kuantum terhadap koreksi energi teori gangguan dapat dibedakan untuk
kasus non degenerasi dan gangguan berdegenerasi. Dalam penelitian ini akan

dikaji pengaruh medan elektrostatis terhadap fungsi gelombang pada keadaan
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dasar (1s) hingga koreksi order-2. Kajian dilakukan terhadap fungsi gelombang
tingkat dasar dikarenakan pada keadaan dasar n=1 1=0 hanya terdapat satu states
elektron yang akan menghasilkan nilai satu level energi. Keadaan yang demikian
disebut sebagai keadaan non degenerasi yang akan menjadi fokus masalah dalam
penelitian ini. Apabila digunakan kajian terhadap keadaan yang lebih tinggi
misalnya n=2 akan terdapat dua kombinasi bilangan kuantum yang menghasilkan
nilai level energi yang sama yaitu n=2 I=0 dan n=2 |=1. Keadaan yang demikian
disebut sebagai keadaan degenerasi. Tingkat ketelitian perhitungan pada teori
gangguan ditentukan oleh order koreksi. Semakin tinggi order koreksi
menandakan penelitian semakin akurat dan teliti.

Beberapa penelitian sebelumnya mengenai atom hidrogenik serta teori
gangguan antara lain : Wenfang Xie (2009) dalam penelitiannya tentang Effects
of an Electric Field on the Confined Hydrogen Atom in a Parabolic Potential
Well menjelaskan bahwa energi ikat atom hidrogen akan menurun seiring
meningkatnya intensitas medan listrik. Berdasarkan data hasil penelitian
diperoleh bahwa pada koreksi order pertama terlihat adanya pemisahan energi
pada keadaan dasar yaitu n=1 menjadi dua level energi. M. Abdel (2015) dalam
penelitiannya tentang Finite Size Uehling Corrections in Energy Levels of
Hydrogen and Muonic Hydrogen Atom, menjelaskan bahwa koreksi energi dari
muon hidrogenik menghasilkan nilai yang lebih tinggi bila dibandingkan dengan
atom Hidrogen. Nilai — nilai koreksi energi akan menurun seiring meningkatnya
harga bilangan kuantum utama n. Montgomerry Jr. (2001) dalam penelitiannya
Variational Perturbation Theory of the Confined Hydrogen Atom menjelaskan
bahwa koreksi energi order pertama menunjukkan nilai yang cukup besar untuk
jari — jari ikat ro. Akan tetapi nilai koreksi order kedua dan seterusnya
menunjukkan nilai yang terus menurun.

Kenyataan bahwa ion Lithium memiliki manfaat yang cukup besar
terutama sebagai bahan dasar pembuatan sumber daya sekunder dari berbagai
komponen elektronika, sehingga perlu dilakukan penelitian lebih lanjut mengenai
fungsi gelombang dan energi ion Lithium dengan judul Koreksi Order-2 Fungsi

Gelombang dan Energi lon Lithium dengan Pendekatan Teori Gangguan.
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1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas maka dapat dirumuskan beberapa

permasalahan, antara lain :

a.

Bagaimana bentuk fungsi gelombang keadaan dasar (1s) terkoreksi order-2
ion Lithium (Li**) dalam medan elektrostatis dengan pendekatan teori
gangguan?

Berapakah nilai energi terkoreksi order-2 ion Lithium (Li*") untuk keadaan

dasar (1s) dalam medan elektrostatis dengan pendekatan teori gangguan?

1.3 Batasan Masalah

Agar penelitian lebih terfokus dan dapat menjawab permasalahan yang

ada, maka penulis membatasi masalah sebagai berikut :

a.

Persamaan Schrodinger yang digunakan adalah persamaan Schrodinger tak
bergantung waktu (pada keadaan tunak) dalam koordinat bola dengan asumsi
proton dan neutron dianggap diam.

Teori Gangguan yang digunakan adalah teori Gangguan untuk sistem tak
berdegenerasi ( E,® # En® ) dalam keadaan tunak (tak bergantung waktu).
Fungsi gelombang ion Lithium (Li?*) memenuhi syarat normalisasi.

Fungsi gelombang dan energi yang dikoreksi hanya dibatasi untuk keadaan
dasar (1s) dengan koreksi order-2 akibat gangguan dari medan elektrostatis
(potensial Coulomb).

Fungsi gelombang yang diperoleh mengabaikan efek spin.

1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut :
Menentukan fungsi gelombang keadaan dasar (1s) terkoreksi order-2 ion
Lithium (Li**) dalam medan elektrostatis dengan pendekatan teori gangguan.
Menentukan nilai energi terkoreksi order-2 ion Lithium (Li**) untuk keadaan
dasar (1s) dalam medan elektrostatis dengan pendekatan teori gangguan.
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1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut :

a. Bagi peneliti, dapat menambah wawasan, pengetahuan, dan pengalaman
tentang fisika kuantum khususnya aplikasi persamaan Schrodinger untuk
mengkaji atom hidrogenik dengan melibatkan teori gangguan.

b. Bagi pembaca, dapat dijadikan sebagai salah satu acuan dalam mempelajari
fisika kuantum khususnya dalam pokok bahasan atom hidrogenik dan teori
gangguan baik dalam pembelajaran di perkuliahan maupun penelitian lebih
lanjut dengan tema serupa.

c. Bagi lembaga, dapat memberikan sumbangan penelitian dan bahan referensi
tambahan dalam pembelajaran di perkuliahan fisika kuantum dengan pokok

bahasan atom hidrogenik atau atom dengan elektron tunggal.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Dualisme Gelombang Partikel

Berdasarkan ide yang dikemukakan oleh Einstein, suatu partikel misalnya
foton dengan energi hf (frekuensi f dan panjang gelombang A) memiliki
momentum linear p yang searah dengan arah pergerakannya. Besarnya p dapat

dinyatakan sebagai berikut :
p="L =2 (Krane, 1982:102)............ccccoccorimiiriirrinirnen (2.1)

Pada tahun 1923, A. H. Compton membenarkan ide ini dengan
menggunakan eksperimen hamburan sinar-X dan elektron. Sehingga perilaku
sebuah foton yang memiliki momentum linier sebesar 4/ dan energi hf dapat
diketahui. Pada tahun 1923, de Broglie mempostulatkan bahwa sebuah partikel
bergerak dapat memiliki momentum dan panjang gelombang yang disebut
panjang gelombang de Broglie dimana keduanya saling berhubungan satu sama
lain sesuai dengan persaman (2.1) (Krane, 1982:126).

Panjang gelombang de Broglie hanya dapat diamati untuk partikel —
partikel yang berukuran atom atau inti atom. Berdasarkan persamaan (2.1) dapat

diperoleh besarnya panjang gelombang de Broglie yaitu :

dengan h merupakan konstanta planck yang besarnya 6,63 x 10°* Js. Sedangkan
kecepatan gelombang de Broglie dapat dituliskan :

v = Af (Beiser, 1990:91).

Dalam perambatannya gelombang memindahkan sejumlah energi dari
suatu subsistem ke subsistem lainnya. Suatu gelombang yang merambat dalam
arah tertentu misalnya diambil arah sumbu-x dalam suatu waktu memenuhi

persamaan gelombang :
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— — —=— = 0 (Pain, 2005:112).

Solusi dari persamaan diatas berupa fungsi gelombang yang dapat dituliskan :

Y(x,t) = Asin(wt —kx) + Bcos(wt —kx) ....ccoooiiiiiiiiiiiiin.. (2.2)

Fungsi gelombang ¥ adalah kuantitas kompleks yang memberikan
karakteristik gelombang de Broglie. Harga fungsi gelombang ¥ tidak mempunyai
arti fisis secara langsung akan tetapi dapat menyajikan informasi fisis bahwa
partikel tersebut mempunyai gerakan yang tak terbatas. Kuadrat harga mutlak dari
fungsi gelombang |¥|? disebut dengan kerapatan peluang P(r) menyatakan
kemungkinan suatu partikel misalnya elektron ditemukan pada posisi tertentu
dalam sebuah atom (Beiser, 1990:91).

2.2 Persamaan Schrodinger

Persamaan Schrodinger merupakan persamaan diferensial parsial orde dua
yang digunakan untuk memberikan informasi tentang sifat gelombang dari suatu
partikel. Berdasarkan karakteristik fungsi gelombangnya persamaan Schrodinger
dibagi menjadi dua vyaitu persamaan Schrodinger bergantung waktu dan
persamaan Schrodinger tak bergantung waktu. Persamaan Schrodinger yang
digunakan untuk memecahkan masalah berkaitan dengan atom hidrogenik adalah

persamaan Schrodinger tak bergantung waktu.

2.2.1 Persamaan Schrodinger Tak Bergantung Waktu (Keadaan Tunak)
Pemecahan persamaan Schrodinger harus memenuhi 3 syarat sebagai berikut :
a. Memenuhi hukum Kekekalan Energi
Hukum kekekalan energi menyatakan bahwa jumlah total energi yaitu
energi kinetik dan potensial dari suatu partikel selalu bersifat kekal. Persamaan
hukum kekekalan energi dari suatu partikel dapat dituliskan sebagai berikut :
K+V=E

Pada ruas kiri, suku pertama menyatakan energi kinetik sedangkan suku kedua

menyatakan energi potensial. Energi potensial secara umum didefinisikan sebagai
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energi yang dimiliki benda karena kedudukannya. Dalam sistem atom, energi
potensial timbul akibat adanya gaya elektrostatis coulomb antara elektron dengan
inti atom. Ruas kanan merupakan suatu tetapan yang menyatakan energi total
(Ashby, 1970:166).
b. Linier dan bernilai tunggal

Dalam pengertian matematis persamaan Schrodinger haruslah “berperilaku
baik”. Pemecahan persamaan Schrodinger harus memberikan informasi tentang
probabilitas untuk menemukan partikelnya. Walaupun dapat pula probabilitas
berubah secara kontinu dan partikelnya menghilang secara tiba — tiba dari suatu
titik dan muncul kembali pada titik berikutnya, namun fungsinya haruslah bernilai
tunggal artinya tidak boleh ada dua probabilitas untuk menemukan partikel di satu
titik yang sama. Indikator dari sifat gelombang yang linier dan berkelakuan baik
yaitu fungsi gelombangnya harus memiliki sifat superposisi gelombang (Krane,
1992:172).
c. Taat azas terhadap hipotesa de Broglie

Bentuk persamaan diferensial apapun harus taat azas dengan hipotesa de
Broglie. Pemecahan secara matematis bagi sebuah partikel dengan momentum p
harus berbentuk sebuah fungsi gelombang dengan panjang gelombang 4 yang
sama dengan h/p. sesuai persamaan (2.1) dan persamaan (2.3) dimana p=hk maka
energi kinetik dari gelombang de Broglie partikel bebas dapat dirumuskan sebagai
berikut :

k-G, WHERS XY /. 2.4)

2m 2m

Persamaan Schrodinger dapat dibentuk dengan mengambil turunan kedua dari
fungsi (2.2) terhadap x, sebagai berikut :

d*¥(x,t) :
—z = —k? [Asin(wt — kx) + B cos(wt — kx)]

a?y(x) _
dxz
Dari persamaan (2.4) dapat diperoleh :
= v
Untuk kasus potensial tak bergantung waktu diperoleh (x,t = 0) = ¥(x) :

k2
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d*¥ (x) 2m (E = Vi)
dxz _l h2 l ¥
h2 d2
P b (B = Vi) P = 0 s (2.6)

Persamaan (2.6) merupakan persamaan Schrodinger tidak bergantung
waktu atau biasa dikenal dengan persamaan Schrodinger dalam keadaan tunak
satu dimensi. Dalam bentuk tiga dimensi, persamaan (2.7) dapat dituliskan

menjadi :

W2 [0*%¥(yz | 0Py | 0° ""(xyz)
) S |+ & = Viey) Yoy = 0

2 62 62

h
m | ox? + + ]lp(xyZ) + (E V(xyZ))l‘U(xyZ) =0
Secara umum persamaan Schrodinger keadaan tunak dapat dituliskan :
h2 2
EV lzu(x,yjz) + (E =3 V(x,y,z)) "U(x,y,z) = 0 ................................. (27)

Dengan V? merupakan operator Laplace yang bergantung pada koordinat yang

digunakan untuk memecahkan persamaan Schrodinger.

2.2.2 Persamaan Schrodinger pada Atom Berelektron Tunggal (Hidrogenik)
Persamaan Schrodinger untuk atom berelektron tunggal dapat diselesaikan

dengan memandang bahwa atom memiliki simetri bola, sehingga persamaan

Schrodinger harus disajikan dalam koordinat bola (tiga dimensi). Dengan

demikian, operator Laplace V2 dapat dituliskan :

szii(rzi)+ : a(smé? ) + —

r2 or ar r2s5in6 060 125in20 9?2

dengan melakukan subtitusi persamaan diatas kedalam persamaan (2.7), maka
diperoleh persamaan Schrodinger dalam keadaan tunak tiga dimensi yaitu :

h16(26)+16( 96> 1621;/ o _ 0
2mrz|ar \" ar) " sin6 06 sin 26) " sin26 dg?| " 09 ( ) Vo =
untuk sistem dua partikel dengan gaya sentral, maka persamaan diatas dapat
dituliskan sebagai :

”1la 5 @ 1 9 (. .0 1 a°
zn—z{a (12 3) + s ag (510 35) + iz }"'(rw*(E V) Vo0 = 0(2.8)

dengan . merupakan posisi pusat massa sistem yang dinyatakan sebagai :
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_Trimy +rm;

rc - m1+ m;
— mams 1
h= o (Gasiorowicz, 1996:169) .........ccoviiiiiiiiiiiiiiann, (2.9)

dengan u disebut dengan massa tereduksi.
Potensial untuk atom Hidrogen dengan Z=1 merupakan fungsi dari jarak

terhadap titik asal yang diberikan :

V(r) = 1970:222) .+, (2.10)

Untuk memcahkan persamaan (2.8) dapat digunakan metode pemisahan

variabel sebagai berikut :
Y(r) = ¥, 6, 9)=R(r)0(6)(p)
Atau dapat pula dinyatakan sebagai berikut :
P, 0, 0) = ROD ... (2.11)

Dengan subtitusi persamaan (2.10) dan (2.11) ke dalam persamaan (2.8)

kemudian dikalikan dengan maka dapat diperoleh :
d ( aR)9¢>+ . ( ea@)qu Lo s 2y ¢ poo =0
dr, fe o, sind 36 \° 5o sin26 0?2 h2 ( 4t ) a

Untuk penyederhanaan, tiap suku dibagi dengan RO @ dari persamaan (2.11),

maka diperoleh :
1 (2 R) | L4 (5ng00), 1 dz_¢+2Hre2(E+ e’ ) =0(2.12)°

Rdr. \ € or, Osinb do ®sin?6 de? h2 ATTEYT,

Berdasarkan persamaan (2.12) terlihat bahwa suku pertama dan keempat
hanya bergantung pada jari — jari r, suku kedua bergantung pada sudut 6 dan
suku ketiga bergantung pada ¢. Penjumlahan suku — suku yang hanya bergantung
pada jari — jari dan sudut & maupun ¢ akan selalu bernilai tetap untuk sembarang
nilai r, 8, ¢ (Purwanto, 2006:155).

Jika masing — masing suku sama dengan konstanta yang berharga +I(l +

1), maka suku yang hanya bergantung jari — jari akan menjadi :

i (2 )+ 5@ +4ne D=la+n
L (12 )+ B+ 2R =L+ DR o (2.13)°

! Pembuktian persamaan (2.9) terlampir pada lampiran B
? Pembuktian persamaan (2.12) terlampir pada lampiran C


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

12

sedangkan suku yang mengandung 6 dan ¢ akan menjadi :

=-Il(l+1)

1 d( 60) 1 d?*¢
Osinf do

mo %) 4 1 4®
St 98 +¢sin29d<p2

%%(sin@ g—z) + 52% + (L + 1)sin?6=0
Sebagai penyederhanaan digunakan konstanta —m? dan m? sehingga diperoleh

persamaan diferensial biasa :

sin . 2 .
f%(sme Z—Z) + é% +Il+ Dsin20=—m?+m? .................... (2.14)

Melalui pemisahan variabel persamaan (2.14) dapat dijabarkan sebagai berikut :

B P M @ = 0o (2.15)
L (5ing %) 4 U0+ 1O~ 50 =0 e, (2.16)

Persamaan (2.13), (2.15), dan (2.16) selanjutnya akan dijabarkan untuk
memperoleh fungsi gelombang radial, fungsi gelombang polar, dan fungsi

gelombang azimuth.

2.3 Solusi Persamaan Schrodinger pada Atom Berelektron Tunggal

Solusi persamaan Schrodinger merupakan solusi gabungan dari solusi
radial, solusi polar, dan solusi azimuth yang diperoleh melalui metode pemisahan
variabel. Solusi gabungan ketiganya secara matematis diungkapkan dalam
persamaan (2.11). Solusi radial, polar, dan azimuth secara lengkap akan

diungkapkan sebagai berikut :

2.3.1 Solusi Radial
Melalui Persamaan Radial (2.13) dapat diperoleh energi Eigen E. Untuk
keadaan terikat yaitu keadaan dengan energi negatif E = - |E|, persamaan (2.13)

dapat diselesaikan dengan menggunakan permisalan :

1

o= [8‘;—“5'] T (2.17)
dp = [8‘;—“5'] Al (2.18)

* Pembuktian persamaan (2.13) terlampir pada lampiran D
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Subtitusikan persamaan (2.17) dan (2.18) ke persamaan (2.13) diperoleh :

L (2 ) 4 2 (g4

) ~I(I+1DR=0

dre \'¢  org h2 4megre
1 d 2 a_R) z_y( er l(l+1)h2) _
12 dr, (TC ar, + h?2 E+ ATTEgT, 2urg? R=0
2 dR] 2_;1 1 _l+1)w? 1 _
[BulEI] [ R|E + ame, [8#“5,]-% 21 [sulel]-l 5 0
h2 h
sulEl| ™! s -
. sehingga dapat diperoleh :
2 |EIT™ 3
1d ZdR] E e? 1 2u [8/,LE e+
il il eI N T = Sl
| Lm+4mwh2 = RR=0 (2.19)

Untuk kasus energi terikat dimana E = —|E| diperoleh :

zdp[ ZdR] [__ anoph [Bu|E|] 2 :

Sebagai penyederhanaan digunakan permisalan berikut :

10D
Dlr=0

1

8= e [l

PP+ TR R=0 (2.20)

Untuk menentukan solusi persamaan (2.20) akan diselediki terlebih dahulu
perilaku persamaan tersebut pada dua daerah ekstrim yaitu daerah jauh sekali dan
daerah pada pusat koordinat. Untuk daerah yang jauh sekali dari pusat koordinat
dimana p — oo diperoleh :

a7

dengan solusi :

R O~ e A (2.21)
Untuk daerah di pusat koordinat atau pada titik asal diperoleh :
R = R®)
p
R(p) =U
ar _ 4 (E) 1du i
dp dp \p) pdp p?

i R G el
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Dengan subtitusi R = % maka persamaan (2.20) dapat dituliskan kembali menjadi :

ii[pz d_R]_I_[_i_I_A l(Hl)]R:O

p%dp dp p p?
d?u  1(1+1) A1 _
o U+(;—Z)U—O ............................................. (2.22)

Untuk limit p — oo nilai (% — i) U dapat diabaikan sehingga :

o d*U 11+ A1 d’U 11+ 1)
lim = + (— - —> U = .~ =0
peo dp? p? p 4 dp? p?
Solusi dari persamaan diferensial orde dua diatas adalah :
U= pl+1

Sehingga diperoleh :
R - 2 _ pl+1
e b

Dengan menggabungkan persamaan (2.21) dengan (2.23) akan diperoleh

bahwa solusi umum merupakan perkalian antara persamaan (2.21) , (2.23), dan

konstanta Laguerre L yang bergantung pada fungsi p dapat dituliskan L(p) :

—?

RE)EDAE 2 BE) ... Bt e P .......... (2.24)
Persamaan (2.24) dapat dijabarkan dengan menggunakan polynomial Laguerre
dari persamaan (2.22) sebagai berikut :

Uy, (1) o
dp? p2 U+(p 4)U_O

p
Keterangan : U =p'*1e™2 L(p)

Untuk suku pertama diperoleh :

Y iy — 4 = 1 Lo

SR LI+ Dpt ez — (14 Dplez +5 pHe T+

oL =i -2  9%L iy

T2 [20t+ Dple”s — pt+Ve™2| + THA [ptDea| L (2.25)

Persamaan (2.20) dapat dituliskan kembali dalam bentuk :

P P P
L(p) [l(l + Dpl Ve 2 — (14 1)ple” 2 +§ p(l+1)e_5]+ag—f? [z(z +

L,-2 v ,-2], 940 [+ -2 _ WD A1\,
Dple ™2 — p e 2]+ 3p? [p e 2] p U+(p 4)U—O (2.26)
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Keterangan :
I(t+1 A1
= (e
p? p 4
l(l+1)+ — 8 = konstant
p 4—,8— onstanta

Sebagai bentuk penyederhanaan kalikan semua suku dari persamaan (2.26)
dengan p‘le§ sehingga dapat dituliskan kembali menjadi :

p%ff)ﬁg—? A+ - pl+LP[B-UL+D]=0.............. (2.27)

Solusi deret dari persamaan (2.27) diatas adalah :

L=p O Y p° ... v oo e N (2.28)
Akan menghasilkan Rumus Rekursi :

S+l+1- A
(s+1)(s+21+2) S

Agi1 =

Deret akan menjadi berhingga jika g adalah bilangan bulat misalnya g = n,
namun deret as+1 akan menjadi nol jika s = n— | — 1. Sehingga L(p) sesungguhya
merupakan suatu deret polinomial. Untuk # = n, maka persamaan (2.27) akan
menjadi :

PazaL—p(f)+a§—(pm 20+ - pl+L(p) [In—=(+D]=0...cc......... (2.30)

Persamaan (2.30) merupakan persamaan diferensial Laguerre Terasosiasi

yang mempunyai bentuk umum :

2L oLy
P pt+1- plo+ la—pl L

dp2 q:0

Solusinya disebut polinom Laguerre Terasosiasi L’C’, yang dapat diperoleh

dari rumus Rodrigues berikut ini :

21+1 d+1 (Dt ZZT o gnH e
L n+l (p) ( 1) (n_l_l)!e ° d(22r>n+l (e o (n ao) ) (231)
nagp

Solusi umum persamaan Radial diberikan :

3 |
Rni(r)= [ (n-l-1)! ] [er e naoLz”l1 (p) (Singh, 2009:237)(2.32)

nag/ 2n[mn+D'3| Lnag
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2.3.2 Solusi Polar

Persamaan Polar (2.16) juga dikenal sebagai persamaan diferensial
Legendre Terasosiasi. Solusi dari persamaan tersebut diperoleh menggunakan
metode Frobenius dan diberikan oleh deret berhingga yang dikenal sebagai
polinom Legendre terasosiasi. Bila konstanta yang dipilih pada persamaan (2.16)
bukan +1(I + 1) maka akan diperoleh solusi berupa deret tak hingga.

Solusi dari persamaan (2.16) dapat dituliskan :

Li(sme ) +I(l+1)6 -

sinf do

=0

O0(6) = Om(0) = Nim P{n(cos HMBE & 6 ... ... (2.33)*

Dengan N, merupakan konstanta normalisasi :
(Oim, Orm) = Nin* Nim: fo P (cos 8) Pl (cos 0)SinG d6 = &y, 8mm:

Dengan menggunakan sifat ortogonalitas diperoleh :

2 (UmD!
21+1 (1—|m])!

f P[™(cos 6) P, ™' (cos )sing do = 8, S’

Maka diperoleh nilai konstanta Normalisasi sebagai berikut :

Nim* Njm- f P™(cos 8) P[" (cos 8)sinf d6 = 1

2 2 (l+|m])
(Nim) [21+1 (- Iml)]

(2141 (=|m|)
Nim= [ (+|mD!

Subtitusi persamaan (2.34) ke dalam persamaan (2.33) sehingga diperoleh:

2141 (I=|m|)!
(I+|m])!

Om(0) =

Bentuk eksplisit dari polinom P/™ (cos 6) dapat diperoleh melalui Rumus

Rodrigues berikut :
dl+lml

m —_ e —
P"(cos ) = —

(D(1 - cosZH)_ (cos?0 — 1) ......... (2.36)

zll'
Dengan demikian persamaan (2.35) sebagai solusi umum persamaan Polar

dapat dituliskan menjadi :

2141 (1 ! Iml- gl+iml
On(0) = |22 S| (1001 — c05260) % iy (cos?0 — Y] (237)

* Pembuktian persamaan (2.33) terlampir pada lampiran E
> Pembuktian persamaan (2.34) terlampir pada lampiran F
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2.3.3 Solusi Azimuth

Persamaan Azimuth (2.15) menggambarkan gerak rotasi elektron disekitar
sumbu z dengan batas rotasi antara 0 sampai 2m. Konstanta negatif —m? dipilih
agar memberikan solusi berupa fungsi sinusoidal dan periodik. Jika digunakan
konstanta positif m? maka akan diperoleh solusi berupa fungsi eksponensial.

Solusi dari persamaan (2.15) yang merupakan persamaan diferensial biasa
dapat dicari dengan menggunakan permisalan % = D sebagai berikut :

AV 2 b =

107 +m =0

D*¢+m*® =0

D=+im

Kedua ruas dikalikan dengan ® maka diperoleh :

do _ | .
?—ilmdq)

Dengan mengintegralkan kedua ruas didapatkan solusi sebagai berikut :
O=Ofea=? W.... L.l (2.38)
Dimana dimiliki suatu hubungan yaitu :
P (¢ +2m) = P(9)
e~ im(@+2m)= ,—im(p) = p—im(2m) = 1
untuk setiap bilangan bulat dipenuhi m =0, +1, 2, ... (Griffits, 1995:125).
Digunakan permisalan bahwa ®y= A untuk menyatakan amplitudo
gelombang, yang besarnya dapat ditentukan dengan menggunakan syarat

Normalisai sebagai berikut :

Dengan demikian, persamaan (2.38) sebagai solusi Azimuth dapat

ditulisakan kembali menjadi :

dengan m merupakan bilangan bulat magnetik.

® Pembuktian persamaan (2.39) terlampir pada lampiran G
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2.4 Bilangan Kuantum

Menurut teori Bohr, orbit elektron berbentuk lingkaran dengan jari — jari
tertentu. Orbital adalah daerah 3 dimensi dengan peluang terbesar menemukan
elektron. Setiap orital mempunyai ukuran, bentuk, orientasi tertentu dalam

ruangan yang dinyatakan dengan bilangan kuantum.

2.4.1 Bilangan Kuantum Utama (n)

Bilangan kuantum utama (n) menyatakan ukuran dan tingkat energi
orbital. Nilai bilangan kuantum utama berupa bilangan bulat positif dan tidak nol
n = 1,2,3 dan seterusnya. Semakin besar nilai n, semakin besar ukuran orbital dan
semakin tinggi tingkat energinya. Kelompok orbital dengan harga n yang sama,
akan membentuk kulit atom.

Dengan menganggap bahwa elektron terikat sebagai atom, maka nilai
eigen E harus berharga negatif (E = —|E|). Dan sebelumnya telah memiliki harga

2
p= %‘ 8ulE|= % maka diperoleh persamaan energi sebagai berikut :
0

o met (1
E=fat )N L e A (2.40)

2.4.2 Bilangan Kuantum Azimuth (1)

Bilangan kuantum Azimuth menyatakan bentuk lintasan atau orbital
elektron. Nilai bilangan kuantum Azimuth merupakan bilangan cacah yaitu | =0
sampai | = n-1. Bilangan kuantum Azimuth ini menyatakan kecepatan sudut dari

elektron. Besar momentum sudut elektron dituliskan :

L = /I(T + Dh (Krane, 2011:201).......veeoeeeeieeeeieeeeeeeeee, (2.41)

Tabel 2.1 Notasi simbol keadaan atomik bilangan kuantum n dan |

Bilangan kuantum Azimuth (1)

Bilangan kuantum utama 0 1 2 3 4 5

Kulit Elektron
()

S p d f g h

L 2 2s 2p
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M 3 3s 3p 3d
N 4 4s 4p 4d 4f
@] 5 5s 5p 5d 5f 59

(Ohno, 2004:84).

2.4.3 Bilangan Kuantum Magnetik (m;)

Bilangan kuantum magnetik menyatakan orientasi ruang orbital sehingga
disebut juga bilangan kuantum orientasi orbital. Untuk setiap harga |, akan
mempunyai harga m sebanyak 2l + 1. Rentang nilai m = - | hingga m = +I

termasuk nol (-/, ...,0, ... +I).

2.5 Teori Gangguan

Jika sebuah persamaan sangat sulit untuk dipecahkan secara langsung,
solusi sebenarnya dapat dicari melalui solusi aproksimasi dari sebuah persamaan
yang disederhanakan dengan kondisi bahwa solusi aproksimasi itu diketahui atau
dapat dengan mudah diperoleh. Cara yang demikian itu, berdasarkan teori
gangguan, sering digunakan untuk perhitungan-perhitungan dalam teori kuantum.
Teori gangguan diterapkan pada banyak masalah untuk memperkirakan perubahan
tingkat energi dan fungsi gelombang yang berhubungan dengan tambahan variasi
yang disebabkan oleh interaksi antar partikel dan juga medan listrik atau magnet
(Ohno, 2004:131).

2.5.1 Teori Gangguan untuk Sistem tak Berdegenerasi dalam keadaan Tunak

Sekarang akan disinggung teori gangguan tak bergantung waktu untuk
sistem tak berdegenarasi yang menjadi fokus masalah dalam penelitian ini. Untuk
kasus ini diasumsikan bahwa Hamiltonian pengganggu sangat kecil bila
dibandingkan dengan Hamiltonian awal vyaitu Hamiltonian sebelum ada
gangguan. Pada awalnya sistem memiliki Hamiltonian A(® dengan fungsi —
fungsi eigen ortonormal {¥,?} yang telah diketahui :

HOw © = F Oy O . (2.42)
8O @ Ody =6, (2.43)
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dimana jika E,© # E,,® sistem dikatakan tidak berdegenerasi. Pada kasus ini
fungsi eigen dan energi eigen dari Hamiltonian total tidak jauh berbeda dengan
fungsi eigen dan energi eigen dari Hamiltonian awal. Misalkan Hamiltonian
sistem mendapat tambahan misalnya G <« H dapat dituliskan menjadi :

H=HO 4 yG oo (2.44)
Misalkan fungsi — fungsi eigen dari Hamiltonian total H adalah {¥,,}, dituliskan :

Ay, = (H® + yG ¥, = E, %,

Karena gangguan cukup kecil, maka gangguan itu hanya akan
menimbulkan sedikit perubahan dari ¥,® menjadi ¥, sedangkan E,® menjadi

E,,. Untuk memperoleh koreksi dapat dilakukan dengan ekspansi :

(m) menyatakan order koreksi atau tingkat ketelitian.
Setiap @™ dan €™ tidak bergantung pada y dan setiap @™ dipilih
orthogonal terhadap ¥,(?). Subtitusi persamaan (2.45) dan (2.46) ke persamaan

energi, diperoleh :

p © 4 z ymep, (™

m=1

A© +yG

p © Z ymap, ™
m=1

[E,@ + Sy v ™][#, @ + Ty v @, ™] (Griffits, 1995:222)

Ekspansi dari persamaan diatas akan menghasilkan :
AOw,© 4 FO[10,® +y2¢,@ +y30,@] + yT v, @ +
ve [ e, ® +120,@ + 30, = E,Ow, © 1 E,O[10,® +
Y20, @ + 30, O] + ¢, Ofyte,® +y26,® +y3¢,3] +
rlen® +v26,® + e, @|[y'e,® +y2e,® +yia, ]

Dengan menyamakan kedua ruas diperoleh beberapa persamaan koreksi energi :
(H® — E,®)p,® =

(H(O) _ En(o))cpn(l) — _6 ’I’n(o) + En(l)(pn(o)
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(B® - £,e,® = —C 0,V + ¢, 09, @ 4 ¢, W, D
(ﬁ(o) — En(O))¢n(3) =-C ¢n(2) + 6n(3)vpn(0) + €n(2)¢n(1) + En(2)¢n(2)(2-48)
Keempat persamaan diatas menyatakan persamaan umum fungsi
gelombang dan energi koreksi untuk beberapa order. Dari persamaan kedua dapat

dijabarkan untuk memperoleh persamaan energi terkoreksi order-1 sebagai
berikut:

O [ — £, O] @, Vdv=- [, @Gy, @ qv + €,® [, O g © gy
J[A©® — En(o)]lpn(o)* &,V dv=-G,,+e,®
en® = Gpp = [¥,9 Gw,9 av (Purwanto, 2006:234)................... (2.49)
Persamaan (2.49) diatas merupakan persamaan koreksi order-1 bagi e, (.
Dapat dimisalkan untuk, @,® =Y. .. C,., ¥.,© diperoleh :
Smen Cum [A® = E,O)#0 @ = -8, + £, 0%, ©
Untuk A = E,,©©
S men Com [En® — E;@|#,©@ = - 69, @ + ¢, Oy, ©
Dapat diekspansikan menjadi :

4 ()] A
Zmin Cnm [Em(O) - En(O)] flpk(O) l’Um dV:'f l’Uk(O)

~ (0)
G, O av+e,® [w, Oy " gy

P [Em(o) - En(O)]skm = —Gpn + €,V
Untuk E,,° = E, () maka dapat dituliskan kembali menjadi :

ComlEn® — E. ] = —Gin

Com[Ec® = En®] = =G

C - _ékn - ékn
nm Ex©-g,© g, ©_f, (©)

Fungsi gelombang terkoreksi order-1 dapat dituliskan menjadi :

Cin
o, ™ = mew WO e, (2.50)

Persamaan (2.50) diatas merupakan persamaan koreksi energi order-1 bagi %, ® .
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Selanjutnya akan dicari persamaan umum energi dan fungsi gelombang
untuk koreksi order-2. Tinjau kembali persamaan (2.48) yang dapat pula
dijabarkan sebagai berikut :

J[H® — E, O, 0,Pdv= =30 Com [ ™" G ¥, VdV +

en® + €n D Tan Com [ " ¥ av
Dengan menggunakan aturan delta kronecker persamaan diatas dapat dituliskan
menjadi :

0=—YmsnCom Gum + €,@ + 0

En(z) = Xifhen G 6nm
Keterangan :

C - _ékn = 6kn = émn
nm Ek(o)_En(O) En(o)_Ek(O) En(o)_Em(O)

Maka diperoleh persamaan koreksi energi order-2 bagi €,, (%) sebagai berikut :

amn Ya
En(z) = Zmin [W] Gnm ........................................... (251)

Dapat dimisalkan &,® =¥, . a,... ¥,(*, diperoleh :
Zmin Anm (ﬁ(O) e ETl(O)) l‘UTYL(O) =-G d’n(l) + En(z)lyn(O) + En(l)(pn(l)
Zm:tn Anm f l’Ul(O)* (H(O) - En(O))lpm(O) (27 = f 'Pl(o)* G\d)n(l)d‘[ +

vy © 1Y
en® [, O @ "dr 4 €,® [, ¢ 7 qr

Dengan menggunakan aturan Delta Kronecker dapat disederhanakan menjadi :
anl(El(O) - En(O)) = Zmin Cnm élm + En(l) Cnl

émn CA"lm Gnn éln

an = Zmin (En(o)_ Em(o))(En(o)_ El(o)) (En(o)_ El(o))z

Untuk m=I dapat diperoleh fungsi gelombang order-2 sebagai berikut :

(pn(Z) = Zlin an ¥ )

(2 _ Gmn Gim _ Gnn Gin (0)
Dp = Yizn | Xmen (En(o)_ Em(o))(En(O)_ El(o)) (E ©_ El(o))z Y (2.52)
n

Persamaan (2.52) merupakan persamaan koreksi order-2 untuk ¥, ©
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2.5.2 Teori Gangguan untuk Sistem Berdegenerasi dalam keadaan Tunak

Sekarang ditinjau sebuah sistem dengan degenerasi lipat-f dalam energi E°.
Keadaan — keadaan terdegenerasi diberi nomor dari 1 hingga f dan energi — energi
dari keadaan terdegenerasi ini ditulis dengan E% = E% = E%= ... E%. Untuk setiap
keadaan yang lain, sebuah nomor n yang lebih besar dari f digunakan. Untuk
tingkat — tingkat energi n > f, {E, ¥,} diperoleh dengan menggunakan metoda
yang telah dipelajari sebelumnya. Tingkat — tingkat energi dari 1 hingga f harus
diperlakukan secara berbeda, dengan mencatat bahwa E, — E,° dan ¥, -
Zif=1 cin¥;°, berkaitan dengan 2 — 0 (Ohno, 2004:135).

Untuk teori Gangguan pada sistem berdegenerasi, juga digunakan
Hamiltonian sebagi berikut :

H=HO + yG

A= H9+ I
Dimana H' juga sangat kecil bila dibandingkan dengan H(®. Hal ini mirip untuk
kasus non degenerasi akan tetapi H©® memiliki fungsi eigen yang terdegerasi.
Misalkan keadaan dasar dari H© adalah terdiri dari q buah (lipat) degenerasi.
Tujuan utama dari teori perturbasi degenerasi adalah untuk menghitung tingkat —
tingkat energi baru yang dihasilkan akibat adanya degenerasi. Kasus degenerasi
terjadi apabila terdapat beberapa kombinasi dari beberapa bilangan kuantum
berbeda yang memiliki energi yang sama. Misalkan seperti pada kasus Non
degenerasi, diekspansikan orde pertama fungsi gelombang A’ dalam bentuk eigen
H®© sebagai berikut :

|<Pn(i)> = z Cni |§0i(0))

i

Dimana koefisien — koefisien c,; ditentukan oleh :

Coi = Hin
ni EnO—EiO

Jika E;© adalah g buah degenerasi, berarti
E1(0) - EZ(O) - E3(0) - E4(0) = ...Eq(O)
Dan nilai c,; adalah tak berhingga untuk nilai n, i < qg. Keadaan ini dapat

diperbaiki dengan cara membuat himpunan fungsi basis yang baru dari himpunan
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{(pn(o)} yang mendiagonalisasi sub-matrik H’;,. Dengan elemen — elemen diluar
bernilai nol, akan diperoleh koefisien — koefisien (c,;) yang berkaitan dengan
elemen — elemen tersebut adalah juga bernilai nol, dan dapat diselesaikan seperti

dalam kasus non-degenerasi.

2.6 Perubahan Keadaan oleh Gangguan
2.6.1 Efek Zeeman

Ketika sebuah atom hidrogen ditempatkan dalam medan magnet luar yang
seragam maka akan terjadi pergeseran terhadap level — level energinya. Peristiwa
ini dikenal sebagai Efek Zeeman. Dalam penelitian ini pengaruh spin intrinsik dari
elektron dapat diabaikan. Efek Zeeman tanpa memperhitungkan pengaruh spin
intrinsik elektron disebut Normal Zeeman Effect. Sedangkan efek Zeeman dengan
memperhitungkan pengaruh spin intrinsik elektron disebut Anomalous Zeeman

Effect. Gambar berikut menunjukkan peristiwa Normal Zeeman Effect pada atom
Hidrogen. Pada gambar sebelah Kiri ditunjukkan bahwa ketika B =0 level energi
akan terdegenerasi menurut bilangan kuantum | dan m. Sedangkan pada gambar
kanan ditunjukkan bahwa ketika B0 energi terdegerasi dimana harga bilangan

kuantum | berubah sedangkan harga bilangan kuantum m tetap.

No magnetic field Magnetic field present

m=2
my=1
1=2 my =0
m;=-1
m=-2
o dﬁ) (hs .-m;)
(’"L‘ 2m s?’\ /7\’"“+ Im
hyg
i
- - hy,
w—"'_‘/
my=1
=1 m=0
m=-1
N Syt
Amy = +1 Amyp=-1
Am;=0

s ¢B ; eB
Yo ('L‘ 42{711) vo (’L‘+-§mu)

Spr(‘lrum without .\pcclnlm with m.lgnclic
magnetic field field present

Gambar 2.1 Normal Zeeman Effect pada atom Hidrogen
(Beiser, 2003:225)
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2.6.2 Efek Stark

Jika sebuah atom yang berelektron satu ditempatkan di dalam sebuah
medan listrik sebesar = 100.000 volt/cm maka dapat diamati terjadinya pemisahan
dari energi eigen. Gejala ini untuk pertama kali diamati oleh Stark pada tahun
1913 dan sering disebut efek Stark. Stark mengamati pemisahan dari deret Balmer
dalam sebuah medan listrik sebesar 100.000 volt/cm. Hamiltonian dari atom
berelektron satu yang terletak didalam sebuah medan listrik yang tetap dan
homogen E dan sejajar sumbu z adalah :

H=Ho+H

p2 L?
T om | 2mr2

dimana, 6 adalah sudut antara medan listrik E dengan sumbu- z positif. Fungsi

—eEz cosO

eigen dari Hamiltonian tak terganggu (Ho) adalah degenerasi sebanyak n? lipat
(Liboff, 1980:568).

2.6.3 Probabilitas Transisi dan Aturan Seleksi Spektral

Suatu medan listrik yang berosilasi, jika berinteraksi dengan elektron akan
menggeser posisi elektron dari posisi stasionernya. Pergerseran itu akan
menimbulkan suatu momen dipol. Selanjutnya dipol itu berinteraksi dengan
medan dan menimbulkan Hamiltonian. Misalnya,
medan listrik : E = E, coswt
dipol listrik : ji = e.7
interaksi dipol dalam medan menimbulkan Hamiltonian :

H, = i.E = e E,r cos wt
Interaksi itu menimbulkan translasi elektron (berpindah keadaan) dari keadaan
awal ¥, ke keadaan akhir ¥,. Probabilitas transisi dapat diungkapkan sebagai

berikut :
Prn = |e [ ¥ (N]E,. ?]'Pn(r)dV|2
Pon = |e f Wn" ) |Eox X + Eoy y + Eop z]¥u()dv|”

2
Prn = Y Eoa” |Myn@|” dengan a = x,y,z
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dimana : M, ™ = e [ ¥,,"(r)x ¥, (r)dV

disebut sebagai komponen-x dari momen transisi. Transisi dari suatu keadaan ¥,
ke keadaan akhir ¥, disebut terlarang jika M,,, = 0, akan tetapi sebaliknya
transisi akan diperbolehkan jika M,,, # 0. Transisi dari keadaan dasar ¥;ke

keadaan yang lebih tinggi dilukiskan :

n Ey

Ionized atom

Continuous spectrum
(Unbound states: E, > 0)

n=0oc = = = 0o = 0 —e,
n=5 : Es = —0.54 eV
n=4 Ey=—0.85 eV
n=73 Add E; =—1.51 eV
P(a.sc‘hcn 3‘;“"5 Discrete spectrum
infrare o
=2 A By =—3416V (Bound states: E,, < 0)

Balmer series
(visible region)

n=1 [T E;=-13.6 eV . S
Lyman series
(ultraviolet)

Gambar 2.2 Level — level transisi energi atom Hidrogen
(Zettili, 2009:33)

2.7 lon Lithium

lon Lithium (Li*") terbentuk akibat logam Lithium kehilangan dua dari
tiga elektron valensinya. Lithium merupakan logam yang memiliki potensial
oksidasi paling tinggi diantara unsur alkali lainnya. Selain itu Lithium juga sangat
mudah bereaksi dengan air membentuk Lithium hidroksida dan gas hidrogen.
Unsur Lithium memiliki ciri-ciri sebagai berikut :
a. Massa atom 6,941 sma, nomor atom 3, jari-jari atom 1,55 A
b. Mempunyai struktur Kristal bcc dengan volume atom 13,10 cm3/mol
c. Titik didih 1615 K dan titik lebur 453,7 K
d. Massa jenis 0,53 gram/cm3, kapasitas panas 3,582 J/gK
e. Konduktivitas listrik 11,7x10° ohm/cm™ dan konduktivitas kalor 84,7 W/m K

Dalam kehidupan sehari — hari, Lithium banyak digunakan sebagai baterai
untuk berbagai peralatan elektronika. Baterai ion Lithium dapat diklasifikasikan

menjadi dua jenis yaitu baterai sel primer (unrechargeable) dan baterai sel
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sekunder (rechargeable). Prinsip kerja dari kedua jenis baterai akan diuraikan
sebagai berikut :
1. Baterai Sel Primer (unrechargeable)

Baterai ini tidak dapat diisi ulang. Jenis baterai ini menggunakan
logam Lithium sebagai anoda dan MnO, sebagai katoda, dengan garam
Lithium seperti LiCIO4 sebagai elektrolit dalam pelarut bebas air. Baterai sel
primer bekerja dengan menggunakan prinsip sel volta dimana pada sel primer
energi akibat reaksi kimia diubah menjadi energi listrik.

2. Baterai Sel Sekunder (rechargeable)

Baterai jenis ini merupakan jenis baterai isi ulang dimana ion Lithium
bergerak antara anoda dan katoda pada sel sekunder, reaksi kimia antara anoda
dan katode bersifat tidak spontan. Reaksi hanya dapat berlangsung apabila
terdapat aliran listrik melalui proses elektrolisis. Pada sel sekunder yang
berperan sebagai anoda bukan logam Lithium seperti pada sel primer
melainkan ion Lithium. Prinsip kerja penggunaan ion Lithium Li** dalam
baterai mengacu pada konsep eksitasi elektron. Dalam penggunaannya,
elektron akan menyerap energi dari kapasitor yang disimpan dalam bentuk
medan Isitrik. Akibatnya elektron akan mengalami eksitasi dari dari tingkat
energi rendah misalnya n=1 menuju kulit lain dengan tingkat energi yang
lebih tinggi n>1. Setelah mencapai kulit terluar elektron kemudian akan
terlepas dan menjadi elektron bebas. Adanya elektron bebas ini akan
menghasilkan arus listrik yang digunakan prosesor untuk mengoperasikan
piranti elektronik.

Dalam penelitian ini akan dikaji pengaruh medan elektrostatis terhadap
perilaku elektron ion Lithium Li?*. Secara matematis peristiwa tersebut dapat
dianalisis menggunakan teori Gangguan. Teori Gangguan yang digunakan
bersifat Non Degenerasi dan tidak bergantung waktu. Kajian dilakukan untuk
menentukan pengaruh medan elektrostatis terhadap fungsi gelombang dan

energi ion Lithium pada keadaan dasar hingga koreksi order-2.
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian
Penelitian ini akan dilakukan pada Semester 8 bulan Februari sampai
bulan Maret 2016 di Laboratorium Fisika Lanjut, Program Studi Pendidikan

Fisika, Fakultas Keguruan dan llmu Pendidikan, Universitas Jember.

3.2 Definisi Operasional
3.2.1 Fungsi Gelombang ion Lithium (Li**) dalam Medan Elektrostatis

Fungsi gelombang ion Lithium (Li?*) merupakan solusi dari persamaan
Schrodinger berupa persamaan diferensial parsial orde dua untuk atom
berelektron tunggal, dengan menggunakan transformasi koordinat bola (R,®,¢).
Fungsi gelombang ion Lithium dalam medan elektrostatis merupakan fungsi

gelombang terkoreksi akibat adanya gangguan berupa medan elektrostatis E yang
ditimbulkan oleh interaksi antar elektron.
3.2.2 Energi Gelombang ion Lithium (Li**) dalam Medan Elektrostatis

Energi gelombang ion Lithium (Li**) dalam medan elektrostatis

merupakan energi terkoreksi akibat adanya gangguan berupa medan elektrostatis

E yang ditimbulkan oleh interaksi antar elektron.
3.2.3 Pendekatan Persamaan Schrodinger

Pendekatan persamaan Schrodinger merupakan suatu pendekatan yang
berupa persamaan matematis orde dua yang menunjukkan hubungan atara massa
partikel, energi kinetik, energi potensial, serta fungsi gelombang partikel yang
berada dalam koordinat 3 dimensi.
3.2.4 Teori Gangguan Non Degenerasi Tak Bergantung Waktu

Teori gangguan merupakan suatu pendekatan yang digunakan untuk
menganalisa secara matematis tingkat pengaruh gangguan baik berupa interaksi
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antar partikel, interaksi dengan medan listrik, maupun dengan medan magnet
terhadap pergerakan elektron. Dalam penelitian ini digunakan gangguan dari
medan elektrostatis. Gangguan bersifat non degerasi tak bergantung waktu. Dapat
diartikan bahwa satu level energi hanya boleh ditempati oleh satu states bilangan
kuantum. Tidak diperkenankan terdapat dua bilangan kuantum berbeda
menempati satu level energi yang sama. Suku pengganggu Yyaitu medan
elektrostatis tak bergantung waktu artinya memiliki nilai yang tetap tidak berubah

— ubah setiap waktu.

3.3 Langkah Penelitian

Persiapan

v
Pengembangan Teori
v
Hasil Pengembangan Teori
v
Validasi Alat Simulasi
v
Simulasi/Pengambilan Data
v
Pembahasan
v
Kesimpulan

Gambar 3.1 Bagan langkah — langkah penelitian

Berdasarkan gambar 3.1 dapat dijelaskan sebagai berikut :

a. Persiapan
Tahap ini adalah mempersiapkan bahan — bahan yang akan dijadikan
informasi dengan cara mengumpulkan buku — buku tentang fisika modern,
fisika kuantum, fisika matematika, fisika atom, jurnal, serta berbagai sumber
berskala nasional maupun internasional yang relevan atau terkait dengan
fungsi gelombang dan energi terkoreksi order-2 ion Lithium dengan

menggunakan pendekatan persamaan Schrodinger dan teori gangguan.
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. Pengembangan Teori

Pada tahap ini peneliti mengembangkan teori yang sudah ada di berbagai buku
literatur mengenai aplikasi persamaan Schrodinger pada atom berelektron
tunggal dengan melibatkan teori gangguan. Teori yang dikembangkan adalah
pengkajian fungsi gelombang dan energi hingga koreksi order—2 untuk ion
Lithium akibat pengaruh dari medan elektrostatis. Langkah pertama yang
dilakukan adalah menentukan fungsi gelombang ion Lithium untuk n < 3.
Kemudian menentukan fungsi gelombang pada masing — masing orbital 1s, 2s,
2p;, 2Py, 2Px» 35, 302, 3Py, 3Px, 3072, 3dax, 3dyz, 3dx’ — 7, 3dxy. Langkah terakhir
yaitu menentukan fungsi gelombang dan energi terkoreksi hingga order-2
dengan menggunakan pendekatan teori gangguan.

Hasil Pengembangan Teori

Dari pengembangan teori yang telah dilakukan, dapat diperoleh persamaan
matematis fungsi gelombang dan energi terkoreksi hingga order-2 akibat

gangguan medan elektrostatis.

. Validasi

Pada tahap ini peneliti membuat simulasi grafik fungsi gelombang serta grafik
rapat probabilitas radial atom hidrogen yang diperoleh dari hasil
pengembangan sebagai bahan validasi. Grafik tersebut kemudian dicocokkan
dengan grafik fungsi gelombang dan rapat probabilitas atom hidrogen yang
diperoleh dari berbagai buku literatur dan penelitian sebelumnya yang terkait.

Simulasi

Tahap simulasi adalah tahap perhitungan numerik untuk menentukan fungsi
gelombang ion Lithium dengan menggunakan software Matlab2012. Output
yang dihasilkan yaitu berupa grafik simulasi fungsi gelombang ion Lithium
hingga n < 3, grafik rapat probabilitasnya, nilai rapat probabilitas
menggunakan metode simpson’s rule, serta nilai energi terkoreksi akibat
pengaruh berbagai intensitas medan listrik.

Pembahasan

Hasil dari simulasi dan perhitungan akan dibahas lebih rinci secara fisis

disertai dengan diskusi teori terkait fungsi gelombang, nilai probabilitas fungsi


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

31

gelombang radial, energi, serta pengaruh medan elektrostatis terhadap fungsi
gelombang serta energi ion Lithium hingga koreksi order-2.

g. Kesimpulan
Hasil dari pembahasan kemudian disimpulkan untuk menjawab rumusan

permasalahan dalam penelitian.

3.4 Teori Hasil Pengembangan
Teori yang digunakan dalam penelitian ini adalah :
a. Fungsi Gelombang

1. Fungsi Gelombang Radial

o
2

[r 22\ @m-1-1y 12reze)t -E a4
R‘I‘Ll(r) o [(_) n [(n+l)!]3] [_] oL n+l (p)

nap nagp

dengan rumus Rodrigues :

22Zr g _zzr n—i-1
L2l+1 ( ): (_1)Zl+1 (n+l)' enao d e nag 2Zr
n+l p —1-1)! '
(n—-1-1)! d ST nag
(wes)

2. Fungsi Gelombang Polar

l1+1)(1—m)!
Om(0) = /—2(1+m)Tn P cos(8)

; m (I+m)
dimana, P"} cos(6) = % (1— cos?6)z —2

dcos(+tmg

(cos?6 — 1)

3. Fungsi Gelombang Azimuth

1 i
D () = Lo

4. Fungsi Gelombang Gabungan

Yo = R(1)OO)P(p)
b. Hamiltonian Pengganggu

G = ef.E = |e||E||#| cos 0
dengan 6 adalah sudut yang dibentuk antara medan listrik E dengan sumbu-z
positif.
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c. Koreksi gangguan untuk fungsi gelombang
1. Koreksi Order-1

1) _ G 0
(Dn( )= qutn [ﬁ] lPk( )
n ~ “k
2. Koreksi Order-2
Z GrnGim _ GnmGin
m#n | (60 — 50 (50 - £°) (5 E(o))

3. Fungsi Gelombang Terkoreksi
g, =y, O p Ot p,@

¥, ©)

@, @ =D1#n

d. Koreksi gangguan untuk Energi
1. Koreksi Order-1

en=Gm= @ G ¥, @ dv
2. Koreksi Order-2

2= G
€ = Dmeen [E(o) Tm;(o)]Gnm

3. Energi Gelombang Terkoreksi

e =E Qg Wi @

3.5 Data Simulasi
Berikut merupakan tabel data simulasi untuk menentukan fungsi
gelombang ¥, serta koreksi order-2 terhadap fungsi gelombang dan energi :

Tabel 3.1 Contoh data simulasi fungsi gelombang ¥,

Bilangan
Kuantum | Orbital | Ry (r) | Yim, (0, 0) | ¥nim, (. 0,0) = Ry(r) Vi, (6, 9)

n|{l|m
1100 S
0|0 S
2 0 P
1 Px

+1
Py
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0|0 S
0 Pz
1 p
+1
Py
3 0 dz,
dZX
+1
2 dyz
d 2" 2
2|
Tabel 3.2 Contoh Data Simulasi Koreksi Order-2 Fungsi Gelombang ¥,
Fungsi Gelombang
IS &
= =3
- 3
5 2
2 |6 °
18]
E |9 B
s |8 &,
3 |8 s
‘B
(@)
c N
S o
LL _SE S
K7 > +
X c
s |8 2
) — —
¥ |Z I
s =
X —
B

Tabel 3.3 Contoh data simulasi koreksi order-2 energi ion Lithium

Energi ion Lithium

(Joule)

Koreksi Energi (Joule)

Order-1

e,

Order-2

€@

koreksi lengkap

626,94 @ 4@

,©

e, ©
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Dalam penelitian ini digunakan tiga jenis bahan validasi, diantaranya

simulasi fungsi gelombang dan rapat probabilitas radial atom Hidrogen untuk

n < 3, simulasi fungsi harmonik bola, serta perhitungan matematis koreksi order-

1 Atom Hidrogen akibat gangguan medan elektrostatis. Pemilihan fungsi

gelombang atom Hidrogen sebagai bahan validasi dikarenakan baik atom

hidrogen maupun ion Lithium (Li**) merupakan kelompok partikel yang memiliki

satu elektron terluar, sehingga masih memiliki sifat yang mirip baik secara fisis

maupun matematis.

disimulasikan dengan menggunakan software Matlab2012.

3.6.1 Validasai Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogen

Fungsi gelombang atom hidrogen tersebut kemudian

Berikut ini merupakan tabel fungsi gelombang Atom Hidrogen n < 3.

Tabel 3.4 Fungsi gelombang ¥ o4 atom Hidrogen

n| I m R (r) Om (9) oM ()
1o | 2 Ta ) N
ag2 \/E V21
¥ 7 1 1
O O 1 3 (2 — L) e 2a sl — i
(2a0)2 Qo V2 \2m
1 -— 3 1
2 0 —e 29 = Cos =
1 VB(2ag)z %0 200 V2r
1 - —3 1 +i
+1 A F=sin 7= e~?
\/§(Za0)% o 2 © 2T
. r2 __r 1 1
0 0 3 (1= ot o) e 7 5 N
(3ao)? 0 0 V2 V2
8 r r? ==l 3 1
O - e 3ap = —_—
a1 9VZ(3a0)2 (“0 6“02) 2 6050 V2w
8 r r? - _J3 . 1 4
+1 R e 3ap Y- _— Tip
L. 9\/2(3610)% (aO 6a02) + > SIn e m
2 | o S 2 =
—_— a 2 3 _ 1 _—
27@(3%)% 2o? (3cos?e — 1) >



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

35

4 r2 - ,
*1 35 € T [Bsinocose | — eti®
27V10(3ay)z 40 4 V2m
2 __T 1
12 ———— e I8 sin? o —— e*?l
27V10(3a,)z *0 4 27

Berikut ini merupakan perbandingan grafik fungsi radial untuk atom
hidrogen dari hasil Matlab2012 terhadap buku teks (Krane, 1992:206) :

2 Grafik Fungsi Gelombang Radial (Prisma)
2 . .
1.5
n=1,1=0 15
E 1 - =
&= = 1
0.5 05
0 T T 0
0 2 6
r r

Gambar 3.2 Perbandingan grafik fungsi gelombang radial atom Hidrogen n=1 dari
buku teks (kiri) dan simulasi Matlab2012 (kanan)

0.8
Grafik Fungsi Gelombang Radial (Prisma)
n=2 0.8 - . . -
0.6
e 3= ; 1=00
L5 — =2 ; =1
= 04}
> 2
0.2 1=1 02t
Ny e s ——— e
0 2 4 6 8 10 2

Gambar 3.3 Perbandingan grafik fungsi gelombang radial atom Hidrogen n=2 dari buku
teks (kiri) dan simulasi Matlab2012 (kanan)
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94 Grafik Fungsi Gelombang Radial (Prisma)
n=3 0.4
0.3 e 1=3 ;10
03 n=3 ;1=1
__ 0.2 2l e =3 ; 12
= 02
= =
0.1 I=1 &
S = 01 1
0 o = o ———
o =
-0.1 T T T 01 ! ! :
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
r r

Gambar 3.4 Perbandingan grafik fungsi gelombang radial atom Hidrogen n=3 dari
buku teks (kiri) dan simulasi Matlab2012 (kanan)

Berikut ini merupakan perbandingan grafik rapat probabilitas radial untuk
atom hidrogen dari hasil Matlab2012 terhadap buku teks (Krane, 1992:206) :

0.8 0.2 0.12
= | n=2
n=1; =0 il
0.4
- 1=0
el iy < 0.06
-
0.2
1.0
0 — F v 0 | r|! ] 0
o 1 2 3 @4 5 0" 2 4 g 8 100 1%
r r r
06 T
05
= :
S :
@ 04 :
:EDS— ...................... R A S O T A s A T S R s T e e R b o —
2 5
T\U_z_ ......................................................................................................... ........................ 4
ED‘I_ ....................... \ ........................ —
J | | .
1] 2 4 10 12

5
1 = posisi elektron (a,)

Gambar 3.5 Grafik rapat probabilitas Radial atom Hidrogen n=1, I=0
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Grafik Rapat Probabilitas Radial Atom Hidrogen (Mirda Prisma W.)
T

2 I . ! ' I ! ! !
go
& 012
£
2 01
<
=
S 0.08
&
Il 0.06
=
& 0.04
0.02 : :
0 i i I i . i 1
0 2 4 3 8 10 12 14 16 18 20
r = posisi elektron (a,)
Gambar 3.6 Grafik rapat probabilitas radial atom Hidrogen n=2, 1=0,1
Grafik Rapat Probabilitas Radial Atom Hidrogen (Mirda Prisma W.)
0.12 T T T T
—p=3;1=0
_ oif —n=3i0=1|
g —n=3;1=2
1
0 OD8 -t o oes e el St s oo g Tl S SRty SR NG i ol SRR s s s col |
3
=
i 0.06 L .................................................................................................................................................. -
3
=
=
ITI-c D P i e g s e g A e e R T N o RS I NG LR R TR PR =
g f
ol ) Y, (TSR 0 S R S . S (A, -SSR N il
u] 1 1 |

1
0 5 10 15 20 25
r = posisi elektron (a,)

Gambar 3.7 Grafik rapat probabilitas radial atom Hidrogen n=3, 1=0,1,2
3.6.2 Validasai Fungsi Harmonik Bola
Berikut ini adalah perbandingan grafik rapat probabilitas anguler (Fungsi

Harmonik Bola) untuk atom hidrogen dari hasil Matlab2012 terhadap grafik

berdasarkan buku teks.

r
"

dy

Ao

ot A
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i

(Ohno, 2004:87)

Fungsi Harmenik Bola (Mirda Prisma W)

Fungsi Harmonik Bola (Mirda Prisma W) 2

z

Orientasi s Orientasi pix)

Fi i Harmonik Bola (Mirda Pri W,
Fungsi Harmonik Bola (Mirda Prisma W) R kB Oh o)

z z

Orientasi Ply) ’ .
Orientasi P(z)
Fungsi Harmonik Beola (Mirda Prisma W) Fungsi Harmonik Bola (Mirda Prisma W)
% z

Orientasi diyy) Orientasi dizx)
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Fungsi Harmonik Bola (Mirda Prisma W.)

z
Fungsi Harmonik Bola (Mirda Prisma W)

Orientasi d{zy) Orientasi dzz)

Gambar 3.8 Grafik fungsi harmonik bola orbital s, py, py, Pz, 0z, oy, dyz, dyy

3.6.3 Validasai Koreksi Order-1 Atom Hidrogen

Berikut ini adalah perhitungan secara matematis koreksi order-1 Energi
Atom Hidrogen akibat gangguan medan elektrostatis :
&® =G, =[w,© 6w, @ay

~

e® =Gy =eE [W,,© rcoso v, ;@ av

~

61(1) = Gy = eEfl—ii e Olrcose l\/_ T “0] av

eV = G, =eE (3) (L) foaoe_%e_%rcose ridr fonsine de fozn

/) \agy3
eV =Gy = ( )(L) fao 3¢ @ drf sin@ cos 6 dt9f
QAo T
b 1 1 _2r 1
e® = Gy = eF (=) (F)f rie” @ drjzsinZG do (2m)
© 70 0
dimana,

Tl ., _1,m . __1 _ _
Jo 35020 dB == ["sin20 do = — [cos 2w — cos 0] = 0
e, = G;; =0 (Purwanto, 2006:247).

39
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BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Dalam penelitian ini telah dikaji pengaruh gangguan medan elektrostatis

terhadap fungsi gelombang dan tingkat energi dari ion Lithium. Metode yang

digunakan yaitu kajian teoritis dengan menggunakan pendekatan teori Gangguan

hingga koreksi order-2. Berdasarkan data hasil penelitian dapat disimpulkan :

a.

Koreksi order-2 terhadap fungsi gelombang ion Lithium dirumuskan :

[111 — [111(0) + (pl(l) A 4)1(2)

_3r
s e 2a0 cosf

3r
p, =281, a0 —6,5758 x 10*E [
a02

(a0)2

. ) 2
{0,9497x10‘27E2 <L3e 0)} L(Zrz_z_r+1)+ 43 r(2a0- 2 (cos 6 +
ag2 0

Vm \3a, 3vV2m  2a,2
sin @(sin ¢ + cos (p)) +— (3cos e—1)+ 23 sm ecose(sing +
\/_ 3V2m ao

cos¢)+%2_ﬂﬁ sin® e

Koreksi order-2 terhadap energi dasar ion Lithium (dalam Joule) dirumuskan :
El = 61(0) + 61(1) + 61(2)

€,=—19584x1071° — 7,35 x 107*° E?

5.2 Saran

Guna pengembangan dan penyempurnaan teori, penulis memberikan

beberapa saran, diantaranya :

a. Dalam pembelajaran fisika SMA pada mata pelajaran fisika modern sebaiknya

peserta didik juga diarahkan untuk menjelaskan manfaat dan aplikasi dari
materi yang dipelajari dalam kehidupan nyata. Misalnya penggunaan reaktor
nuklir sebagai energi terbarukan, prinsip kerja solar cell, aplikasi Gelombang

elektromagnetik, gejala fotolistrik, dan lain sebagainya.
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b. Dalam pembelajaran fisika pada mata kuliah Mekanika kuantum sebaiknya
mahasiswa tidak hanya diajarkan pembuktian secara matematis melainkan
juga diajarkan untuk membuat grafik simulasi komputasi misalnya fungsi
gelombang, rapat probabilitas, dan lain sebagainya. Hal tersebut bertujuan
agar mahasiswa mampu menjelaskan makna dari persamaan — persamaan
matematika yang telah dibuat serta mampu menerapkannya dalam kehidupan
sehari — hari guna menunjang perkembangan IPTEKS.

c. Dalam pembelajaran pada mata kuliah fisika matematika sebaiknya
mahasiswa diberikan peta konsep terkait tujuan instruksional dari
pembelajaran serta aplikasi dari materi yang telah dipelajari. Dengan demikian
mahasiswa mampu dengan baik dan benar dalam menggunakan kemampuan
matematika misalnya penggunaan integral, diferensial, trigonometri,
persamaan diferensial, dan lain sebagainya dalam pembelajaran fisika baik di
tingkat SMA maupun pembelajaran fisika tingkat lanjut seperti pada mata
kuliah Mekanika kuantum, Elektrodinamika, Mekanika statistik, serta fisika
inti.

d. Sebagai variasi dapat dikaji pengaruh gangguan berupa medan magnet
sehingga efek spin tidak lagi dibaikan.

e. Sebagai pengembagan teori dapat dikaji perilaku partikel berelektron banyak
(lebih dari satu elektron) dengan menggunakan beberapa metode atau
pendekatan mekanika kuantum seperti metode variasi Ritz, serta metode

kuantisasi energi semiklasik (WKB).
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LAMPIRAN A. PERHITUNGAN JARI - JARI ATOM BOHR

Model atom atom Bohr dapat digunakan untuk menjelaskan perilaku
elektron bermassa m yang terus bergerak mengitari inti yang berjarak r dengan
kecepatan v. Gaya tarik coulomb yang ditimbulkan sebanding dengan gaya
sentripetal yang dihasilkan oleh elektron, dan dapat dituliskan sebagai berikut :

2

= 1 q19 1 e
F = 192 __ >

_ mv?

4me, 12 4meg 12 T
Untuk atom atau ion dengan nomor atom (Z) lebih dari 1 maka dapat

dituliskan persamaan diatas dalam bentuk :

2

1 qiqz _ 1 Ze? _mv

4mey 12 4meq 12 r
dari persamaan diatas diperoleh hubungan :

2 Zez
mv® =
4TEGT

Energi kinetik elektron :

Ze?

8megr

1
K:Emvzz

Energi potensial elektron :

r o r 1 Ze?
U = i8Esd =l —
0 © 47T€g T2

1 Ze?

4TTEY T

Energi total elektron dapat dituliskan :

E=K+U
Ze? 1 Zze? 1 Ze?
8megr 4mMEy T 8mey T

Vektor posisi 7 yang menyatakan jarak relatif elektron terhadap inti atom
selalu tegak lurus dengan vektor momentum linier p sehingga menghasilkan suatu
momentum sudut L. Berdasarkan model atom Bohr momentum sudut atau
momentum anguler dari elektron selalu merupakan kelipatan bilangan bulat dari
h. Secara matematis dituliskan :

L=7xp=mvr=ni
Sehingga dapat diperoleh hubungan

nh

mr
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Subtitusikan persamaan diatas ke persamaan gaya tarik Coulomb sehinga

diperoleh :
(nh)z Ze?
ml—) =
mr 4TTEQT
n?n?2 _ Zze?
mr2  4mer
4megn?h?
= 0 — = aonz
mZe

dengan a, merupakan jari — jari Bohr yang secara matematis dapat dituliskan,

__ 4megh? _ 0,0529nm
do = mze? z

Untuk Hidrogen dengan Z = 1, diperoleh jari — jari Bohr :

__ 4megh? _ 0,0529nm _ 0,0529nm
ap = ~ = =
mZe Z

=0,0529 nm = 0,529 x 10 m

dengan m merupakan massa elektron mjexeron = 9,1095 x 10731 kg
Untuk ion Lithium dengan Z = 3, diperoleh jari — jari Bohr :

4dmeoh?  4meyh?
ao = =

uZe?  3ue?
dengan u merupakan massa tereduksi yang diperoleh sebagai berikut :

_ (minti)(melektron) B, (mproton + mneutron) (melektron)

Minti + Metektron (mproton il mneutron) + Meiektron

_ (1,6726x10727+1,6749x10727)(9,1095 x 10~31)
"~ (1,6726x10727+1,6749x10~27)+(9,1095 x 10~31)

=9,1070x103kg

Diperoleh jari — jari untuk ion Lithium :

ap, = 0,01763 nm = 0,1763x1071°m

Untuk menentukan energi total elektron subtitusikan persamaan (14) ke
dalam persamaan (8) sehingga diperoleh persamaan baru bagi energi sebagai
berikut :

8me, (4megn2h2) = n2
Persamaan energi diatas digunakan untuk menentukan energi tanpa gangguan ion

Lithium dengan mengasumsikan bahwa Mo tron = u (Massa tereduksi).
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LAMPIRAN B. MASSA TEREDUKSI ATOM HIDROGEN

Tinjau suatu sistem yang terdiri dari dua benda
brmassa m; dan m; yang berada di r; dan r, dari titik asal O.
Untuk atom Hidrogen dapat dimisalkan m; dan m, masing —
masing adalah masa inti atom dan massa elektron.

Komponen gaya — gaya yang bekerja pada partikel tersebut

diantaranya adalah :
Gb B.1 posisi relatif elektron

F{ = gaya luar yang bekerja pada partikel m; terhadap inti atom

F2 = gaya luar yang bekerja pada partikel m;
F}, = gaya internal yang bekerja pada benda m; karena pengaruh dari m,
F},= gaya internal yang bekerja pada benda m, karena pengaruh dari m;

Menurut hukum 111 Newton gaya aksi reaksi didefinisikan sebagai berikut :

F=F,=-F
Gaya luar total yang bekerja pada sistem adalah :
F’'=Ff +F;

Menurut hukum 11 Newton, gerak dua benda dalam kerangka laboratorium :

mq ¥ = Ff + Fi m,#, = F5 + F};
Untuk menentukan massa tereduksi, persamaan pertama dikalikan dengan m, dan
persamaan kedua dikalikan dengan m;. Kemudian dilakukan eliminasi sehingga
diperoleh :

mym,(#y — #,) = myFf — m1er + myFf, —myFj

mym, (¥, — ) = mym, |[—— _] + (my+ my)F
Jika tidak ada gaya luar FY = F; = 0 maka diperoleh :

mym,(#; — #,) = 0+ (m;+ m,)F

mim; . .
= et m, )(T1 72)

Dengan, u = 12 disebut sebagai massa tereduksi.
mq
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LAMPIRAN C. PENJABARAN PERSAMAAN SCHRODINGER ATOM
HIDROGEN

Persamaan Schrodinger untuk Atom hidrogen dapat dituliskan :

hZ

V%050 + (E = Vixy.n) Py =0

hz
— o V%00 + ViynPayn = E Yy

keterangan :

2
v2=12 (r2 i)+ : i(sin@f—g)+; J

ar r2s5in6 06 125in20 9?2

Dapat dituliskan secara lengkap menjadi :

_i{iz(rzf;_s:)Jr 1 1(singa_%")+;62W}+{—ez}qj=Ew

2m \r2 or r2sinf 06 00 r25in260 dp? 4TrEGT,
h21{a(zaw) 16(. an) 1324/} {—eZ}

——=1— | = —(sinf — - Y=EY
2mr2 or ar T sin6 06 a6 ) sin20 o¢? i 4TTET,

Untuk mendapatkan solusi persamaan diatas digunakan metode pemisahan

variabel :
P(r) =¥, 0,0)=R(rOB)D(p)

—ﬁi{:—r (rz a—w)+$:—9(sin93—g)+ E azw}+{ =t }‘I'—EBU= 0

2mr? ar sin26 6_<p2 4TTE T,

9 (2 6_’{') 1 i( . 6_'1’) 1 62_5"} Zmrz{ e? } _
{67‘ (T‘ or +sin6 a0 sing a6 +sin29 a2 % n? E +4neorf ¥=0

2 (2 2 Row) + -1 2 (sing 2 RO®) + 2 Row ) + 202
{67‘ (T‘ or RO | + sin6 06 singd a0 RoP +sin29 a2 ROO§ + n? E+
o2

Ro® =0

4-TL'EOTC

9 ( 2 0R 1 9. 90 RO 9%®) | 2mr? e? _
{ar (T or QCD) = sinf 06 (SlTl@R 06 (p) i sin26 6(,02} i 7> {E £ 47r€0rC}R0(p =0

Sebagai penyederhanaan bagi tiap suku dengan R(r)®(8) @(¢) diperoleh :

E2 (28 2 (sing20) + -T2 1 T fp g L g

R Or or Osind 90 a0 ®sin20 02 n? 4TTEYT,
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LAMPIRAN D. PEMBUKTIAN NILAI KONSTANTA =0 1+ 1)

Dari persamaan (2.12) dapat dilihat bahwa suku pertama dan keempat
hanya bergantung jari — jari r, sedangkan suku kedua dan ketiga bergantung sudut

6 dan @. Sebagai penyederhanaan digunakan suatu konstanta C = g — 8 =0.

20 (7 50) + a5 (110 5) * iz ) * 3 (E + ) =
{R or (T or +@sm666 sind +<1>sin266<p2 + h2 E+4neor '8 ﬁ

Persamaan diatas dapat dikelompokkan menjadi dua persamaan diferensial orde

dua:

Persamaan pertama

16(26R)+2mr2 . e? 3
Rar \" or h? 4regr,| g

2 (&) e+ )R = R

ar ar 4TTEQT,

Persamaan kedua
1 d ( 60) 1 0%

9_
Osinb 00 Sig 960) " dsin?6 9¢p?

¥ a’

sinf 4 ( . 10°e . ok b
5 66(516 )+¢62+ﬁsm0—0

Persamaan diatas dapat dijabarkan dengan subtitusi konstanta C = —m?2 + m? = 0

sin@ 0 . 19%
T£(519 )+——+ﬁsm 0 = —m? +m?

Dengan memisahkan tiap suku dapat diperoleh persamaan diferensial baru :

Suku pertama : Suku kedua :
sin6 0 o 00 . 2 _ 2 1 6245 _d 2
5 aB(smeae)+ﬁsmH—m ooz M

Dengan demikian diperoleh 3 persamaan utama yang akan dijabarkan untuk

memperoleh solusi persamaan Schrodinger sebagai fungsi r, 8, ¢ sebagai berikut :

) 5 OR 2mr? e? _ .

e (r 6_r) + {E + 4n60rc}R =BR .o Persamaan Radial (r)
2

— aag (smH - 9) + 6O STZLZQH =0 e, Persamaan Polar (6)

z? FM2D =0 o Persamaan Azimuth (¢)

Persamaan diferensial dengan konstanta 8 dan m? atau persamaan Polar

dikenal sebagai persamaan diferensial legendre terasosiasi. Solusi dari persamaan
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ini dapat diperoleh dengan menggunakan metodefrobenius yang dinyatakan dalam
bentuk deret pangkat tinggi berhingga yang dikenal sebagai polinom legendre
terasosiasi. Sebagai bentuk penyederhanaan persamaan diferensial legendre
terasosiasi diubah menjadi persamaan legendre dengan menganggap m=0 yaitu :

1 0 . 20 _
sin@%(Slne %) + '8@ =0

Persamaan diatas dapat diselesaikan dengan menggunakan subtitusi variabel.

Dimisalkan :
dw .
w = cosf E——sm@
d d dw d
i = — 2 — =— = —gj e —
sinf =v1—w 20 = 2w e sm@dW

Subtitusikan ke dalam persamaan polar diatas sehingga diperoleh :

,L {—sinH%[sinB(—sinH %)@]}+ﬁ@:0

sin6
d . 9, d0 I
—a(—sm BE)-{_'B@_O

L (VT=w2)'2) +po=0

d(1-w?) d@
dw dw

+ (1-w) -2+ pO =0
—2w2—$+(1—w2)m+ﬁ@:0
Persamaan diatas merupakan bentuk umum dari persamaan diferensial
orde dua fungsi legendre. Persamaan diferensial fungsi Legendre dapat
diselesaikan menggunakan polinom Legendre Terasosiasi (penyelesaian bentuk
deret). Bentuk umum persamaan diferensial orde duanya :

aQ A B 0
W"‘ (CI)—+ (@Q =

Apabila g = go menyebabkan A(q) dan B(q) bernilai tertentu, maka titik g
= (o disebut sebagai titik ordinary. Penyelesaian persamaan diferensial dengan
menggunakan Polynom (deret pangkat tertinggi) yang dapat dituliskan :

Q(a) = Xn=0cn(q — qo)"

Apabila q = go menyebabkan A(q) dan B(q) bernilai tak hingga, maka titik g = qo

disebut sebagai titik regular singuler. Penyelesaiannya dapat dituliskan :
Q(a) = (g — qo)® Xn=0¢n(q — o)™
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Persamaan diferensial fungi legendre dapat dituliskan kembali menjadi :

w2y L _ 5,90 -
1-w )dW2 2w ot BO =0
d?e 2w de B

W B (1+w)(1—w)ﬂ 1+w)(1-w)

untuk w=20

_ 2w ol 2(0) e — B _ B —
AWw)= A+w)(1-w)  (1+0)(1-0) 0 Bw)= A+w)(1-w)  (14+0)(1-0) b

maka untuk w = 0 yang merupakan titik ordinary, bentuk umum penyelesaian
persamaan diferensial fungsi Legendre adalah :

O(w) = Ya-ocn(w — 0)"

O(W) = ¢y + cyw + caw? + cgw3 + -

untuk w = +1
A(w)=

maka untuk w = £1 yang merupakan titik regular singular, bentuk umum

(1+W)(1 w) - B( )_ (1+w)(1 W)

penyelesaian persamaan diferensial fungsi Legendre adalah :
Ow)=WwW=x1) XiocuwE1)"
OwW)=w=x1)[cg+ciwx1)+c,(wt1)2+cg(w+1)3+ -]
Sebagai bentuk penyederhanaan digunakan bentuk penyelesaian dari titik
ordinary dengan mengambil w = 0. Persamaan diferensial fungsi Legendre
menjadi :
BOwy = Alco+ciw +caw? + 3w + - cw™)

_ng_li = —2w(c; + 2¢,w + 3c3w? + 4c,w? + - ne,w™ 1)

2
1- WZ)% = (1 —-w?)(2c, + 6c3w + 12¢,w? + 20csw3 + -+ n(n — 1)c,w™ 2)

0 =fco+2¢c, + (Bcy — 2¢1 + 6c3)w + (Bey — 4cy — 2¢5 + 12¢,)w?+(Acs —
6c3 — 605 — 20c5)w?
Persamaan diatas merupakan persamaan Polynomial atau identitas, maka
masing — masing koefisien dari semua pangkat w harus sama dengan nol.

Hubungan antara koefisien — koefisien dapat dituliskan sebagai berikut :
w2 (Bcy + 2¢,) =0 diperoleh, ¢, = —Z¢,

wWH(Bcy — 2¢, + 6¢3) =0 diperoleh,  ¢; =
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W2 (ﬁCz - 6C2 + 12C4) =0 dlperOIeh, Cy = _f;6 Co
w3 (Bcs — 12¢3 + 20cs) = O diperoleh, ¢ = % 5

—B+(n-1)(n-2)
n(n-1) Cn-2

diperoleh hubungan antar koefisien : ¢, =
Solusi 6, dapat dipecah menjadi dua bagian yaitu solusi genap dan ganjil :
O(w) = (co + w2 + caw® + -+ c3w?™) +
(ciw + cz3w3 + csw? ... cpp_ w2 1)

Deret diatas baik genap atau ganjil akan terputus apabila pangkat tertinggi
dari deret ditentukan. Misalnya pangkat tertinggi adalah n maka nilai koefisien
cn+2 dan seterusnya akan bernilai nol karena tidak diperbolehkan variabelnya
mempunyai pangkat yang lebih besar dari n. Berdasarkan uraian deret diatas
diperoleh bahwa pangkat tertinggi adalah n+2, maka bentuk hubungan antar

koefisien dituliskan :

_ —B+[(n+2)-1][(n+2)-2]

Cm+2) = 7 ipmrz)-1] | C(+2)-2
_ —B+(n+1)(n)
T m+2)(n+1) M
diperoleh :
O=—B+(n+1)n)
B=m+1mn)

dengann =0, 1, 2, 3, ...
atau dapat pula dituliska untuk n = I, dengan | disebut sebagai bilangan kuantum
orbital : g = (I + 1)(D)

Subtitusi nilai 8 kedalam persamaan Radial atom Hidrogenik diperoleh :

(g2 ) L 2 gy © R =1(1+ DR

dre \'¢  org K2 4megre
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LAMPIRAN E. PENJABARAN PERSAMAAN POLAR

Persamaan Polar dapat dituliskan kembali secara lengkap menjadi :

3] , 00 m2e _
sin@%(Slne %) T l(l T 1)@ B sin20 0

Persamaan Polar merupakan persamaan diferensial Legendre yang dapat
diselesaikan menggunakan banyak cara, beberapa diantaranya yaitu menggunakan
polynomial Legendre (solusi bentuk deret) serta menggunakan Rumus Rodrigues.

Solusi Persamaan Legendre melalui fungsi pembangkit Rodrigues

Penyelesaian persamaan diferensial Legendre menggunakan rumus

Rodrigues yaitu melalui fungsi pembangkit sebagai berikut :

1

Viczrerez — 2m=0 PR(OT"
Koefisien pada ruas Kiri dapat dijabarkan :

lt] < 1

1

V1-2xt+t?
Dapat dijabarkan menggunakan deret binomial (1 — x)? sebagai berikut :

1
2

=(1-2xt+ tz)_% =[1— 2xt — t?)]

[1-(Qxt—t3)] Z=1+ (— %) [—(2xt — t2)] +

. )
(_%)(_%)(_g)(_%) [_ (2xt — tZ)]n

n!

Bentuk koefisien suku terakhir dapat disederhanakan menjadi :

1 3 5

(D)D) EDEDENE.I-@r-D] _ (~DWE)E)?)..[(2n-1)]
nl - ni2n P nl2n

Penyebut dan pembilang persamaan diatas dikalikan dengan (2)(4)(6)(8)2n :

=D™(W)R)(B)(7)..[(2n-1)] 2)4)(6)(8)2n _ (-1)"(2n)!
nl2n (2)(8)(6)(8)2n ~ n!2nnl2n

Subtitusikan ke persamaan deret binomial sehingga diperoleh persamaan :

[1— (2xt — t2)]" 3=X5_y CLC [ (2t — 2)]n

—VY nl2nnl2n

[1— (2xt — t2)] 2=y C2CD! (qynoxe — g2y

n!2Mnl 2n
(2n)!
[1— (2xt — ¢2)] 7= ozm(" 5 (2xt — )"

Ekspansi secara binomial dari fungsi (2xt — t2)™ akan menghasilkan :
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(2xt — t2)" = ¢"(2x — £)" = t" [(Zx)" — (20" (—t) + 2R 202 (—0)2 + e+

nn-1)(n- Zk)l (TL (k— 1)) (2 )n k(t)k( 1)k]

Bentuk koefisien suku terakhir dapat disederhanakan menjadi :

n(n-1)(n-2)..(n-(k-1)) (n—-k)(n-(k+1))..32)Q) _ n!
k! (n—k)(n-(k+1))..(3)(2)(1) ~ k!(n—k)!

diperoleh :
(2xt — t2)" = t" Zﬁzoﬁik)!@@"‘k (O)*(=1)*
Fungsi pembangkit dapat dituliskan kembali dalam bentuk :

_G@n)
[1 - @t — )] =%;. () PR k),(2x>” HORUCH

s 2n)!
n=0 k=0

Digunakan pendekatan bahwa nilai (£)"** =~ (t)™ sehingga diperoleh n+k
— n atau dapat pula dituliskan n - (n — k). Subtitusi nilai n - (n — k) ke dalam

fungsi pembangkit sehingga diperoleh :

2(n— k)] 1
(1~ @xt— ]2 = Z Z ZZE”(:)(n > e BT A A Sk
n=0k=0
[2(n — k)]! 1
(n—2k) ne_1\k
Zzzz(n BDn—k)'k!'(n— zk)'(Zx) ©)"(-1)
n=0 k=0

Dari rumus awal fungsi pembangkit diperoleh :

1
- Z Pn(x)t"
V1 — 2xt + t2 -

[2(n — K)]! . g ~ .
ZZZZ(n B(n— k) k! (n— 2k)'(2x)( GG ILES ZPn(x)t

n=0 k=0
Eliminasi ruas kiri dan kanan menghasilkan :

[2(n—k)]! 1 o
Pnlx) = £ 220 (n = k)1 k! (n = 2K)! @1,
Pn(x) = 2(n — O 21272k () (=2 (—1)k

T 22n2-2k(n — k) k! (n — 2k)!
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n

Rn—K)] 1 .
Pn(x) = ; 2n(n — k)! k! (n — 2k)! ()T O=DF

Agar diperoleh deret pangkat tertinggi fungsi Legendre parameter k diubah

menjadi r sehingga diperoleh rumus Rodrigues sebagai berikut :

n

2] 1 S ,
Pn(x) = Z 2"(n=r)!rl(n—2r)! ()T (=1)

r=0
Untuk merubah bentuk deret menjadi bentuk persamaan diferensial, maka untuk

setiap n bilangan bulat berlaku :

d‘n

dx—nxzn_zr =@2n-2r)2n-2r-1)2n—-2r—2)..2n—2r — (n — 1))x™ 2"
A" on-2r _ R0 pnoor

dxn N (n-21)!

Subtitusikan ke rumus Rodrigues diperoleh :

n

[2(n —1)]! 1 n—2r r
Pn(x) :Z (n—2r)! 2”(n—r)!r!(x)( =D

r=0
n
1\ d" n!
_ PRY 2n—-2r -
Pr(diS 2"(n—r)!r!( D de”x i rn!
r=0

n

1 4" n!
e = 2™n! dx™ Z rl(n—r)! xE=1)
r=0

Sebagai penyederhanaan digunakan ekspansi deret binomial (x? — 1)™ berikut :

(x% — )" = x2" + n(x2)""1(=1) + n(nZ'_ D (x2)"2(=1)2 +
nn—-1)n-2)..(n—k+1)

(x2)n—k(_1)k

k!
Bentuk koefisien suku terakhir dapat disederhanakan menjadi :

n(n-1)n-2)..(n-(k-1)) (n—k)(n-(k+1))..(3)(2)(1) __ nl
k! (n-Kk)(n-(k+1))..3)(2)(1)  k!(n—k)!

diperoleh :

t |
(xz _ 1)n — Z ﬁ (x2)n—k(_1)k
k=0

untuk k =r, diperoleh :
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n
(xZ _ 1)n — Zr| ( )' (x2)n r( 1)r
Dengan demikian dlperoleh bentuk rumus Rodrigues yang lebih sederhana yaitu :
— 2 _
Pn(x) = %dx_n (x=—=1D"

Solusi Persamaan Legendre dengan menggqunakan Polinomial

Persamaan Polar dapat dituliskan kembali menjadi :

3] , 00 m2e _

sin@ %(Slne %) T l(l T 1)@ T sin?0
_ w2y e _ 5,90 _ m?e _
1-w )dw2 2w ™ I(l+1)e T o

Melalui pendekatan bahwa m = O diperoleh :
) a
1-w )dw2 2de+ I(l+1)e=0
Persamaan diferensial Legendre dapat diubah menjadi persamaan

Legendre terasosiasi dengan cara mendiferensialkan persamaan tersebut sebanyak

m kali terhadap w. Dengan menggunakan rumus Leibnit z yaitu :

[A (x)B(x)] = (n) - " A (x) B @) =

(n— s)'s'
Persamaan diferensialnya dapat dituliskan :
A" T — w2 de
dxm[(1 w ) 28wy z(l+1)@] =0
dapat dijabarkan kembali menjadi :
dm
dx_m (1 - w )d 5 Ql(w) axm — 2w Ql(w) + l(l + 1)Ql(w) 0

Sebagai penyederhanaan digunakan pemlsahan variabel untuk menyelesaikan
persamaan diatas. Misalkan :

dm
4= dwm an(w)

Suku pertama

am dzenw dZ am
o (L= WA =2 = o | 00y (1 - WD) =

dx dw? dw? Ldxm

Diferensiasi sebanyak m kali terhadap w akan diperoleh :
AT T — w2) 228 _ 5, 90 _
la-wh S —awZ 4 10+ 16| =0

dengan, A(w) = 0y,
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B(w)=1-w?
dengan menggunakan notasi Leibnit 'z dapat diperoleh :
dm
L [(6f)) (1 - w?)] == (1 - wD) 20l
_m o do oy 4T o o oml d? oy AT on
11(m-1)! dw (1-w) dwm-1 @l(W)+2!(m—2)! dw? (1-w) dwm=2 O1tw)
dm dm dm—l
o [(an(w))(l - WZ)] = (1 —w?) 5 0y + M(=2w) 2= Oy, *
m(m 1)
(=2)= w2 Ql(w)

am am am-
o [(O0w)) A = w)| = (1 = W) = O,y — 2mw ——= 01,y —

am-
m(m—l)d — ZQI(W)

dengan demikian dapat dituliskan kembali dalam bentuk :

d? [dm 3 _
dw? _dx_mQIn(W)(l -w )] =
dz | am dm_l dm—Z
m (1 — WZ) d_m@lréw) v ZmWW@ln(W) - m(m _ 1) s QLTEW)]
dZ
aw? laxm Oy (1 - Wz)] =
dm+1 - dm "
dw2 (1 - W )d == Ql(w) 2m WWQI(W) - m(m o | 1)dw_m91(w)
d? [am ,
dw? [dxm Ql(W)(1 )] =1 -w?)U" -2mwU’' —m(m - 1)U
Suku kedua

dm
i (2W) 1 Oty = (~20) 1o O]y =

Tinjau kembali persamaan pada notasi Leibnit z -

am am A" d"a
o (@) (1 = wh)] = A =w?) 25 0], — 2mw == 0],y — m(m — 1) = )

Apabila kedua ruas masing — masing diturunkan terhadap w dapat dituliskan :

m m m—1
%{;,V_m [(e l(w))(l WZ)]} {(1 - )di,m Oltw) ~ dd 71 Olw) —

am am am-
W—m[(@ﬁw))(—zm] = (=2w) O]y = 2Mm 191(W) m(m— 1)d — 291(w)

am am dam-1
= (O1tw) ) (=2w)] = (—=2w) —— O],y — 2m ——— O],

diperoleh :
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m-—1
dwdwm[(@z<w))( 2w)] = —[( ZW)d 0}, — 2m dd m_lgzn(w)]

d am-1
dW dwm [(OI(W))( ZW)] - ( ZW) dw dwm QI(W) 2m— dw dwm-1 Ql(w)

dW dwm [(Ql(W))( ZW)] - ( ZW) dw dw™ @l(w) 0
d dm
dw dw™ [(

Suku ketiga
am dam
dx_ml(l + 1)an(w) = l(l + 1)dx_m@ln(w) = l(l + 1)U

Oltwy)(—2w)| = (—2w)U’

Gabungan dari suku pertama kedua, dan ketiga dihasilkan :

dm

dx

1- WZ)U” —2mwU' — m(m - 1)U + (—ZW)U’ + I(l+1D)U=0
1=-wHU" =2wim+ DU —m(m-1DU+ I(Il+ 1)U =0

A -wAHU" =2wm+ DU '+ (—m* —-m+ 1>+ DU =0

A-wHU" -2wm+ DU +({-m)(I+m+1DU =0

Persamaan diatas bukan merupakan persamaan self adjoint. Untuk

merubahnya menjadi persamaan self adjoint digunakan suatu permisalan :

V) = Uy (1 —w?)z Uw) = V) (1 —w?)" 7
Sebagai penyederhanaan untuk selanjutnya dapat dituliskan wug,) =u dan
Vw) = v. Nilai turunan pertama dan turunan kedua bagi u,,dapat dijabarkan

sebagai berikut :

Turunan pertama

u’ =%[v(1—w2)_7]
! 2 SN d 2 -z
u' =1-w?) ZEU-I_UE“_W) 2

wW=v1-w)z+mw(l-w?2)" 2z v

u' = [v + (mwv)] (1- WZ)_%

Turunan kedua

u” = ﬁ{["' + (fwvv;)] (1- 2)_%}

Untuk menyelesaikan persamaan diatas diuraikan suku pertama dan suku kedua :
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Suku pertama

., _m -mq , ., d -m
E[v(l—wz) z]=(1—w2) Ly v (1 - w?) 3

i[17’(1 — WZ)_%] =v"(1- wz)"% mwy! (1 w )——

dw
Suku kedua
d [ mwv ) E L g
aw [(1—w2) (1 LY ) 2] -
misalkan,
— MWl (1 2y
A= ow?) B=(1-w?)"z
f_ Wy dm mw_ dv myv_ dw . S =2
A= 1-w2)dw (A-w2)dw (1A-w?2)dw B" = dw (1 w ) 2
f__Wv_ dm mw_ dv da w r_(_m . 2_2_1_
A_(l—wz) daw = (1-w?2)dw mvdw(l—wz) B ( 2)(1 L/ ) 2 ( ZW)

A 7 2 _ms
A= 0+ gy [ B' = (1 —w?)™ 7 (mw)
,_ mwv' mv 2mw?v , _ (mw) 2 _m
A= Yo T aowee B =1 -w?) 2
diperoleh :
d [ mwv _m 5 "
[ a-wh z]=AB+BA
_ mwv' 2Zmwv 2
[(1 w2) (1- w2) (1- wz)z](1 1 )
[(mw) ( 2)_3 mwv
(1-w?) (1-w?)
_[mwv 2mw?v mwv](1 L AL
(1-w?) (- WZ) (1-w2)2 ~ (1-w?2)?

Gabungkan nilai diferensial suku pertama dan suku kedua sehingga diperoleh :

. mwv' N mwv' . mv 3 2mw?v N mew?v | o m

CEtaown Ta—wn taswn Ta—wer Ta—wny W)

oo 2mwy’ mv 2mw?v m2w?v - i
u= [U + (1-w?) + (1-w2) ' (1-w?2)2 (1—w2)2] (1 w ) z
diperoleh :

u=v(1-w?)"z

m
U= [ mwv ](1 w2)" 2
T, 2mwv’ mv 2mw2v m2w v] _m
u= [v + (1-w?2)  (1-w?2) (1—w2)2 (1-w?2)2 (1 w )

74
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Subtitusikan nilai u, u’, u"" kedalam persamaan self adjoint sehingga diperoleh :
A-wdHU" -2wm+ DU '+ ({-m)(A+m+1DU=0

Agar menjadi persamaan Self Adjoint dapat diubah U = u; U' =u';U" =u
A-wdHu" —2wim+Du' +{-m)(l+m+Du=0

g 2mwy’ mv 2mw2v m2w?v
(1 —w?) [v + 25 4 I 2R 2)2](1— w2~z

n

mwv

. (1 w?) 2 +(l—m)(l+m+1)v(1—

2w(m+1) [v +

w?) 2 =0
Dapat disederhanakan menjadi :
2mwv’ mv 2mw?v m2w?v
(1-w?) = (1-w2) = (1-w?)?  (1-w?2)?

(1-w? [v” + ] —2w(im+1) [v’ +

mwv
(1_W2)] +({-m)(+m+Dv=0
U”(l 2) + 2mwv’' + mv + i) + m*w?v —2mwv' — 2m?w?v _
(1-w?2) (1-w?) (1-w?)
2
2wv' — ?ﬁw;; + (l — m)(l +m+ 1)‘(] =0
m2w2v
v"'(1—w?) +mv— v 2w’ +(l—-m)({+m+1Dv=0
2.,,2
V(1= w?) +my — =t — 2wv’ + (2 + 1 —mP)v —my =0
(1-w?)
i h 2 _ ' [ _ 2 - TT'LZWZ i
v’ -w?) —2wv' +|ll+1) -m (1_W2)]v i
4,2 r o | _ m2(1-w?) - m2w?
v"(1—w?) = 2wv' + _l(l+ 1) L ]
1 - 2 _ ' [ _ mz _
v (1=w?) = 2wy’ + [I(L+1) (1_W2)] -,

dengan solusi :
o
v(w) = U(W) (1 —-—w )2
dengan,
Uwy =u =U =20,
dari rumus Rodrigues yang telah diturunkan pada persamaan sebelumnya

diperoleh :

@lTEW) zllld 1 (W - 1)l
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Sehingga solusi dari persamaan self adjoint diatas dapat ditulis

am 1 dt I m
Vw) = 2 S g w? - 1) (1 —w?)z

qlrm
w? - 1)!

— 2 Ut
U(W) - (1 - ) leldwl+m
Persamaan diatas merupakan persamaan yang identik dengan persamaan Polar

yang merupakan diferensial orde dua fungsi Legendre terasosiasi :

_ 2 &0 5 40 _ mPe _
A-wHZ2—2wZ 111+ 1)0 ne-o
(1-w?»e" —2woe’ +
(1-w?)e" —2we’ +| '

- 2 " __ ! _
(1-w?)@" — 2wo l(l +1) 29)]

diperoleh w = cos?6 maka solusi persamaan Polar diberikan :

O (cos2ey = (1 — 00529) (cos?0 — 1)

le' dcosltmg

dl+
le' dcosltmg

(cos?6 — 1)
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LAMPIRAN F. NORMALISASI PERSAMAAN POLAR

Fungsi gelombang Polar harus berkelakuan baik. Secara fisis dapat
diartikan fungsi gelombangnya harus memiliki probabilitas yang berhingga,
bernilai tunggal, dan linier. Oleh karena itu fungsi gelombang harus memenuhi

syarat normalisasi. Dapat dituliskan :

_ il m — m
0(9) - sz(e) = Nim® L (cos@) NimP L (cos0)

L]
Ok) = Nim [ (1 — cos?6)z

le'm (cos?6 — 1) ]

dengan N, merupakan Kkonstanta Normalisasi yang diperolen dengan
menggunakan syarat Ortogonalitas. Untuk menentukan konstanta Normalisasi
dapat dijabarkan sebagai berikut :

14

n
(i@, Cirmr@)) = Nom * Nums ] PT PT; Sin 0 df = 8 = 1
J (cos6) (cos8)
Syarat ortogonalitas :
Jika [ # I’ diperoleh &;;, =0
Jika l = 1" diperoleh &y, =1
Pembuktian syarat ortogonalitas dapat dijabarkan sebagai berikut :
Untuk T =1’
Dapat diperoleh pendekatan yang cukup baik dengan asumsi bahwa [ lebih besar

dari I" atau [ > I'. Dengan menggunakan integral parsial diperoleh :

1

JP“")PZ'(") 201201 H ax) & 7D l [( ) S Dl]dx
-1

l U ,
(le!)(zll'!) f—11 Pl(x)Pl’(x) = f—11 [(%) (x2 — 1)1] l(%) (xZ — 1)1 ldx
-1 U

@D [ PPy =|(2) 2= D) [(j—x) (x? -

1)l,l |_11 - f_ll [(dd_x)l_l (x? — 1)1] I(%)l,-ﬂ (x% — 1)1’] dx
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Suku pertama ruas kanan

1+ ,
Pada suku pertama ruas kanan diperoleh bahwa (%) (x? — 1" =0 karena
(x2 -1V merupakan suatu bentuk polynomial yang memiliki pangkat tertinggi
21" sehingga semua koefisien deret dengan pangkat lebih besar dari 21" akan

bernilai nol. Jika [ > I' maka [+[" > 21’. Dapat dijabarkan sebagai berikut :

[ I e [ S

Deret pangkat dapat diuraikan :

(x2 =D = (x? - 1)(x?> = 1D (x%? — 1) ... (x? — 1) sebanyak | Kali.
Turunan ke-0, 1, 2, 3, ... hingga |-1 akan menyisakan paling sedikit 1 faktor dari
(x%2 - 1).

0
Turunan ke nol  : %(x2 - D= (x? -1

Turunan pertama : :—x (x? — 1! = 2lx(x? — D1

dZ
" dx?

Dengan memasukkan batas integrasi dari -1 hingga 1 diperoleh :

G @ e ie iz

Suku kedua ruas kanan

Turunan kedua (x? = 1)t =21(x? — D" + 2101 — 1)2x2(x% — 1)1

Persamaan pada ruas kanan dapat dijabarkan sebagai berikut :
1 d -1 d l’+1 ,
e CATE

1+l , F
Diperoleh nilai diferensial dari (:—x> (x2 —1)" =0. (x2 —1)Y merupakan

polynomial dengan pangkat tertinggi 21’ dan semua koefisien dengan pangkat

diatas dari 21" bernilai nol. Jika l # '’ maka [ + 1" > 21l', sehingga diperoleh :

168 - o7

-1
Berdasarkan penjabaran diatas diperoleh suku pertama dan suku kedua pada ruas

kanan persamaan Normalisasi bernilai nol. Dengan demikian diperoleh :
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1
fpl(x)Plr(x) =O
-1

Untukl =1

Persamaan Normalisasi dapat dituliskan kembali menjadi :

1 1 I
1 1 dy! dy' ,
fPl(x)Pll(x) =_211!_21l’! f l(a) (x? — 1)ll [(a> (x% — 1)1 ] dx
-1 -1

(le!)(zll'!) f_ll PioyPpe = [(;—x)l_l (x? — 1)l] [(;_x)l’ (x? —

iy 1 [7a\i-1 : FRAS! y
o= [ e - 0 [ o - 07 ex
Suku pertama ruas kanan merupakan suatu keadaan terikat (bound states) sama

-1
seperti kasus untuk [ # I' dimana (:—x) (x? — 1)! = 0. Untuk suku kedua ruas

kanan, nilai integral tidak sama dengan nol. Nilai integral dapat dijabarkan :

- NG PGS
&) - [(a) G - ”"] e 4
=1

Untuk nilai [ = I’ diperoleh :

a1 gV d\2!
&) \EE
Persamaan Normalisasi dapat disederhanakan menjadi :

21l

@) [[Peldr=c0 [62-0(5) - D

Dengan menggunakan aturan Leibnit z diperoleh :

21 21l

@) o=@ wr-n

1 1
eADIeAD) J[Pl(x)]zdx =211 (-1 f(x2 —1)ldx
-1 -1
Untuk menyelesaikan bentuk integral pada ruas kanan dapat digunakan

permisalan :

X = cos0 sinf = /(1 —x2)
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dx = —sin 6 d6 sin®0 = (1 —x?)
D'(x* =D = (DA = x?)!

batas integrasi dapat diubah menjadi :

X = 1 0 1 dst
0= z 0 dst

dapat dituliskan kembali :

1 1
Ui f[Pl(x)]zdx =201 (1) f(1—x2)ldx
| -1

0
=201 (1)} j(sin 0)%(—sin0) do

0

= (2)21! j(sin 0)% (—sin ) do

T

2

us
2

= (2)21 !j(sin 0)?+1 do

0

80

=(2)21'l (2)(4) ...(2D) (2)(4) ...2D

oo ..+ |[0® e
(2D)?

> (P2t (21+1)!l

1
2 2
f[P“")] =1
4

Dengan cara yang sama diperoleh persamaan lengkap Normalisasi persamaan

Polar :

T om mr . _ 1 1
fo P L (cosH) P " (cosB) sin 6 d6 = 22Uy

m/ U'+m/ '
1)l] [ (1 - cos?6)7 —2 ’ — (cos?6 — 1)} ] sin @ do

dcost’+m'g

Dengan menggunakan subtitusi variabel dapat diperoleh :

f: [ (1 = cos?0)z

m
2

ql+m

dcosttmog

(cos?0 —
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22 [Tp™  p™ singde = [ [(1 —x?)7 (i)Hm (x? —
) Y0 l(cos®) " U (cosH) 1 dx

Iml

o ()"

202" TP P (—Ddx = ()P0 - 1)z (i)H (-
H )1 l(x) 1 (x) 1 dx

(x% — 1)1’] (-1)dx

o |enFe- 0% () o | e

dx

!

l ! -1 -m mr _ E+m_’ -1 il 2 lil 2
242 l’!fl P l(x)P lr(x)dx_( 1z " 2 fl [(dx) (x D (dx) (x

1)1’] [(%)m (x2—1)2 (;_x)m W - D% ] dx

Syarat ortogonalitas :

Jika [ # I’ diperoleh &;;, =0 ; Jikam # m' diperoleh &,,,,, =0

Jika l = I’ diperoleh &y, =1 ; Jikam = m’ diperoleh &, =1
Untuk m # m' dengan pendekatan bahwa m lebih besar dari m’ atau m > m'’
akan diperoleh suatu deret seperti pada persamaan ortogonalitas sebelumnya.
Terdapat suatu deret yang memiliki pangkat tertinggi 21’ sehingga semua
koefisien deret dengan pangkat lebih besar dari 21" akan bernilai nol. Jika [ > I’
maka [+!" > 21’. Dengan demikian akan diperoleh bahwa untuk m # m’ akan

diperoleh :

-1.m mr o
J, P l(x)P U(x)dx—O

Akan tetapi jika nilai m =m' persamaan ortogonalitas tidak bernilai nol

melainkan bernilai tertentu. Dapat dijabarkan sebagai berikut :

-1 m mr _ L 1 _ m_l_m_, o i l 2 I i l’ 2
fl P l(x)P I (%) o 2l zl’l'!( OENE fl [(dx) (-1 (dx) (x

][ - 0 () - 0

Untuk nilai,

-1

1 1
ﬂzl’l'!J

&) e (@

Normalisasi persamaan Polar dapat dituliskan kembali menjadi bentuk yang lebih

ll

2 _ 1\ —
(x 1)]d" 20 + 1

sederhana :
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f1_1PT(x)PmI( x) - [21+1]( 1)_+_f [ dx (x -z ( x) " (x® - 1)%’]6136

Untuk m = m' diperoleh :

jl [P T;l(x) 2 dx = [ZIi- 1] D™ jl I(%)zm (x*=1™ l dx

dapat dilakukan ekspansi deret pangkat sebagai berikut :

(x2 — 1)™ = x2™ 4 m(x2)™1(=1) + %(xZ)m—Z(_I)Z +

m(m—l)(m—nz!)...(m—n+1) (xz)m_n(—l)n

Koefisien suku terakhirnya dapat disedernahanakan :

m(m-1)(m-2)..(m-n+1) (m-n)(m-n-1)..2.1 _ m!
n! (m-n)(m-n-1)...2.1 o n!(m—-n)!

Jika n = I dengan | merupakan bilangan kuantum orbital, maka dapat dituliskan :
(= D™ = 22 4 m )LD ) mE (1)

m!
I'(m-1)!

Untuk mengubah bentuk deret menjadi bentuk persamaan diferensial, maka untuk

setiap n bilangan bulat berlaku aturan notasi Leibnit z sebagai berikut :

L A@B@] = $o(Y) S A BG)(Y) =

(n— s)'s'

diperoleh :

/ A m+m_'_1 d\! ldl'
P Py 5 = e DTS () 6 - 0 () 0 -

][ ()" 2 - 0 () 20

-1

j’Pm Pm’ ; oL '( 1ym A+m)l m!
Lo — |21+ 1] ml |1 (m — D)
1
-1
Pm Pm' 4 [ 2 7[d+m)!
l(x) I (x) x= 121 + 1) (l—m)'
1
Melalui penurunan persamaan — persamaan diatas diperoleh konstanta

Normalisasi :
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4 !
m m

(@lm(e), @l/ml(H)) = Nyn * Ny f P I p l’ <in6do =1
0 (cosb) (cos8)

2 1[0 +m)!
(O1m(9), Oumi()) = [Nm]? [21 + 1] = Z)!l

N — 2+ 1D -m)!
me 2(1+m)!

Solusi umum persamaan Polar dapat dituliskan :

1 l+m

m
O@) = Nim [ (1 — cos?0)z e

(cos?0 — 1)ll

1 qitm

2L+ 1)l —m)!
@(6):\]( + 1) —m)

2(L+m)! [ (1- 60529)%

(cos?6 — 1)ll
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LAMPIRAN G. PENJABARAN PERSAMAAN AZIMUTH
Berikut adalah penjabaran untuk memperoleh solusi persamaan azimuth (2.39) :

a. Jika digunakan konstanta m?

d*o d?
—=m? — =m?
d? dp?

. . d
digunakan permisalan - D

d

D? = m? D=—=m
de

do do

—=me — =mdep

do D

dengan mengintegralkan kedua ruas didapatkan solusi sebagai berikut :

D dd @ D _
f%;— m [, dgo—>|n(po—md<p
D = Qg et M,

Jika digunakan konstanta m? yang memiliki solusi ® = ®y e*™®, untuk

nilai ¢ = g dan m=0,1,2,3, .... (bilangan bulat positif) diperoleh :
[0) ((p) =@ eim(g) =@ e(g)

D (p +2m)=dy eim(% . 2”): D, e(g + 2”)
sehingga didapatkan suatu hubungan, ® (¢) # ® (¢ + 2m). Secara fisis hal
tersebut dapat diartikan bahwa untuk suatu satu posisi yang sama misalnya

Q= g akan diperoleh suatu nilai yang berbeda.

b. Jika digunakan konstanta — m?

2 2

ae = —m2o a4 = —m?

d? dp?

Digunakan permisalan % 1)

D? = —m? D=2=+im

de

2 - + imo 22 = + imde

do D

Dengan mengintegralkan kedua ruas didapatkan solusi sebagai berikut :
D dod . D _

f%;— + im [ dg0—>|n¢0—ilmd<p

D = @y e M
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Fungsi tersebut dapat dituliskan dalam bentuk :
D =dg e £ Py e”MY
Dipilih (-) sehingga dihasilkan solusi dengan grafik berbentuk sinusoidal.

D = @y ™M - Py e~ MP x % = ®, (20) (

eim(p_ e—im(p)
21

® = A sin (mg)
dengan A = ®, (2i) merupakan konstanta yang menunjukkan amplitudo
gelombang. Apabila digunakan konstanta — m? dengan solusi

® = A sin (mg) diperoleh :

— 1 T[ —
CD((p)—Asmm(E) =1
(I)(<p+2n):Asinm(§+2n) =1

Sehingga didapatkan suatu hubungan, ® (@) = ® (¢ + 27).

Persamaan azimuth dapat dituliskan kembali sebagai berikut :

0%

P +m?® =0

dengan solusi :

O = Py et
@, merupakan suatu konstanta yang menyatakan amplitudo gelombang.
Nilai amplitudo gelombang ®, = A dapat ditentukan dengan menggunakan

syarat Normalisai berikut :
[ Pm” @O (@) dp=1 > [7 A%e™ e"M0dp =1
[F A2 dp=1  An—(-m)]=1
A%[2r] =1 A= |—
solusi Azimutal secara lengkap dapat ditulisakan kembali menjadi :

D= \/Zzneﬂm‘ﬁ’ dengan m merupakan bilangan bulat magnetik.
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LAMPIRAN H. FUNGSI GELOMBANG ION LITHIUM (Li*)

1. Fungsi Gelombang Radial

1
2

Rni (r) = [(K)B—(n—l—l)! ] [z le nag LZI_H (p)

nag/ 2n[(n+D!3| Lnag

dengan Rumus Rodrigues :

2Zr 2Zr

L21+11 ( ) (1)2|+1 (n+1)! e% antlt (e_m. (ﬂ)n—lﬂ)

+ (n-1-1)! d n+l nag
(o)

nag

86

Untuk ion Lithium (Li**) nomor atom Z = 3, maka persamaan diatas dituliskan :

R (1) = 3v3| (L) 5t ”'] [ e L2 o)

nag/ 2n[(n+)!)3
21+1 - 2+1_(n+D! % antt —nGTT or -t
Ln+l (p) = (-1) (n-1- 1)'e °d (6 0'(na0)

( o )n+l
nag

a. Untuk n=1, I=0

Rlo(r):3\/§[(a 3 o 1)']2[ e %Li (p)

2[(1+0)1]3
dengan Rumus Rodrigues :
1 : 1 @+ L g -2 rer\170-1
L} ()= CNCES e, (e (&) )

(7o)

1 6r
L, (p)=(-1)(e%)(e “0) 1
Maka diperoleh rumusan fungsi gelombang radial ion Lithium untuk n=11=0:

Ri0=3V3 [(%0)3 %]% e 2_2(1)

3r

Ri0= 3\/_—e ag

a02

b. Untuk n=2, I=0

Rao (1) = 3\/—[ 3 (2-0-1)! ] [Zao o ~5ac Ll ()

2a9/) 22[(2+0)3

dengan Rumus Rodrigues :
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(24+0)! - g2 T
LL (p) = (1) 22 oo - (e e, (2 )

L} (o) = (D) 2eto d(‘j)z ()

Dengan menggunakan turuan parsial dua kali, diperoleh :

Misalkan, y = e~ 4. (ZZ)

3r 3r 3r
d -= 3 -= -= 3
y’: e ao_(—r) —e % —e ao_(—r)
d Qo Qg
3r 3r 3r 3r

d2 L L & 3 _3r
y'= e “0.(—T) =e “0.(—r)—e g =g % (T)—Z.e a
d ap ap ap

dapat dituliskan kembali menjadi :

L, (p) = (2)623 [e Z"'(Z_Z)‘ 2.e ao] 2 2—(—)]

QAo

Maka diperoleh rumusan fungsi gelombang radial ion Lithium untuk n=2 1=0 :

Rzo=3V3: [zao ] [e ] 2- )]

Reo= 25 [e™240] [2 - (2)]

QAo

c. Untuk n=2, I1=1
3 (2-1-1)! — | 2+
Ra (1) = 3\/_[ 2a,) 22[+D13 ] [Zao e 2 L 211 (P)

Dengan Rumus Rodrigues :

3 A 2+1 (2+1)! fTT qz+1 _%T 6 \2-1-1
L ) =(D) 10 ¢ od( er)2+1 (e : 0(%) >
2a0
L; ()= (D Ge W(e (%) )"6(9 °>(_e °>_6
2a0

Maka diperoleh fungsi gelombang radial ion Lithium untuk n=2 1=1:

3r 3r

e_m (6)= —— (31)9_%

= ag

RZl_B\/_[ ao 22[(3)' ] [Zao
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d. Untuk n=3 |=0

3
Rao (1) = 3\/—[ (3-0-1)! ] [3a0 e 3a0 )

3ap/ 2.3 [(3+0)!]3 340

Dengan Rumus Rodrigues :

61

2.0+1 _ o 4\20+1 (BH0) T g3+0 ~ 5 er 3—0—1)
Lavo (P=CD) G- "7 Py, (e ’ O(E)
(525)
1 3)! d3 ( _Z_T 2r 2)
L (p) = (1)(2)' d(zr)3 € 0'(a0)
aog

Dengan menggunakan turuan parsial tiga kali, diperoleh :

2T

Misalkan, y = e 4o, (ZZ)Z

2r 2r 2r

2 _z2r 2 2 _2r e s
yr=== (e ao_(z—r) )=(Z—T) e a0-4(2—r)e a0 +2e
d 9 Ao Qo (0 1)

dapat dituliskan kembali menjadi y

ZT

Lk (o) = (D@ et [6 (2) e7o0 — 6e7a — (Z)" e

L @=-3[e()-6- ()]

Maka diperoleh fungsi gelombang radial ion Lithium untuk n=3 1=0 :

Rao = 3\/‘[ 1) 216]16‘% (-3) [6 (2—2) —6— (2‘2)2]

R30—3\/_[ ige_%(—S) [6 fl—r )-6- (21)2]

21 81 1)

Rao = 3V3 1[ ](3)[2r —6 2r +6]
(3a)2

"_] [ - 6 + 6]
(Bay )2 Qo

Rso=

88
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o=t e (Z—Z)“]

(3ap)z

Rao = (a0)? [ ] [3a0 a0 ]

e. Untuk n=3 I=1
3 (3-1-1)! oo 2.1+1
Ra (1) = 3\/_[ 3ao/ 23[(B+D)!]3 ] [3a0 e 3% I‘3+1 (p)

Dengan Rumus Rodrigues :

L2+ (p) = (1)21+2 (B+1)! 93%0 a3+t (8_3%. (2)3—1-1)

3+1 (3-1-1)! d, . \3+1 3ag

(5a5)

4 g -2L r2r\1

L, (p) = (1) e vy (e “°'(_) )
(&)

Dengan menggunakan turuan parsial empat kali, diperoleh :

27‘

Misalkan, y = e 4o, (Z)

2r 21" 21" 27" 27"

2 =2 W21
y==2"|e “0.(2_r) =e “0.(2_r) e W—e =g 9% (Z_T)_Ze a
d 2 ap ap ap

2r

e (@) e @) 3R

2r 2r

Yy d* p 27 2r -— [2r Sl
yr= e %.|—)]=e .(—)—4.e a
d (1)) Qo

dapat dituliskan kembali menjadi :

2r 2r

LS (p) = (-24) ei_z [e_%.(z—Z) — 4.e @
L =29 ()~ 4

Maka diperoleh fungsi gelombang radial ion Lithium untuk n=3 =1 :

1 r
R =33 ot [ © 29[ ()~ 4
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Sl [+ 6]

Ray =i3_ﬁ [zr] "% (24) [+- ()=

3ap)2 (ag )2
a0 1 8 I r2 -
R = = —_— a
* (Bag )2 [ aO ] (ap)2 332 [ ao 2a02] e
f. Untuk n=3 =2

3 (3-2-1)!
w36 e e e S o

3ap/ 2.3[(3+2)!3

= 2 _L
Rs2 () = 3\/§[ ]2 [z—z e 9 Lg (p)
Dengan Rumus Rodrigues :

5 _ o qy22+1 (42! S g3t2 B
L5 (p)=(-1) —(3_2_1)!83 0 (e 3 0'(3(10)

(3ag)3 6[120]3

2r s _z2r 0
2 -2 ()
(%)
2T 2r

L (p) = (-120) e@0 (—e‘ %) =120

Maka diperoleh fungsi gelombang radial ion Lithium untuk n=3 1=2:

(1;0) 3v10 (120) ao? e “

el B o

(Bay )2

1 4 T2 ——
{5 (a )% 3V10 ao p
2. Fungsi Gelombang Polar

_ ,(Zl+1)(l—m)!
@Im (9) = w PTln CcOoS (9)
dimana,
2oy dvm) 2 l
P"! cos (8) = (1 — cos 6) g (cos“6 — 1)

1. Untukl=0m=0

Ooo (0) = /% P2 cos ()= \E P2 cos (6)

29)_ (0+

Tﬂ)e (C0529 - 1)0 =

H 0 —
dimana, P cos (6) =
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Diperoleh :

®oo (0) = \E

2.Untukl=1m=0

(21+1)(1-0)! 3
O10(0) = /ﬁ P? cos () = \E P cos ()

dimana,
0 P 1 2 9 (1+0) 2 1
P, cos (8) —2—( — co0s“0)2 e (cos“6 —1)
1 d 1
P;’ cos (8) == [(a = cos? ) (dcose 1)] =& (2cosf)=cosb
diperoleh :

O (0) = \E cos @

3.Untukn=2l=1m=+1

a. Untuk m=+1

®1.1(0) = /% P! cos (6)

0141 (8) = \g P cos (9) = ? P cos (6)

dimana,
P! cos (8) = 2g); L (cos?6 — 1)*
P cos (9) = 2 -(1- cosze)% o (cos?6 — 1)

1 cos () == (1 — 00520)2 (cos?6 — 1)

dcos6 dcos6

1 — l _ 2 E d

P, cos (8) = > (1 - cos<0) 7 (2 cosB)
1 _1 . 1 S—

P, cos () =2 (sin?0)z (2) =sin 8

Dengan demikian, fungsi gelombang polar dapat dituliskan kembali menjadi :

@1 (6) = J:iz P! cos (6) =2 sin 6
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b. Untuk m=-1

a+1)@+1)! ~—
0:.1(0) = /W P~ cos ()

©1.1(0) = \/% P cos (6) =3 P! cos (6)

dimana,
1_

-1
! cos (0) = (1 — cos?6)z Tl)e (cos?6 — 1)?!

1! 21
-1
P"ll cos (8) :g (1— cos26)7 (cos?0 — 1)1
-1
P~ cos (6) :g (1— cos20)7 [—(1 — cos?6)]

-1 _ 1 2 WA, .l "
P~ cos (8) = o (1 - cos“B)z= -3 (sin“0)z = —Esme
Dengan demikian, fungsi gelombang polar dapat dituliskan kembali menjadi :
01.1(0)= - L sing

4.Untuk1=2m=0

(2.2+1)(2-0)! (5)(2) 5
@20 (0) = /w P2 cos () = /ﬁ P2 cos () = \E P2 cos (6)

dimana,

0 _ 20y dGt0 2 2
Pz cos (0) = 9) Te0s@t0g (cos“6 — 1)

0 _1_ a® 2g_1)2=1_42 2p _ 112
P2 = (9) " 8 dcos@g (COS o 1) " 8 dcosf dcos@ (COS o 1)

0 SO 2g _ 1) =1 29 _
PZCOS(Q)‘gdCO594C059(0059 1) 2(3::0567 1)

Dengan demikian, fungsi gelombang polar dapat dituliskan kembali menjadi :

2 (0) = \E E (3cos?6 — 1)] -~ \E (3cos?6 —1)
5.Untuk =2m=+1

a. Untuk m=+1

_ [2+D@-1)! 51 _ 1
071 (0) = /—2(2+1)' P, cos (8) = 2(3)|P cos (8)

dimana,

4+

1 _ 1 1
PZ CosS (9) PPy 29)2 Teos@iDg (COSZH - 1)2
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COS (0)== (1 - COSZH)Z (cos?6 —1)?

dcosf dcosze

1 _1 = d
P, cos () =2 (1- COSZH)Z — 4(3cos%0 — 1)

1
P; cos () :% (1 — cos?6)2 6cos @ = 3 sinb cosO

Dengan demikian, fungsi gelombang polar dapat dituliskan kembali menjadi :

02 (0) = % 3 sinf cosf = E sinf cos@

b. Untuk m=-1

0z11) = \/% P cos (6) = 5(3) P~} cos (6)
dimana,

P~lcos (6) = 20)7z Tl)g (c0s?6 — 1)2
P~ cos (6) :% (1— cos26)™z dcjsg (cos26 — 1)

1
P_z1 cos () :% (1 — cos?6)” 2 4 cosB (cos?6 — 1)
P_Z1 cos () = —% siné cos0O

Dengan demikian, fungsi gelombang polar dapat dituliskan kembali menjadi :

021 (0) = ﬂ (—% sinf 6059) = —\/% sinf cosf

6. Untuk 1=2 m=4-2

a. Untuk m=+2

(2.2+1)(2-2)! 5
022(0) = ’w Pi cos () = ’M P; cos (0)

dimana,
2 _ 2 2z d(2+2) 2 2
P> cos (8) = S (1 - cos 9) TZ)Q (cos“6 —1)
P2 cos (8) == (1 — cos?9)t (cos?0 —1)%2 = - (1 - cosZB)l— 24 cos @

dcos@ dcos39

P2 cos (0) =3 (1 — cos?6)! = 3 sin?
Dengan demikian, fungsi gelombang polar dapat dituliskan kembali menjadi :

®2(0) = 2(4)' ——3sin%6 = ? sin?0
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b. Untuk m = -2
(2.241)(2+2)! 5(4)
@22 (0) = /ﬁ P72 cos (0) = P~7 cos (6)
dimana,
_ -2 g2
P~7 cos (0) = 20)% Tz)e (cos?6 — 1)?

P_Z2 cos (0) = L (1= cos?0)(cos?0 — 1)? = % (cos?6 — 1)?!
Dengan demikian, fungsi gelombang polar dapat dituliskan kembali menjadi :

V15

5(4) i ( 0s%60 — 1) = — v sin®0

@2.2 (9) =

3. Fungsi Gelombang Azimuth

1.Untukm=0

= i —i0¢p — 2
Do)~ [Lee= [

2.Untuk m=+1

= | L p-itie = |1 tig
D4 (0) \/;e J;e

3. Untuk m =42

1 9 1 g
16} = |— e lE2¢ = [ pt2ip
+2 () o o
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LAMPIRAN I. FUNGSI HARMONIK BOLA

Fungsi harmonik bola merupakan gabungan dari fungsi gelombang polar
dan fungsi gelombang azimuth. Secara matematis dapat dituliskan :

Yim (6, 9) = Oy, ()P (@) = Ng )P (cos 6) e™?
Untuk menentukan konstanta Normalisasi Ny ,) digunakan syarat Normalisasi

sebagai berikut :

T 2T

f f Y1 (8, @) |?sinf dO do = 1
6=0 ¢=0

diperoleh konstanta Normalisasi :

— (_1\(m+|m[)/2 |21 Q=ImD! |1
Nop= (-1 N7z (rimhiy2n
— (_1\(m+|m[)/2 [2+1 (A=Im]!

Neo.py= (=1) an (1+]m))!

Fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

2l+1 (I — |m])! )
Y, 9’ =(=1 (m+|ml)/2 Pm 0 img
lm( (P) ( ) 4T (l + |m|)' l (COS ) e
dimana,
P™ cos (0) = — (1 — 60529)% S TN (cos?6 — 1)}
l 12l dcos(+m)g

Pembuktian Fungsi Harmonik Bola Atom berelektron tunggal hinggan < 3 :

1.Untukl=0m=0

20+1 (0—0)! 1
Y00(6, @) = (—1)(0)\] 4: EO - Oi!Pg(cos 0) e® = \/;Pé’(cos 9)

4(0+0)

(cos?0—1)°=1

1 2 A\2
20 (1 — cos®6)> dcos(0+0)g

0 —
P, cos (8) = 5

diperoleh :

Yo0(6, ) = /ﬁ
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2.Untukl=1m=0

(21+1)(1-0)!
Yi0(6, (p) = (- 1)(0)/2 /m P(l) cos (0) e
3 po
Y10(6,9) = f; P cos (8)

dimana,
0 _ 1 2 9 (1+0) 2 1
Pl COosS (9) —2—( — COS 9)2 Teos(i0)g (COS 6 — 1)
0 -1 2g) _ d _1 _
P} cos (0) =3 [(d —— COs 9) (d p— 1)] == (Zcos 0) = cos 6
diperoleh :

Y10(6,9) = ’% cos ¢

3.Untukl=1m=+1

a. Untuk m=+1

(2.1+1)(1-1)! i
Via(6,9) = (~1)(+/2 [ELDAD!p1 oo (g i
Y11(6,9) = (-1)* /4 o P1cos (6) e'”

Y1100, 9) = —\/g P cos (9) ™

dimana,

29 2 at+y 29 _ 1)1
)2 dcos(1+1)g (COS > )

1 _ 1
P cos (08) = T

1 b 1 1 g2
P, cos (8) =2 (1— c0s%0)z T (cos?6 — 1)

1 _1 1 a
P cos (8) =2 (1— c0s%0)2 = (2 cosH)
1
Pi cos (8) :% (sin?0)z (2) =sin 8
Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

Y;.(0, ) = —\/g sin @ e'?

b. Untuk m=-1

s (6,9) = (D22 [EEREE Pl cos (6) e
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hioa(6,9) = (=D [S2pt cos (9) e7iv

dimana,
4a-1

29)_ JeosA-Dg (COSZQ - 1)1

-1 —
P cos (8) =
P~ cos (6) :§ (1 — cos26)7 (cos?6 — 1)

-1
P_l1 cos (8) :% (1 — cos?8)2[—(1 — cos?8)]

-1 4 1 =
P cos (8)=—-(1- c0s%0)z

-1 B 1 .2 l - 1 .

P~ cos (6) =—3 (sin“0)z = — > sinf
Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

Y,.1(0,9) = (-1) (3)(2 (—% Sin@)e‘i‘/’

Y,_1(6,9) = \/g sinf e

4. Untukl=2m=0

(2.2+1)(2-0)!
Y20(8,9) = (—1)©/2 /—4n(2+0)' PO cos () e°

5
Yzo(e, (p) = \/; Pg COS (6) eO

dimana,

PY cos (8) = -5 2g); L (cos26 — 1)

P cos (8) = % dcjj@)e (cos?0 — 1)?

P3 005 (6) aront e (€050 = 1)

P° cos (8) == 2 — 1) =~ (3cos20 — 1)

Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

, 5
Y50(0, ) = %% (3cos?0 —1) = — (3cos?8 — 1)
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5. Untukl=2m=+1

a. Untuk m=+1

(2.2+1)(2-1)! i
Y1(0,9) = (1) /—WH), P cos (6) e'?

5
V21(6,0) = — [ 25 P} cos (6) e
dimana,
20y 4G 2 2
COS )= 2|22 (1- cos 9) Tl)g (cos“8 — 1)
Cos (0)== (1 - COSZH)Z (cos?6 —1)?

dcosf dcosze

1 _1 = d
P,cos (8) =2 (1 - COSZH)Z - 4(3cos?0 — 1)

1
P cos () :i (1 — cos?0)z 6¢cos 8 = 3 sinf cosb

Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

Y21(8,9) = ’25)((31)1 3 5inf cosh e'®

Y51(6, ) = —\/g siné cosO e'®

b. Untuk m = -1

Y,-1(6,9) = (-1)C2/2 /% _21 cos () e™*¢
V1(6,9) = — |20 P cos (6) e™1#

dimana,

P~ cos () = — (1 — cos?0) (ZT% (cos26 — 1)?
P cos (8) =1 (1 - cos26)2 —— (cos26 — 1)?

1
P_z1 cos () =% (1 — cos?6)” 2 4 cosB (cos?6 — 1)
P_zl cos () = —% siné cos0O

Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

Y,_1(0,9) = — f% (—% sin@ 6059) e ¥ = \/g sin@ cosf e~
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6. Untuk 1=2 m=+2

a. Untuk m=+2

(2.2+1)(2-2)! i
Vpa(6, ) = (~1)+2/2 [EZEDED p2 gog () o210

Y,,(6,¢9) = 47;4)! P2 cos (9) e

dimana,

P; cos (0) = 2!122 (1- coszﬁ)g % (cos?6 —1)?
P; cos () 2% (1- cosZH)ldcdm% (cos?6 — 1)?
P2 cos (6) 2% (1 — cos?0)? dcjs@ 24 cos @

P2 cos (6) =3 (1 — cos?6)* = 3 sin?0

Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

Y52(0,0) = 47;4)! 3 sin?0 e?¥ = \/312:571 sin?@ e%

b. Untuk m = -2

Fo-a(6,9) = (~1)4/2 [CZDED b2 oo (g o210
Y,2(6,¢9) = % P~7 cos (9) e72¥

dimana,

P~/ cos (0) = 2!122 (1- cosze)_Tz % (cos?6 — 1)?

P_z2 cos (8) :% (1 — cos?6) 1(cos?6 —1)? = % (cos?6 — 1)*
Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :
_ [53@®'1 2p _ —2ip _ /i 20 ,—2i¢p
Y,_,(6,p) = o 8(cos 6—-1e = |55, Sin 6e
e Beberapa sifat penting dari fungsi Harmonik Bola :

1) fon fgzn(ylml)* (Ylmz)SinQ dae d(p = 6lll6ml mlr

_ 1 12—m,;? (1+1)2-my?
2) cos 6 (Ylml) = V2i+1 [ 201-1 Yl—l, my + TYI+1, ml]

- 1 (limz)(limz—l)y (l¢m1+2)(l¢ml+1)y
+\/21+1 21-1 -1, m+1 ™ 21+3 I+1, mp+1

3) sin 6 e Yy,
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e Orbital — orbital elektron dari fungsi Y,

Bilangan kuantum Orbital _
_ Fungsi Gelombang Anguler (Y;,,,,)
azimuth (1) Elektron
0 S Y00(0) = N
2 Y10(0) = \/; cos 0
1 Dx _T; (Y1, +Y_)= \/% sinf cosg
i 3 . .
Py % Y11 —Y_p= \[; sinf sing
d,, Yyo(6) = /% (3cos20 — 1)
d = _ (15 .
p " Yo +Y,_4) = 2. Sinb cos cosg
2 dy, é (Yo — L4)= \/g sinf cos6 sing
i 15 . :
dry |~ Vo) = [ 22 sin?0 sin%p
dyz_y2 % (Yo + Yo p) = /% sin?6 cos?¢

Sumber : Koichi Ohno (2004:86)

Berdasarkan nilai Fungsi Harmonik Bola diatas, dapat ditentukan Fungsi

Gelombang lengkap berdasarkan letak orbitalnya yaitu sebagai berikut :

1. Untuk keadaan dasar (1s)

P, —4'100—3\/_l—3€ “l[f][m]

llul - lPlOO _ﬁ

ag2

2. Untuk keadaan eksitasi pertama orbital 2s

o= o =248 | 7] - ()| el
Yos = W00 = (23;/0_)2 e ZaO] [2 — (—)] 2\;_

37‘

o= b
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3. Untuk keadaan eksitasi pertama orbital 2p,

_ _ |33 _1 "
Yopz = Y210 = 7 - )2 ao e 0] l\/7 cos 9]

33 1 (3r) -o-
VYopz = P210 = Wora ” )2 (ao) e 2“0 cos 8

4. Untuk keadaan eksitasi pertama orbital 2py

l‘I"2py = (Rz1)L (Y11 —Yi-1)
V2

- (3_r) o2

= |— 2a i
Yooy = | 5 (2a0)2 Ol o

(=3 sine) (7 ) = (-5 sine) (5 <7)]
£

VYopy = _(25 X (3r e ZaOl\/_ - 23 sin e) (\/_n ei<P) + (? +5 9) (\/%_n e—i(p)]

dengan menggunakan aturan eksponensial dimana :

cos 6 = %(ew +e79) sinf = Zli(eie —e79)
dengan identitas imajiner i.i = -1
diperoleh,
[ 3r —f] i

Vars = |23 ()¢ [sine] ] f-e + el

3 3r —
Vapy = | 2 ()75 [gpsine] 3] e - -

3 3r
Vopy = _(2a0)3 (a—)e 2‘10] [\/_\/_sm 9] [sin @]

3r

3 \/E 3r ~2ad
Yopy = ™o ” )2 (a0> e 29 sinf sing

5. Untuk keadaan eksitasi pertama orbital 2py

-1
Yopx = (Ra1) = (Y11 + Y1-1)
\/_

o= [ G 2 sm) i )+ (- smo) )

o= | ()| 2 (-2 sin0) (4 09) - (Z sin) (5 )]


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

102

3

= ()e 75 £ [(2 sine) (o ) + (L sine) (o )

W =
2P Lmo)z

dengan menggunakan aturan eksponensial dimana :

1 i —i . 1 p .
cos @ = (e +e7%) sinf = (e —e™)
diperoleh,

3 3r\ - —— »
l},21)96 = lﬁ (a_o)e 2 0] [——Sln 9] [ ] ip +e l(p]
3 (3r\ . ——|[V3_1
VYopx = lﬁ (a_o)e z 0] [\/—\/_Sme] cos @]

_ 33 1 (3r) -
Popx = v ( )2 (ao) e 2% sinf cosg

6. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3s

o= o =308 [ 5|2 ) 41| (2]
b= = e () ]

7. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3p,

7'
W3pz = W310 = 3v/3 [(3(1 )2 ao 2a0 l l( cos 9]

2 L
- (ap)2 = &

l‘U3pz =W310 =

8. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3py

lp3py (R31)\/— (Y11 Y1 1)
| [——zao] (5 sn) () - (-5 sme) (e )

Fary = [(a 2 i [ 2002 __]\F
V3 . 1 V3 . 1
(=5 sine) (G ¢) + (3 sine) (7 ¢ 7))
dengan menggunakan aturan eksponensial dimana :
cos 0 = %(eie + e‘ig) sinf = Zii(eig - e‘ig)

dengan identitas imajiner i.i = - 1 diperoleh,
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Vo = 27 [ gl [z [l et + e x5
i = [ 55 [ £ ] 7| [msine][2] e e
Wy = | 55 [ £~ ]| [Bgpsino] fsner

VYapy = %$ aLO - 2:2: e sing sing

9. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3py

Vipx = (R31)% (Y11 +Yi-1)
ot [ -] R (2 o) (e ) + (< sin) ()]

1 8 T r2 —aL -1
[ e w2

(ao )2

(=3 sino) (5 ¢) = (F sino) (35 )]
Papx = [( 1)2 3— [ - 220 ]\/— — sin e) (\/% ei‘p) + (‘/; sin e) (J% e‘i‘P)]
dengan menggunakan aturan eksponensial dimana :
cos 0 = %(eie +e79) o= %(eie — e16)
Vapx = . )3 3\/— [ 2 __l [ —=sin 0] [ ] N

|1 8 i T

Yapx = (ao)% ﬁ N l I__Sm 9] [cos @]

W,  — 43 1 [
3px — 3|
p 3V2m (a0)Z ap 2ap?

r 72 -—
e a smH cosQ

10. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3d,,

V34, = V320 = [ 1 3\/_ = l I\[ (3cos?e — 1)] [\/_]

(ao )2

\/§ 1 r?

¥Y3d,, = V320 = Wer :_ e @ (3005 e—1)
2
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11. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3d,x

-1
l1”3dzx = (R32)5 (Y21 +Y24)

1 4 _r 1 .
' = — |— sine cos e (— e“”)
3d,x (a )2 3\[ aO “ |: \/271‘

4 15 ( 1 _i(p)
— |— sinecose |[|—— ¢
4 V2

Y3d, = l - 3 %ﬁ ar—:z e_%l [\/%] I\/% sin e cos e] E (el + e‘i‘P)]

(ap)2
Wy =|— —— __[ ]\Fsmecose oS @
3d,x (ao)z 3\/_ ao N3
23 1 r? ——

= — ag
Vg, = B ” )2 N sin e cos e CoS ¢

12. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3dy,

llusdyz = (Rsz)\/% (Y21 —Yz_q)

w 1 4 r? ~I)i 15 ( 1 i(p)
= —— —— € “o|l—|| — |/ SInecose a—— €
T (03 3VI0 @ VZ[\ |4 V21

15" 4 ( 1 _i(p)
—| — [— sinecose |[— ¢
4 V2
i ¥ L8 11| 5 11 ; _i
V3q,, = 3 e “||—=||.|= sinecose [— (—e +e “p)] X -
yz (a0)z 310 ag? N 4 2
1 4 r? 1] 5 T, _
Yia.. = |—= e wf|—=|| [— sinecose [—, (e“P —e ””)]
yz (a0)z 310 ag? N 4 2i
p,, =L, L e_é [L]| |X2 sin e cos e|sin
3dy, [ (a0 )2 3v10 a2 ] |V [\ 4 | 4
23 1 1? L

N ap
ngyz 3\/_( )2 e sin e cos e Sin ¢

104
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3. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3d,’ — >

1
P34 2_ 2 (R32)ﬁ (Yz2 +Y2_5)

w _|r 4 oz [i
3dx2_y2 B (ao)% 3v10 aOZ ¢ \/i
V15 L V15 L
[(T sin e> <E e ‘p) <T sin e) <E e ‘P>l

"l 4 _r
Y34 = l—— sin® e] [ (e + e"Z“”)]
(2_y2 (ag )2 310 ao 2

dengan, %(eZ"‘P + e72%) = cos?¢ sehingga diperoleh :

V3 1 a2

. ——e a0 sin? e cos?
3dx2—y2 3\/_ (a )2 (p

14. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3dyy

llusdxy = (R32)\% Yz —Y2_3)

1 4 ar
w. — —_——— ¢ Qo [—
3dxy (ao)% 3@ aOZ ] \/i

<§ sin? e> (\/%_n e”"’) <§ sin? e) (\/%_n e"Zi"’)l

[ 2 _ 3 . 3 .
oy = | l[r 2 sin o] [ (6% — &%) x4
LLY%0
1 4 _r
. = e e [ 2ip _ —Zl(p]
3dyy [ )2 \/— ] l sin e] = (e )
\/g —Z

Y34.. = —e a0 sin? e sin’¢
xy — 3VZm T (ay )2


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

106

LAMPIRAN J. KOREKSI ORDER-2 FUNGSI GELOMBANG

e Koreksi Order-1 bagi ¥,

G
1 — 121y (0
P = 261(0) - &,© ¥z

ag
eE
b, ™ = [ﬁ] f W, © 7 cos0 ¥, @ dv | w, @ +
61( ) — 62( ) ;

ao ag
< f ¥y 7 cosd Wy av ) Yo + ( f Wypy @ 1 cos8 Wy dv ) Wy @ +

0 0

ao
(f l['zpz T cosO 11’15(0) av ) ‘I’zpz

0

dengan menggunakan metode separasi variabel dapat kita peroleh :
. f0a° w, @ rcoso @, [ Odv =0

. foao 'Psz(o) rcos® ¥, P av =0

. foao ’Pzpy(o) rcos® ¥, P dv =0

. foao ,},sz(o) rcosd ¥, av = 5—%[
Maka dapat kita peroleh fungsi gelombang lengkap terkoreksi order-1 yaitu :

0,1647]

QAo
ek
@Y= oo f Ve @ 7 058 W3, @ AV |9,
| \O
eE a 3\/§ 1 3r _ SLl
o,V =—"""__1-270,1647] ( )e 2a0 cos 0
@ — ¢,© _\/7 N (ag )2 ao
1647 eE >
o,V = 0(0)6 78(0) . 3T3 e 2% cos
B 8\/; (ap)z
Keterangan :

e=16x10"1°C

6,©@ = — & (136 eV)=—122,4 eV = —195.84 x 102 Joule
R

€, = ES‘;Z (13,6 eV) = —30,6 eV = —48,96 x 10~ Joule
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6@ — e,®=_-918el =-91,8x1,6x1071° = —146,88 x 10~1° Joule

Dengan demikian koreksi Order-1 fungsi gelombang ion Lithium dituliskan :

0,1647(1,6 x 1071%) 33 3r 31

oM = E " 240 cos 6
1 —146,88 x 10—-19 8\/? (a )% e 0 COS
0

_3r

&,V = —6,5758 x 107*E = e 2% cos @
(ao)?
e Koreksi Order-2 bagi ¥4,
2) _ Gmn Gim _ Gnn Gin (0)

D = Yizn lZm;tn (En(o)_ Em(o))(En(o)_ Ez(o)) (E ©_ El("))z] ¥

2) _ Gmn Gim | _ Gnn Gin (0)
(Dn — Zlin [Zm:&n (En(o)_ Em(o))(En(o)— El(o)) lpl ] Zl:tn l(E ©0)_ El(o))zl "lul

Keterangan :

G = [ W9 G w, @ qv

Gim = [¥,9 G ¥, ©av

G = [, 6w, av

G = [P, 96w, ay

dengan,

p© — gy © _y

v, @ =0, @ = W, oy Pos

wO =, =Wy Yo Vg, Yapas Vaaas Paare Paays Paany Paa s,

Suku pertama untuk fungsi gelombang dapat dituliskan kembali menjadi :

Smn G Gim 1 © = Znan [ U@ G ¥, av [, G v, © av,
=Y omsn [ ¥ @G ¥, P av [, ¢ w,© qyy,©

Dengan menggunakan metode pemisahan variabel, diperoleh :

Untuk integral suku pertama :

f ZRONR MON /) f Was T cosO WpsdV + f Popxt €0SO WaprdV +

f’l’zpyr cost ¥y, dV + f Wopst cosO Wy, dV
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Pemisahan variabel masing — masing suku menghasilkan :

> foao @, @ 1 coso @, O qv
[ k-Gl
. a2m (ay)z ap

3\/§ . - o n 2n
{ﬁﬁ [2 - (a_o)] e 2“0” rzdrfsine dHJ. do

0

_3r
e 24| r cos

3r 3r

= (4@)2 (ag)3 70
dimana,
fonsiné? cos6 do =%f:sin29 do = — % [cos2m — cos0] =0

maka diperoleh :

QAo

f ‘PZS(O) T cos6 ‘1’25(0) dV =20

> foao 'Psz(o) r cosf ‘I/pr(o) av

Qo
33 1 3r\ _3r
=] ( )e 2a0 sinf cosp ¢ r cosH
421 (aq )2 Qo
T 21
33 1 (3r\ _3r , :
( )e 2a0 5inf cos ;1 drfsm@ dé?f do
Hon e 0

Qo 2T

27 1 i - 3 [ 2
= —2—3f (—) e 2awe 2aO T drfsmﬁ cosBd@f cosp do
(4v2m) (ao) ; Qo i

dimana,

21

] cosp do = sin(2m) — sin(0) = 0
0
maka diperoleh :

Qo
f ‘I’sz(o) r cos6 ,{,sz(o) dv =0
0

108

2 = =2
el (O e R s coso a0
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> foao ll’zpy(o) T cosf ,{,Zpy(o) av

ag

33 1 3r\ _3T
= f ( )e 2a0 5inf sing ¢ r cosl
421 (ap )2 Qo
T 2
3WV3 1 /3ry -3 _
( )e 240 5inf sing rzdrf sin@ d@] do
W ()7 \%0 g

Ao 21

27 1 3r\? _3r _3r) [ > ,
= —2—3f (—) e 2a0¢e 2a0;r drfsm 96059d9f sin @ do
(4,/27-[) (ap) ] Qg ) o

dimana,

2

j sing de = cos(2m) — cos(0) =0
0

maka diperoleh :

QAo

f ‘Pzpy(o) r cosfO ‘I/Zpy(o) av =0

> f0a° ¥y, 1 cos8 Wy, @ dV

ag

33 1 /3r\ o3
=.f " (a )e 2a0 cos 0 ;r cos6
(ao )2 -
2
V3 NV F 3
NoT3 (a )e 2a0 cos 0 rzdrfsme def do
W (g5)7 (90 2
QAo T 21
27 1 3r\2 _3r _3r) .
= Z(a)3f (a—)e 2a0 ¢ 2ao rdrfc Hsmﬁdefdgo
(4v2m ) ()" 0 0 0
927 1 [( .3 _3r r
= 327 (@ )sf {e 2a0 ¢ ZaO}rsdrfcosze sinfd@(2m)
0
0
=19—6(j7)5fa°{e ‘10} Sdrf cos20 sinfdo
0

dengan menggunakan pemisahan variabel, integral tiap suku dapat

diselesaikan :
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untuk suku integral pertama,
e =l () () 20 () - (59) -

1207 (%) ~ 120 (&2)] e~ 20|

_ [ ag® 5a0° 20a,° 60a,® 120a,° 120a06] -3
3 9 27 81 243 729

120a,°
729

= [-Z=e3 +0,1646091] a,°
729

=0,0138136987 a,°

untuk suku integral kedua,

T

j cos?0 sinfdb
0

dimisalkan : — % cos@ = siné
o
—d cosf = sinf do
diperoleh,
—fon c0s?6 d cosf = —g[(cos )3 — (cos 0)3] :g
Sehingga fungsi gelombangnya dapat dituliskan :
9 27 2

a © © 17 —
Jo* Waps®@ 1 056 W3, AV = 72 =520,0138136987 a,°

81
[y Waps ™ 1 cos8 o, ¥ AV = =0,0138136987 aq

Jy Wap,® 7 cosO ¥,V dV = 0,1398627 a,
Dengan demikian dapat kita perolen bahwa integral suku pertama
menghasilkan :

j p ©OFw ©gy = (eF) J W, r cosO W,,dV + J Wy COSO Wop dV +
J‘I’Zm,r cos6 ¥y, dV + f VYopzr cosO ¥y, dV

fwm“”é w @ gy = ¢E[0,1398627 a,]
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Untuk integral suku kedua :

f p, @G @ ©qy = (eE) f Wa 1 cosf Wy dV + f Wyt cosO YiodV +
f ¥Y3pyt cosO WidV + f ¥Ys3p1 c0sO WidV + f Yadzz T €00 W1,dV +
f Ysgxz ¥ COSO ¥1,dV + f Y34y, T oSO Wi,dV + f ¥Y34xy T €OSO ¥y +

j 11’3dx2_y2 r cosO ¥i.dV
Pemisahan variabel masing — masing suku menghasilkan :

> f0a° W 1 cosd ¥, O dv =

33 1 [ 22 2 ~Zfsvz 1 -Z . 2m
foao {3@_[3;02 _ (a_Z) H 1] e ao}{ﬁ—3 e ao}r3dr fo sinfcos6 d6 fo de

3 3
ap?2 ap?

dimana,
T, 1, . 1
Jy sin® cos® do == [ "sin26 df = — - [cos 2 — cos 0] = 0

maka diperoleh :

QAo
] Y1 cosl ‘}’15(0) av =0
0

a 0 _rap) 43 1 [r r? —aL .
> [, Wapx 1 cOSO p, © dv=["° {&/ﬁ a_(,%[a_o - 2a02] e % sind cos<p}
33 1 - . 2
{ﬁg e ao}r3dr f:smecosg dae fondgo
dimana,
27

f cos@ do = sin(2m) — sin(0) =0
0

maka diperoleh :

Qo

j WYs3px T COSO 'I’ls(o) av =0

0
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ag 0) _ra ) 43 1 [r
> [ Wapy T cosO Wi dV=[ {Nﬁg[a_o_
0

27 - . 33 1 -3& , 2
2202] e 9 sinf smgo} {ﬁ—é e '10}7*3617‘ Jy sinfcos6 do [ dg

ao2
dimana,

21

f sing de = cos(2m) — cos(0) =0
0

maka diperoleh :

Qo

] ¥Y3py T COSO 4’15(0) dav =20

0

foao ‘1’3pz(°) r cosd ¥, av

ao 21

T
W3 1 & Fr2] - 3v3 1 -3¢
=f — [—— Z]e 4 cosfi———=e % r3drfsin96059 def do
0 SN (ap)2 4 249 2 0

0
409]

12 1 {l rolr? l /3 _31} NS "
= —— —— e %e % :r>dr | cos“0sinfdl | do
ay)3 g, Rap2 f f
T[\/?( O) H 0 0 0 0

2 1 [f(r oy, (e oo |
= —— —e Q;r dr—f e radr fcos 0 sinfd6 (2w
Z @7 H | ) { | ) 7

[ Ao Qo 1r
L1 f{l _%}461 f{ - '%}Sd f 20 singd6 (2rm)
= " —e r-ar — e r-ar cos sin s
V2 (ag)? Qo 2ay*

[0 0 1o
dengan menggunakan pemisahan variabel, integral tiap suku dapat
diselesaikan :
untuk suku integral pertama,

4r
@) 1 ol gy = L[t (%) _ 473 (%0) 1252 (%) o’y _
fo {aoe ao}r dr—ao[ A (4) ar (16) L (64—) 24T(256)
4r
4

ao8 T la

28 ()]l

1024 0
3(104 _ 3(104] — 4 + 3(10

4 4 16 32 128 128
= [—(0,171875)e™* + 0,0234375]a,*
= 0,0202894996 a,*
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e i [(2) - 57 (42) - 200 () -

60 ( ) 1207 (1024) —120 (4%0966)] e‘%l%o

— [_ ag*  5ap*  20a0*  60ap*  120a,* 120a04] -4y

8 32 128 256 2048 8192
120ay*
8192
=[—(0,7451171875)e~* + 0,0146484375]a,*
=0,00100114 a,*

untuk suku integral kedua,

T

j cos?0 sinfdb
0

.. d .
dimisalkan : —Ecosa = sin6

—d cosf@ = sinf do
diperoleh,

— [, cos?0 d cost = —%[(cos m)® — (cos 0)3] ==

Sehingga fungsi gelombangnya dapat dituliskan :

Iy W3, 1 coso ¥, dv = [0,0202894996 a,* — 0,00100114 ay*]

vr_( )3

[0 W3, @ 1 cos8 Wy © dv="2—-10,0192883596 a,*]

rc )3
Jy Wap, @ 7 coso W,V v = 0,2182228776 q,

33 1

fao W, T cosO W, O dV = f {9\/5

2
3 —e @ (3cos e— 1)}
(ag)? o*

N

ao
QAo
f3\/_1r203\/_1§£3d
e ——e r3dr
9\/_ (a )2 (10 \/E aog
fon(3cosze — 1)sinfcosf d6 fozn do

QAo
3v3 1 r2 _r||3V/3 1 _3r
e @ y{———— ¢ o yr3dr

_oj N an Vr ao%

{3\/_ 3 e_aO}r?’drf sinfcos0 d@f do
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[fon 3cos30 sinf d6 — f: sinfcos6 do] fozn do
Integral untuk suku yang mengandung 6 dapat diselesaikan dengan

menggunakan permisalan bahwa :

%sin@ =cos 0 dsinf = cos 6 do
;—Gcos 0 =—sin0 dcos @ = —sin 6 do

Sehingga diperoleh :
. fon 3cos360 sinf d = — fon 3cos36 (d cosf) :_73 cos*6|7

fon 3cos30 sinf df = — % [(cosm)* —=](cos0)* = 0
. fonsinH cos6 df =%f: sin20 d6 = — i [cos 2m — cos 0] = 0

maka diperoleh :
QAo

(0) —
j Yadzz T cOSO W7 dV =0

0

w.  rcosd ¥, dy
fo 3dxz 1s
_ (% {L 33 1

-
>
= e “0sin e cos e cos
0 |ovzm (ao)% a2 (p} {

313
?‘/_L e ao} ridr fonsinﬁcosﬁ de fozn do

N\w

= fao{ 2 3‘/§ L ~_e 9% sin e cos e}{ 33 1§ e_%} r3drf0nsin29c0520d9 fozncosq)d(p
2

0 9v2m (a )2 ao ap

dimana,

2T

f cos@ do = sin(2m) — sin(0) =0
0

maka diperoleh :

Qo

] ‘I’gdxz(o) r cosO ‘}’15(0) dv =20

0

foao W3dy, T COSO p, O gy

— faO 233 T_e ao sin e cos e sin —\/_L e_Z_g r3drfnsin66039 deo J-an
9@( )2‘10 (p \/— 0 0 (P

N\W

T 3r
= foao {9\/227 (3€ aro e “ sin e cos e} {%% e aO} ridr fon sin®6cos*0do fozn sin ¢ do

ao

dimana,
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2w

f sing de = cos(2m) — cos(0) =0
0

maka diperoleh :

Qo

f Y34,z 7 cos8 WP dv =0

0

foao W3 xy T COSO p, Oqy =

3r
al3v3i 1 2 -1 | . 33 1 -
[l—= —=—e wsinfesin¢pi{—=-—5e % ridr
0 |9v2m 2a, Voo 2

(ag)2 ao2

f:sinecose do fozn do =

3r

. { Skl %T—Zze_% }{iﬁ e %} r3dr [} sin®0 cos® d foznsinzwdw

0 |ovar (ag)z ®® Ve ag?
dimana,

s s

jsin39 cosf db = j sin30 (d sinf)
0 0

J, sin36 cos6 do =i sin*6|7 = i[( sin m)* — (sin 0)*] =0

Maka diperoleh :

¥3axy T COSO ‘}’15(0) dav =0

S

—e 9 sin? e cos?

a © gy = [(©]3B 1 1 -5
Jy Y3a,,_, T €050 ¥y av = [, {wﬁ (o a0 }

3r
{\/iﬁig e_%} r3dr fonsinBCose de fozn do

ap2

(33 1 2 _r)(3v31 _z
—f Ca0 pd————¢ @, ridr

3 2€ 7° 3
o221 (ao)fao N

a2

fonsin39 cosf d6 fozn cos?@ do

dimana,

s s
fsin?’H cosf db = f sin30 (d sinf)
0 0
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Jy sin®6 cos6 do =i sin*6|7 = i[( sin m)* — (sin 0)*]=0

Maka diperoleh :

Ao

f l’U3dx2_y2 r cosO ‘1’15(0) av =0

Dengan demikian integral suku kedua bagi fungsi gelombang dapat dituliskan

kembali menjadi :
96 v,V adv = eE [, 1 coso ¥, ;O av
fwl“’) G ¥, Odv = eE [0,2182228776 a, ]
Bentuk lengkap suku pertama dapat dituliskan sebagai berikut :
Ymsn Gmn G 0 = [, @G ©, @ avy, @ [, @G ¢, © qyy, ©

Z G G W, © = [eE (0,1398627 ay)][eE (0,2182228776 ay)]¥,®

m#n

z G G W,9 = [€2E2ay? (0,0305212409)] Z w,©

m#£n m#n
~ ~ 1 21?2 2r L
Z 6 G w,© = [e2E2a,? (0,0305212409)] — ( )+1]e @ 4
\/E 3610 Qo
m#¥n
44/3 1 r r? _aLO A 4+/3 1 r r? aro 0 N
[ p— — e COoS — — ——2|| (& sin COS(p
3V2m ()2 L90 200 3V2m ()21 %0 240’
43 1 r 2 = o N 1 72 - 3 o
. =5 | — — e sin sm<p — T T COS e —
 / 32lag 2ap? w/ 3ap?
2v3 1 r? aro N 2v3 1 r? JO N
——e 51necosec05(p ——e smecosesm(p
3V2m (a )2 ao 3V2m (ao )2 ao
V3 1 7?2 r V3 1 7?2 r

= oA a0 5in? e sin%g

3VET (g32 %"

35 5 € @ sin? o cos?p + ——

3V (g3 %’
Tiap suku pada persamaan diatas dapat dijabarkan sebagai berikut :

Z G G ¥ = [€2E%ag? (0,0305212409)]

m#¥n

112r2_aL 1 12r - - 11_aL 43 1 r r

—_ e 0 ————¢ 4+ ———p¢ 3 € "0 cosh —
3 2 3 3
\/anf 3ay \/ang aop \/anf 3\/27T (ap)? Clo
43 1 r? -aL 443 1 r 443 1 2 -
—35.z¢ 0cosf + — ——=—e sinfcosp — e %0sinf cosp +
3V2m (@ )2 02 +3\/2n (ao)%ao Y~ 3= (a )2 02 ¢
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T T

w3 1 r . . W3 1 2 BN

2 -
a a
— e %sinf sing — ——e %sinfsing + — e
3v2m Sap 37 3 2a? ¢ 3\/211 Sag?
(ao) (ag)? (ag)?
r T

1 1 r?2 - 2V3 1 . .
———— e 0+ — ——e “051necose sing + cosp) +
3v2m (a0 )% ap? 3V2T (35 do? (sing )

Vi1

—e "3 sin? e(sin? ¢ + cos? @)
3vZm (o )2 ag?

Dapat disederhanakan menjadi :

Y G G W, = [e252a0 0, 0305212409)] [% ao]
2

1 (2r2 2r W3 rQag—r
< 1> (2a0 —1) (COS 0 + sin 0(sing + cosq))) +

iy 3a02 ag 3\/_ 2a,?
1
3am a? (3cos 8= 1)+ — \/_ — sine cos e(sing + cos) +
2
3\/\5_“ arz sin? e(sin? ¢ + cos? @)

117

r

%3cos?e —

Dengan demikian, koreksi order-2 untuk fungsi gelombang ion Lithium

dapat dituliskan kembali menjadi :

o = z [ Gmn Gim v, (0)
no [©) 0 0 0
men (En - Em )(En 4 El )

l#n
G
z nn In . llUl(o)
(E o) _ El(O))

l#n
Keterangan :
e e=1,6x10"1°C
e a,=0,1763x10"m

« £©=c0= 8 (13,6 eV) = —122,4 eV = —195,84x1071°

« £,0 -0 f; (13,6 eV) = —30,6 eV = —48,96x1071° ]

e £O=c0 = g; (13,6 eV) = —13,6 eV = —21,76 x10712 ]

g

i Zm#:n énn éln l‘”l(O) = Zm:tn f l‘Un(O) G Wn(O) av f lPl(O) G an(O) dlel(O)

67’171 = 611 == fllul(O) G\llul(O) dV = 0

Z Gnn Gln ¥ © = 0

m+n
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Koreksi order-2 fungsi gelombang dapat dituliskan kembali menjadi :

o, @ = {0,9497x10—27152 (%e‘%>}

aoE

1 (/2r2 2r W3 rQag—r
< 1> + (209 —7) (COS 6 + sin 6(sing + cos<p)) +

Vi \3ap? o N
1 23 r Nl
or @ 2(3605 e—1)+3\/_ smecose(sm(p+ COS‘P)"'Tr—sm 6

Funagsi gelombang lengkap ion Lithium hingga koreksi Order — 2

Secara lengkap fungsi gelombang ion Lithium (Li**) keadaan dasar (15)
‘}’1(0) akibat gangguan medan Elektrostatis E hingga koreksi order-2 dituliskan :
lpl = qll(O) + d)l(l) + (Dl(Z)

3v3 1 =L —4 3r 138
Y,=—%——e %9—65758x107°E s e 2%cosf |+
i 2 (ap)z

ag

- 2 .
{0,9497X1O_Z7E2 (%e aO)} i ( 25 — E + 1) + 4V3 7‘(2(1027‘) (COS (7] +
aoi

Vi 3a02 ag 3V2mr  2ag
sin O(sing + cos<p)) +—= 3«/_ (3cos e— 1)+ ——sme cos e(sing + cosp) +
V3 r?
—— — sin’e

3v2 ao
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LAMPIRAN K. KOREKSI ORDER-2 ENERGI ION LITHIUM

e Koreksi Order-1 bagi E;®
== 611 == flpl(O) qul(o) dV

~

e ® = Gy = eE [ W, 7 coso Wi, dv

eW = G, = Efl —e GOlrcose li/‘/_f—_?,
ap2

_3r _3r

e, = Gy = ek (2—1:) (ﬁ) fa e e ar cos@rzdrf sin@ def do
eE ) Js

~

e =Gy = ( ( ) dorde” “Odrf sinf cos6 def de

W _ A 27eE S0y - ,ag° - i, _ 5%
€17 = G11=na03 —r3 i o 3r? 36 ¢ o 6rme o

A f- o fl 20 d6 (2m)
1296 ° 5 Sin T
0

dimana,

T1 . 1w, a _
Jy 55in26 d6 =< [ sin26 d6 = - [cos 2m — cos 0] = 0
maka diperoleh :

M =Gy =0
e Koreksi Order-2 bagi E;®

2) — émn A
En( ) = P [E (o)_Em(o)] Gnm

2 (621)
51( R > £ O_E,©

e,® =
(0) E, (—0) [ (fao w, . coso p, @ dV) n (fao lpsz( r cos ¥, @ dV) N

(foa" lllzpy(o) r cosd ¥, dV) + (foao ll’zpz(o) r cosd ¥, @ av) ]
Dengan menggunakan metode pemisahan variabel seperti kasus diatas diperoleh :
. foao w, © rcoso @, [ PDav =0
Pembuktian :

> foao w, © 1 coso @, O qv
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3r

(a2 (] [ reoso

T 21
3 1 3T
V3 — e @ rzdrfsinedef do
\/E ap? 0
3r
_ 27 1 oo f[2 - (2 = I
4@\/_(%)3 {[ (ao)] e 2a0e 0} drf sin@ cosO dHf do
dimana,

fonsiné? cos6 do =%fgrsin29 do = — % [cos2m — cos0] =0

maka diperoleh :

QAo

f ‘1’25(0) r cos6O ‘1’15(0) av =0

a
o J° W@ 1 cos8 W1,V dv = 0
Pembuktian :

> foao 'Psz(o) r cos ¥, av

QAo

120

3V3 1 37\ B 22
=f ( )e 200 sinf cos ¢ r cosH
2T (g,)p
T 21
13v3 _3r| | ,
——Fe % r drjsm@ d@f do
v, 5
0 0 0
s 2
27 4 3dj 62 9d9j d
= e 2a0 ¢ ‘10 r°dr | sin6“cos cos
4V2m \/_(ao) vae

0 0

21

] cosp do = sin(2m) — sin(0) = 0
0

maka diperoleh :

QAo

j ll’sz(o) r cos6 'I’ls(o) dvV =0

0

. f0a° ’{’zpy(o) rcos® ¥, @ dv =0
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Pembuktian :

> f0a° ¥y 1 cosd ¥, av

Ao

3v3 1 /3ry _3r
=.f ( )e 2a0 sinf@ sing ;r cosl
421w (ay )2 Qo
s
13vy3 _3r
—i; e % rzdrfsine dﬁf do
VE agh

0

QAo b4 21

2t T E) s e
e 2 e ao r | sin*6cos sin
4 Vv (ap)3 ) ¥ &0

dimana,

21

f sing de = cos(2m) — cos(0) =0
0

maka diperoleh :

QAo

] ‘Pzpy(o) r cos6 ‘I’ls(o) dv =20

0

L1 foao llUzzoz(o) r cosf '}'15(0) dv = %
Pembuktian :
> foao ,{,zpz(o) r cos6 ¥, av
Qo \/_ .
3v3 1 3ry -3
=f ( )e 2a0 cos O pr cosf

\/_ 1 - T 2T

3vV3 _3r

— —lendo rzdrfsine de do

VE o

Qg 0 0

Ao 21

7 11 f{(3r> “28 ¢ a0} r3d JH 520 ‘Hdejd
— —)e 0e 0 r r | co sin
421 N (ao)® ) Qa ) v

81 1 1 co 3r 3r A r 5
= - e 2ae aO}r drfcos 0 sinfdl (2w
4\/7ﬂ(ao)4of { ) )
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7"

= %(a1)4 an° { e 20 } 4drf cos?6 sinfdo
0

dengan menggunakan pemisahan variabel, integral tiap suku dapat
diselesaikan :
untuk suku integral pertama,
ap - 9_r 4 4 2(10 3 4a02 2 8a03 16(104
oo f ™m0 Yty = [r# (220) — 4y (4002) — 1297 (2007) — 4y (1600
0 9 81 729 6561
32a4° -2
24_( 0 )]e 2a0|a0
59049 0
. [_ 2a0° 16405  96ao®  384a0° 768a05] - 768a0°

2ag +
9 81 729 6561 59049 59049

2+
59049 59049

_[ 36786 -2 768] 5
= |~ =7 0

untuk suku integral kedua,

T

f cos?6 sinfdo
0

dimisalkan : —:—ecose = sinf
—d cos8 = sin6 d6
diperoleh,
—fon cos?6 d cosf = —%[(cos )3 — (cos 0)3] ==

Sehingga fungsi gelombangnya dapat dituliskan :

2 3 27 [ 36786 -2 768] 5
- 0

ag (0) (0) LT WEU | (g IS
fo Wopz 1 €0sO ¥y dV = 32v2 (ag)*l 59049 € 25 59049
ao (0) (0) g7 — 27a0 [ 36786 -2 768
fO Fopz P COSERRRYy " dV = 7z | 59040 € ° 59049]
I W2, @ 1 coso w, @ dV—27a° [(—0,6229741)(0,0111089965) + 0,0130061]
a 27a
S, Wap, @ 7 coso W1V dv = ~=2[0,0061]
Persamaan koreksi energi order-2 dapat dituliskan kembali menjadi :
e2E? ao (0) ) g2 0,1647 ay \?
€,@ = —o® [(f Wops ) T cosO Wi dv) ] 61(0)_ o) ( 7 )
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Persamaan Lengkap Koreksi Order — 2 Enerqi ion Lithium

Dengan demikian dapat kita peroleh energi ion Lithium (Li**) untuk
keadaan dasar (1s) €; akibat gangguan medan elektrostatis E terkoreksi hingga
order-2 yaitu :

=6, + e, 4@

Keterangan :

e ¢, merupakan energi ion Lithium pada keadaan dasar n = 1.

2
e, @ = 8 (136eV)=—122,4 eV = 195,84 x 10~ Joule
D2

e ¢,(9 merupakan energi ion Lithium pada keadaan eksitasi pertama n = 2.

2
€, = —% (13,6 eV) = —30,6 eV = — 48,96 x 10~ Joule

[ ] 61(1) = 0
2y _  e2EZ 0,1647 ay \2
° 61( ) = ORRC ( yox )
diperoleh :
2,56 x 10738E2
@ == 0.02053198 x 10~10)2
€1 91igey ¥ )

€, = —7,3475 x 10745 E?

123

Persamaan lengkap energi ion Lithium untuk keadaan dasar (1s) hingga koreksi

order-2 yaitu :
€,=-195,84x1071° + 0+ (=7,3475 x 10~ E?) Joule
€, = —195,84 x 1071° — 7,3475 x 10~*5 E2 Joule
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LAMPIRAN L. PERINTAH SIMULASI MATLAB2012
Langkah I : membuat simulasi Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogen n < 3

1.

Untuk bilangan kuantum n=1, 1=0

>>a0=>5.3;

>>n=0:0.1:8;

>>r=n.*a0;

>>pr=r./a0;

>>R10=2.*((1./a0)"1.5).*exp(-r./a0).*10;

>>plot(pr,R10)

Untuk bilangan kuantum n=2, 1=0,1

>>a0=5.3;

>>n=0:0.1:8;

>>r=n.*a0;

>>pr=r./a0;
>>R20=(1./(2*(sqrt(2)))).*((1./a0)."1.5).*(2-(r/a0)).*exp(-r/(2*a0)).*10;
>>R21=(1./(2*(sqrt(6)))).*((1./a0)."1.5).*(r./a0).*exp(-r/(2.*a0)).*10;
>>plot(pr,R20,'r',pr,R21)

Untuk bilangan kuantum n=3, 1=0,1,2

>>clear all

>>a0=5.3;

>>n=0:0.1:40;

>>r=n.*a0;

>>pr=r./a0;

>>R30=(2./(81.*(sqrt(3)))).*((1./a0)."1.5).*(27-
(18.*(r./a0))+(2.*(r.~2)./(a0.22))).*exp(-r./(3.*a0)).*10;

>>R31=(4./(81.*(sqrt(6)))).*((1./a0).”1.5).*(r./a0).*(6-(r./a0)).*exp(-
r./(3.*a0)).*10;

>>R32=(4./(81.*(sqrt(30)))).*((1./a0).~1.5).*((r.~2)/(a0.72)).*exp(-
r/(3.*a0)).*10;

>>plot(pr,R30,'r',pr,R31,'y",pr,R32)
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Langkah Il : membuat plot grafik rapat Probabilitas Radial

1.

Untuk bilangan kuantum n=1, 1=0
>>30=0.529¢-10;

>>n=0:0.01:20;

>>r=n.*a0;

>>pr=r./a0;
>>R10=2.*((1./a0)"1.5).*exp(-r./a0);
>>P10=((R10)."2).*(r."2);
>>sum(P10);

>>p=P10./sum(P10);
>>p0=(P10./sum(P10)).*100;
>>plot(pr,p0)

Untuk bilangan kuantum n=2, 1=0,1
>>clear all

>>30=0.529¢-10;

>>n=0:0.01:15;

>>r=n.*a0;

>>pr=r./a0;

>>R20=(1./(2*sqrt(2))).*((1./a0)."1.5).*(2-(r/a0)).*exp(-r/(2*a0));
>>R21=(1./(2*(sqrt(6)))).*((1./a0)."1.5).*(r./a0).*exp(-r/(2.*a0));

>>P20=(abs(R20).72).*(r."2);
>>P21=(abs(R21).72).*(r."2);
>>sum(P20);

>>sum(P21);
>>p=P20./sum(P20);
>>p=P21./sum(P21);
>>p020=(P20./sum(P20)).*100;
>>p021=(P21./sum(P21)).*100;
>>plot(pr,p020,'r',pr,p021)

125
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3. Untuk bilangan kuantum n=3, 1=0,1,2

>>clear all

>>30=0.529¢-10;

>>n=0:0.1:25;

>>r=n.*a0;

>>pr=r./a0;

>>R30=(2./(81.*(sqrt(3)))).*((1./a0).”1.5).*(27-
(18.%(r./a0))+(2.*(r."2)./(a0.72))).*exp(-r./(3.*a0));

>>R31=(4./(81.*(sqrt(6)))).*((1./a0).”1.5).*(r./a0).*(6-(r./a0)).*exp(-
r./(3.*a0));

>>R32=(4./(81.*(sqrt(30)))).*((1./a0).~1.5).*((r."2)/(a0.72)).*exp(-r/(3.*a0));

>>P30=(abs(R30).72).*(r."2);

>>P31=(abs(R31).72).*(r."2);

>>P32=(abs(R32).72).*(r."2);

>>sum(P30);

>>sum(P31);

>>sum(P32);

>>p=P30./sum(P30);

>>p=P31./sum(P31);

>>p=P32./sum(P32);

>>p030=P30./sum(P30).*10;

>>p031=P31./sum(P31).*10;

>>p032=P32./sum(P32).*10;

>>plot(pr,p030,'r',pr,p031,'g’,pr,p032)

Langkah 111 : membuat plot grafik Fungsi Harmonik Bola
Sebagai contoh diambil grafik Fungsi Harmonik Bola untuk | = 2 dan m = 0,
dengan amplitudo A=2 dan jari — jari Bohr yaitu 0.529e-10 m.

% Define constants.

degree = 2;

order = 0;

% Create the grid

delta = pi/40;

theta = 0 : delta : pi; % altitude

phi =0 : 2*delta : 2*pi; % azimuth
[phi,theta] = meshgrid(phi,theta);
% Calculate the harmonic

Yml =legendre(degree,cos(theta(:,1)));
Yml = Yml(order+1,:)";

yy =Yml;

for kk = 2: size(theta,1)


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

127

yy = [yy Ymi];
end;
yy = yy.*cos(order*phi);
order = max(max(abs(yy)));
rho = 0.529e-10 + 2*yy/order;
% Apply spherical coordinate equations
r = rho.*sin(theta);
x =r.*cos(phi); % spherical coordinate equations
y = r.*sin(phi);
z = rho.*cos(theta);
% Plot the surface
clf
surf(x,y,z)
light
lighting phong
axis tight equal off
view(50,40)
camzoom(1)

Langkah IV : membuat simulasi Fungsi Gelombang Radial ion Lithiumn < 3
1. Untuk bilangan kuantum n=1, I=0
>>clear all
>>a0=1.763;
>>n=0:0.01:8;
>>r=n.*a0;
>>pr=r./a0;
>>R10=6*(sqrt(3)).*((1./a0)*1.5).*exp(-3.*r./a0).*10;
>>plot(pr,R10)
2. Untuk bilangan kuantum n=2, 1=0,1
>>30=1.763; n=0:0.01:8; r=n.*a0; pr=r./a0;
>>R20=3*(sqrt(3)).*(1./(2*(sqrt(2)))).*((1./a0)."1.5).*(2-(3.*r./a0)).*exp(-
3.*r./(2.*%a0)).*10;
>>R21=3*(sqrt(3)).*(1./(2*(sqrt(6)))).*((1./a0).”1.5).*(3.*r./a0).*exp(-
3.*r./(2.*a0)).*10;
>>plot(pr,R20,'r',pr,R21)

3. Untuk bilangan kuantum n=3, 1=0,1,2
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>>30=1.763; n=0:0.01:8; r=n.*a0; pr=r./a0;

>>R30=3*(sqrt(3)).*(2./(3.*(sqrt(3)))).*((1./a0).A1.5).*(1-
(2.*%(r./a0))+(2.*%(r."2)./(3.*(a0.72)))).*exp(-r./a0).*10;

>>R31=3*(sqrt(3)).*(8./(9.*(sqrt(6)))).*((1./a0)."1.5).*(r./a0).*(1-
(r./(2.*a0))).*exp(-r./a0).*10;

>>R32=3*(sqrt(3)).*(4./(9.*(sqrt(30)))).*((1./a0).~1.5).*((r.~2)/(a0.”2)).*exp(-
r./a0).*10;

>>plot(pr,R30,'r',pr,R31,'g',pr,R32)

Langkah V : membuat plot grafik rapat Probabilitas ion Lithium

>>a0=1.73; n=0:0.1:10; r=n.*a0; pr=r./a0;

>>R10=3*(sqrt(3)).*2.*((1./a0)"*1.5).*exp(-3.*r./a0);

>>R20=3*(sqrt(3)).*(1./(2*(sqrt(2)))).*((1./a0).*1.5).*(2-(3.*r./a0)).*exp(-
3.*r./(2.*a0));

>>R21=3*(sqrt(3)).*(1./(2*(sqrt(6)))).*((1./a0).*1.5).*(3.*r./a0).*exp(-
3.*r./(2.*a0));

>>R30=3*(sqrt(3)).*(2./(3.*(sqrt(3)))).*((1./a0).”1.5).*(1-
(2.*%(r./a0))+(2.*%(r."2)./(3.*(a0.2)))).*exp(-r./a0);

>>R31=3*(sqrt(3)).*(8./(9.*(sqrt(6)))).*((1./a0).”1.5).*(r./a0).*(1-
(r./(2.*a0))).*exp(-r./a0);

>>R32=3*(sqrt(3)).*(4./(9.*(sqrt(30)))).*((1./a0).*1.5).*((r.~2)/(a0.72)).*exp(-
r./a0);

>>P10=((R10).%2).*(r."2);

>>P20=((R20).%2).*(r."2);

>>P21=((R21).72).*(r."2);

>>P30=((R30).%2).*(r."2);

>>P31=((R31).72).*(r."2);

>>P32=((R32).72).*(r."2);

>>sum(P10); sum(P20); sum(P21); sum(P30); sum(P31); sum(P32);

>>p=P10./sum(P10).*10;

>>p=P20./sum(P20).*10;

>>p=P21./sum(P21).*10;

>>p=P30./sum(P30).*10;

>>p=P31./sum(P31).*10; p=P32./sum(P32).*10;

>>p010=P10.*10; p020=P20.*10; p021=P21.*10; p030=P30.*10; p031=P31.*10;
p032=P32.*10;

>>plot(pr,p010,'r',pr,p020,'g',pr,p021,'g",pr,p030,'b’,pr,p031,'b’,pr,p032,'b")
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