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Abstract

Let G be a simple graph of order p and size q. The graph G is called an
(a, d)-edge-antimagic total graph if there exist a bijection f : V (G) ∪ E(G) →
{1, 2, . . . , p + q} such that the edge-weights, w(uv) = f(u) + f(v) + f(uv), uv ∈
E(G), form an arithmetic sequence with first term a and common difference d.
Such a graph is called super if the smallest possible labels appear on the vertices.
In this paper we study a super edge-antimagicness of generalized shackle of fan
of order five, denoted by gshack(F5, e, n). The result shows that the graph
gshack(F5, e, n) admits a super (a, d)-edge antimagic total labeling for some
feasible d ≤ 2.

Keywords: Super edge antimagic total labeling, generalized shackle, fan
of order five.

Pendahuluan

Dalam kehidupan sehari-hari tidak pernah terlepas dari matematika, banyak sekali
masalah-masalah dalam kehidupan sehari-hari yang dapat diselesaikan dengan meng-
gunakan matematika. Dengan mengabstraksikan masalah tersebut sebagai masalah
yang berkaitan himpunan benda-benda dan relasi pada benda-benda tersebut yang
tentunya terkait dengan teorema-teorema yang terkandung dalam matematika. Mate-
matika merupakan salah satu disiplin ilmu yang mendasari ilmu pengetahuan yang
lain. Salah satu cabang matematika adalah matematika diskrit dimana didalamnya
terdapat teori graf. Pada teori graf terdapat pelabelan dalam graf, salah satunya
adalah pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic (SEATL), dimana a bobot sisi
terkecil dan d nilai beda. Aplikasi graf dapat ditemukan dalam Bloom and Golomb’s
[7].

Dalam artikel ini fokus pada salah satu topik dalam teori graf yakni pelabelan
graf. Pelabelan graf G adalah sebuah pemetaan dari elemen-elemen graf G terhadap
bilangan bulat positif. Jika domainnya adalah himpunan titik G maka pelabelannya
disebut pelabelan titik (vertex labeling), sedangkan jika domainnya adalah himpunan
sisi G maka pelabelannya disebut pelabelan sisi (edge labeling). Jika domainnya
adalah kedua himpunan tersebut maka pelabelannya disebut pelabelan total (total
labeling). Definisi tentang pelabelan graf dan hasil-hasilnya dapat ditemukan di
[3],[4], [6], [11],[12] dan [13].
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Dalam artikel ini, akan dibahas tentang pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
pada graf Shackle dari graf Fan berorder 5 yang dinotasikan dengan gshack(F5, e, n).

gshack(F6, C
1
4 , 4)gshack(C2

5 , v ∈ C3, 4)

gshack(B3, e, 3) = gshack(B3, P2, 3)shack(K4, 3) = shack(K4, v, 3)

Figure 1: The example of generalized shcakles.

Beberapa Lemma Penting

Dalam bagian ini akan disajikan sebuah lema dan preposisi yang sangat berguna
dalam kajian selanjutnya. Lema tentang sarat perlu untuk sebuah graph memenuhi
sifat pelabelan super (a, d)-sisi antimagic total dibuktikan oleh Sugeng, et.al in [17],
kemudian sebuah preposisi yang baik diajukan oleh Bača, et.al in [1] menjelaskan
tentang kaitan antara EAVL dan SEATL.

Lemma 1 [17] Jika sebuah graf (p, q) adalah pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic maka d ≤ 2p+q−5

q−1 .

Bukti. Misalkan graf (p, q) mempunyai pelabelan total super (a, d)-sisi an-
timagic dengan f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, . . . , p + q} dan bobot sisi {a, a + d, a +
2d, . . . , a + (q − 1)d}. Nilai minimum yang mungkin dari bobot sisi terkecil adalah
dengan menjumlahkan dua label titik terkecil (1 dan 2) dengan satu label sisi terkecil
(p+1), sehingga diperoleh: 1+(p+1)+2 = p+4. Jika himpunan bobot sisi sebuah
graf adalah {a, a + d, a + 2d, ..., a + (q − 1)d} dimana a merupakan bobot sisi terke-
cil, maka dapat ditulis p + 4 ≤ a. Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum
yang mungkin dari bobot sisi terbesar adalah dengan menjumlahkan dua label titik
terbesar ((p − 1) dan p) dengan satu label sisi terbesar (p + q), sehingga diperoleh:
(p− 1) + (p + q) + p = 3p + q − 1. Dari sifat bobot SEATL yang menyatakan bahwa
a + (q − 1)d adalah suku terbesar, maka diperoleh: d ≤ 2p+q−5

q−1 . 2

Proposition 1 [1] If G has an (a, d)-edge antimagic vertex labeling then G has
super (a+ |V |+1, d+1)-edge antimagic total labeling and super (a+ |V |+ |E|, d−1)-
edge antimagic total labeling.
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Hasil Penelitian

Grag shackle fan dengan order 5 yang dinotasikan dengan gshack(F 2
5 , e, n), adalah

graf terhubung yang mempunyai himpunan titik V = {xij , yi, zi, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤
2} dan E = {xi1xi2, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xi1yi, 1 ≤ i ≤ n + 1} ∪ {xi2x(i+1)1, 1 ≤ i ≤ n} ∪
{yizi, 1 ≤ i ≤ n}∪{x(i+1)1zi, 1 ≤ i ≤ n}∪{y(i+1)zi, 1 ≤ i ≤ n}∪{xi2zi, 1 ≤ i ≤ n}.
dengan |V (gshack(F5, e, n))| = p = 4n + 2 dan |E(gshack(F5 , e, n))| = q = 8n + 1.
dengan demikian graf gshack(F5, e, n) terdapat pelabelan total (a, d)-sisi antimagic
untuk p = 4n+2 dan q = 8n+1, sesuai dengan Lemma 1 maka batas atas dari nilai
d adalah ≤ 2 atau d ∈ {0, 1, 2}.

Diawali dengan pelabelan titik pada graf gshack(F5, e, n) disajikan pada Teo-
rema 1 berikut.

Theorem 1 Graf gshack(F5, e, n) memiliki pelabelan titik (3, 1) sisi antimagic un-
tuk n ≥ 1

Bukti. Didefinisikan label titik f1 : V (gshack(F5, e, n)) → {1, 2, . . . , 3n + 2}
untuk 1 ≤ i ≤ n sebagai berikut:

f1(yi) = 4i − 3, 1 ≤ i ≤ n + 1

f1(xij) = 4i + 2j − 4, 1 ≤ i ≤ n + 1, j = 1, 2

f1(zi) = 4i − 1, 1 ≤ i ≤ n

Label titik f1 merupakan fungsi bijektif, sedangkan bobot sisi dari gshack(F5, e, n)
untuk 1 ≤ i ≤ n, adalah sebagai berikut.

w1
f1

(xi1yi) = 8i − 5, untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

w2
f1

(yizi) = 8i − 4, untuk 1 ≤ i ≤ n

w3
f1

(xijzi) = 8i + 2j − 5, untuk 1 ≤ i ≤ n, j = 1, 2

w4
f1

(xi1xi2) = 8i − 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

w5
f1

(y(i+1)zi) = 8i, untuk 1 ≤ i ≤ n

w6
f1

(x(i+1)1zi) = 8i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

w7
f1

(xi2x(i+1)1) = 8i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

Berdasarkan bobot sisi EAV ini, bobot sisi terkecil pertama terletak pada w1
f1

(xi1yi)

untuk i = 1, bobot sisi terkecil kedua terletak pada w2
f1

(yizi) dan seterusnya yang

dapat ditulisan dengan himpunan
⋃7

k=1 wk
f1

={3, , 4, 5 . . . , 8n + 3}. Atau dapat
dituliskan sebagai pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic. 2

Dengan menggunakan Teorema 1 dan Preposisi 1, diperoleh Teorema 2 untuk
d = 0.

Theorem 2 Graf gshack(F5, e, n) memiliki pelabelan super (12n + 3, 0)-sisi an-
timagic total untuk n ≥ 1.
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Dengan juga, dengan menggunakan Teorema 1 dan Preposisi 1, diperoleh teo-
rema untuk d = 2. Namun berikut ini disajikan bukti dan fungsi bijektifnya untuk
mempermudah pembaca melabeli grafnya.

Theorem 3 Graf gshack(F5, e, n) memiliki pelabelan super (4n+6, 2)-sisi antimagic
total untuk n ≥ 1.

Bukti. Didefinisikan label titik dari graf gshack(F5, e, n): f2(xij) = f1(xij),
f2(yi) = f1(yi) dan f2(zi) = f1(zi) untuk 1 ≤ i ≤ n, dan juga didefinisikan label sisi
sebagai berikut:

f2(xi1yi) = 4n + 8i − 5, untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

f2(yizi) = 4n + 8i − 4, untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(xijzi) = 4n + 8i + 2j − 5, untuk 1 ≤ i ≤ n, j = 1, 2

f2(xi1xi2) = 4n + 8i − 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(y(i+1)zi) = 4n + 8i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(x(i+1)1zi) = 4n + 8i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(xi2x(i+1)1) = 4n + 8i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

Pelabelan total f2 adalah fungsi bijektif dari V (gshack(F5, e, n))∪E(gshack(F e
5 , n))

→ {1, 2, . . . , p + q}. Bobot total dari gshack(F5, e, n), dapat disajikan sebagai
berikut:

W 1
f2

(xi1yi) = w1
f1

xi1yi) + f2(xi1yi) = 16i + 4n − 10, for 1 ≤ i ≤ n

W 2
f2

(yizi) = w2
f1

(yizi) + f2(yizi) = 16i + 4n − 8, for 1 ≤ i ≤ n

W 3
f2

(xijzi) = w3
f1

(xijzi) + f2(xijzi) = 16i + 4j + 4n − 10, for 1 ≤ i ≤ n

W 4
f2

(xi1xi2) = w4
f1

(xi1xi2) + f2(xi1xi2) = 16i + 4n − 4, for 1 ≤ i ≤ n

W 5
f2

(y(i+1)zi) = w5
f1

(y(i+1)zi) + f2(y(i+1)zi) = 16i + 4n, for 1 ≤ i ≤ n

W 6
f2

(x(i+1)1zi) = w6
f1

(x(i+1)1zi) + f2(x(i+1)1zi) = 16i + 4n + 2, for 1 ≤ i ≤ n

W 7
f2

(xi2x(i+1)1) = w7
f1

(xi2x(i+1)1) + f2(xi2x(i+1)1) = 16i + 4n + 3, for 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian dapat dituliskan dalam himpunan
⋃7

k=1 W k
f2

= {4n+6, . . . , 20n+
6}, maka ada pelabelan total super (4n+6, 2)-sisi antimagic pada graf gshack(F5, e, n)
untuk n ≥ 1. 2

Theorem 4 Graf gshack(F5, e, n) memiliki pelabelan super (8n+6, 1)-sisi antimagic
total untuk n ≥ 1.

Bukti. Didefinisikan label titik dari graf gshack(F5, e, n): f3(xij) = f1(xij),
f3(yi) = f1(yi) dan f3(zi) = f1(zi) untuk 1 ≤ i ≤ n, dan juga didefinisikan label sisi
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sebagai berikut:

f3(xi1yi) = 8n − 4i + 7, untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

f3(x(i+1)1zi) = 8n − 4i + 4, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(xijzi) = 8n − 4i − j + 7, untuk 1 ≤ i ≤ n, j = 1, 2

f3(xi2x(i+1)1) = 12n − 4i + 4, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(y(i+1)zi) = 12n − 4i + 5, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(xi1xi2) = 12n − 4i + 6, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(yizi) = 12n − 4i + 7, untuk 1 ≤ i ≤ n

Pelabelan total f3 adalah fungsi bijektif dari V (gshack(F5, e, n))∪E(gshack(F e
5 , n))

pada {1, 2, . . . , p + q}. Bobot total dari gshack(F5, e, n), dapat disajikan sebagai
berikut:

W 1
f3

(xi1yi) = w1
f1

(xi1yi) + f3(xi1yi) = 8n + 4i + 2, for 1 ≤ i ≤ n

W 2
f3

(x(i+1)1zi) = w2
f1

(x(i+1)1zi) + f3(x(i+1)1zi) = 8n + 4i + 5, for 1 ≤ i ≤ n

W 3
f3

(xijzi) = w3
f1

(xijzi) + f3(xijzi) = 8n + 4i + j + 2, for 1 ≤ i ≤ n

W 4
f3

(xi2x(i+1)1) = w4
f1

(xi2x(i+1)1) + f3(xi2x(i+1)1) = 12n + 4i + 6, for 1 ≤ i ≤ n

W 5
f3

(y(i+1)zi) = w5
f1

(y(i+1)zi) + f3(y(i+1)zi)) = 12n + 4i + 5, for 1 ≤ i ≤ n

W 6
f3

(xi1xi2) = w6
f1

(xi1xi2) + f3(x(xi1xi2) = 12n + 4i + 4, for 1 ≤ i ≤ n

W 7
f3

(yizi) = w7
f1

(yizi) + f3(yizi) = 8n + 4i + 7, for 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian dapat dituliskan dalam himpunan
⋃7

k=1 W k
f3

= {8n+6, . . . , 16n+
6}, maka ada pelabelan total super (8n+6, 2)-sisi antimagic pada graf gshack(F5, e, n)
untuk n ≥ 1. 2

Kesimpulan

Berdasarkan penelitian diatas, graf shackel dari graf fan order 5 yang dinotasikan
dengan gshack(F5, e, n) memiliki pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic untuk
d ∈ {0, 1, 2} dan n ≥ 1.
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