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Abstract

Diberikan suatu graf G sedehana, dan tidak berarah. f(V) =1{1,2,3,...,p}
dan f(F) = {p+1,...,p + q} dikatakan sebagai pelabelan super. Pela-
belan super (a,d)-H-antimagic total selimut merupakan suatu graf G =
(V(G),E(G)) dengan H merupakan subgraf dari G dimana untuk setiap
sisinya termuat dalam subgraf H dan G isomorfik dengan H. Suatu graf
G = (V, E) dikatakan memuat selimut H={H;, Ha,..., H;} dengan sifat
setiap sisi di G termuat sekurang-kurangnya satu graf H; yang isomor-
fik dengan subgraf H untuk suatu ie{1,2,3,...,k}. Pelabelan selimut H-
antimagic pada graf G adalah sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat jum-
lahan yang merupakan barisan aritmatika {a,a+d,a+2d,...,a+ (t—1)d}.
Jika selimut-H mempunyai sifat setiap sisi dari graf G termuat tepat satu
pada graf H; untuk ¢ € {1,2,...,k} maka selimut-H disebut dekomposisi-
‘H. Pada artikel ini, akan dikaji mengenai keberadaan super (a,d)-W Ds
antimagic total dekomposisi pada graf Windmill, yang dinotasikan dengan
WDg.

Key Words : Pelabelan Super, Pelabelan Selimut, Dekomposisi, Graf Wind-
mill.

Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang lahir pada
tahun 1736. Salah satu topik yang dikaji dalam teori graf adalah pelabelan. Ter-
dapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf, salah satunya adalah pelabelan
pelabelan total (total labeling). Dari waktu kewaktu pelabelan graf mengelami
perkembangan materi, diantaranya pelabelan ajaib, pelabelan anti ajaib, dan
pelabelan super. Pelabelan ajaib (magic) adalah jika semua sisi mempunyai
bobot yang sama sedangkan pelabelan anti ajaib (antimagic) mempunyai bobot
sisi yang berbeda dan membentuk barisan aritmatika. Pelabelan super adalah
pelabelan titik dan sisi dimana label titik kurang dari label sisi. Pelabelan ajaib
selanjutnya dikembangkan menjadi pelabelan covering ajaib untuk pertama kali
[3]. [4] mengembangkan suatu pelabelan selimut H-antimagic, dengan penje-
lasan bahwa suatu pelabelan covering H-antimagic pada graf G adalah sebuah
fungsi bijektif sehingga terdapat jumlahan yang merupakan barisan aritmatika
a,a+d,a+2d,...,a+ (t — 1)d. Hasil-hasil penelitian terkait ini dapat ditemukan
di [1, 7].



[5] Pelabelan selimut dari G adalah H = {Hj, Ho, Hs, ..., Hy} keluarga
subgraf dari G dengan sifat setiap sisi di G termuat pada sekurang-kurangnya
satu graf H; untuk suatu ie{1,2,..., k}. Jika untuk setiap ie{1,2,...,k}, H; iso-
morfik dengan suatu subgraf H, maka H dikatakan selimut-H dari G. Selanjut-
nya, jika selimut-H dari G memiliki sifat yaitu setiap sisi G termuat dalam tepat
satu graf H; untuk suatu ie{1,2,...,k}, maka selimut-H disebut dekomposisi-
‘H, sehingga G dikatakan memuat dekomposisi-H atau G terdekomposisi atas H.
Beberapa hasil penelitian dari pelabelan selimut super (a,d)-H-antimagic pada

graf konektif antara lain [6].

Lemma yang Digunakan

Penentuan batas atas d adalah titik penting yang mengisyaratkan seberapa
banyak nilai beda yang mungkin dimiliki oleh amalgamasi graf kipas DF,, dalam
pelabelan super antimagic covering. Untuk menentukan nilai batas atas (d), kita
perlu mengetahui jumlah titik (pg) dan jumlah sisi (¢g), jumlah titik (pg) dan
jumlah sisi (¢qz) pada subgraf atau selimut (s) amalgamasi graf kipas tunggal

maupun gabungannya serta jumlah selimutnya (s).

Lemma 1 Jika sebuah graf G(V, E) adalah pelabelan super (a,d)-H antimagic

total covering maka

(pc — pu)pe + (96 — qu)an
s—1

d<
untuk s = |Hl‘7 bc = ‘V|, q9G = |E|’ bH = |V(H)|’ qH = |E(H)|

Bukti. f(V)=1,2,3,..,pg dan f(E) = pc + 1,pc +2,pc + 2, ..,pc + qc. Mis-
alkan graf (pg, g¢) mempunyai pelabelan super (a,d)-H antimagic total dengan
fungsi total f(total) = {1,2,3,4,5,6, ..., pg + gg} maka himpunan bobot sebuah
graf adalah {a,a+d,a+2d,...,a(s — 1)d} dimana a merupakan bobot terkecil

maka berlaku:

1424 ... +pa+pec+1)+(pag+2)+...+(pag+aqu) < a
pTH(l+pH)+QHpG+q?H(1+QH) < a
2 2
PH | PH qH | 4y
g2 4 7H M IH o
g T o Tampct -t s a



Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a+(s=1)d < pg+(pe—1)+(pe—2)+ ...+ (pc — (pr — 1)) + (pc + q0)
+(pe +496 —1) + (pc + 96 —2) + ... + (pG + 96 — (qu — 1))

PH —
= pHpG — 1+ (pg — 1)) + qurc + quqc
gy — 1
——3 (14 (¢qu — 1))
pr —1 qa — 1
= pHpG — (pH) + qupc + quac — 5 (qm)
pa —1 qg — 1
(s—1)d < pupc— 5 (pH) + qupc + quac — 5 (qu) — a
pg —1 g — 1
< pHPG — 5 (pH) + qupc + qH9G — 5 (qm) —
2 2
PH | PH 91 | 9H
(2+2+qu@+2+2)
2 2 2 2
_ _Pu  PH _ 9y 95 PH Py  9H | 9
= pupG — 4 T 5 Tamac — 5+ (2+2+2+2)
= puPG + qu4G — P — 44
= pupc — Py +audc — 4
= (pc —pu)pu + (9qc¢ — qu)qu
J < (pc — pu)pu + (96 — qu)qn

(s —1)

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d <

(pc _pH)pI-éj‘fﬂk; —qm)qH jika

graf G memiliki super (a, d)-H-antimagic total covering dari berbagai famili graf
[2]. O

Diketahui jumlah titik pg = 4n + 1 dan sisi q¢ = 10n, sedangkan jumlah
titik selimut adalah py = 5 dan jumlah sisi selimut adalah ¢y = 10 dengan
jumlah selimut s = n. Batas atas nilai beda d dapat di cari dengan enggunakan

lemma 1, sehingga diperoleh hasil :

4 < \pc—pmpn + (46 —am)an

s—1
_ (4n+1—-15)5+ (10n — 10)10
a n—1

= 120

Didapatkan d < 120, dan pada pelabelan SHA7 menggunakan bilangan
bulat positif maka nilai d > 0, sehingga d € {0,1,2,3,...,119,120}.



Hasil Penelitian

Hasil dari penelitian ini didapatkan 20 teorema, beberapa hasilnya antara lain.

& Teorema 1 Ada pelabelan super (98n + 22,0)-W D5 antimagic total dekom-
posist pada graf windmill WDZ untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf windmill W D' dengan fungsi bijektif f; sebagai berikut:

fi(4) =1

fi(z;)) = i+1l,untukl <i<n

fily;) = 2n—i+2untuk 1 <i<n
fi(zi) = 2n+i+1untuk 1 <i<n
filpi) = 4n—i+2,untuk 1 <i<n

Fungsi f1 adalah fungsi bijektif yang memetakan W D{ ke himpunan bilangan
bulat f(V) = {1,2,3,..,4n + 1}. Didefinisikan wy, sebagai bobot dari pelabelan
total dekomposisi pada graf windmill dimana bobot dekomposisi tersebut adalah
H=W D5 sebagai dekomposisinya, Maka fungsi bijektif wy, dapat ditentukan

sebagai berikut:
wr, = fi(A)+ fil@i) + fi(y) + fi(zi) + f1(pi)

= D+@E+1)+Cn—i+2)+2n+i+1)+4n—i+2)
= 8+ 7, untukl <7< n

Labeli sisi graf windmill W Dy dengan fungsi bijektif f; dengan label se-
bagai berikut:

fi(Az;)) = 4dn+i+1luntuk 1<i<n
fi(ziz;) = 6n—i+2untuk1<i<n
filzipi)) = 6n+i+luntuk 1 <i<n
filzy:) = 8n—i+2untuk 1 <i<n
filyizi) = 8n+i+1luntuk1<i<n
filyipi) = 10n—i+2untuk 1 <i<n
fi(Ay;)) = 10n+i+1Luntuk 1 <i<n
fi(Ap;)) = 12n—i+4+2,untuk 1 <i<n
fi(Az) = 12n+i+1luntuk 1 <i<n
(zipi)

= 4n—i+2,untuk 1 <i<n



Wy, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf windmill berdasarkan
penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka wy, dan fungsi label
sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wy = wp + filAzy) + fi(wiz) + filep) + file) + f(yiz) +
f1(yipi) + f1(Ay:) + f1(Api) + f1(Az) + fi(zipi)
= 98n+ 22, untukl <i<n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi
We = {98n +22,98n + 22,...,98n 4 22}. Sehingga terbukti bahwa pada graf
windmill W DE memiliki super (98n +22,0) — W D5 antimagic total dekomposisi
untuk n > 2. O

<& Teorema 2 Ada pelabelan super (95n + 25,6)-W D5 antimagic total dekom-
posisi pada graf windmill WDZ untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf windmill W Dy dengan fungsi bijektif fo sebagai
berikut:

f2(4) = fi(4)

fo(zi) = fi(zi),untukl <i<n
folyi) = n+i+luntuk 1 <i<n
fo(z)) = fi(z),untuk 1 <i<n
fa(pi) = fi(pi),untuk 1 <i<n

Fungsi fy adalah fungsi bijektif yang memetakan W DZ ke himpunan bilan-
gan bulat f(V) ={1,2,3,..,4n + 1}. Didefinisikan wy, sebagai bobot dari pela-
belan total dekomposisi pada graf windmill dimana bobot dekomposisi tersebut
adalah H=W D5 sebagai dekomposisinya, Maka fungsi bijektif wy, dapat diten-

tukan sebagai berikut:

wy, = falA)+ folxs) + folys) + fo(2i) + fa(pi)
= W+ (i+1)+m+i+1)+2n+i+1)
+(4n —i+2)
= ™m+2i4+6,untukl <i<n



Labeli sisi graf windmill WDy dengan fungsi bijektif fo sebagai berikut:

fo(Az;) = 4dn+2i,untuk 1 <i<mn
fo(xiz;)) = 4n+2i+ Luntuk 1 <i<n
fo(zipi) = 8n—2i+2,untuk 1 <i<n
fo(ziys)) = 8n—2i+3,untuk 1 <i<n
fo(yizi) = 8n+2i,untuk 1 <i<n
folyipi) = 8n+2i+1,untuk1<i<n
fo(Ay;)) = 12n—2i42,untuk 1 <i<n
fo(Ap)) = 12n—2i+3,untuk 1 <i<n
f2(Az) = 12n+2i,untuk 1 <i<n
fo(zipi) = 12n+2i+1,untuk 1 <i<n

Wy, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf windmill berdasarkan
penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka wy, dan fungsi label
sisi dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wy, = wy, + fo(Axi) + fowizi) + fo(xips) + fo(iys) + fa(yizi)
+fo(yipi) + f2(Ays) + f2(Api) + f2(Az) + fa(zipi)
= 95n46¢+ 19, untukl <7< n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wy, =
{95n+425,95n+31,...,101n+19}. Sehingga terbukti bahwa pada graf windmill
W DZ memiliki super (95n + 25,6) — W D5 antimagic total dekomposisi untuk
n > 2. O

<& Teorema 3 Ada pelabelan super (91n + 29, 14)-W Dy antimagic total dekom-
posist pada graf windmill WDZ untuk n > 2.

Bukti. pelabelan titik graf windmill W DY dengan fungsi bijektif W D5 sebagai
berikut:

f3(4) = fi(4)

fa(z) = fi(z),untukl <i<n
f3(y;) = foly:),untuk 1 <i <n
f3(zi)) = fi(z),untuk 1 <i<n
fa(pi) = 3n+i+luntuk 1<i<n



Fungsi f3 adalah fungsi bijektif yang memetakan W Dy ke himpunan bilangan
bulat f(V) ={1,2,3,..,4n + 1}. Didefinisikan wy, sebagai bobot dari pelabelan
total dekomposisi pada graf windmill dimana bobot dekomposisi tersebut adalah
H=W D5 sebagai dekomposisinya, Maka fungsi bijektif ws, dapat ditentukan

sebagai berikut:

wy, = fi(A)+ fi(zi) + fi(vi) + fi(z) + f1(p:)
= W)+ G+ + it )+ @ntit )+ Gntitl)
= 6n+4i+5 untukl <i<n

Labeli sisi graf windmill W DY dengan fungsi bijektif f3 sebagai berikut:

f3(Az;)) = 4dn+i+1luntuk 1<i<n
fa(ziz;) = bdn+i+luntuk 1 <i<n
fa(zipi) = 6n+i+ 1Luntuk 1 <i<n
fa(zyi) = Tm+i+lLuntuk1<i<n
f3(yizi) = Sn+i+1,untuk1<i<n
f3yipi)) = In+i+luntuk 1<i<n
f3(Ay;)) = 10n+i+1l,untuk 1 <i<n
fa(Ap;)) = 1lln+i+ l,untuk 1 <i<n
f3(Az) = 12n+i+1l,untuk 1 <i<n
fa(zipi) = 13n+i+1luntuk1<i<n

W, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf windmill berdasarkan
penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka wy, dan fungsi label
sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wf 3

wy, + f3(Axg) + f3(wi2i) + f3(wipi) + f3(@iys) + f3(yizi)
+f3(yipi) + f3(Ays) + f3(Api) + f3(Az) + f3(zipi)
= 9In+4 14+ 15, untuk1 <i < n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wy, =
{91n+429,91n+43,...,105n+15}. Sehingga terbukti bahwa pada graf windmill
W DZ memiliki super (91n + 29, 14) — W D5 antimagic total dekomposisi untuk
n > 2. |



<& Teorema 4 Ada pelabelan super (88n + 32,20)-W Dy antimagic total dekom-
posist pada graf windmill WDZ untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf windmill W DZ dengan menggunakan label titik yang
terdapat pada teorema 1 kedalam teorema 4 dimana fy=fi, sehingga f4(A)=f1(A),
fa(zi)=fi(z:), fa(yi)=rfi(yi), fa(zi)=f1(2), fa(pi)=f1(pi). Dengan demikian
maka bobot wy, = 8n + 7.

Gunakan label sisi yang terdapat pada teorema 2 kedalam teorema 4 untuk
melabeli sisi graf dimana fi=f sehingga fi(Az;)=f2(Ax;), fi(xizi))=fo(zizi),
fa(zipi)=fa2(@ipi), fa(ziyi)=F2(@iyi), fa(yizi)=F2(yizi) fa(yivi)=Ffa(yipi), f1(Ay:)
=f2(Ayi), fa(Api)=fa(Api), fa(Azi)=F2(Az), fa(zipi)=F2(zipi)-

W, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf windmill berda-

sarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka wy, dan fungsi
label sisi dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan se-

bagai berikut:

Wy, wy, + fa(Axy) + fa(wizi) + fa(wips) + falxiys) + fa(yizi)
+fa(yipi) + fa(Ayi) + fa(Ap:i) + fa(Az) + fa(zipi)

= 88n 4207+ 12, untukl <i<n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wy, =
{88n+32,88n+52,...,108n+12}.. Sehingga terbukti bahwa pada graf windmill
W D memiliki super (88n + 32,20) — W D5 antimagic total dekomposisi untuk
n > 2. |

<& Teorema 5 Ada pelabelan super (86n + 34, 24)-W D5 antimagic total dekom-
posist pada graf windmill WDZ untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf windmill W DZ dengan menggunakan label titik yang
terdapat pada teorema 3 kedalam teorema 5 dimana f5=f3, sehingga f5(A)=f3(A),
[s(@i)=Fs(z:), f5(ui)=Fs(yi), fs(zi)=f3(2i), fs(pi)=[3(pi). Dengan demikian
maka bobot wy, = 6n + 4¢ + 5.

Gunakan label sisi yang terdapat pada teorema 2 kedalam teorema 5 untuk
melabeli sisi graf dimana f;=f sehingga f5(Ax;)=f2(Ax;), f5(xizi)=fa(xizi),
fs(@ipi)=fa(ipi), f5(xiyi)=fa(ziyi), f5(yizi)=F2(vizi) f5(yipi)=f2(vipi), f5(Ayi)
=f2(Ayi), f5(Api)=Ffo2(Ap:), f5(Azi)=F2(Az), f5(zipi)=Ffa(zipi).



W, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf windmill berdasarkan
penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka wy, dan fungsi label
sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wy, wy, + f5(Azi) + fo(wizi) + f5(zipi) + f5(ziys) + f5(yizi)
+f5(yipi) + f5(Ay:) + f5(Api) + f5(Azi) + f5(2ipi)

= 86n+ 247+ 10, untuk1 <i<n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wy, =
{86m+34,86n+58,...,110n+10}. Sehingga terbukti bahwa pada graf windmill
W D memiliki super (88n + 32,24) — W D5 antimagic total dekomposisi untuk
n > 2. O

<& Teorema 6 Ada pelabelan super (73n+ 47,50)-W D5 antimagic total dekom-
posisi pada graf windmill WDZ untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf windmill W DZ dengan menggunakan label titik yang
terdapat pada teorema 3 kedalam teorema 6 dimana fg=f1, sehingga fs(A)=/1(A),
fo(zi)=f1(z:), fo(yi)=rf1(yi), fe(zi)=f1(zi), fe(pi)=fi1(pi). Dengan demikian
maka bobot wy; = 4n + 7.

Labeli sisi graf windmill WD dengan fungsi bijektif fi3 sebagai berikut:

fo(Az;)) = 4n+5i—3,untuk 1 <i<n
fo(xizi) = 4n+5i—2,untuk 1 <i<n
fo(zips) = 4n+5i—1,untuk 1 <i<n
fo(ziyi) = 4n+5i,untuk 1 <i<n

fo(yizi) = 4n+5i+ 1L,untuk 1 <i<n
fo(yip)) = 9n+5i—3,untuk 1 <i<n
fe(Ay;)) = 9n+5i—2,untuk 1 <i<n
fe(Api) = 9In+5i—1luntuk 1 <i<n
fe(Az;)) = 9n+5i,untuk 1 <i<n

fo(zips) = 9n+5i+1,untuk1<i<n

W, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf windmill berdasarkan

penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka wy, dan fungsi label
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sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wis wie + fr(Azi) + fo(wizi) + fo(zipi) + fo(ziyi) + fo(yizi)

+fo(yipi) + fo(Ayi) + fo(Aps) + fo(Azi) + fo(zipi)
= 73n+450i — 3, untukl <7< n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wy, =
{73n+47,73n+97,...,123n — 3}. Sehingga terbukti bahwa pada graf windmill
W D memiliki super (73n + 47,50) — W D5 antimagic total dekomposisi untuk
n > 2. a

<& Teorema 7 Ada pelabelan super (7T1n+ 49, 54)-W Dy antimagic total dekom-
posist pada graf windmill WDZ untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf windmill W DZ dengan menggunakan label titik yang
terdapat pada teorema 3 kedalam teorema 7 dimana f;=fs, sehingga f7(A)=f3(A),
fr(@i)=fs(z:), fr(yi)=Ffs(yi), fr(zi)=f3(2), fr(pi)=f3(pi). Dengan demikian
maka bobot wy, = 6n + 4i + 5.

Gunakan label sisi yang terdapat pada teorema 2 kedalam teorema 6 untuk
melabeli sisi graf dimana fy=fo sehingga f7(Ax;)=fe(Ax;), fr(xizi)=rfo(xiz),
fr(@ipi)=fo(zipi), fr(wiyi)=fo(ziyi), fr(yizi)=Fo(yiz:i) fr(yipi)=Ffe(yipi), fr(Ay:)
=f6(Ayi), fr(Api)=Ffo(Ap:i), f1(Azi)=f6(Az), fr(zipi)=fo(zipi)-

W, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf windmill berdasarkan
penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka wy, dan fungsi label
sisi dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wy = wyp, + fr(Az) + fr(xiz) + fr(ripi) + fr(xays) + fr(yizi)
+fr(yipi) + fr(Ayi) + f2(Ap:i) + f7(Az) + f5(2ipi)
= T7ln+54i — 5, untukl <i<n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wy, =
{T1In+49,71n+104,...,125n—5}. Sehingga terbukti bahwa pada graf windmill
W D memiliki super (71n + 49,54) — W D5 antimagic total dekomposisi untuk
n > 2. O
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Kesimpulan

Pelabelan super (a, d)-H-antimagic total dekomposisi pada graf windmill

Konektif memiliki pelabelan super (a,d)-H antimagic total covering untuk d =

{0,1,2,3,...,120}. Hasil penelitian ini dibuktikan pada teorema bahwa graf
windmill WDE terdapat fungsi bijektif pelabelan super (98n + 22,0) — W Ds,
(95n + 25,6) — WDs, (91n + 29,14) — W D5, (88n + 32,20) — WD, (86n +
34,24) — W Ds, (73n + 47,50) — W D5, (71n 4+ 49,54) — W D5, untuk n > 2
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