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RINGKASAN

Nilai Ketakteraturan Jarak dari Famili Graf Roda; Tanti Windartini,

131820101003; 2015: 60 halaman; Jurusan Matematika, Fakultas Matematika

dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Teori graf merupakan bagian dari matematika diskrit yang banyak digu-

nakan sebagai alat bantu untuk menggambarkan suatu persoalan agar lebih mu-

dah dimengerti. Beberapa permasalahan akan lebih jelas untuk diterapkan apa-

bila permasalahan tersebut dimodelkan dalam bentuk graf. Graf dapat dikatakan

sebagai bentuk visual dari beberapa objek, dimana kita dapat memisalkan objek-

objek tersebut sebagai titik (vertex) yang memiliki hubungan antara objek satu

dengan yang lain. Hubungan antar objek dapat dinyatakan sebagai garis atau sisi

(edge).

Pada teori graf, terdapat satu topik yang dalam beberapa waktu terakhir ini

mendapat perhatian khusus yaitu tentang pelabelan suatu graf. Salah satu jenis

pelabelan graf adalah pelabelan ketakteraturan jarak dari graf G merupakan pem-

berian label bilangan asli (label yang digunakan boleh berulang) pada himpunan

titik dari graf G sedemikian hingga bobot setiap titik di G adalah berbeda. Bobot

titik x di G didefinisikan sebagai jumlah dari semua label titik yang bertetangga

dengan x (jarak 1 dari x). Dalam melabeli suatu graf G terdapat beberapa pola

pelabelan. Dengan kata lain, pelabelannya tidak tunggal. Permasalahan yang

perlu diperhatikan adalah bagaimana melabeli graf tersebut sedemikian hingga

bilangan asli terbesar yang dijadikan label adalah seminimum mungkin. Bilangan

asli terbesar yang minimum tersebut dinamakan dengan nilai ketakteraturan jarak

(distance irregularity strength) dari graf G yang dinotasikan dengan dis(G).

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui berapakah dis dari

famili graf roda baik dari yang tunggal, gabungan isomorfis, famili graf roda

dengan bandul serta pada operasi penjumlahan. Pada penelitian ini yang diba-

has adalah graf friendship fn, graf bunga Fln, graf helm Hn, graf kipas Fn.

Penelitian ini diawali dengan menentukan nilai batas bawah dari dis famili graf

roda. Selanjutnya menentukan batas atas dengan mencari formulasi dari pela-
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belan ketakteraturan jarak dari famili graf roda sedemikian hingga setiap bobot

titiknya berbeda. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deduktif

aksiomatik, yaitu dengan menggunakan lemma yang telah ada kemudian diterap-

kan dalam pelabelan ketakteraturan jarak pada famili graf roda.

Sesuai dengan tujuan dan hasil dalam penelitian ini, ditemukan beberapa

teorema baru mengenai dis dari nilai ketakteraturan jarak dari famili graf roda

yaitu: dis(fn) = 2n; dis(Hn) = n; dis(Fln) = n; dis(Fn) =
⌈

n
2

⌉
, untuk n ≥ 4;

dis(2fn) = 2n+1; dis(2Hn) = 2n, untuk n ≥ 6; dis(Pfn) = 2n; dan dis(PFln) =

n; dis(fn +K1) = 2n; dis(Hn +K1) = n; dis(Fln +K1) = n; dis(Fn +K1) =
⌈

n
2

⌉
,

untuk n ≥ 4.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan bagian dari matematika diskrit yang banyak digu-

nakan sebagai alat bantu untuk menggambarkan suatu persoalan agar lebih mu-

dah dimengerti. Beberapa permasalahan akan lebih jelas untuk diterapkan apa-

bila permasalahan tersebut dimodelkan dalam bentuk graf. Graf dapat dikatakan

sebagai bentuk visual dari beberapa objek, dimana kita dapat memisalkan objek-

objek tersebut sebagai titik (vertex) yang memiliki hubungan antara objek satu

dengan yang lain. Hubungan antar objek dapat dinyatakan sebagai garis atau

sisi (edge). Banyak sekali aplikasi yang dapat menggunakan graf sebagai alat un-

tuk merepresentasikan suatu persoalan sehingga dapat terselesaikan dengan baik.

Beberapa aplikasi yang sering digunakan yaitu tentang menentukan lintasan ter-

pendek dan persoalan tukang pos Cina.

Pada teori graf, terdapat satu topik yang dalam beberapa waktu terakhir ini

mendapat perhatian khusus yaitu tentang pelabelan suatu graf. Pelabelan graf

G merupakan pemetaan dari elemen-elemen graf G ke bilangan asli. Terdapat

tiga jenis pelabelan pada graf, yaitu pelabelan titik (vertex labeling), pelabelan

sisi (edge labeling), dan pelabelan total (total labeling). Dalam pembagian jenis

pelabelan graf ini didasarkan pada domain dari pelabelan graf tersebut. Untuk

pelabelan dengan domain himpunan titik G maka pelabelannya disebut pelabelan

titik. Pelabelan dengan domain himpunan sisi G disebut pelabelan sisi, sedangkan

pelabelan dengan domain himpunan titik dan himpunan sisi G maka disebut

pelabelan total. Karena domain dari fungsi pelabelan ketakteraturan jarak pada

graf G adalah titik maka termasuk dalam jenis pelabelan titik.

Pelabelan ketakteraturan jarak dari graf G merupakan pemberian label bi-

langan asli (label yang digunakan boleh berulang) pada himpunan titik dari graf

G sedemikian hingga bobot setiap titik dari G adalah berbeda. Bobot titik x di

G didefinisikan sebagai jumlah dari semua label titik yang bertetangga dengan

1
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2

x (jarak 1 dari x) (Slamin, 2013). Dalam melabeli suatu graf G terdapat bebe-

rapa pola pelabelan. Dengan kata lain, pelabelannya tidak tunggal. Permasala-

han yang perlu diperhatikan adalah bagaimana melabeli graf tersebut sedemikian

hingga bilangan asli terbesar yang dijadikan label adalah seminimum mungkin.

Bilangan asli terbesar yang minimum tersebut dinamakan dengan nilai ketakter-

aturan jarak (distance irregularity strength) dari graf G yang dinotasikan dengan

dis(G).

Terdapat beberapa graf yang termasuk dalam famili graf roda dimana graf

tersebut memiliki karakteristik bentuk khusus, diantaranya adalah graf friendship

(fn), graf helm (Hn), graf bunga (Fln), dan graf kipas (Fn). Penelitian tentang

penentuan nilai ketakteraturan dari beberapa graf sudah dilakukan diantaranya

adalah graf lengkap, graf lintasan, graf lingkaran, graf roda sudah pernah di-

lakukan oleh Slamin, 2013.

Pada penelitian ini, akan dibahas mengenai pelabelan ketakteraturan jarak

dari famili graf roda dikarenakan belum adanya peneliti yang melakukan penelitian

tentang pelabelan ketakteraturan jarak pada famili graf roda sebelumnya. Sete-

lah dilakukan pelabelan ketakteraturan jarak pada famili graf roda, maka akan

didapatkan distance irregularity strength dari graf G yang merupakan famili dari

graf roda. Beberapa keterangan di atas yang melatar belakangi penulis un-

tuk melakukan penelitian dengan judul ”Nilai Ketakteraturan Jarak dari

Famili Graf Roda”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah dalam

penelitian ini adalah bagaimana cara menentukan dis dari:

1. famili graf roda tunggal?

2. gabungan isomorfis famili graf roda?

3. famili graf roda dengan bandul?

4. operasi dari famili graf roda dengan K1?
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1.3 Batasan Masalah

Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, maka

dalam tugas akhir ini dibatasi pada:

1. famili graf roda yang tunggal dibatasi pada graf friendship, graf helm, graf

bunga, dan graf kipas;

2. gabungan isomorfis famili graf roda dibatasi pada graf friendship dan graf

helm;

3. gabungan isomorfis famili graf roda dibatasi pada graf helm dengan n ≥ 6;

4. famili graf roda dengan bandul dibatasi pada graf friendship dan graf bunga;

5. operasi dari famili graf roda dibatasi pada graf friendship, graf helm, graf

bunga, dan graf kipas;

6. kasus pelabelan ketakteraturan jarak pada graf tidak berarah.

1.4 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang diatas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah untuk mengetahui dis dari:

1. famili graf roda tunggal;

2. gabungan isomorfis famili graf roda;

3. famili graf roda dengan bandul;

4. operasi dari famili graf roda dengan K1.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

1. menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam

ruang lingkup pelabelan graf, yaitu mengetahui keberadaan dari pelabelan

ketakteraturan jarak (dis) pada famili graf roda;
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2. memberikan kontribusi terhadap perkembangan pengetahuan baru dalam

bidang teori graf, khususnya dalam ruang lingkup pelabelan graf;

3. memberikan motivasi pada peneliti lain untuk meneliti mengenai pelapelan

ketakteraturan jarak pada famili graf yang lain.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijelaskan tentang materi yang memiliki kaitan erat

dengan teori graf. Pengertian dasar tersebut diambil dari beberapa sumber yang

disebutkan dalam daftar pustaka.

2.1 Terminologi Dasar Graf

Dalam mempelajari graf terdapat beberapa istilah yang berkaitan dengan

graf. Berikut ini beberapa definisi terminologi dasar graf yang akan dipakai dalam

penelitian ini.

Definisi 2.1. Sebuah graf G merupakan himpunan (V(G); E(G)), dimana V(G)

adalah himpunan berhingga tak kosong dari elemen yang disebut titik, dan E(G)

adalah sebuah himpunan (boleh kosong) dari pasangan tak terurut u; v dari titik-

titik u; v ∈ V(G) yang disebut sisi. V(G) disebut himpunan titik dari G dan E(G)

disebut himpunan sisi dari G.

Dari definisi di atas menyatakan bahwa himpunan sisi E(G) bisa merupakan

suatu himpunan kosong. Jika hal ini terjadi, maka G disebut graf kosong. Graf

G bisa berhingga atau tidak berhingga, tergantung pada V (G) berhingga atau

tidak berhingga. Banyaknya anggota himpunan V (G) dinotasikan dengan |V |
dan untuk himpunan E(G) dinotasikan dengan |E|.

Titik u pada graf G dikatakan bertetangga (adjacent) dengan titik v jika

terdapat sisi yang menghubungkan kedua titik tersebut. Sisi tersebut dinotasikan

dengan uv. Titik v dikatakan hadir (incident) pada sisi e jika v adalah titik akhir

dari sisi e. Demikian juga sisi e dikatakan hadir pada titik v ketika titik v menjadi

titik akhir dari sisi e. Derajat (degree) dari suatu titik v adalah banyaknya sisi

yang hadir pada titik v. Derajat dari titik v dinotasikan dengan deg(v). Titik

dengan derajat 0 disebut titik terisolir, sedangkan titik dengan derajat 1 disebut

titik terminal.

5
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Suatu graf G dikatakan graf reguler jika setiap titiknya mempunyai derajat

yang sama, jika tidak maka graf tersebut dikatakan non-reguler. Derajat terbesar

dari graf G dinotasikan dengan ∆(G) adalah derajat terbesar yang dimiliki suatu

titik diantara titik-titik yang lain. Derajat terkecil dari graf G dinotasikan dengan

δ(G) adalah derajat terkecil yang dimiliki suatu titik diantara titik-titik lainnya.

Deretan sisi-sisi yang membentuk sambungan tidak putus pada graf G dise-

but jalan (walk). Jika jalan tersebut tidak mengandung sisi yang berulang maka

jalan tersebut disebut jalur (trail). Jika jalur ini tidak mengandung sisi yang

berulang maka disebut lintasan (path). Dengan kata lain, lintasan pada graf G

adalah jalan yang tidak mengandung titik dan sisi yang berulang. Suatu graf G

dikatakan terhubung jika untuk sembarang dua titik u dan v pada graf G terdapat

lintasan dari titik u ke v. Jarak atau distance dari titik u ke v dinotasikan dengan

δ(u, v), adalah panjang lintasan (path) minimum dari titik u ke titik v (Slamin,

2009: 15).

2.2 Jenis-jenis Graf

Terdapat beberapa jenis graf ditinjau dari definisi graf secara umum, di-

antaranya adalah sebagai berikut:

1. Graf Lintasan

Graf lintasan Pn adalah graf yang hanya terdiri dari satu lintasan dengan

n titik. Graf lintasan memiliki himpunan titik V (Pn) = {vi; 1 ≤ i ≤ n}
dimana |V | = n dan himpunan sisi E(Pn) = {vivi+1; 1 ≤ i ≤ n} dimana

|E| = n− 1. Graf lintasan ditunjukkan pada Gambar 2.1.

2. Graf Lingkaran (Cycle)

Graf lingkaran adalah graf sederhana yang setiap titiknya berderajat dua.

Graf lingkaran dengan n titik dilambangkan dengan Cn. Graf lingkaran Cn

hanya dapat terbentuk jika n ≥ 3. Graf lingkaran memiliki himpunan titik

V (Cn) = {vi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = n dan himpunan sisi E(Cn) =

{vivi+1; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = n. Contoh dari graf lingkaran bisa dilihat

pada Gambar 2.2.
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v6

v4 v3

v1 v2

v5

Gambar 2.1 Graf Lintasan P6

v5

v4 v1

v3 v2

v6 v1

v2

v3v4

Gambar 2.2 Graf Lingkaran C4 dan C6
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3. Graf Lengkap (Complete Graph)

Graf lengkap Kn adalah graf yang setiap titiknya berhubungan dengan titik-

titik yang lain (Hartsfield dan Ringel, 1994: 14). Jumlah sisi pada graf

lengkap yang terdiri dari n buah titik adalah n(n−1)
2

sisi. Gambar 2.3 me-

nunjukkan graf lengkap K4 dan K6.

v5

v4 v1

v3 v2

v6 v1

v2

v3v4

Gambar 2.3 Graf Lengkap K4 dan K6

4. Graf Roda (Wheel Graph)

Graf roda Wn adalah graf yang didapat dengan menghubungkan semua titik

dari graf lingkaran Cn dengan suatu titik pusat. Graf roda dapat dibentuk

jika n ≥ 3. Graf roda memiliki himpunan titik V (Wn) = {c} ∪ {vi; 1 ≤
i ≤ n} dimana |V | = n + 1 dan himpunan sisi E(Wn) = {vivi+1; 1 ≤ i ≤
n} ∪ {cvi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = 2n. Gambar 2.4 merupakan graf roda.

v5

c
c

v4 v1

v2v3

v6 v1

v2

v3v4

Gambar 2.4 Graf Roda W4 dan W6
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5. Graf Bintang (Star Graph)

Graf bintang Sn adalah suatu graf terhubung yang mempunyai 1 titik ber-

derajat n + 1 yang disebut pusat, dan n titik lain yang berderajat 1. Graf

bintang memiliki himpunan titik V (Sn) = {c} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ n} dimana

|V | = n + 1 dan himpunan sisi E(Sn) = {cvi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = n

dengan n > 3. Gambar 2.5 merupakan graf bintang.

v3

c
c

v4 v1
v6 v1

v2

v3v4

v5

v2

Gambar 2.5 Graf Bintang S4 dan S6

6. Graf Kipas (Fan Graph)

Graf kipas Fn adalah sebuah graf yang diperoleh dari sebuah graf roda

dengan menghilangkan satu sisi pada graf lingkaran. Graf kipas dapat

dibentuk dengan n ≥ 3. Graf kipas memiliki himpunan titik V (Fn) =

{c} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = n + 1 dan himpunan sisi E(Fn) =

{cvi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vivi+1; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = 2n − 1. Gambar 2.6

merupakan graf kipas.

7. Graf Helm

Graf helm Hn merupakan graf yang terbentuk dari sebuah graf roda Wn

dengan penambahan sisi bandul pada setiap titik dari sikel ke-n. Graf helm

memiliki himpunan titik V (Hn) = {c} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {ui; 1 ≤ i ≤ n}
dimana |V | = 2n + 1 dan himpunan sisi E(Hn) = {cvi; 1 ≤ i ≤ n} ∪
{vivi+1; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {viui; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = 3n dengan n > 3.

Gambar 2.7 merupakan graf helm.
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v6

c

v1

v2 v3

v4

c

v1

v2

v3 v4

v5

Gambar 2.6 Graf Kipas F4 dan F6

c

u1

u2u3

u4

v1

v2v3

v4

u1

v1

v2 u2

u3

v3

u4

v4

v5u5

v6

u6

c

Gambar 2.7 Graf Helm H4 dan H6
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8. Graf Friendship

Graf friendship fn terdiri atas n segitiga dengan tepat satu titik c yang

disebut titik pusat. Graf friendship dapat dibentuk dengan n ≥ 3.

v4

u1 v1

c

v2

u2

v3 u3

u4

Gambar 2.8 Graf Friendship f4

Gambar 2.8 diatas dapat diketahui bahwa graf friendship memiliki him-

punan titik V (fn) = {c}∪ {ui, vi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = 2n + 1 dan him-

punan sisi E(fn) = {cui; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {cvi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {uivi; 1 ≤ i ≤ n}
dimana |E| = 3n.

9. Graf Gir

Graf gir Gn adalah graf yang dibentuk dari graf lingkaran Cn untuk n genap

dengan menambahkan satu titik pusat kemudian menghubungkan titik pusat

tersebut ke n
2

titik di Cn secara bergantian. Graf gir memiliki himpunan titik

V (Gn) = {c} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {ui; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = 2n + 1 dan

himpunan sisi E(Gn) = {cvi; 1 ≤ i ≤ n}∪{viui; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = 3n

dengan n > 3. Gambar 2.9 adalah contoh dari graf gir.

10. Graf Web

Graf web Wbn adalah graf yang diperoleh dari graf helm dengan cara menam-

bahkan titik-titik bandul dan menghubungkan satu sama lainnya. Graf web
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memiliki himpunan titik V (Wbn) = {c}∪{vi; 1 ≤ i ≤ n}∪{ui; 1 ≤ i ≤ n} di-

mana |V | = 2n+1 dan himpunan sisi E(Wbn) = {cui; 1 ≤ i ≤ n}∪{viui; 1 ≤
i ≤ n} ∪ {vivi+1; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {uiui+1; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = 4n dengan

n > 3. Gambar 2.10 adalah contoh dari graf web.

11. Graf Bunga (flower Graph)

Graf bunga Fln adalah graf yang diperoleh dari sebuah graf helm dengan

menghubungkan masing-masing titik terluarnya ke titik pusat helm. Graf

bunga memiliki himpunan titik V (Fln) = {C} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {ui; 1 ≤
i ≤ n} dimana |V | = 2n + 1 dan himpunan sisi E(Fln) = {Cui; 1 ≤ i ≤
n} ∪ {Cvi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {viui; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vivi+1; 1 ≤ i ≤ n} dimana

|E| = 4n dengan n > 3. Gambar 4.3 adalah contoh dari graf bunga.

u1

v3

u2

v2

v1 v1

u1

v3

v6

u3

u6

u5

v5

u4

v4

u3

v2

u2

u4

v4

c c

Gambar 2.9 Graf Gir G4 dan G6
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c

u1

u2u3

u4

v1

v2
v3

v4

u2

u3u4

v1

v2

v3v4

u5v5

u6

v6

u1

c

Gambar 2.10 Graf Web Wb4 dan Wb6

v4

c
c

v4

u4 u1

v1

u2

v2

v3

u3

v1

u1

v6

u6

u2v2

v5u5

v3

u3u4

Gambar 2.11 Graf Bunga Fl4 dan Fl6
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2.3 Gabungan Graf

Menurut Abdussakir, et al., (2009: 33), Gabungan dari dua graf G1 dan G2

dinotasikan dengan G1∪G2, didefinisikan sebagai graf dengan himpunan titiknya

adalah V (G1) ∪ V (G2) dan himpunan sisi E(G1) ∪ E(G2).

Graf G merupakan gabungan graf G1 dan G2, yaitu G = G1 ∪ G2. Graf

gabungan mG didefinisikan sebagai gabungan saling lepas dari m copy graf G,

atau dapat juga dikatakan sebagai gabungan graf dengan m komponen, dimana

setiap komponennya adalah graf G. Dengan kata lain mG = G1∪G2∪G3∪. . .∪Gm,

dengan G1 = G2 = G3 = . . . = Gm = G. Misalkan graf G mempunyai p titik dan

q sisi, maka graf mG mempunyai mp titik dan mq sisi.

⋃

v1,1

v1,2

v1,3 v1,4

v1,5

v2,1

v2,2

v2,3 v2,4

v2,5

v1,6 v2,6

c1 c2

Gambar 2.12 Gabungan Graf Kipas 2F6

2.4 Operasi Graf

Operasi graf adalah suatu cara untuk mendapatkan graf baru dengan melakukan

suatu operasi tertentu terhadap dua atau lebih graf.

Definisi 2.2. Graf Join (G1 + G2) merupakan join dari graf G1 dan G2, dino-

tasikan dengan G = G1 + G2, adalah graf G dimana V (G) = V (G1)∪ V (G2) dan

E(G) = E(G1) ∪ E(G2) ∪ uv|u ∈ V (G1), v ∈ V (G2)(Harary, 1994).

Pada gambar 2.13 menunjukkan operasi Graph Join pada graf K1 + C4.
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⋃

K1 + C4

v1 v2

v3v4 v4 v3

v2v1

u1

C4

u1

=

K1

Gambar 2.13 Contoh operasi Graph Join

2.5 Terminologi Pernyataan Matematika

Pada subbab ini akan disajikan beberapa pengertian tentang terminologi

pernyataan matematika yang digunakan dalam penelitian.

Aksioma adalah proposisi yang diasumsikan benar. Aksioma tidak memer-

lukan pembuktian kebenaran lagi. Sedangkan teorema adalah proposisi yang

sudah terbukti benar. Bentuk khusus dari teorema adalah lemma dan akibat.

Lemma adalah teorema sederhana yang digunakan dalam pembuktian teorema

lain. Lemma biasanya tidak menarik namun berguna pada pembuktian proposisi

yang lebih kompleks, yang dalam hal ini pembuktian tersebut dapat lebih mudah

dimengerti bila menggunakan sederetan lemma, setiap lemma dibuktikan secara

individual (Munir, 2010).

Definisi dibuat dengan hanya menggunakan konsep yang tak terdefinisi atau

konsep yang telah didefinisikan sebelumnya. Corollary merupakan suatu proposisi

yang secara langsung diperoleh dari teorema yang sudah dibuktikan. Sedangkan

konjektur adalah suatu pernyataan yang nilai kebenarannya tidak diketahui. Sete-

lah pembuktian berhasil dilakukan, maka konjektur berubah menjadi teorema.

Observasi merupakan kegiatan memperhatikan secara akurat, mencatat fe-

nomena yang muncul, dan mempertimbangkan hubungan antar aspek dalam fe-

nomena tersebut. Observasi yang berarti pengamatan bertujuan untuk mendap-

atkan data tentang suatu masalah, sehingga diperoleh pemahaman atau sebagai

alat pembuktian terhadap keterangan yang diperoleh sebelumnya (Rahayu, 2004).
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2.6 Pelabelan Graf

2.6.1 Pelabelan Ketakteraturan Jarak

Definisi 2.3. suatu pelabelan ketakteraturan jarak dari graf G dengan v meru-

pakan titik-titik dari graf G adalah sebuah pemetaan λ : V → {1, 2, ..., k} sehingga

bobot yang dihitung pada setiap titiknya adalah berbeda. Bobot dari sebuah titik x

di G didefinisikan sebagai penjumlahan dari semua label titik yang bertetangga ke

x (jarak 1 dari x), yaitu:

wt(x) =
∑

y∈N(x)

λ(y)

Nilai ketakteraturan jarak dari G dinotasikan dengan dis(G) adalah nilai mini-

mum dari label k yang terbesar (Slamin, 2013).

Pelabelan ketakteraturan jarak dimotivasi oleh pelabelan sebelumnya, yaitu:

1. Pelabelan Total Titik Irregular

Pelabelan total titik irregular merupakan pemberian nilai bilangan asli (ni-

lai yang digunakan boleh berulang) pada himpunan titik dan himpunan sisi,

dengan bobot setiap titiknya berbeda, yaitu: wt(x) 6= wt(y) untuk setiap

titik x 6= y. Nilai minimum pada label terbesar yang membuat graf G memi-

liki pelabelan total titik irregular disebut total vertex irregularity strength,

dinotasikan dengan tvs(G) (Baca et al., 2007).

2. Pelabelan Jarak Ajaib

Pelabelan jarak ajaib dari graf G yang berorder n adalah sebuah fungsi bijek-

tif f : V → {1, 2, ..., n} dengan sifat bahwa ada bilangan bulat k sedemikian

hingga
∑

u∈N(v) f(u) = k untuk setiap v ∈ V . Konstanta k dinamakan

konstanta ajaib dari pelabelan f (Miller et al., 2003).

3. Pelabelan Jarak Anti Ajaib

Sebuah graf G dikatakan sebagai (a, d) - jarak anti ajaib jika ada sebuah

fungsi bijektif f : V → {1, 2, ..., n} sedemikian hingga himpunan semua

bobot titik adalah {a, a+d, a+2d, ..., a+(n−1)d} dimana a dan d bilangan

bulat positif dengan d ≥ 0. Beberapa graf yang mengikuti pelabelan terse-

but dinamakan (a, d)-jarak anti ajaib (Arumugam dan Kamatchi, 2012).

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


17

5

4

28

7

16 10

15 11

14
13

12

3

6 4

1

1

1

4

34
3

4

1

1

2
4

2 1
3

1

1
2

14

4 4

4

4

44

4

Gambar 2.14 Pelabelan total titik irregular pada graf matahari M7
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Gambar 2.15 Pelabelan jarak ajaib pada graf roda W4

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


18

11
5

8

13

10 12

9

1 4

3

2

6

Gambar 2.16 Pelabelan jarak anti ajaib pada graf prisma D3

Hasil penelitian tentang pelabelan ketakteraturan jarak disajikan sebagai

berikut:

Observasi 2.1. (Slamin, 2013) Misalkan u dan w adalah dua titik yang berbeda

pada graf terhubung G. Jika u dan w mempunyai tetangga yang sama, N(u) =

λ(v1)+λ(v2)+ ...+λ(vn) dan N(w) = λ(v1)+λ(v2)+ ...+λ(vn) sehingga N(u) =

N(w), maka G tidak mempunyai pelabelan ketakteraturan jarak.

Terdapat beberapa graf yang tidak dapat dilabeli dengan menggunakan pela-

belan ketakteraturan jarak, diantaranya adalah:

1. Complete bipartite graf, Km,n untuk m,n ≥ 3;

2. Complete multipartite graf, Hm,n untuk m,n ≥ 2;

3. Graf Pohon, Tn untuk n ≥ 3 yang mengandung titik;

4. Graf Bintang, Sn di titik n + 1 untuk n ≥ 2. dengan sedikitnya dua daun.

Observasi 2.2. (Slamin, 2013) Misalkan u dan w adalah dua titik yang berte-

tangga dalam graf terhubung G. Jika N(u) - w = N(w) - u, maka label u dan w

harus berbeda sehingga λ(u) 6= λ(w).
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Lema 2.1. (Slamin, 2013) Misalkan G adalah sebuah graf yang terhubung pada

titik v dengan derajat minimum δ dan derajat maksimum ∆ dan tidak ada titik

yang mempunyai tetangga yang sama, maka:

dis(G) ≥
⌈

v + δ − 1

∆

⌉

Bukti. Nilai bobot terkecil dari graf G adalah δ. Karena bobot setiap titik

harus berbeda dan G mempunyai v titik, maka nilai bobot terbesar dari titik-

titik graf G yang paling sedikit adalah v + δ − 1. Bobot ini adalah jumlah dari

bilangan bulat ∆. Oleh karena itu label terbesar yang berkontribusi untuk bobot

ini haruslah paling sedikit
⌈

v+δ−1
∆

⌉
.

Keterangan bahwa batas bawah ini untuk graf secara umum. Namun demi-

kian batas bawah ini dapat ditingkatkan sesuai dengan struktur graf yang akan

ditentukan disnya.

2.6.2 Pelabelan Ketakteraturan Jarak pada Graf-graf Khusus

Pada bagian ini disajikan hasil penemuan pelabelan ketakteraturan jarak

dari graf khusus, diantaranya sebagai berikut:

Teorema 2.1. (Slamin, 2013) Misalkan Kn adalah graf lengkap dengan n ≥ 3,

maka dis(Kn) = n.

13

3

14

10

11 12

1

25

4

Gambar 2.17 Pelabelan ketakteraturan jarak pada graf lengkap K5
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Bukti: Misalkan Kn adalah graf lengkap dengan titik n ≥ 3, maka dis(Kn) = n.

Jika menggunakan lemma 2.1, batas bawah yang diperoleh adalah :

dis(Kn) ≥
⌈

n + n− 1

n

⌉
=

⌈
2n− 1

n

⌉

Namun, setiap titik pada Kn bertetangga dengan semua titik sehingga label dari

setiap titik harus berbeda agar diperoleh bobot titik yang berbeda. Karena

Kn mempunyai n titik, maka label tertinggi pada Kn adalah n sehingga nilai

dis(Kn) ≥ n. Untuk memperoleh batas atas dari dis(Kn) perlu dilakukan pela-

belan ketakteraturan jarak untuk menemukan rumus fungsi titik sehingga diper-

oleh batas atas dari dis(Kn) ≤ n. Dengan demikian, nilai dis(Kn) = n.

Tabel 2.1: Ringkasan nilai dis pada beberapa graf khusus

Graf Hasil Penelitian Sumber

Lengkap dis(Kn) = n untuk n ≥ 3 Slamin: Graph Master Workshop, 2013

Lintasan dis(Pn) = dn
2
e untuk n ≥ 4 Slamin: Graph Master Workshop, 2013

Lingkaran dis(Cn) = dn+1
2
e untuk n ≥ 5 Slamin: Graph Master Workshop, 2013

Roda dis(Wn) = dn+1
2
e untuk n ≥ 5 Slamin: Graph Master Workshop, 2013

Matahari dis(Mn) = n untuk n ≥ 3 Riddiyani: Seminar Nasional Matematika,

2014

Sarang laba-laba dis(Sln) = n untuk n ≥ 3 Islami: Seminar Nasional Matematika,

2014
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode pendeteksian

pola (pattern recognition) dan deduktif aksiomatik. Metode pendeteksian pola

yaitu mencari pola untuk dilakukan konstruksi himpunan pembeda pada pela-

belan ketakteraturan jarak dari famili graf roda sedemikian hingga bobot setiap

titiknya berbeda. Sedangkan, deduktif aksiomatik yaitu metode penelitian yang

menggunakan prinsip-prinsip pembuktian deduktif yang berlaku dalam logika

matematika dengan menggunakan lemma atau teorema yang telah ada untuk

memecahkan masalah. Pada penelitian ini mengacu pada Lemma 2.1 seperti

yang telah dibahas pada bab sebelumnya. Kemudian metode tersebut diterap-

kan dalam pelabelan ketakteratuan jarak dari famili graf roda dan operasinya,

diantaranya: graf friendship fn, graf helm Hn, graf bunga Fln, dan graf kipas Fn.

3.2 Definisi Operasional

Definisi operasional variabel digunakan agar pemahaman yang diperoleh dari

penelitian ini merupakan pemahaman sistematik, maka perlu diberikan pengertian

yang jelas mengenai istilah-istilah yang dipergunakan didalam penelitian ini de-

ngan tujuan menghindari perbedaan pengertian makna.

Pada penelitian ini akan dicari berapakah nilai distance irregularity strength

(dis) pada famili graf roda. Dari graf tersebut diawali dengan menentukan pola

dari pelabelan graf kemudian dibentuk rumus fungsi titik dan fungsi bobot titik

berdasarkan pola pelabelan yang ditemukan. Dalam hal ini graf khusus yang

dikaji adalah graf friendship (fn), graf helm (Hn), graf bunga (Fln), dan graf

kipas (Fn). Penamaan graf khusus tersebut dilakukan sebagai berikut:

1. Graf Friendship

Graf friendship dilambangkan dengan fn adalah graf yang memiliki V (fn) =

21
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{c} ∪ {ui, vi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = 2n + 1 dan E(fn) = {cui; 1 ≤ i ≤ n}
∪{cvi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {uivi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = 3n dengan n > 3.

2. Graf Helm

Graf helm dilambangkan dengan Hn adalah graf yang memiliki V (Hn) =

{c} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {ui; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = 2n + 1 dan E(Hn) =

{cvi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vivi+1; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {viui; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = 3n

dengan n > 3.

3. Graf Bunga

Graf bunga dilambangkan dengan Fln adalah graf yang memiliki V (Fln) =

{c} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {ui; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = 2n + 1 dan E(Fln) =

{cui; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {cvi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {viui; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vivi+1; 1 ≤ i ≤ n}
dimana |E| = 4n dengan n > 3.

4. Graf Kipas

Graf kipas dilambangkan dengan Fn adalah graf yang memiliki V (Fn) =

{c} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = n + 2 dan E(Fn) = {cvi; 1 ≤ i ≤
n} ∪ {vivi+1; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = 2n + 1 dengan n > 2.

5. Graf Friendship dengan Bandul

Graf friendship dengan bandul Pfn adalah graf friendship yang diberi pe-

nambahan titik berderajat satu pada masing-masing titik ui dan vi untuk

1 ≤ i ≤ n.

6. Graf Bunga dengan Bandul

Graf bunga dengan bandul PFln adalah graf bunga yang diberi penambahan

titik berderajat satu pada masing-masing titik vi untuk 1 ≤ i ≤ n.

7. Graf Friendship join Graf Komplit (K1)

Graf friendship fn join graf komplit K1 adalah graf yang memiliki himpunan

titik V (fn + K1) = {c} ∪ {k}∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi, 1 ≤ i ≤ n}, himpunan

sisi E(fn+K1) = {ckxi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {kxiyi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {ckyi, 1 ≤ i ≤ n}
dengan banyaknya titik |V | = 2n + 2 dan banyaknya sisi |E| = 5n + 1.
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8. Graf Helm join Graf Komplit (K1)

Graf helm Hn join graf komplit K1 adalah graf yang memiliki himpunan titik

V (Hn + K1) = {c} ∪ {k} ∪ {ui, 1 ≤ i ≤ n} ∪{vi, 1 ≤ i ≤ n}, himpunan sisi

E(Hn+K1) = {ckvi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {kuivi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {kvivi+1, 1 ≤ i ≤ n}
dengan banyaknya titik |V | = 2(n + 1) dan banyaknya sisi |E| = 5n + 1.

Graf helm dengan simpul n ≥ 3.

9. Graf Bunga join Graf Komplit (K1)

Graf bunga Fln join graf komplit K1 adalah graf yang memiliki himpunan

titik V (Fln+K1) = {c} ∪ {k}∪ {ui, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vi, 1 ≤ i ≤ n}, himpunan

sisi E(Fln+K1) = {ckvi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {ckui, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {kuivi, 1 ≤ i ≤ n}
∪ {kvivi+1, 1 ≤ i ≤ n} dengan banyaknya titik |V | = 2(n+1) dan banyaknya

sisi |E| = 6n + 1.

10. Graf Kipas join Graf Komplit (K1)

Graf kipas Fn join graf komplit K1 adalah graf yang memiliki himpunan

titik V (Fn + K1) = {c} ∪ {k} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = n + 2 dan

himpunan sisi E(Fn+K1) = {ckvi; 1 ≤ i ≤ n}∪{kvivi+1; 1 ≤ i ≤ n} dimana

|E| = 3n.

3.3 Rancangan Penelitian

Rancangan penelitian pada pelabelan ketakteraturan jarak pada famili graf

roda adalah sebagai berikut:

1. menentukan batas bawah dari famili graf roda menggunakan Lemma 2.1

yakni, Misalkan G adalah sebuah graf yang terhubung pada titik v dengan

derajat minimum δ dan derajat maksimum ∆ dan tidak ada titik yang

mempunyai tetangga yang sama, maka:

dis(G) ≥
⌈

v + δ − 1

∆

⌉

2. menentukan batas atas dari famili graf roda, untuk n ≥ 3 (kecuali pada graf

kipas, untuk n ≥ 4) dengan cara sebagai berikut:
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(a) melabeli setiap titik pada famili graf roda untuk n ≥ 3 (kecuali pada

graf kipas, untuk n ≥ 4) dengan label {1, 2, ..., k} dimana k adalah

label terbesar sedemikian hingga setiap bobot titiknya berbeda;

(b) menentukan formulasi dari pelabelan yang berupa fungsi yang memetakan

himpunan titik pada bilangan asli;

(c) memeriksa kembali dengan menggunakan formulasi yang sudah diten-

tukan apakah bobot setiap titiknya sudah berbeda.

3. menentukan nilai dis dari famili graf roda untuk n ≥ 3 (kecuali pada graf

kipas, untuk n ≥ 4) dengan menggunakan batas bawah dan batas atas yang

sudah diperoleh;

4. melakukan prosedur yang sama seperti langkah-langkah di atas untuk menen-

tukan nilai dis dari famili graf roda.

Langkah-langkah penelitian tersebut dapat disajikan dalam sebuah diagram

alir pada Gambar 3.1.
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famili graf roda

famili graf roda

Menentukan dis dari

Ya

pelabelan umum sudah
bobot setiap titik dari formulasi

Memeriksa apakah

Tidak

Menentukan formulasi

secara umum
pelabelan yang berlaku

Melakukan beberapa
variasi pelabelan famili
graf roda sehingga bobot
tiap titiknya berbeda

dis dari famili graf roda
Menentukan batas atas

dis dari famili graf roda
Menentukan batas bawah

Mulai

Famili graf roda

berbeda

Selesai

Diperoleh dis dari

Gambar 3.1 Rancangan Penelitian
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dipaparkan hasil penelitian dari pelabelan ketakteraturan

jarak pada famili graf roda yang meliputi graf friendship, graf helm, graf bunga,

dan graf kipas. Hasil penelitian ini berupa teorema tentang nilai ketakteratu-

ran jarak (dis) dari famili graf roda dan graf matahari. Berikut akan disajikan

beberapa teorema yang merupakan hasil penelitian ini.

4.1 Nilai Ketakteraturan Jarak dari Famili Graf Roda

Pada bagian ini akan dimulai dengan penentuan nilai ketakteraturan jarak

dari graf friendship seperti teorema berikut.

♦ Teorema 4.1. Graf friendship fn memiliki dis(fn) = 2n.

Bukti. Graf friendship fn adalah graf terhubung dengan himpunan titik

V (fn) = {c} ∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi, 1 ≤ i ≤ n}, serta memiliki himpunan sisi

E(fn) = {cxi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xiyi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {cyi, 1 ≤ i ≤ n} dengan banyaknya

titik |V | = 2n + 1 dan banyaknya sisi |E| = 3n. Pada graf friendship memiliki

derajat terkecil δ = 2 dan derajat terbesar ∆ = 2n. Berdasarkan Lemma 2.1,

maka

dis(fn) ≥
⌈ |V |+ δ − 1

∆

⌉

≥
⌈

2n + 1 + 2− 1

2n

⌉

≥
⌈

2n + 2

2n

⌉

Namun demikian, batas bawah ini dapat ditingkatkan sesuai dengan struktur

dari graf friendship menjadi dis(fn) ≥ 2n. Untuk menunjukkan dis(fn) ≥ 2n

cukup ditunjukkan bahwa setiap label titik tepi xi, yi untuk i = 1 ≤ i ≤ n tidak

boleh sama. Kita bagi menjadi 2 kasus.
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1. Kedua titik bertetangga, yaitu xi dan yi. Karena setiap pasangan simpul

dari fn saling bertetangga dengan pasangan dan titik pusat, maka N(xi)−
yi = N(yi) − xi Menurut observasi 2.2 λ(xi) 6= λ(yi) karena kalau λ(xi) =

λ(yi), maka bobot kedua titik tersebut akan sama, sebuah kontradiksi.

2. Kedua titik tidak bertetangga, yaitu xj dan yi, dimana i 6= j. Andaikan

λ(xj) = λ(yi), dimana i 6= j. Maka, w(xi) = λ(c) + λ(yi) dan w(yj) =

λ(c) + λ(xj). Karena λ(xj) = λ(yi), maka ω(xi) = ω(yj), juga kontradiksi

dengan pengertian pada Definisi 2.3.

Dengan demikian setiap titik tepi xi, yi untuk i = 1 ≤ i ≤ n tidak boleh

sama, sehingga:

dis(fn) ≥ 2n (1)

Untuk menunjukkan bahwa dis(fn) ≤ 2n label titik dari graf friendship

sebagai berikut:
λ1(c) = 1

λ1(xi) = 2i; i = 1 ≤ i ≤ n

λ1(yi) = 2i− 1; i = 1 ≤ i ≤ n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω1(c) = 2n(2n+1)
2

ω1(xi) = 2i; i = 1 ≤ i ≤ n

ω1(yi) = 2i + 1; i = 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga:

dis(fn) ≤ 2n (2)

Dari batas kedua pada (1) dan (2) tersebut dapat disimpulkan bahwa dis(fn)

= 2n. ¤

Gambar 4.1 mengilustrasikan contoh pelabelan ketakteraturan jarak dari

graf friendship untuk dis(f3) = 6 dan dis(f4) = 8.
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Gambar 4.1 Pelabelan jarak pada graf friendship

Selanjutnya pada graf helm akan dimulai dengan penentuan nilai ketakter-

aturan jarak seperti pada teorema berikut.

♦ Teorema 4.2. Graf helm Hn memiliki dis(Hn) = n.

Bukti. Graf helm Hn adalah graf terhubung dengan himpunan titik V (Hn) =

{c} ∪ {ui, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vi, 1 ≤ i ≤ n}, himpunan sisi E(Hn) = {cvi, 1 ≤ i ≤ n} ∪
{uivi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vivi+1, 1 ≤ i ≤ n} dengan banyaknya titik |V | = 2n + 1 dan

banyaknya sisi |E| = 3n. Graf helm dengan simpul n ≥ 3 memiliki derajat terkecil

δ = 1 dan derajat terbesar ∆ = n, berdasarkan Lemma 2.1, maka

dis(Hn) ≥
⌈ |V |+ δ − 1

∆

⌉

≥
⌈

2n + 1 + 1− 1

n

⌉

≥
⌈

2n + 1

n

⌉

Namun demikian, batas bawah ini dapat ditingkatkan sesuai dengan struk-

tur dari graf helm dimana pada graf tersebut memiliki bandul berderajat satu

sehingga dis(Hn) ≥ n. Pada titik bandul berderajat satu sehingga bobot tergan-

tung pada label ui dimana i = 1 ≤ i ≤ n. Karena tetangga dari setiap titik vi
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adalah satu titik yaitu ui untuk i = 1 ≤ i ≤ n, maka label titik vi merupakan

bobot dari titik ui, sehingga label setiap titik vi harus berbeda, kalau tidak maka

bobot ui akan sama, yang menunjukkan kontradiksi dengan Definisi 2.3. Dengan

demikian,

dis(Hn) ≥ n (3)

Untuk menunjukkan bahwa dis(Hn) ≤ n label titik dari graf helm sebagai

berikut:

λ2(c) = λ1(c) = 1

Untuk n = 3, 4:

λ2(v1,i) = i; i = 1 ≤ i ≤ n

Untuk n = 5, 6, ..., n:

λ2(v1,i) =

{
2i− 1; i = 1 ≤ i ≤ dn

2
e

2(n + 1− i); i = dn
2
e+ 1 ≤ i ≤ n

Untuk n = 3:

λ2(u1,i) = 1; i = 1 ≤ i ≤ n

Untuk n = 4:

λ2(u1,i) =

{
3− i; i = 1 ≤ idn

2
e

i− 2; i = dn
2
e+ 1 ≤ i ≤ n

Untuk n = 5:

λ2(u1,i) =





n− 4; i = 1

n− 2i + 1; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

3; i = dn
2
e

2; i = dn
2
e+ 1

2(i− 1)− n; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 3; i = n
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Untuk n ganjil dimana n ≥ 7:

λ2(u1,i) =





n− 5; i = 1

n− 2l + 1; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

3; i = dn
2
e

2; i = dn
2
e+ 1

2(i− 1)− n; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 3; i = n

Untuk n genap dimana n ≥ 6:

λ2(u1,i) =





n− 5; i = 1

n− 2i + 1; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

2; i = dn
2
e

3; i = dn
2
e+ 1

2(i− 1)− n; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 3; i = n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω2(c) = n(n+1)
2

ω2(ui) = λ(vi); i = 1 ≤ i ≤ n

ω2(vi) = λ(c) + λ(ui) + λ(vi+1) + λ(vi−1); i = 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga:

dis(Hn) ≤ n (4)

Dari batas kedua pada (3) dan (4) tersebut dapat disimpulkan bahwa dis(Hn)

= n. ¤

Gambar 4.2 mengilustrasikan contoh pelabelan ketakteraturan jarak dari

graf helm untuk dis(H3) = 3 dan dis(H4) = 4.
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Gambar 4.2 Pelabelan jarak pada graf helm

Graf bunga merupakan hasil penambahan satu sisi yang menghubungkan

titik c dengan titik ui dari graf helm, sehingga nilai ketakteraturan jarak dari

graf bunga sama dengan nilai ketakteraturan jarak dari graf helm seperti pada

teorema berikut.

♦ Teorema 4.3. Graf bunga Fln memiliki dis(Fln) = n.

Bukti. Graf bunga Fln adalah graf terhubung dengan himpunan titik

V (Fln) = {c} ∪ {ui, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vi, 1 ≤ i ≤ n}, serta himpunan sisi E(Fln) =

{cvi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {cui, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {uivi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vivi+1, 1 ≤ i ≤ n} de-

ngan banyaknya titik |V | = 2n+1 dan banyaknya sisi |E| = 4n. Pada graf bunga

memiliki derajat terkecil δ = 2 dan derajat terbesar ∆ = n. Berdasarkan Lemma

2.1, maka

dis(Fln) ≥
⌈ |V |+ δ − 1

∆

⌉

≥
⌈

2n + 1 + 2− 1

n

⌉

≥
⌈

2n + 2

n

⌉

Namun demikian, batas bawah ini dapat ditingkatkan sesuai dengan struktur

dari graf bunga menjadi dis(Fln) ≥ n. Titik bandul ui berderajat dua sehingga
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bobot tergantung pada label c dan label vi dimana i = 1 ≤ i ≤ n. Karena

tetangga dari setiap titik vi adalah c dan ui untuk i = 1 ≤ i ≤ n maka label

setiap titik vi harus berbeda. Jadi label terbesar yang minimal dari graf bunga

adalah n. Maka,

dis(Fln) ≥ n (5)

Untuk menunjukkan bahwa dis(Fln) ≤ n label titik dari graf bunga sebagai

berikut:

λ3(c) = λ2(c) = 1

Untuk n = 3, 4:

λ3(v1,i) = λ2(v1,i) = i; i = 1 ≤ i ≤ n

Untuk n ≥ 5:

λ3(v1,i) = λ2(v1,i) =

{
2i− 1; i = 1 ≤ i ≤ dn

2
e

2(n + 1− i); i = dn
2
e ≤ i ≤ n

Untuk n = 3:

λ3(u1,i) = λ2(u1,i) = 1; i = 1 ≤ i ≤ n

Untuk n = 4:

λ3(u1,i) =

{
2; i = 1 ≤ i ≤ dn

2
e

1; i = dn
2
e ≤ i ≤ n

Untuk n ganjil dimana n ≥ 5:

λ3(u1,i) =





n− 4; i = 1

n− 2i + 1; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

3; i = dn
2
e

2; i = dn
2
e+ 1

2(i− 1)− n; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 3; i = n
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Untuk n genap dimana n ≥ 6:

λ3(u1,i) =





n− 4; j = 1

n− 2i + 1; j = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

2; i = dn
2
e

3; i = dn
2
e+ 1

2(i− 1)− n; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 3; i = n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω3(c) = λ(ui) + λ(vi+1); i = 1 ≤ i ≤ n

ω3(ui) = λ(c) + λ(vi) + λ(ui+1) + λ(ui−1); i = 1 ≤ i ≤ n

ω3(vi) = λ(c) + λ(ui); i = 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga:

dis(Fln) ≤ n (6)

Dari batas kedua pada (5) dan (6) tersebut dapat disimpulkan bahwa dis

(Fln) = n. ¤

dis(Fl3) = 6

3

u1

9
v1

v2

27

u2u3

4
6

v4

8
v3

dis(Fl4) = 8

1

1

1
1

1

1

9

1

2

34

10

34

5
2

2
1

1

3

c

2

7

u1

u2u3

u4

v1

2
6

v2

5
v3

Gambar 4.3 Pelabelan jarak pada graf bunga
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Pada Gambar 4.3 diatas mengilustrasikan contoh pelabelan ketakteraturan

jarak dari graf bunga untuk dis(Fl3) = 3 dan dis(Fl4) = 4.

Graf kipas merupakan hasil dari operasi jumlah K1 + Pn, sehingga nilai

ketakteraturan jarak dari graf kipas sama dengan nilai ketakteraturan jarak dari

graf lintasan Pn seperti teorema berikut.

♦ Teorema 4.4. Graf kipas Fn memiliki dis(Fn) = dn
2
e.

Bukti. Graf kipas Fn adalah graf terhubung dengan himpunan titik V (Fn) =

{c}∪{vi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = n+2 dan himpunan sisi E(Fn) = {cvi; 1 ≤ i ≤
n} ∪ {vivi+1; 1 ≤ i ≤ n} dimana |E| = 2n + 1. Pada graf bunga memiliki derajat

terkecil δ = 2 dan derajat terbesar ∆ = n. Berdasarkan Lemma 2.1, maka

dis(Fln) ≥
⌈ |V |+ δ − 1

∆

⌉

≥
⌈

n + 2 + 2− 1

n

⌉

≥
⌈

n + 3

n

⌉

Namun demikian, batas bawah ini dapat ditingkatkan sesuai dengan struktur

dari graf kipas, sehingga dis(Fn) ≥ dn
2
e. Pada titik bandul memiliki derajat dua

sehingga bobot tergantung pada label ui dimana i = 1 ≤ i ≤ n. Karena tetangga

dari setiap titik ui adalah c dan ui+1 untuk i = 1 ≤ i ≤ n maka label setiap titik

ui harus berbeda. Jadi label terbesar yang minimal dari graf kipas adalah dn
2
e,

sehingga diperoleh

dis(Fn) ≥ dn
2
e (7)

Untuk menunjukkan bahwa dis(Fn) ≤ dn
2
e label titik dari graf kipas sebagai

berikut:

λ4(c) = λ1(c) = 1

Untuk n ≡ 0 mod 4 (n → 4, 8, 12, . . .) :

λ4(ui) =

{
n
2
− 2b i

4
c; i = 1 mod 2

i
2
; i = 0 mod 2
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Untuk n ≡ 2 mod 4 (n → 6, 10, 14, . . .) :

λ4(ui) =





n
2
− b i

4
c; i = 1, 3, 5

n
2
− 2b i

4
c − 1; i = 7, 9, . . . , n− 1

i
2
; i = 2, 4, . . . , n− 2

n
2
− 1; i = n

Untuk n ≡ 1 mod 2 (n → 5, 7, 13, . . .) :

λ4(ui) =





n+1
2
− b i+1

4
c; i = 1, 3, . . . , 2bn+13

4
c+ 1

n+1
2
− b i+1

4
c − 1; i = 2bn+13

4
c+ 3, . . . , n

d i+2
4
e; i = 2, 4, . . . , n− 5

n−5
2

; i = n− 3

2; i = n− 1

untuk n = 9 :

λ4(ui) =





n−5
2

; i = 1

d i+1
5
e; i = 2, 4, 6

d3(i+1)
n
2
e; i = 3, 5

n−1
2

; i = 7, 8

dn
2
e; i = n

untuk n = 11 :

λ4(ui) =





d i−1
4
e; i = 2, 4, . . . , n− 3

dn
2
e − d i+2

4
e; i = 1, 3, . . . , n− 2

dn
2
e − 1; i = n− 1

2; i = n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω4(c) = λ(vi−1) + λ(vi+1); i = 1 ≤ i ≤, n

ω4(vi) = λ(c) + λ(ui + 1) + λ(ui − 1); i = 1 ≤ i ≤, n

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga:
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dis(Fn) ≤ dn
2
e (8)

Dari batas kedua pada (7) dan (8) tersebut dapat disimpulkan bahwa dis(Fn)

= dn
2
e. ¤

dis(F4) = 2

2
v5

2213 v4v2v1
v3

dis(F5) = 3

1 1 10

2 5 4 3

7

35462

c c

2 1 2 2
v1

v2 v3 v4

Gambar 4.4 Pelabelan jarak pada graf kipas

Gambar 4.4 mengilustrasikan contoh pelabelan ketakteraturan jarak dari

graf kipas untuk dis(F4) = 2 dan dis(F5) = 3.

4.2 Nilai Ketakteraturan Jarak dari Gabungan Famili Graf Roda

Gabungan famili graf roda yang akan ditentukan nilai ketakteraturan jarak-

nya adalah graf friendship dan graf helm seperti pada teorema berikut.

♦ Teorema 4.5. Gabungan graf friendship isomorfis 2fn memiliki dis(2fn) =

2n + 1.

Bukti. Misalkan 2fn adalah gabungan saling lepas dari graf friendship un-

tuk n ≥ 3. Untuk menunjukkan bahwa dis(2fn) ≥ 2n + 1 yaitu dengan memberi

label tertinggi dari 1fn di titik pusat 2fn. Dengan demikian,

dis(2fn) ≥ 2n+1 (9)

Untuk menunjukkan bahwa dis(2fn) ≤ 2n + 1 label titik pada gabungan

graf friendship isomorfis sebagai berikut:

λ5(c1) = λ1(c) = 1

λ5(c2) = 2n

λ5(xk,i) = 2i + k − 1; i = 1 ≤ i ≤ n
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λ5(yk,i) = 2i + k − 2; i = 1 ≤ i ≤ n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω5(c) = ω1(c) = 2n(2n+1)
2

ω5(xi) = ω1(xi) = 2i; i = 1 ≤ i ≤ n

ω5(yi) = ω1(yi) = 2i + 1; i = 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga:

dis(2fn) ≤ 2n+1 (10)

Dari batas kedua pada (9) dan (10) dapat disimpulkan bahwa dis(2fn) =

2n + 1. ¤

Gambar 4.5 mengilustrasikan contoh pelabelan ketakteraturan jarak dari

gabungan isomorfis graf friendship untuk n = 3 dengan dis(2f3) = 7.

x1,3
c2

x1,2y1,2

y1,1

x1,1

y2,2

dis(2f3) = 7

y2,1

x2,1

x2,2

x2,3

⋃

y2,3y1,3
5

1

2

16

3 4

2

3

45

6

7

21

6

2

3

4 5

6

7

8

9

1011

12

13

27

c1

Gambar 4.5 Pelabelan jarak pada gabungan graf friendship isomorfis 2f3

♦ Teorema 4.6. Gabungan graf helm isomorfis 2Hn memiliki dis(2Hn) = 2n.

Bukti. Misalkan 2Hn adalah gabungan saling lepas dari graf helm un-

tuk n ≥ 6. Setiap titik pada bandul dari gabungan saling lepas graf helm

isomorfis mempunyai derajat 1 sehingga bobotnya merupakan label dari titik

yang bertetangga dengan masing-masing bandul. Berdasarkan Definisi 2.3, se-

tiap bobot pada titik harus berbeda maka label setiap titik pada siklus (titik
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yang bertetangga dengan titik bandul) harus berbeda. Karena ada sebanyak 2n

titik pada siklus, maka label tertinggi pada siklus paling sedikit adalah 2n. De-

ngan demikian,

dis(2Hn) ≥ 2n (11)

Untuk menunjukkan bahwa dis(2Hn) ≤ 2n label titik pada gabungan graf

helm isomorfis dimana s menyatakan banyaknya gabungan graf sebagai berikut:

λ6(c) = k

λ6(vk,i) =

{
2s(i− 1) + k; i = 1 ≤ i ≤ dn

2
e

2s(n− i) + k + s; i = dn
2
e+ 1 ≤ i ≤ n

Untuk n genap dimana n ≥ 6:

λ6(uk,i) =





s(n− 3)− 2k; i = 1 dan n− 1

s(n− 2)− 2k; i = 2 dan n

2n− 4i− 2k + 4; i = 3, . . . , bn
2
c − 1

8− 2k; i = dn
2
e − 1 dan dn

2
e+ 1

6− 2k; i = dn
2
e dan dn

2
e+ 2

4i− 2n− 2k − 2; i = dn
2
e+ 2, . . . , n− 2

Untuk n ganjil dimana n ≥ 7:

λ6(uk,i) =





s(n− 3)− 2k; i = 1 dan n− 1

s(n− 2)− 2k; i = 2 dan n

2n− 4i− 2k + 4; i = 3, . . . , bn
2
c − 1

6− 2k; i = dn
2
e − 1 dan dn

2
e+ 1

8− 2k; i = dn
2
e dan dn

2
e+ 2

4i− 2n− 2k − 2; i = dn
2
e+ 2, . . . , n− 2

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω6(c) =
∑

λ(uk,i)

ω6(uk,i) =
∑

λ(vk,i); i = 1 ≤ i ≤ n

ω6(vk,i) = λ(c) + λ(uk,i) + λ(vk,i+1) + λ(vk,i−1); i = 1 ≤ i ≤ n
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Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga:

dis(2Hn) ≤ 2n (12)

Dari batas kedua pada (11) dan (12) tersebut diatas dapat disimpulkan

bahwa dis(2Hn) = 2n. ¤

Pada gambar 4.6 mengilustrasikan contoh pelabelan ketakteraturan jarak

dari gabungan isomorfis graf helm untuk n = 8 dengan dis(2H8) = 16.

⋃

v1,8

v1,2

v1,3

3129
v1,5 v1,4

dis(2H8) = 16

24
u2,1

c2

u2,8

u2,7

u2,6

u2,5 u2,4

4
u2,3

u2,2

20
v2,8

18
v2,1

v2,2

v2,3

3230
v2,4v2,5

v2,6

v2,7

v1,6

v1,7

1

3 1

5

9

1315

11

7

10 8

8 10

46

2

2

4

68

1012

1416

21 2223 24

25 2627 28

8 6

8

4 2

2

6

911

1315

64

68

1012

1416

72

1

u1,1

3

u1,8

57 u1,2u1,7
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u1,3u1,6

u1,4u1,5

c1

1719
v1,1

Gambar 4.6 Pelabelan jarak pada gabungan graf helm isomorfis 2H8

4.3 Nilai Ketakteraturan Jarak dari Famili Graf Roda dengan Bandul

Famili graf roda dengan bandul yang akan ditentukan nilai ketakteraturan

jaraknya adalah graf friendship dan graf bunga seperti pada teorema berikut.

♦ Teorema 4.7. Graf friendship dengan bandul Pfn memiliki dis(Pfn) = 2n.

Bukti. Graf friendship dengan bandul Pfn adalah graf terhubung dengan

himpunan titik V (fn) = {c} ∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {zi, 1 ≤ i ≤ n},
himpunan sisi E(fn) = {cxi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xiyi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {cyi, 1 ≤ i ≤ n} ∪
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{xizi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yizi, 1 ≤ i ≤ n} dengan banyaknya titik |V | = 4n + 1 dan

banyaknya sisi |E| = 5n. Graf friendship dengan bandul dimana n ≥ 3 memiliki

derajat terkecil δ = 1 dan derajat terbesar ∆ = 2n. Berdasarkan Lemma 2.1,

maka

dis(fn) ≥
⌈ |V |+ δ − 1

∆

⌉

≥
⌈

4n + 1 + 1− 1

2n

⌉

≥
⌈

4n + 1

2n

⌉

Namun demikian, batas bawah ini dapat ditingkatkan sesuai dengan struk-

tur dari graf friendship dengan bandul dimana dis(Pfn) ≥ 2n. Pertama akan

ditunjukkan bahwa dis(Pfn) ≥ 2n. Titik bandul berderajat satu sehingga bobot

tergantung pada label xi dan yi dimana i = 1 ≤ i ≤ n. Karena tetangga dari

setiap titik xi dan yi adalah satu titik yaitu zi untuk i = 1 ≤ i ≤ n, maka label

titik zi merupakan bobot dari titik xi dan yi, sehingga label setiap titik zi harus

berbeda, kalau tidak maka bobot xi dan yi akan sama, yang menunjukkan kon-

tradiksi. Dengan demikian,

dis(Pfn) ≥ 2n (13)

Untuk menunjukkan bahwa dis(Pfn) ≤ 2n label titik dari graf friendship

sebagai berikut:

λ7(c) = 2n− 1

λ7(xi) = λ1(xi) = 2i; i = 1 ≤ i ≤ n

λ7(yi) = λ1(yi) = 2i− 1; i = 1 ≤ i ≤ n

λ7(zi) = 1; i = 1 ≤ i ≤ n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω7(c) = ω1(c) = 2n(2n+1)
2

ω7(xi) = 2i + 1; i = 1 ≤ i ≤ n

ω7(yi) = 2i + 2; i = 1 ≤ i ≤ n
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ω7(zi) =

{
2i; i = 1 ≤ i ≤ n; i ∈ xi

2i− 1; i = 1 ≤ i ≤ n; i ∈ yi

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga:

dis(Pfn) ≤ 2n (14)

Dari batas kedua pada (13) dan (14) tersebut diatas dapat disimpulkan

bahwa dis(Pfn) = 2n. ¤

Contoh pelabelan ketakteraturan jarak dari graf friendship dengan bandul

untuk n = 4 dengan dis(Pf4) = 8 disajikan pada Gambar 4.7.

y4

dis(Pf4) = 8

c

z1 z2

z3

z4

z5z6

z7

z8

x1

x3

x4

y1

y2

x2

y3

2 1

5

4

3

6

8

7

1 1

1

1

11

1

1

7

12

3

4

5 6

7

8

9 10

11

12

1314

15

16

36

Gambar 4.7 Pelabelan jarak pada graf friendship dengan bandul

Graf bunga dengan bandul merupakan penambahan satu sisi pada titik vi

dimana 1 ≤ i ≤ n. Karena terdapat penambahan satu sisi pada titik vi sehingga

terdapat perubahan bentuk dalam graf bunga. Untuk graf bunga dengan bandul

dapat dilihat pada Gambar 4.8 dengan nilai ketakteraturan jarak seperti pada

teorema berikut.

♦ Teorema 4.8. Graf bunga dengan bandul PFln memiliki dis(PFln) = n.
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Bukti. Graf bunga dengan bandul PFln adalah graf terhubung dengan

himpunan titik V (Fln) = {c} ∪ {ui, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vi, 1 ≤ i ≤ n}, himpunan sisi

E(Fln) = {cvi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {cui, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {uivi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vivi+1, 1 ≤ i ≤ n}
dengan banyaknya titik |V | = 3n + 1 dan banyaknya sisi |E| = 5n. Graf bunga

dengan bandul dimana n ≥ 3 memiliki derajat terkecil δ = 1 dan derajat terbesar

∆ = 2n. Berdasarkan Lemma 2.1, maka

dis(Fln) ≥
⌈ |V |+ δ − 1

∆

⌉

≥
⌈

3n + 1 + 1− 1

2n

⌉

≥
⌈

3n + 1

2n

⌉

Namun demikian, batas bawah ini dapat ditingkatkan sesuai dengan struk-

tur dari graf bunga dengan bandul menjadi dis(PFln) ≥ n. Titik bandul wi

berderajat satu sehingga bobot tergantung pada label vi dimana i = 1 ≤ i ≤ n.

Karena tetangga dari setiap titik vi adalah c, ui dan wi untuk i = 1 ≤ i ≤ n

maka label setiap titik vi harus berbeda. Jadi label terbesar yang minimal dari

graf bunga adalah n, sehingga diperoleh

dis(PFln) ≥ n (15)

Untuk menunjukkan bahwa dis(PFln) ≤ n label titik dari graf bunga de-

ngan bandul sebagai berikut:

λ8(c) = n

Untuk n = 3 :

λ8(ui) = 1; i = 1 ≤ i ≤ n

Untuk n = 4 :

λ8(ui) =

{
2; i = 1 ≤ i ≤ dn

2
e

1; i = dn
2
e+ 1 ≤ i ≤ n
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Untuk n = 5 :

λ8(ui) = λ3(ui) =





n− 4; i = 1

n− 2i + 1; i = 2, 3, . . . , dn
2
e − 1

3; i = dn
2
e

2; i = dn
2
e+ 1

n− 3; i = n

Untuk n ganjil dimana n ≥ 7 :

λ8(ui) =





n− 5; i = 1

n− 2i; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

2; i = dn
2
e

1; i = dn
2
e+ 1

2i− n− 3; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 4; i = n

Untuk n genap dimana n ≥ 6 :

λ8(ui) =





n− 5; i = 1

n− 2i; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

1; i = dn
2
e

2; i = dn
2
e+ 1

2i− n− 3; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 4; i = n

Untuk n = 3, 4 :

λ8(vi) = λ3(vi) = i; i = 1 ≤ i ≤ n

Untuk n ≥ 5 :

λ8(vi) = λ3(vi) =

{
2i− 1; i = 1 ≤ i ≤ dn

2
e

2(n + 1− i); i = dn
2
e+ 1 ≤ i ≤ n
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Untuk n = 3 :

λ8(wi) =

{
1; i = 1, 3

3; i = 2
Untuk n ≥ 4 :

λ8(wi) = 1; i = 1 ≤ i ≤ n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω8(c) = ω3(c) = λ(ui) + λ(vi); i = 1 ≤ i ≤ n

ω8(ui) = λ(c) + λ(vi); i = 1 ≤ i ≤ n

ω8(vi) = λ(c) + λ(ui) + λ(wi) + λ(vi+1) + λ(vi−1); i = 1 ≤ i ≤ n

ω8(wi) = λ(vi); i = 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga

dis(PFln) ≤ n (16)

Dari batas kedua pada (15) dan (16) tersebut dapat disimpulkan bahwa dis

(PFln) = n. ¤

Gambar 4.8 mengilustrasikan contoh pelabelan ketakteraturan jarak dari

graf bunga dengan bandul untuk dis(PFl5) = 5 dan dis(PFl6) = 6.
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Gambar 4.8 Pelabelan jarak pada graf bunga dengan bandul

4.4 Nilai Ketakteraturan Jarak pada Operasi dari Famili Graf Roda

dengan K1

Famili graf roda dengan K1 yang akan ditentukan nilai ketakteraturan jarak-

nya adalah graf friendship, graf helm, graf bunga, dan graf kipas seperti pada

teorema berikut.

♦ Teorema 4.9. Misalkan fn +K1 merupakan hasil dari operasi jumlah dari graf

friendship fn dengan graf komplit K1, maka dis(fn + K1) = 2n.

Bukti. Graf friendship fn join graf komplit K1 adalah graf terhubung den-

gan himpunan titik V (fn + K1) = {c} ∪ {k} ∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yi, 1 ≤ i ≤ n},
himpunan sisi E(fn+K1) = {ckxi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {kxiyi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {ckyi, 1 ≤ i ≤ n}
dengan banyaknya titik |V | = 2n+2 dan banyaknya sisi |E| = 5n+1. Graf friend-

ship memiliki derajat terkecil δ = 2 dan derajat terbesar ∆ = 2n+1. Berdasarkan
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Lemma 2.1, maka

dis(fn) ≥
⌈ |V |+ δ − 1

∆

⌉

≥
⌈

2n + 2 + 2− 1

2n + 1

⌉

≥
⌈

2n + 3

2n + 1

⌉

Namun demikian, batas bawah ini dapat ditingkatkan sesuai dengan struk-

tur dari graf friendship join K1 menjadi dis(fn + K1) ≥ 2n. Untuk setiap titik k

selalu dilabeli dengan 2, maka

dis(fn+K1) ≥ 2n (17)

Untuk menunjukkan bahwa dis(fn+K1) ≤ 2n label titik dari graf friendship

join K1 sebagai berikut:

λ9(c) = 1

λ9(k) = 2

λ9(xi) = λ1(xi) = 2i; i = 1 ≤ i ≤ n

λ9(yi) = λ1(yi) = 2i− 1; i = 1 ≤ i ≤ n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω9(c) = ω1(c) = 2n(2n+1)
2

+ λ(k)

ω9(xi) = 2i + λ(k); i = 1 ≤ i ≤ n

ω9(yi) = 2i + λ(k) + 1; i = 1 ≤ i ≤ n

ω9(k) = λ(c) + λ(xi) + λ(yi); i = 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga diperoleh

dis(fn+K1) ≤ 2n (18)

Dari batas kedua pada (17) dan (18) tersebut dapat disimpulkan bahwa

dis(fn + K1) = 2n. ¤

Gambar 4.9 mengilustrasikan pelabelan ketakteraturan jarak dari graf friend-

ship join graf komplit K1 untuk n = 3 dengan dis(f3 + K1) = 6 dan untuk n = 4
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dengan dis(f4 + K1) = 8.
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Gambar 4.9 Pelabelan jarak pada graf friendship join K1

Pada graf helm join K1 merupakan penambahan satu titik k yang terhubung

dengan semua titik yang dimiliki oleh graf helm. Penentuan nilai ketakteraturan

jarak dari graf helm join graf komplit K1 diperoleh seperti pada teorema berikut.

♦ Teorema 4.10. Misalkan Hn + K1 merupakan hasil dari operasi jumlah dari

graf helm Hn dengan graf komplit K1, maka dis(Hn + K1) = n.

Bukti. Graf helm Hn join graf komplit K1 adalah graf terhubung dengan

himpunan titik V (Hn +K1) = {c} ∪ {k} ∪ {ui, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vi, 1 ≤ i ≤ n}, him-

punan sisi E(Hn+K1) = {ckvi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {kuivi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {kvivi+1, 1 ≤ i ≤ n}
dengan banyaknya titik |V | = 2(n + 1) dan banyaknya sisi |E| = 5n + 1. Graf

helm dengan simpul n ≥ 3 memiliki derajat terkecil δ = 2 dan derajat terbesar
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∆ = 2n + 1. Berdasarkan Lemma 2.1, maka

dis(Hn) ≥
⌈ |V |+ δ − 1

∆

⌉

≥
⌈

2n + 2 + 2− 1

2n + 1

⌉

≥
⌈

2n + 3

2n + 1

⌉

Namun demikian, batas bawah ini dapat ditingkatkan sesuai dengan struk-

tur dari graf helm join graf komplit K1 menjadi dis(Hn + K1) ≥ n. Untuk setiap

titik K selalu dilabeli dengan 2, maka

dis(Hn+K1) ≥ n (19)

Untuk menunjukkan bahwa dis(Hn + K1) ≤ n label titik dari graf helm

sebagai berikut:

λ10(c) = λ2(c) = 1

λ10(k) = 2

Untuk n = 3, 4:

λ10(v1,i) = λ2(v1,i) = i; i = 1 ≤ i ≤ n

Untuk n ≥ 5:

λ10(v1,i) = λ2(v1,i) =

{
2i− 1; i = 1 ≤ i ≤ dn

2
e

2(n + 1− i); i = dn
2
e+ 1 ≤ i ≤ n

Untuk n = 3:

λ10(u1,i) = λ2(u1,i) = 1; i = 1 ≤ i ≥ n

Untuk n = 4:

λ10(u1,i) = λ2(u1,i) =

{
3− i; i = 1 ≤ i ≤ dn

2
e

i− 2; i = dn
2
e+ 1 ≤ i ≤ n
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Untuk n = 5 :

λ10(u1,i) = λ2(u1,i) =





n− 4; i = 1

n− 2i + 1; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

3; i = dn
2
e

2; i = dn
2
e+ 1

2(i− 1)− n; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 3; i = n

Untuk n ganjil dimana n ≥ 7:

λ10(u1,i) = λ2(u1,i) =





n− 5; i = 1

n− 2i + 1; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

3; i = dn
2
e

2; i = dn
2
e+ 1

2(i− 1)− n; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 3; i = n

Untuk n genap dimana n ≥ 6:

λ10(u1,i) = λ2(u1,i) =





n− 4; i = 1

n− 2i + 1; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

2; i = dn
2
e

3; i = dn
2
e+ 1

2(i− 1)− n; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 3; i = n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω10(c) = n(n+1)
2

+ λ(k)

ω10(ui) = λ(vi) + λ(k); i = 1, 2, . . . , n

ω10(vi) = λ(c) + λ(k) + λ(ui) + λ(vi+1) + λ(vi−1); i = 1 ≤ i ≤ n
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ω10(k) = λ(c) + λ(ui) + λ(vi); i = 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga

dis(Hn+K1) ≤ n (20)

Dari batas kedua pada (19) dan (20) tersebut dapat disimpulkan bahwa dis

(Hn + K1) = n. ¤

Gambar 4.10 mengilustrasikan pelabelan ketakteraturan jarak dari graf helm

join graf komplit K1 untuk n = 3 dengan dis(H3 + K1) = 3 dan untuk n = 4

dengan dis(H4 + K1) = 4.
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Gambar 4.10 Pelabelan jarak pada graf helm join K1

Penentuan nilai ketakteraturan jarak dari graf bunga dengan graf komplit

K1 dijabarkan seperti pada teorema berikut.

♦ Teorema 4.11. Misalkan Fln + K1 merupakan hasil dari operasi jumlah dari

graf bunga dengan graf komplit K1, maka dis(Fln + K1) = n.

Bukti. Graf bunga Fln join graf komplit K1 adalah graf terhubung dengan

himpunan titik V (Fln+K1) = {c} ∪ {k} ∪ {ui, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {vi, 1 ≤ i ≤ n}, him-

punan sisi E(Fln+K1) = {ckvi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {ckui, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {kuivi, 1 ≤ i ≤ n}
∪ {kvivi+1, 1 ≤ i ≤ n} dengan banyaknya titik |V | = 2(n + 1) dan banyaknya sisi

|E| = 6n + 1. Graf bunga dengan simpul n ≥ 3 memiliki derajat terkecil δ = 2
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dan derajat terbesar ∆ = 2n + 1. Berdasarkan Lemma 2.1, maka

dis(Fln) ≥
⌈ |V |+ δ − 1

∆

⌉

≥
⌈

2n + 2 + 2− 1

2n + 1

⌉

≥
⌈

2n + 3

2n + 1

⌉

Namun demikian, batas bawah ini dapat ditingkatkan menjadi dis(Fln +

K1) ≥ n. Untuk setiap titik K selalu dilabeli dengan 2, maka

dis(Fln+K1) ≥ n (21)

Untuk menunjukkan bahwa dis(Fln + K1) ≤ n label titik dari graf bunga

sebagai berikut:

λ11(c) = λ3(c) = 1

λ11(k) = 2

Untuk n = 3, 4:

λ11(v1,i) = λ3(v1,i) = i; i = 1 ≤ i ≤ n

Untuk n ≥ 5:

λ11(v1,i) = λ3(v1,i) =

{
2i− 1; i = 1 ≤ i ≤ dn

2
e

2(n + 1− i); i = dn
2
e+ 1 ≤ i ≤ n

Untuk n = 3:

λ11(u1,i) = λ3(u1,i) = 1; i = 1 ≤ i ≤ n

Untuk n = 4:

λ11(u1,i) = λ3(u1,i) =

{
2; i = 1 ≤ i ≤ dn

2
e

1; i = dn
2
e+ 1 ≤ i ≤ n
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Untuk n ganjil dimana n ≥ 5:

λ11(u1,i) = λ3(u1,j) =





n− 4; i = 1

n− 2i + 1; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

3; i = dn
2
e

2; i = dn
2
e+ 1

2(i− 1)− n; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 3; i = n

Untuk n genap dimana n ≥ 6:

λ11(u1,i) = λ3(u1,i) =





n− 4; i = 1

n− 2i + 1; i = 2 ≤ i ≤ dn
2
e − 1

2; i = dn
2
e

3; i = dn
2
e+ 1

2(i− 1)− n; i = dn
2
e+ 2 ≤ i ≤ n− 1

n− 3; i = n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω11(c) = λ(k) + λ(ui) + λ(vi+1); i = 1 ≤ i ≤ n

ω11(k) = λ(c) + λ(ui) + λ(vi+1); i = 1 ≤ i ≤ n

ω11(ui) = λ(c) + λ(k) + λ(vi) + λ(ui+1) + λ(ui−1); i = 1 ≤ i ≤ n

ω11(vi) = λ(c) + λ(k) + λ(ui); i = 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga:

dis(Fln+K1) ≥ n (22)

Dari batas kedua pada (21) dan (22) tersebut dapat disimpulkan bahwa dis

(Fln + K1) = n. ¤

Gambar 4.11 mengilustrasikan pelabelan ketakteraturan jarak dari graf bunga

join graf komplit K1 untuk n = 3 dengan dis(Fl3 + K1) = 3 dan untuk n = 4

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


53

dengan dis(Fl4 + K1) = 4.
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Gambar 4.11 Pelabelan jarak pada graf bunga join K1

Teorema terakhir yang diperoleh dari penelitian ini adalah penentuan nilai

ketakteraturan jarak dari graf kipas join graf komplit K1 seperti pada pembahasan

berikut.

♦ Teorema 4.12. Misalkan Fn + K1 merupakan hasil dari operasi jumlah dari

graf kipas dengan graf komplit K1, maka dis(Fn + K1) = dn
2
e.

Bukti. Graf kipas Fn join graf komplit K1 adalah graf terhubung dengan

himpunan titik V (Fn + K1) = {c} ∪ {k} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ n} dimana |V | = n + 2

dan himpunan sisi E(Fn + K1) = {ckvi; 1 ≤ i ≤ n}∪ {kvivi+1; 1 ≤ i ≤ n} dimana

|E| = 3n. Graf kipas dengan simpul n ≥ 3 memiliki derajat terkecil δ = 2 dan

derajat terbesar ∆ = n + 1. Berdasarkan Lemma 2.1, maka

dis(Fn) ≥
⌈ |V |+ δ − 1

∆

⌉

≥
⌈

n + 2 + 2− 1

n + 1

⌉

≥
⌈

n + 3

n + 1

⌉

Namun demikian, batas bawah ini dapat ditingkatkan sesuai dengan struk-

tur dari graf kipas join graf komplit K1 sehingga dis(Fn + K1) ≥ dn
2
e. Untuk
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setiap titik K selalu dilabeli dengan 2, maka

dis(Fn+K1) ≥ dn
2
e (23)

Untuk menunjukkan bahwa dis(Fn + K1) ≤ dn
2
e label titik dari graf bunga

sebagai berikut:

λ12(c) = λ4(c) = 1

λ12(k) = 2

Untuk n ≡ 0 mod 4 (n → 4, 8, 12, . . .) :

λ12(ui) = λ4(ui) =

{
n
2
− 2b i

4
c; i = 1 mod 2

i
2
; i = 0 mod 2

Untuk n ≡ 2 mod 4 (n → 6, 10, 14, . . .) :

λ12(ui) = λ4(ui) =





n
2
− b i

4
c; i = 1, 3, 5

n
2
− 2b i

4
c − 1; i = 7, 9, . . . , n− 1

i
2
; i = 2, 4, . . . , n− 2

n
2
− 1; i = n

Untuk n ≡ 1 mod 2 (n → 5, 7, 13, . . .) :

λ12(ui) = λ4(ui) =





n+1
2
− b i+1

4
c; i = 1, 3, . . . , 2bn+13

4
c+ 1

n+1
2
− b i+1

4
c − 1; i = 2bn+13

4
c+ 3, . . . , n

d i+2
4
e; i = 2, 4, . . . , n− 5

n−5
2

; i = n− 3

2; i = n− 1

untuk n = 9 :

λ12(ui) = λ4(ui) =





n−5
2

; i = 1

d i+1
5
e; i = 2, 4, 6

d3(i+1)
n
2
e; i = 3, 5

n−1
2

; i = 7, 8

dn
2
e; i = n
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untuk n = 11 :

λ12(ui) = λ4(ui) =





d i−1
4
e; i = 2, 4, . . . , n− 3

dn
2
e − d i+2

4
e; i = 1, 3, . . . , n− 2

dn
2
e − 1; i = n− 1

2; i = n

Dari pelabelan tersebut diperoleh bobot:

ω12(c) = λ(k) + λ(vi−1) + λ(vi+1); i = 1 ≤ i ≤ n

ω12(k) = λ(c) + λ(vi−1) + λ(vi+1); i = 1 ≤ i ≤ n

ω12(vi) = λ(c) + λ(k) + λ(ui + 1) + λ(ui − 1); i = 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian bobot setiap titik adalah berbeda, sehingga

dis(Fn+K1) ≤ dn
2
e (24)

Dari batas kedua pada (23) dan (24) tersebut dapat disimpulkan bahwa dis

(Fn + K1) = dn
2
e. ¤

Gambar 4.12 mengilustrasikan pelabelan ketakteraturan jarak dari graf kipas

join graf komplit K1 untuk n = 4 dengan dis(F4 + K1) = 2 dan untuk n = 8 de-

ngan dis(F8 + K1) = 4.
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Gambar 4.12 Pelabelan jarak pada graf kipas join K1
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa:

1. dis dalam pelabelan ketakteraturan jarak pada famili graf roda tunggal dari:

(a) graf friendship dis(fn) = 2n;

(b) graf helm dis(Hn) = n;

(c) graf bunga dis(Fln) = n;

(d) graf kipas dis(Fn) = dn
2
e dengan n ≥ 4.

2. dis dalam pelabelan ketakteraturan jarak pada gabungan isomorfis famili

graf roda dari:
(a) gabungan isomorfis graf friendship dis(2fn) = 2n + 1;

(b) gabungan isomorfis graf helm dis(2Hn) = 2n dengan n ≥ 6.

3. dis dalam pelabelan ketakteraturan jarak pada famili graf roda dengan ban-

dul dari:
(a) graf friendship dengan bandul dis(Pfn) = 2n;

(b) graf bunga dengan bandul dis(PFln) = n.

4. dis dalam pelabelan ketakteraturan jarak pada famili graf roda dengan K1

dari:
(a) graf friendship join graf komplit dis(fn + K1) = 2n;

(b) graf helm join graf komplit dis(Hn + K1) = n;

(c) graf bunga join graf komplit dis(Fln + K1) = n;

(d) graf kipas join graf komplit dis(Fn + K1) = dn
2
e dengan n ≥ 4.

57
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5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan ketakteraturan jarak pada

famili graf roda, maka peneliti memberikan saran antara lain:

1. Peneliti lain dapat melakukan penelitian tentang pelabelan ketakteraturan

jarak pada anggota famili graf roda yang lain dan gabungan secara umum

dari famili graf roda baik yang isomorfis maupun yang non-isomorfis;

2. peneliti lain dapat menjadikan hasil dari penelitian ini sebagai acuan dalam

menentukan nilai ketakteraturan jarak (dis) pada graf-graf khusus yang lain

baik tunggal maupun gabungannya.
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