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RINGKASAN

Analisis Super (a,d) — H Antimagic Total Dekomposisi pada Graf Ten-
sor Product C, ® P,; Agrita Kanty Purnapraja, S.Pd, 131820101012; 2015:
87 halaman; Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam, Universitas Jember.

Seiring berjalannya waktu, pelabelan ajaib pada graf berkembang men-
jadi pelabelan selimut H-anti ajaib yang diperkenalkan oleh Inayah (2013). Peneliti-
an tentang pelabelan selimut terhadap suatu graf khusus mulai berkembang ke
pelabelan selimut pada hasil operasi graf. Berdasarkan konsep dekomposisi-H dan
operasi pada graf, pada tesis ini akan menganalisis suatu pelabelan dekomposisi
(a,d) — H-anti ajaib pada graf operasi tensor product.

Graf operasi tensor product yang akan diteliti yaitu graf C3 ® P, untuk
n > 4 dan n genap. Gabungan saling lepas graf C3 ® P, dinotasikan dengan
mC3 ® P, dengan n > 4, n genap, dan m > 2. Tujuan dari penelitian ini adalah
untuk mengetahui batas atas graf C's ® P, tunggal dan gabungan saling lepasnya,
mengetahui apakah graf C3® P,, memiliki pelabelan super (a, d)-H antimagic total
dekomposisi, dan menganalisis pelabelan super (a, d) —H antimagic total dekom-
posisi pada generalisasi graf operasi tensor product tunggal dan gabungannya.

Metode penelitian yang digunakan adalah metode deduktif aksiomatik, yaitu
dengan menurunkan beberapa aksioma dan teorema yang sudah ada. Sehingga

diperoleh teorema-teorema baru sebagai berikut:

a. Graf C3 ® P, tunggal memiliki pelabelan super (a,d)-H antimagic total
dekomposisi untuk d < 54 dan gabungannya mC's ® P, memiliki d < 72.

b. Ada pelabelan total dekomposisi pada graf C5® P, untuk d = {0, 2,4, 6, 8, 10,
12,14, 16,18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 36, 38,40, 42, 44,46, 54} diantaranya
(41n — 4,8), (391, 12), (33n + 12,24), (54n — 30, 30), (18n + 42,54) — Cg an-
timagic total dekomposisi dimana n > 4. Ada pelabelan total dekomposisi
pada graf mC3® P, untuk d = {0, 2,4, 6, 8,10, 12,14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28,
30, 32, 38,48} diantaranya yaitu (39mn — 12m + 12k, 12), (41mn — 14m +
10,8) — (4 antimagic total dekomposisi dimana n > 4 dan m > 2.

Vil
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c. Graf tensor product C, ® P, konektif memiliki batas atas d < 672 dan ada
pelabelan super (10rn+9n—4r+12+(r—3)(2rn+15n—4)+(r—3)(r—4)(3n—
2),4r), (6rn+7r+21+4(r—3)(2rn+r+19)+(r—3)(r—4)(3), 6r?),(6rn+6n+
4r+18+(r—3)(2rn+6n+14)+ (r—3)(r —4)(n+2), 4r* +2r)-Cy, antimagic
total dekomposisi pada graf C,. ® P, untuk n > 4 dan r > 3. Graf mC, ® P,
memiliki batas atas d < 8r? dan ada pelabelan super (10mrn — 4mr +
I9mn+ 12+ (r —3)(2mnr + 15mn —8m +8) + (r — 3)(r — 4)(3mn — 2m), 4r),
(6mrn + 3mr +4r + 21 + (r — 3)(2mnr + mr 4+ 19) + (r — 3)(r — 4)(3), 6r%),
(6mrn+6mn+3m+4r+ 15+ (r — 3)(2mrn+6mn+m+ 13) + (r — 3)(r —
4)(mn + 2),4r? + 2r)-Cy,-antimagic total dekomposisi untuk n > 4, r > 3,
dan m > 2.

Dari kajian diatas ada beberapa pelabelan yang belum ditemukan sehingga

dalam penelitian ini diajukan open problem yaitu:

a. Masalah terbuka 4.4.1 Pelabelan super (a, d)-H antimagic total dekom-
posisi pada graf C5® P, dengan n > 4 untuk d < 54 selain d € {0, 2,4, 6, 8, 10,
12,14, 16,18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 36, 38,40, 42, 44,46, 54 }.

b. Masalah terbuka 4.4.2 Pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekom-
posisi pada gabungan saling lepas graf mCs ® P,,, dengan n > 4 dan m > 2
untuk d < 72 selain d € {0,2,4,6,8,10, 12,14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32,
38,48}.

c. Masalah terbuka 4.4.3 Pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekom-
posisi pada graf C, ® P, dimana n > 4 untuk d < 6r? selain d € {4r, 4r? +
2r, 6r°}.

d. Masalah terbuka 4.4.4 Pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekom-
posisi pada graf mC, ® P, dimana n > 4, r > 3, dan m > 2 untuk d < 82
selain d € {4r,4r% + 2r, 6r?}.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dewasa ini, matematika sebagai ilmu dasar (basic science) mempunyai pe-
ranan penting terhadap kemajuan teknologi yang berkembang dengan pesat. Mate-
matika mampu menjawab permasalahan - permasalahan yang ada dalam kehidup-
an dengan cepat dan tepat serta dapat dipertanggungjawabkan. Matematika ter-
diri dari beberapa cabang ilmu, antara lain : matematika murni, matematika
komputasi, matematika diskrit, matematika statistik, dan lain sebagainya.

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu dari matematika diskrit. Graf
digunakan untuk mempresentasikan objek diskrit dan hubungan antara objek
tersebut. Representasi visual dari graf adalah dengan menyatakan objek sebagai
noktah, bulatan atau titik, sedangkan hubungan antara objek tersebut dinyatakan
dengan garis atau sisi. Aplikasi teori ini telah banyak digunakan pada beberapa
bidang. Beberapa aplikasi tersebut misalnya adalah pencarian lintasan terpendek,
persoalan melihat hubungan pertemanan dalam suatu jaringan internet, persoalan
tukang pos Cina, dan lain sebagainya

Topik yang menarik pada teori graf adalah masalah pelabelan graf. Pela-
belan graf G adalah sebuah pemetaan dari elemen-elemen graf G terhadap bilang-
an bulat positif. Disebut pelabelan titik (vertez labeling) jika domainnya adalah
himpunan titik pada graf GG, sedangkan jika domainnya adalah himpunan sisi pada
graf G maka pelabelannya disebut pelabelan sisi (edge labeling). Apabila domain-
nya adalah kedua himpunan tersebut maka disebut pelabelan total (total labeling).
Kemudian Kotzig and Rosa (1970) dan Dougall et al. (2002) secara berturut-turut
mengenalkan pelabelan total sisi-ajaib dan pelabelan total titik-ajaib.

Pelabelan total ajaib kemudian dikembangkan menjadi pelabelan selimut
ajaib yang pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek (1963). Gutierrez and Llado
(2005) menyebutkan bahwa suatu graf G = (V(G), E(G)) dikatakan memiliki
pelabelan selimut H-ajaib jika setiap garis pada E(G) termuat dalam subgraf
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‘H dari G yang isomorfik dengan H. Dalam hal ini H merupakan subgraf dari
G. Oleh Inayah (2013) kemudian dikembangkan suatu pelabelan selimut H-anti
ajaib, dengan penjelasan bahwa suatu pelabelan selimut H- anti ajaib pada graf G
adalah sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat jumlahan yang merupakan deret
aritmatika a,a + d,a +2d, ..., a+ (t — 1)d.

Setiap pelabelan graf memiliki nilai batas atas d yang berbeda dan nilai d
tidak tunggal (Dafik et al., 2009). Nilai d < s dengan d adalah bilangan bulat non
negatif dan s merupakan nilai terbesar d dalam suatu graf. Tujuan menentukan
batas atas untuk mengetahui nilai beda maksimum guna mencari pelabelan super
(a,d)-H-antimagic covering. Hasil- hasil pelabelan super (a,d)-H-antimagic cov-
ering yang sudah ditemukan diantaranya adalah pelabelan selimut (a,d)-H anti
ajaib super pada graf fan, sun, dan generalized petersen oleh Karyanti (2012).
Inayah (2013) juga meneliti mengenai suatu pelabelan selimut (a,d)-H-antimagic
covering pada graf kipas F;, dan graf roda W,,.

Kajian graf terus bermunculan karena peneliti meninggalkan masalah ter-
buka. Penelitian tentang pelabelan selimut terhadap suatu graf khusus mulai
berkembang ke pelabelan selimut pada hasil operasi graf. Dari banyak macam op-
erasi graf, peneliti mengambil operasi tensor product yang belum pernah diteliti
sebelumnya. Selimut yang terpisah sempurna disebut dekomposisi. Berdasarkan
konsep dekomposisi-H dan operasi pada graf, pada tesis ini akan menganalisis su-
atu pelabelan dekomposisi (a,d) — H-anti ajaib pada graf operasi tensor product
C,® F,.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah dalam

penelitian ini yaitu:

a. Berapa batas atas d super (a,d)-H-antimagic total dekomposisi pada graf

operasi tensor product C, ® P, tunggal dan gabungannya?

b. Apakah graf operasi tensor product memiliki pelabelan super (a,d)-H-antimagic

total dekomposisi C). ® P, tunggal dan gabungannya?
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c. Bagaimana analisis pelabelan super (a,d) — H antimagic total dekomposisi
pada generalisasi graf operasi tensor product C, ® P, tunggal dan gabun-

gannya?’

1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang di atas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

a. menentukan batas atas d super (a,d)-H-antimagic total dekomposisi pada

graf operasi tensor product C, ® P, tunggal dan gabungannya;

b. menentukan fungsi bijektif super (a,d)-H-antimagic total dekomposisi pada

graf operasi tensor product C, ® P, tunggal dan gabungannya;

c. menganalisis pelabelan super (a,d) — H antimagic total dekomposisi pada

generalisasi graf operasi tensor product C, ® P, tunggal dan gabungannya.

1.4 Hal Baru dalam Penelitian

Hal-hal baru dalam penelitian ini adalah disamping grafnya merupakan graf
populer (wellknown) yaitu graf cycle dan graf path, juga dikaji tentang operasinya
yang berupa tensor product. Selanjutnya dikaji tentang keberadaan super (a,d)-
H-antimagic total dekomposisi melalui teknik pengembangan pola pada (a,d) —H

antimagic titik dekomposisi.

1.5 Batasan Masalah
Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, maka

dalam penelitian ini masalahnya dibatasi pada:

a. graf yang dilabeli merupakan graf yang terhubung, graf sederhana dan tidak

berarah;

b. graf yang digunakan dalam penelitian yaitu graf operasi C's ® P,, merupakan
hasil operasi tensor product dari graf cycle Cs dengan graf path P, untuk

tunggal dan gabungannya;
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gabungan graf C3 ® P, merupakan gabungan graf yang saling isomorfis;
graf C3 ® P, dimana n bilangan bulat dan n > 4

graf mC3 ® P, dimana m dan n bilangan bulat, m > 2 dan n > 4.

Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

menambah wawasan baru dalam bidang teori graf mengenai covering graf
salah satunya adalah pengembangan super (a, d)-H-antimagic total dekom-

posisi pada graf operasi tensor product;

hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai perluasan ilmu atau
pengembangan ilmu dalam masalah pelabelan super (a, d)-H-antimagic to-

tal dekomposisi pada graf operasi tensor product;

memotivasi peneliti lain untuk mengembangkan penelitian dalam bidang
pelabelan super (a, d)-H-antimagic total dekomposisi pada berbagai macam

operasi graf.
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2.1 Konsep Dasar Graf

Graf G adalah pasangan himpunan (V) E') dengan V' adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V'
yang disebut sebagai sisi (Harris et al., 2008). Dalam hal ini V' adalah himpunan
tak kosong dari semua titik (vertex)={vq,vs,...,v,} dan E adalah himpunan sisi
(edges) yang menghubungkan sepasang titik ={ey, e, ..., e, }. Dalam sebuah graf,
harus ada (vertex) minimal satu sedangkan sisi (edge) tidak ada jumlah minimal
sehingga boleh kosong. Jadi satu titik (vertex) saja sudah dapat dikatakan seba-
gai graf.

Titik-titik pada graf diberi simbol angka, simbol huruf, atau dengan meng-
gunakan keduanya. Misalkan v; dan vy adalah titik pada suatu graf, maka sisi
yang menghubungkan titik v; dan ve dinyatakan dengan pasangan (vq, vy) atau
dengan lambang ey, es, €3, ..., e,.Pada Gambar 2.1 graf G; merupakan graf yang
terdiri dari satu vertex yaitu v dan graf G5 merupakan graf yg terdiri dari dua

verter yaitu v; dan vy dengan sisi (vq, vy) atau e;.

. () &

€3

G1 GQ
Gambar 2.1 Graf

Graf G adalah graf dengan : V(G)={1,2,3,4,5}, E(G)={(1,2),(1,4), (1, 3),
(2,5),(2,4),(5,4),(3,4)}. Sedangkan G, adalah graf dengan : V(G)={1,2,3,4,5},
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E(G)={(1,2),(1,4),(1,3),(2,5),(2,4), (5,4),(3,4), (5,4), (3,3)} atau dapat ditulis

dengan E(G) = {ey, €2, €3, €4, €5, €6, €7, €5, €9}

Sisi yang menghubungkan dua titik yang sama disebut loop dan apabila ada
dua buah atau lebih sisi yang menghubungkan dua titik disebut multiple edges
(Harris et al., 2008). Pada Gambar 2.2 dapat dilihat, G3 tidak memiliki loop

maupun edge pararel, sedangkan pada G, memiliki loop yaitu es, eg, €7 dan eg

€5 €6
€1
€9 €2
€4
€ €3 er
Gy

Gambar 2.2 Contoh graf tidak memiliki loop dan graf yang memiliki loop dan sisi paralel

dan edge pararel yaitu ey.

G

Order n dari graf G adalah banyaknya titik di G, yakni n = |V| (Harris
et al., 2008). Graf yang ordernya hingga disebut dengan graf hingga. Sebagai
contoh, pada Gambar 2.3 G5 adalah graf yang mempunyai order 6 sedangkan G
memiliki order 5.

Misal pada graf G terdapat 2 titik v; dan v;, dua buah titik pada graf
G dikatakan berdekatan (adjacent) bila keduanya terhubung langsung dengan
sebuah sisi. Atau dapat ditulis singkat dengan notasi e = (v;,v;) € E(G). Suatu
graf G dengan (v;,v;) € V(G) jika e = (v;,v;) € E(G) maka dikatakan e insiden
(incident) dengan titik v; atau e insiden dengan titik v,.

Derajat (degree) dari titik v di G adalah jumlah sisi yang berhubungan
dengan v (Chung and Lu, 2002). Secara matematis di tulis deg(v). Setiap titik
v pada graf G mempunyai derajat yang sama, maka graf GG disebut graf reguler.

Jika titik x di graf Gg pada Gambar 2.3 mempunyai derajat 0 artinya tidak
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mempunyai tetangga dengan titik yang lain maka titik x disebut titik terisolasi
(isolated wvertex). Titik yang mempunyai derajat satu disebut titik akhir (end
vertex) atau daun (leaf). Sebuah graf G dikatakan r-reguler atau reguler pada
derajat r, jika setiap titik pada G mempunyai derajat r. Sebagai contoh pada
Gambar 2.3 (G5 adalah graf 4-reguler dan G¢ adalah graf dengan titik terisolasi.
Komplemen dari graf G dinotasikan G adalah graf dengan himpunan titik
V(G) = V(@) dimana bila titik u, v bertetangga pada G jika dan hanya jika titik
u, v tidak tetangga pada G (Harris et al., 2008). Gambar 2.4 adalah contoh graf

dan komplemennya.

G5 GG

Gambar 2.3 Contoh graf reguler dan graf dengan titik terisolasi

Jarak d(u,v) antara dua titik yaitu v dan v pada graf G adalah panjang
lintasan terpendek dari titik v dan v (Harris et al., 2008). Jika tidak ada lintasan
dari titik v ke v, maka jarak d(u,v) = oco. Sebagai contoh pada Gambar 2.5
jarak dari titik 1 ke titik 9 d(1,9) = 3 sedangkan jarak dari titik 1 ke titik 11
d(1,11) =

Suatu walk (jalan) adalah suatu barisan berhingga dari vertex dan edge
secara bergantian dimulai dan diakhiri dengan vertex. Suatu walk yang memiliki
vertex akhir dan awal sama, maka disebut dengan closed walk (jalan tertutup).
Sedangkan apabila verter awal dan akhir berbeda, maka dinamakan open walk
(jalan terbuka). Suatu walk yang tiap sisinya berbeda disebut trail (jejak) (Biggs

et al., 1986). Contoh trail yaitu vy, ey, vg, €11, V7, €10, vg, es, 110 pada G1g. Closed
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Gambar 2.4 Contoh graf dan komplemennya

€6
€1 €1 1
612

Go

Gr

Gambar 2.5 Trail, path, dan cycle
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trail (jejak tertutup) adalah suatu trail dengan simpul awal dan akhir sama. Con-
toh closed trail yaitu vq, €9, v3, €5, Us, €4, V4, €3, V9 pada Gg. Sedangkan path (lin-
tasan) merupakan suatu walk yang memiliki vertex berbeda kecuali pada vertex
awal dan akhir. Path adalah trail, tetapi tidak semua trail adalah path. Contoh
path yaitu vy, e, vg, €11, U7, €9, Us, €7, V10, €6, Us, €5, U3, €3, Ua, €2, V1 pada graf Gyg.
Cycle dari suatu graf G adalah suatu closed path (lintasan tertutup). Contoh
cycle yaitu vy, eqg, vg, €3, V10, €7, Us, €9, U7 pada graf Gyg.

Misal u dan v titik pada graf G. Titik v dikatakan tetangga (adjacent) u
jika ada sisi e yang menghubungkan titik v dan v, yaitu e = wv. Himpunan semua
tetangga dari titik v dinotasikan dengan N (v) yang disebut neighbourhood. Titik
v disebut tetangga neighbour dari u. Jika e = uv adalah sisi pada graf G maka e
dikatakan menempel (incident) pada titik u dan v. Contohnya pada gambar 2.6,
titik v; adalah adjacent titik v, dan v, tetapi titik vy bukan adjacent titik vs, vg
dan vy, titik v3 dan sisi e3 adalah incident tetapi titik vy dan sisi eg bukan ncident
(Harris et al., 2008).

Suatu graf disebut graf terhubung (connected graph), jika untuk setiap
pasang titik v; dan v; di dalam himpunan V terdapat path dari v; ke v; (Chartrand
and Lesniak, 1986). Jika tidak, maka G disebut graf tak terhubung (disconnected
graph). Graf yang hanya terdiri atas satu titik saja (tanpa sisi) tetap dikatakan
terhubung, karena titik tunggalnya terhubung dengan dirinya sendiri. Graf Gy,
pada Gambar 2.7 merupakan graf terhubung, sedangkan graf G5 merupakan graf
tak terhubung.

Graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa kategori berdasarkan sifat dan
sudut pandang pengelompokkannya. Pengelompokan graf dapat dipandang ber-
dasarkan banyaknya titik, ada tidaknya sisi ganda atau loop, dan orientasi arah
pada sisi.

Berdasarkan banyaknya titik graf dikelompokkan menjadi dua jenis yaitu
graf berhingga dan graf tak berhingga. Graf hingga (unlimited graph) memi-
liki titik sebanyak n atau berhingga. Sedangkan graf tak berhingga (limited
graph) adalah graf yang memiliki titik sebanyak n atau tak hingga. Secara umum

berdasarkan orientasi arah graf dikelompokkan menjadi dua jenis yaitu graf ber-
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.61

€4 €2

(0
€3

es €6

€7

Gambar 2.6 Adjacent dan incident

24

Gu Gz

Gambar 2.7 Contoh graf terhubung dan graf tak terhubung
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arah (directed graph) dan tak berarah (undirected graph) (Harris et al., 2008).

Berdasarkan ada tidaknya sisi ganda atau loop, graf dibedakan menjadi
dua jenis yaitu graf sederhana (simple graph) dan graf tak sederhana. Graf tak
sederhana dikelompokkan menjadi dua jenis lagi yaitu graf ganda (multigraph)
yang mengandung sisi ganda saja dan graf semu (pseudograph) yang mengandung

sisi ganda dan loop (Harris et al., 2008).

o—©O
o —O & o

o0

G13 G14

Gambar 2.8 Graf hingga dan tak hingga

NN

G15 G16

Gambar 2.9 Graf tak berarah dan graf berarah

Sebuah sisi pada graf G maka G — {e} adalah sebuah graf yang dihasilkan
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dari G dengan menghapus sisi e. Jika G — {e} tidak terhubung maka e disebut

jembatan (bridge). Secara umum, jika F; adalah himpunan sisi dalam G maka
G — FE; adalah graf yang dihasilkan dari G dengan menghapus semua sisi F;
(Harris et al., 2008).

L0

Gambar 2.10 Graf sederhana, graf ganda, dan graf semu.

€1
€2 €2
es es es es /X
€4 €4 €4
G G — {e1} G —{ui}

Gambar 2.11 Graf terpotong

Misal v adalah titik pada sebuah graf G, dengan G — {v} adalah sebuah graf
yang dihasilkan dari G dengan menghapus titik v dan semua sisi yang adjacent
pada v. Jika G — {v} adalah tak terhubung, maka v disebut titik potong (cut-
verter) (Chartrand and Oellermann, 1993). Dan jika V; adalah himpunan titik
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pada G maka G — V; adalah graf yang dihasilkan dari G' dengan menghapus
semua titik pada V; dan semua sisi yang adjacent pada titik tersebut. Gambar
2.11 menunjukkan contoh graf G — {es} adalah hasil penghapusan sisi e, dari G
dan graf G — {vg}adalah hasil penghapusan titik vg dari G.

Misalkan G = (V, E), secbuah graf H = (1}, E}) adalah subgraf dari G jika
V(H) C V(G), yaitu jika titik-titik dari H juga titik-titik dari G dan E(H) C
E(G) yaitu, jika sisi-sisi dari H juga sisi-sisi gari G. Dengan kata lain, H =
(Vi, E1) adalah subgraf dari G = (V, E) jika V(H) C V(G) dan E(H) C E(G).

Gambar 2.12 menunjukkan bahwa graf Gioo memuat V' (Gag)=v1, v2, v3, v4 dan
E(Gog)=e1, e, €3, €4, e5. Graf G memuat V(Gay)=v1,v9, vy dan E(Gay)=e, es.
Ka- rena V(Ga1) C V(Go) dan E(Gg1) C E(Gy) maka Gy merupakan subgraf
dari Gog.

Dua buah graf yang sama tetapi secara geometri berbeda disebut graf yang
saling isomorfis (Isomorphic Graph) (Munir, 2010). Dua buah graf, G, dan Gas
dikatakan isomorfis jika terdapat korespondensi satu-satu antara simpul-simpul
keduanya dan antara sisi-sisi keduanya sedemikian sehingga hubungan kebersisian
tetap terjaga. Dengan kata lain, misalkan sisi e bersisian dengan simpul v dan v
di G2, maka sisi € yang berkoresponden di o3 harus bersisian dengan simpul
u' dan v' yang di G3. Dua buah graf yang isomorfis adalah graf yang sama,
kecuali penamaan simpul dan sisinya saja yang berbeda. Ini benar karena sebuah
graf dapat digambarkan dalam banyak cara. sebagai contoh dapat dilihat pada
gambar 2.13.

Lintasan Euler ialah lintasan yang melalui masing-masing sisi di dalam graf
tepat satu kali (Harris et al., 2008). Sirkuit Euler ialah sirkuit (lintasan tertutup)
yang melewati masing-masing sisi tepat satu kali. Graf yang mempunyai sirkuit
Euler disebut graf Euler (Eulerian graph). Graf yang mempunyai lintasan Euler
dinamakan juga graf semi-Euler (semi-FEulerian graph). Pada Gambar 2.14 Lin-
tasan Euler pada graf Gos: 1,2,3,4,5,1, sedangkan Sirkuit Euler pada graf Gy :
8,1,5,6,4,3,6,1,2,3,7,2,8.

Lintasan Hamilton ialah lintasan yang melalui tiap simpul di dalam graf
tepat satu kali (Harris et al., 2008). Sirkuit Hamilton ialah sirkuit (lintasan ter-
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€4 €1 €4 €1
€5 €5

Gao G

Gambar 2.12 Contoh graf dengan subgrafnya

tutup) yang melalui tiap simpul di dalam graf tepat satu kali, kecuali simpul asal
(sekaligus simpul akhir) yang dilalui dua kali. Graf yang memiliki sirkuit Hamilton
dinamakan graf Hamilton, sedangkan graf yang hanya memiliki lintasan Hamil-
ton disebut graf semi-Hamilton. Pada gambar 2.15, graf Go; memiliki lintasan
Hamilton, misal 3,2,1,4. Graf Gs memiliki lintasan Hamilton, misal 1,2,3,4,1.
Sedangkan graf Ga9 tidak memiliki lintasan maupun sikuit Hamilton. Perbedaan
sirkuit Euler dan sirkuit Hamilton yaitu, dalam sirkuit Euler semua garis harus
dilalui tepat satu kali sedangkan sirkuit hamilton semua titik harus dikunjungi

tepat satu kali.

Gop Gas Goy

Gambar 2.13 G99 isomorfis dengan Ga3, tetapi tidak isomorfis dengan Gog
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G25 G26

Gambar 2.14 Lintasan dan Sirkuit Euler

AAA

G27 G28 G29

Gambar 2.15 Graf dengan lintasan Euler dan lintasan Hamilton
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Gabungan dari dua graf Gy dan G5, dinotasikan dengan Gs3g U G3y, didefi-
nisikan sebagai graf dengan himpunan titiknya adalah V' (G39) U V(G351) dan him-
punan sisi E(Gzy) U E(Gs;). Pada Gambar 2.16, graf G merupakan gabungan
graf G539 dan G3q, yaitu G = G539 U Gg;.

Graf gabungan mG didefinisikan sebagai gabungan saling lepas dari m buah
kopi graf GG, atau dapat juga dikatakan sebagai graf dengan m komponen, dimana
setiap komponennya adalah graf G. Dengan kata lain mG = G, U Gy U G3 U ...
U Gy, dengan G| = Gy = G3 = ... = G, = (. Misal graf G mempunyai p titik
dan g sisi, maka graf mG mempunyai mp titik dan mgq sisi (Wijaya and Kristiana,
2001). Gambar 2.16 merupakan contoh gabungan dua buah graf C3 @ P, yaitu
graf G539 dan (G3; menjadi graf Gz, = 203 ® Ps.

RARLIRKK

G30 G31 32

Gambar 2.16 Contoh gabungan graf

2.2 Aplikasi Graf

Teori graf dapat digunakan dalam berbagai bidang salah satunya kriptografi.
Kriptografi (cryptography) adalah ilmu dan seni untuk menjaga keamanan pesan
(Schneier, 1996). Beberapa contoh kriptografi yaitu Caesar Chipers, Af fine
Chipers, dan Vigenere Chiper. Salah satu graf yang dapat diterapkan dalam
kriptografi yaitu graf pohon. Graf pohon adalah graf terhubung yang tidak men-
gandung sirkuit serta memiliki akar dan daun (Even, 2011). Beberapa istilah

dalam graf pohon yaitu:

a. Simpul adalah elemen pohon yang berisi informasi/data dan penunjuk per-
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cabangan

b. Tingkat (level) suatu simpul ditentukan dengan pertama kali menentukan
akar sebagai bertingkat 1. Jika suatu simpul dinyatakan sebagai tingkat
N, maka simpul-simpul yang merupakan anaknya dikatakan berada dalam
tingkat N 4+ 1. Ada pula yang menyatakan bahwa akar berada pada tingkat
0 dan simpul-simpul lainnya dinyatakan bertingkat 1 lebih tinggi

c. Derajat (degree) suatu simpul dinyatakan sebagai banyaknya generasi atau
turunan dari simpul tersebut. Pada gambar 2.17 simpul A mempunyai de-
rajad 2, B mempunyai derajad 2, C mempunyai derajad 3, E mempun-
yai derajad 2. Simpul berderajat 0 disebut dengan daun (leaf). Simpul
D,I,J.F,G,H berderajad 0, disebut dengan daun. Daun juga sering disebut
dengan simpul luar (ezternal node), sehingga simpul lain kecuali akar juga

sering disebut dengan simpul dalam (internal node)

Gambar 2.17 Struktur graf pohon

d. Tinggi (height) atau kedalaman (depth) dari suatu pohon adalah tingkat
maksimum dari simpul dalam pohon tersebut dikurangi dengan 1. Graf po-

hon pada gambar 2.17 mempunyai tinggi atau kedalaman 3
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Dafik (2015) memberikan contoh aplikasi dari super (a,d)-edge antimagic
graph labeling. Aplikasi tersebut digunakan untuk membangun kalimat sandi dari
sebuah pesan yang dikeluarkan oleh perusahaan perbankan agar bersifat rahasia.
Dalam contoh yang dikembangkan dalam buku pidato pengukuhan profesornya
dituliskan dalam kalimat berikut: ”Perubahan PIN sudah diproses, PIN
baru anda adalah 702222”. Pada thesis ini, kalimat rahasia dari pesan di
atas akan kembangkan melalui teknik pelabelan super (a,d) — H antimagic total
dekomposisi.

Pertama kali harus didata huruf dan angka yang digunakan dalam pesan di
atas yaitu a, b, d, e, h, 1,1, n, 0, p, 1, 8, u, 2, 7, 0 (spasi dan tanda baca diabaikan).
Setelah mengetahui huruf dan angka yang digunakan dibangunlah diagram pohon
yang berakar di label 1, kemudian lengkapilah dengan label sisinya sedemikian
hingga bobot total sisinya membentuk barisan aritmatika dengan d=12, pelabelan
antimagic dekomposisi pada graf C5 @ Fs.

Gambar 2.18 menunjukkan pelabelan pada graf C's ® Ps dengan d = 0 dan
gambar 2.19 adalah graf tree dengan pelabelan yang sama pada graf C3 ® Py
dengan d = 12.

Kemudian letakkan huruf-huruf yang digunakan sesuai urutan abjad, dan
urutkan label sisinya, maka terlihat bahwa ciphertext dari huruf a=1930213223 ,
b=1930213228 , d=19302137, e=19302642, h=1930264733, i=1930264738, 1=194439,
n=193525, 0=19354122, p=19354127, r=193546, s=2440, u=244520, 0=244531,
2=244536, 7=243429.

Dengan demikian pesan rahasia tanpa spasi dan tanda baca menjadi: 193541
27193026421935462445201930213228193021322319302647331930213223193525193
541271930264738193525 2440244520193021371930213223193026473319302137193
02647381935412719354619354122244019302642244019354127193026473819352519
30213228193021322319354624452019302132231935251930213719302132231930213
22319302137193021322319443919302132231930264733243429244531244536244536
244536244536.

Agar lebih efisien, kombinasikan label sisi tadi dengan cara menerapkan

teknik cryptosystem mudolo 26 terhadap masing-masing hurufnya a=mod (1930213
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Gambar 2.19 Graf tree

223,26)=3, b=mod(1930213228,26)=8, d=mod(19302137,26)=23, e=mod (193026
42,26)= 8, h=mod(1930264733,26)="7, i=mod(1930264738,26)= 12, l=mod (19443
9,26)= 11, n=mod(193525,26)= 7, o=mod(19354122,26)= 8, p=mod(19354127,26)
= 13, r=mod(193546,26)=2, s=mod(2440,26)= 22, u=mod(244520,26)= 16, 0=

mod(244531,26)= 1, 2=mod(244536,26)= 6, T=mod(243429,26)= 17. Berdasarkan
pengkodean polyalphabetic dimana 0=a, 1=b, 2=c, 3=d, 4=e, 5=f, 6=g, 7=h,
8=i, 9=j, 10=k, 11=l], 12=m, 13=n, 14=0, 15=p, 16=q, 17=r, 18=s, 19=t, 20=u,
21=v, 22=w, 23=x, 24=y, dan 25=z, maka hasil konversinya yaitu a=d, b=i, d=x,
e=i, h=h, i=m, I=1, n=h, o=i, p=n, r=c, s=w, u=q, 0=b, 2=g, dan 7=r. Sehingga
dihasilkan pesan rahasia sebagai berikut: "nicqidhdh nmh wqxdh xmnciwiw, nmh
idcq dhxd dxdldh rbgggg”. Apabila pesan rahasia tersebut dikembalikan ke pesan
semula menjadi " Perubahan PIN sudah diproses, PIN baru anda adalah 702222”
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2.3 Graf Khusus
Terdapat beberapa jenis graf khusus. Berikut didefinisikan beberapa graf

khusus yaitu :

a. Graf path yang dilambangkan dengan P, dimana n > 1. Graf path mem-
punyai n titik, dan n — 1 sisi (Diestel, 2005). Gambar 2.22 menunjukkan
satu contoh graf path dengan n = 4.

Gambar 2.20 Graf path Py

b. Graf cycle yang dilambangkan dengan C,, dimana n > 3. Graf Cycle mem-
punyai n titik, dan n sisi (Pemmaraju and Skiena, 2003). Gambar 2.21

menunjukkan satu contoh graf cycle dengan n = 6.

Gambar 2.21 Graf cycle Cg


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

22

c. Graf komplit yang dilambangkan dengan K, dimana n > 1. Graf komplit
mempunyai n titik, dan @ sisi (Pirnot and Thomas, 2000). Gambar

2.20 menunjukkan satu contoh graf komplit dengan n = 4.

Gambar 2.22 Graf Komplit Ky

d. Graf wheel yang dilambangkan dengan W,, adalah sebuah graf yang terdiri
dari graf cycle dengan jumlah titik n —1 dan masing-masing terhubung den-
gan satu titik yang disebut hub (Pemmaraju and S.Skiena, 2003). Jumlah
sisinya yaitu sebanyak 2n — 2. Gambar 2.23 menunjukkan satu contoh graf

wheel dengan n = 7.

Wz

Gambar 2.23 Graf wheel Wy
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2.4 Operasi Kombinasi Graf
a. Crown product G = G ® Gy adalah operasi crown dua buah graf. Operasi
crown diperoleh dengan menempatkan salinan G; dan |V (Gy)| salinan dari
G dan kemudian digabungkan ke setiap titik G'; dengan simpul dalam satu
salinan (G5 sedemikian rupa sehingga semua simpul dalam salinan yang sama
pada G2 bergabung dengan tepat satu titik dari G; (Chartrand and Zhang,
2008). Gambar 2.26 menunjukkan contoh graf G = C5 ® Ky dimana C

adalah graf circle.

Gambar 2.24 Graf G = C5 0 P

b. Cartesian Product G = GG, adalah operasi cartesian dua buah graf.
Cartesian product dari G; dan G5 adalah graf yang sedemikian hingga him-
punan titiknya merupakan Cartesian product dari V(Gy) x V(G2) dan sem-
barang dua titik yaitu (u,u’) dan (v,v’) adjacent di G;00G; jika dan hanya
jika u = v dan ' adjacent dengan v" pada G atau v’ = v’ dan u adjacent
dengan v pada G; (Imrich et al., 2008). Gambar 2.25 menunjukkan contoh
graf G = C3 x P, dimana P adalah graf path dan C' adalah graf cycle.

c. Tensor Product G = G; ® G5 adalah operasi tensor dua buah graf. Ten-
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Gambar 2.25 Graf G = C3 x Py

sor product dari Gy dan G5 adalah graf yang sedemikian hingga himpunan
titiknya merupakan Cartesian product dari V(G1) x V(G3) dan sembarang
dua titik yaitu (u,u’) dan (v,v’) adjacent di G; ® G2 jika dan hanya jika o’
adjacent dengan v’ dan u adjacent dengan v (Hahn and Sabidussi, 1997).
Gambar 2.25 menunjukkan contoh graf G = C3 x P, dimana P adalah graf
path dan C' adalah graf cycle.

Cs Py C3® Py
Gambar 2.26 Graf C3 ® P»

2.5 Batas Atas d pada Graf
Sebelum pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib (super) untuk suatu ke-
las graf dikonstruksi, dicari batas atas d. Batas atas d untuk pelabelan se-

limut (a,d) — H-anti ajaib disajikan pada Lema Misalkan G = (V(G), E(G)) dan
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H = (V(H); E(H)) adalah graf sederhana dan berhingga dengan |V (G)| = vg,
|E(G)| =eq, |V(H)| =vg, dan |E(H)| = ey.

Lema berikut memuat tentang batas atas d untuk pelabelan selimut (a,d) —
H- anti ajaib pada graf sebarang menurut Dafik et al. (2013). Pada Lema 2.5.1
disajikan tentang batas atas d untuk pelabelan super (a,d) — H-antimagic to-
tal dekomposisi disertai buktinya karena dipandang penting untuk mengarahkan

peneliti pada generalisasi graf tensor product.

Lemma 2.5.1. Jika sebuah graf G memiliki pelabelan super (a,d)-H-antimagic

total selimut maka batas atas d adalah d < (pG_pH)p’Zfl(qG_QH)QH, untuk s = |H;|,

V(@) = pe, |E(G) = qa, |V(H)| = pu, dan |E(H)| = qu.

Bukti. f(V)=1,2,...,pdan f(E)=p+1,...,p+¢q

Misalkan graf G mempunyai pelabelan (a,d)-H-antimagic covering dengan
fungsi total f(total) = {1,2,3,4,5,6,...,p+ ¢} maka himpunan bobot sisi sebuah
grafadalah a,a + d,a+ 2d, ... ,a + (s — 1)d dimana a merupakan bobot sisi terke-
cil yang dapat ditulis 1 +2+ ... +pg+ (pe+ 1)+ (pc +2) + ...+ (pc + qu)-

Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin dari sisi terbe-
sar adalah pg +pg —1+pg —2+ ...+ (pc — (pa — 1)) + (pa + qa) + (P + 9c —
1)+ (e + 46 —2) + ... + (P + g — (qu — 1))

Untuk nilai terkecil berlaku:

a > 1+2+..+pg+g+1)+(pg+2)+ ..+ (pg + qu)

= %{(1+PH)+QHPG+Q7H(1+QH)
b Ph w0

> 4, A iz 17
a_2—|—2+quG+2+2
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Untuk nilai terbesar berlaku:

a+(s—1)d < pg+pe—1+pg—24..4+(pg— (pag—1))+ (pc + qc)

+(pa+aqe—1) +(pa+aqa—2)+ ... + (pa + qa — (qg — 1))
—1 —1

b q
= DuDG — H2 (1+ (pg — 1)) + qupa + qupc — H2 (1+
(qu — 1))
pg — 1 qy — 1
a+(s—=1)d < pupc— H2 (pu) + qupc + qupe — H2 (qm)
Kemudian nilai d yaitu:
pa — 1 g — 1
(s—=1)d < pupc— 7 (pu) + qupc + qupc — 9 (qu) —a
[orP o 1 qr — 1 pu D}
< pupg — 5 (pu) + qupc + qupc — 5 (qu) — (7 +Z
2
41 | 9m
+anpey + )
P . DH % qu pa Py qm | 4h
< i R _ g, &= ord | PH ) A HH
< pape -5+ tape— 5+ (S )

IA

PHPG + qHVG — Phr — On

IA

pPubPG — pi] + quvg — Q?{

IN

(PG - PH)PH + (CJG = CJH)QH
(pe — pu)pe + (96 — qu)qu

(s —1)

=Y
IA

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d < (E&=pmp ’;’fch_q}’ Jar

jika graf G memiliki pelabelan super (a,d)-H-antimagic total dekomposisi dari

berbagai famili graf. 0

2.6 Fungsi Bijektif dan Barisan Aritmatika
Secara umum, fungsi dari himpunan A ke himpunan B didefinisikan sebagai
aturan yang memetakan setiap anggota himpunan A(dinamakan sebagai domain)

kepada tepat satu anggota himpunan B(dinamakan sebagai kodomain) (Loehr,
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2011). Istilah ”fungsi”, "pemetaan”, "peta”’, ”transformasi”, dan ”operator” bi-
asanya dipakai secara sinonim.

Anggota himpunan yang dipetakan dapat berupa apa saja (kata, orang, atau
objek lain), namun biasanya yang dibahas adalah besaran matematika seperti

bilangan riil. Untuk mendefinisikan fungsi dapat digunakan notasi berikut.
f:A—B

yang artinya bahwa fungsi f yang memetakan setiap elemen himpunan A kepada
B. Jenis-jenis fungsi ada tiga, yaitu fungsi injektif, surjektif dan bijektif.

Fungsi f: A — B disebut fungsi satu-satu atau fungsi injektif jika dan hanya
jika {a1, a2 € A, a1 # as} maka f(a1) # f(az).

Fungsi f: A — B disebut fungsi kepada atau fungsi surjektif jika dan hanya
jika untuk setiap b dalam kodomain B terdapat paling tidak satu a dalam domain
A sehingga berlaku f(a) = b. Dengan kata lain, suatu kodomain fungsi surjektif
sama dengan kisarannya (range).

Fungsi f: A — B disebut disebut fungsi bijektif apabila fungsi tersebut
merupakan fungsi injektif sekaligus surjektif. Gambar 2.27 menunjukkan fungsi
injektif, surjektif dan bijektif.

Barisan yang dibentuk dengan cara menambah atau mengurangi suku se-
belumnya dengan suatu bilangan tetap tertentu disebut barisan aritmatika.

(a)2,6,10,14,18, ...

(b)50, 40, 30, 20, 10, . ...

Barisan (@) mempunyai beda, b = 4. Barisan (a) disebut barisan aritmetika
naik karena nilai suku-sukunya makin besar. Barisan (b) mempunyai beda, b =
—10. Barisan (b) disebut barisan aritmetika turun karena nilai suku-sukunya
makin kecil. Suatu barisan Uy, Us, Us, ... disebut barisan aritmetika jika selisih
dua suku yang berurutan adalah tetap. Nilai untuk menentukan suku ke-n dari
barisan aritmetika. perhatikan kembali contoh barisan (a). 2, 6, 10, 14, 18, ....
Misalkan Uy, U, Us, ... adalah barisan aritmetika tersebut maka

Uy =2=2+4(0)

Up=6=2+4=2+4(1)

U3=10=2+4+4=2+4(2)
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Gambar 2.27 (a) fungsi injektif, (b) fungsi surjektif dan (c) fungsi bijektif

Up=2+4(n-1).
Secara umum, jika suku pertama (U;) = a dan beda suku yang berurutan

adalah b maka dari rumus U,, = 2 + 4(n — 1) diperoleh 2 adalah a dan 4 adalah
b. Oleh sebab itu, suku ke-n dapat dirumuskan

Up=a+bn—-1)

Barisan aritmatika yang mempunyai beda positif disebut barisan aritmatika,
sedangkan jika bedanya negatif disebut barisan aritmatika turun. Uy, U, Us, .. .,
U,_1, U, disebut barisan aritmatika jika Uy —U; =Us3—-Us = ... =U, —U,_1 =
konstanta.

Barisan aritmatika juga ada yang bertingkat. Sebagai contoh ada barisan
(¢)2,4,7,11,.... Barisan ¢ memiliki beda yang membentuk barisan (d)2, 3,4, ...
dan selanjutnya barisan d mempunyai beda b = 1. Untuk mencari U,, dari barisan

¢ dapat menggunakan rumus sebagai berikut:

moe (n—1)my N (n—1)(n — 2)my

Un =21 1! 2l

dengan m( = suku awal pada barisan semula, m; = suku awal pada barisan
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tingkat pertama yang dibentuk, dan ms = suku awal pada barisan tingkat kedua

yang dibentuk atau beda konstan yang diproleh. Sehingga U,, barisan c yaitu

mo (n—1m; (n—1)(n—2)my

Un =30 1! 2!
2 (n—=12 ®*-3n+2)1
L 1 2
_onP4n+2
B 2

Barisan ini dipakai pada saat generalisasi pelabelan super (a,d) — H an-

timagic total dekomposisi pada graf tensor product.

2.7 Aksioma, Lemma, Teorema, Akibat, Dugaan dan Masalah Ter-
buka

Aksioma adalah proposisi yang diasumsikan benar. Aksioma tidak memer-
lukan pembuktian kebenaran lagi. Teorema adalah proposisi yang sudah terbukti
benar. Bentuk khusus dari teorema adalah lemma dan akibat. Lemma adalah
teorema sederhana yang digunakan dalam pembuktian teorema lain. Lemma
biasanya tidak menarik namun berguna pada pembuktian proposisi yang lebih
kompleks, yang dalam hal ini pembuktian tersebut dapat lebih mudah dimengerti
bila menggunakan sederetan lemma, setiap lemma dibuktikan secara individual
(Munir, 2010).

Akibat adalah teorema yang dapat dibentuk langsung dari teorema yang
telah dibuktikan, atau dapat dikatakan akibat adalah teorema yang mengikuti
dari teorema lain. Dugaan adalah sebuah proposisi yang dipradugakan sebagai
hal yang nyata, benar, atau asli, sebagian besarnya didasarkan pada landasan
inkonklusif (tanpa simpulan). Dugaan bertentangan dengan hipotesis (oleh kare-
nanya bertentangan pula dengan teori, aksioma, atau prinsip), yang merupakan
pernyataan yang mengandung perjanjian menurut landasan yang dapat diter-
ima. Di dalam matematika, dugaan adalah proposisi yang tidak terbuktikan atau
tidak memerlukan bukti atau juga teorema yang dianggap pasti benar adanya.

Masalah terbuka adalah beberapa masalah yang dapat secara akurat dinyatakan,
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dan belum diselesaikan (tidak ada solusi untuk diketahui). Contoh masalah ter-
buka dalam matematika, yang telah diselesaikan dan ditutup oleh peneliti di akhir
abad kedua puluh, adalah Teorema Terakhir Fermat dan empat warna teorema

peta.

2.8 Pelabelan Graf
2.8.1 Definisi Pelabelan Graf

Pelabelan graf adalah suatu pemetaan satu-satu dan onto (fungsi bijektif)
yang memetakan himpunan dari elemen-elemen graf (titik dan sisi) ke himpunan
bilangan bulat positif (Dafik, 2007). Secara umum, fungsi f yang memetakan
himpunan A ke dalam B disebut fungsi satu-satu jika setiap elemen dalam A
mempunyai bayangan yang berbeda pada B dan disebut onto jika dan hanya jika
range f sama dengan B. Secara lebih singkat, f : A — B adalah satu-satu jika
f(a) = f(a’) maka a = o’ dan merupakan onto jika f(A) = B. Sehingga, fungsi
yang memetakan himpunan elemen-elemen graf ke himpunan bilangan bulat posi-
tif disebut fungsi bijektif jika tidak ada dua buah elemen yang berbeda pada graf
yang mempunyai bayangan yang sama atau dengan kata lain semua elemen pada
graf dinomori dengan bilangan bulat positif yang berbeda. Secara matematik,

definisi pelabelan graf dapat dituliskan sebagai berikut:

Pelabelan graf G = (V| F) adalah suatu pemetaan : D — N, dimana D : domain,
N : himpunan label dari G. Jika,

» D =V maka disebut pelabelan titik

» D = F maka disebut pelabelan sisi

» D =V U FE maka disebut pelabelan total

Pada pelabelan titik, jumlah label dua titik yang menempel pada suatu sisi
disebut bobot sisi. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama maka disebut
pelabelan titik sisi ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang berbeda dan
himpunan bobot sisi dari semua sisi membentuk barisan aritmatika dengan suku
pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut disebut pelabelan titik sisi anti
ajaib (edge antimagic vertez labelling (EAVL) (Dafik et al., 2008).

Sedangkan dalam pelabelan total, bobot sisi diartikan sebagai jumlah label
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sisi dan label dua titik yang menempel pada suatu sisi. Jika semua sisi mempunyai
bobot sisi yang sama maka pelabelan tersebut disebut pelabelan total-sisi-ajaib.
Jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang berbeda dan himpunan bobot sisi dari
semua sisi membentuk barisan aritmetika dengan suku pertama a dan beda d
maka pelabelan tersebut disebut pelabelan total sisi anti ajaib (pelabelan total
sisi antimagic) (Dafik et al., 2008).

2.8.2 Pelabelan Selimut-H

Sebuah graf G dikatakan memuat selimut H = {H,, Hy, Hs, ..., Hy} dengan
sifat setiap sisi di G termuat sekurang-kurangnya satu graf H; yang isomorik
dengan subgraf H untuk suatu ¢ € {1,2,...,h} (Gutierrez and Llado, 2005).
Pelabelan selimut-H pada graf G didefnisikan bahwa G = (V, G) memuat sebuah
selimut H maka sebuah fungsi bijektif f : VUE — 1,2,...|V|+|E| adalah sebuah
pelabelan ajaib-H dari G jika terdapat bilangan bulat positif yang disebut jumlah-
ajaib sedemikian sehingga untuk setiap subgraf H' = (V'  E’) dari G isomorik
terhadap H yang mempunyai total label w(H) konstan dimana diperoleh

wH)= Y fV)+ > f(E)

veEV (H) e€E(H)

Jika himpunan titik merupakan pemetaan bijektif f ke himpunan 1,2, ... |G| maka

dinamakan pelabelan H-ajaib super.

2.8.3 Pelabelan Dekomposisi-H

Jika selimut-H dari G memiliki sifat yaitu setiap sisi G termuat dalam tepat
satu graf H; untuk suatu ¢ € {1,2,...,h}, maka selimut-H disebut dekomposisi-
H jika semua subgraf isomorfik dengan graf H , E(H;) N E(H;) = () untuk ¢ # j
dan ', E(H;) = E(G) (Subbiaha and Pandimadevib, 2014). Dalam hal ini,
G dikatakan memuat dekomposisi-H atau G terdekomposisi atas H. Dengan
kata lain, dekomposisi dari graf G didefinisikan dengan jumlah dari subgraf H;
pada graf G yang merupakan suatu dekomposisi jika dan hanya jika tidak ada
penggunaan sisi secara bersama dalam dua subgraf H;.

Gambar 2.28 menunjukkan bahwa graf W memuat selimut-C's dan Py memuat


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

32

dekomposisi- P, sedangkan dan Gambar 2.29 menunjukkan pelabelan titik, pela-

belan sisi, pelabelan selimut, dan pelabelan dekomposisi.

Wr Py

Gambar 2.28 Graf W7 dan Py

2.9 Hasil - hasil Penelitian Pelabelan Selimut dan Dekomposisi H-
Antimagic
Beberapa rangkuman hasil pelabelan selimut dan dekomposisi super (a, d) —
‘H-antimagic pada graf konektif dan diskonektif yang dapat digunakan sebagai
rujukan penelitian ini. Beberapa ringkasan hasil penelitian pelabelan selimut H-
Antimagic yang juga dapat digunakan sebagai rujukan dalam penelitian ini akan

disajikan sebagai berikut :

Tabel 2.1: Ringkasan pelabelan selimut super (a,d)-H-

antimagic.
Graf a d Hasil
Wy, (Wheel) 3hn +5 d=3 H=0Cs

2hn +3h+n d=1
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Graf a d Hasil
(Inayah, 2013)
P, 1.(Generalized Petersen ) 3+ 14n — 3|n/2] d=2 H=K3
(Karyanti, 2012)
F,(Fan) 12+ 4n + |n/2] d=14 H=0Cs
8 +6n+ [n/2] d=2
(Karyanti, 2012)
Sn(Sun) 13n+4 d=1 H= K173
12n+5+|n/2] d=2
(Karyanti, 2012)
L,,(Triangular Ladder) 16n — 3 @=J0 H=0Cs
15m —1 d=1
(Jamil, 2014)
S Bty (Shackle Graf Triangular book) 36n + 84 d=96 H = Bts+ 2e

73n + 47

d=15
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Graf a d Hasil
(Rizky, 2014)
H,,(Helm) st d=1 H =S5
29n2+17 d=3

(Rosyidah, 2014)
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1% w

Gambar 2.29 (i) Pelabelan titik, (ii) Pelabelan sisi, (iii) Pelabelan total antimagic se-
limut, (vi) Pelabelan total antimagic dekomposisi
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan adalah Metode deduktif aksiomatik, yaitu
dengan menurunkan beberapa aksioma dan teorema yang sudah ada, kemudian
menerapkan pengertian dasar dekomposisi-H-antimagic dalam pelabelan super
(a,d) — H-antimagic total dekomposisi graf tensor product C3 ® P,. Tujuan
menurunkan teorema yang ada adalah untuk memperoleh pelabelan titik dan
pelabelan sisi pada graf tensor product C3 ® P,. Dalam penelitian ini,langkah
awal yang dilakukan adalah menentukan atau menghitung nilai d (nilai beda)
pada graf C3 ® P,. Setelah didapatkan beberapa pelabelan super (a,d) — H-
antimagic, maka dirumuskan pola pelabelan menggunakan metode pendeteksian
pola (pattern recognition) yaitu menentukan perumusan pelabelan super (a,d) —

‘H-antimagic total dekomposisi untuk mementukan pola umumnya.

3.2 Definisi Operasional

Kegunaan defnisi operasional variabel dalam rancangan penelitian ini adalah
untuk memberikan gambaran secara sistematis dan untuk menghindari terjadinya
perbedaan pengertian makna. Defnisi operasional variabel yang dimaksud adalah

sebagai berikut:

3.2.1 Pelabelan Super (a,d) — 'H Total Dekomposisi

Pelabelan selimut dari G adalah H = {Hy, Hy, Hs, ..., Hi.} keluarga subgraf
dari G dengan sifat setiap sisi di G termuat pada sekurang-kurangnya satu graf H;
untuk suatu i € {1,2,3,...,k}. Jika untuk setiap i € {1,2,3,...,k}, H; isomorfik
dengan suatu subgraf H, maka H dikatakan selimut-H dari G. Selanjutnya, jika
selimut-H dari G memiliki sifat yaitu setiap sisi G termuat dalam tepat satu graf

H; untuk suatu i € {1,2,3,..., k}, maka selimut-H disebut dekomposisi-H.
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3.2.2 Graf C5® P,

Graf C3® P, adalah graf tensor product graf C's dan P,, dengan |V| = 3n dan
|E| = 6n—6 dimana himpunan titiknya yaitu V(C5® P,) = {21, ¥2,, 3,1 <i <
n} dan himpunan sisi E(Cs ® P,) = {21,%2,11, L1311, T2,iT1,i41, T2,iT3,i4+1, T3,

T1i+1, 34024413 1 < i <mn—1}. Gambar 3.1 merupakan graf C5 ® P, tunggal.

Gambar 3.1 Graf C3 ® P, untuk n > 4

3.2.3 Gabungan Saling Lepas Graf C5 ® P, (mC; ® P,)

Graf m(C3 ® P, adalah gabungan saling lepas graf tensor product graf Cj
dan P, dengan |V| = 3mn dan |E| = 6mn — 6m dimana himpunan titiknya
yaitu V(mCs @ P,) = {a},;,25,;,25,;;1 <4 < n,1 < k < m} dan himpunan sisi
E(C3QF,) = {$’f,ix§,i+1’ xlf,ixl?f,z‘+1> $§,ixlf,i+1’ xé,i-zg,iﬂ? -Tl?f,ix’f,iﬂa xlg,ixg,i-i-l; I<i<

n—1,1 <k < m}. Gambar 3.2 merupakan gabungan saling lepas graf mC3 ® P,.
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Observasi telah dilakukan pada graf C3 ® P, dan gabungannya 3C3 ® Pj.
Pada graf (s ® P, ditemukan pelabelan dengan a = 180 dan d = 0 dimana dekom-
posisinya berupa graf Cs. Sedangkan untuk gabungannya, ditemukan pelabelan
dengan a = 444 dan d = 12 dimana dekomposisinya berupa graf Cs. Pelabelan
ditunjukkan pada Gambar 3.3 dan 3.4.

Gambar 3.3 Pelabelan super (156, 12)-antimagic total dekomposisi pada graf operasi
Cg X P4
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3.3 Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf C5® P,, dan gabungan graf mC5® P,. Jika
pada graf tersebut ditemukan pelabelan total super (a,d) — H-total dekomposisi
maka dilanjutkan dengan pendeteksian pola (patternrecognition). Adapun teknik

penelitian adalah sebagai berikut:

a. menghitung jumlah titik ps dan sisi ¢z pada graf C3 ® P,, serta menghi-
tung jumlah dekomposisi titik pg, jumlah dekomposisi sisi gy, dan jumlah

dekomposisi pada graf C3 ® Py;

b. menentukan batas atas nilai beda d pada graf C5® P, sesuai dengan Lemma

2.5.1 kemudian mengembangkan permutasi d yang satu dengan yang lain;

c. menentukan label HAV' D (H Antimagic Vertex Decomposition) atau pela-
belan titik (a,d)-dekomposisi antimagic pada graf C3 @ Py;

d. apabila label HAV D berlaku untuk beberapa graf maka dikatakan pelabelan
itu expandable sehingga dilanjutkan menentukan fungsi bijektif dari HAT D
pada graf C's ® Py;

e. menentukan fungsi bijektif HAV D pada graf C3 ® P,;

f. melabeli gabungan graf mC5® P,, dengan SHATD (Super H Antimagic Total
Decomposition) atau pelabelan total super (a,d)-H-antimagic dekomposisi

dengan nilai beda d yang feasible;

Penelitian ini akan dilakukan dengan menemukan berbagai pola pelabelan
super (a,d) — H-total dekomposisi dengan banyak jenis nilai awal a serta nilai
beda d yang ditentukan berdasarkan Lemma 2.5.1 sehingga penelitian juga dapat
dinyatakan dalam pelabelan super (a, d) — H-total dekomposisi pada graf C3® P,.
Teknik penelitian yang dilakukan pada pelabelan tunggal juga dapat dilakukan
pada gabungan saling lepas graf mC3 ® P,. Secara umum, langkah- langkah

penelitian diatas dapat dilihat dalam flowchart pada Gambar 3.5.
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Gambar 3.5 Bagan teknik penelitian
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai mengenai pelabelan super (a, d)-H
antimagic total dekomposisi pada graf tensor product C3 ® P, tunggal maupun
gabungannya yaitu mCs5 ® P,. Penelitian ini diawali dengan menentukan ni-
lai batas atas (d), menentukan HAV dan bobot dekomposisi HAV kemudian
menentukan SHAT D dan selanjutnya bobot total dekomposisi SHAT D tunggal
maupun gabungan saling lepasnya. Penelitian tersebut dilakukan untuk membuk-
tikan bahwa graf tensor product C3 ® P, tunggal maupun gabungannya memiliki
pelabelan super (a, d)-H antimagic total dekomposisi.

Hasil penelitian pada pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekompo-
sisi pada graf tensor product C5 ® P, tunggal maupun gabungan saling lepasnya
berupa 13 teorema. Penyajian pada penelitian ini, dengan menuliskan teorema
terlebih dahulu dilanjutkan dengan bukti mengenai teorema tersebut kemudikan
disertakan bukti berupa contoh gambar atau ilustrasi sebagai visualisasi pembuk-

tian teorema.

4.1 Super (a,d)-H Antimagic Total Dekomposisi pada Graf C3 ® P,

Konektif

Penentuan batas atas d merupakan hal yang penting dalam penelitian ini.
Batas atas adalah titik penting yang mengisyaratkan seberapa banyak nilai beda
yang mungkin dimiliki oleh graf C'; ® P, maupun gabungannya dalam pelabelan
super antimagic dekomposisi. Untuk menentukan nilai-nilai d tersebut, perlu
diketahui jumlah titik (pg) dan jumlah sisi (¢g) pada graf C3® P, tunggal maupun
gabungannya, serta perlu diketahui jumlah titik (py) dan jumlah sisi (¢y) pada
subgraf atau dekomposisi graf C5 ® P, tunggal maupun gabungannya beserta
jumlah dekomposisinya (s).

Berdasarkan definisi, graf C5 ® P, adalah graf operasi tensor antara graf C
dan P, dengan titik V(C3 @ PB,) = {x1, 22, 23;;1 < i <n} dan E(C3® P,) =
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{@1,%2,i11, T1,:%3,541, T2,iT1,i415 T2, 3,541, £3:T1,i41, T3, %241; 1 < 4 < n — 1} Nilai
n yang dimaksudkan adalah banyaknya expand graf C5 ® P, dari atas ke bawah.
Berdasarkan definisi dari graf C'; ® P, dengan n yang berbeda, didapatkan
rumusan jumlah titik pada graf C5 ® P, adalah pg = 3n. Sedangkan jumlah sisi
pada graf C3 ® P, adalah ¢z = 6n — 6. Gambar 4.1 dan 4.2 sebagai merupakan
ilustrasi dari penentuan jumlah titik dan jumlah sisi pada graf C5 ® P,.
Dekomposisi pada graf C3® P, berupa subgraf dari graf C'5® P,, yang berupa
Cs, maka jumlah titik dekomposisi pg = 6, sedangkan jumlah sisi dekomposisi qg

= 6 dan rumusan jumlah selimut graf C3 ® P, adalah n — 1.

n=4
Jumlah titik = 12
Jumlah sisi = 18

Gambar 4.1 Jumlah titik dan sisi graf pada Cs ® Py

Observasi 4.1.1. Jika graf C3 ® P, memiliki pelabelan super (a,d)-H antimagic
total dekomposisi maka d < 54.

Bukti. Graf C3® P, memiliki himpunan titik V(C5® P,) = {z14, %24, x3,;1 <1 <
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Tl} dan sisi E(Cs ® Pn) = {xl,ix2,i+17 T1,4T34415 L2,iT1,i+15 L245L3i+1, L3,iT1,i41, L34

Toir1;1 < i < n —1}. Sedangkan jumlah titik ps = 3n dan sisi ¢ = 6n — 6,
dan jumlah titik dekomposisi adalah py = 6 serta jumlah sisi dekomposisi adalah
qu = 6 dengan jumlah dekomposisi n — 1. Sesuai dengan Lemma 2.5.1, batas atas

nilai beda d adalah sebagai berikut:

(pe — pu)pe + (96 — qu)qu

d <
- s—1
B (3n —6)6 + (6n —6 — 6)6
K (n—2)
~ 18n— 36+ 36n — 72
N n—2
~ 94n — 108
Ny n—2
_ 54(n—2)
N n—2
d < 54

Karena pelabelan SHAT selalu menggunakan bilangan bulat positif, maka nilai
d > 0 dan d adalah bilangan bulat, sehingga d € {0,1,2,3,...,54}. O

Selanjutnya penentuan fungsi bijektif pelabelan dekomposisi super (a, d)-H-
antimagic akan disesuaikan dengan nilai d yang telah ditetapkan. Untuk menen-
tukan pelabelan dekomposisi super H antimagic pada graf C3 ® P, digunakan
metode yang terdiri dari beberapa langkah. Metode ini diawali dengan menggu-
nakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pelabelan yang
berlaku pada batas i yang telah ditemukan. Untuk penentuan pola secara umum
digunakan fungsi-fungsi barisan aritmatika, fungsi ini pada akhirnya merupakan
fungsi bijektif pada graf yang diteliti. Setelah fungsi bijektif diketahui selanjutnya
dilakukan pembuktian secara deduktif matematik untuk membuktikan kebenaran
dari teorema yang didapat. Sebagai catatan, teorema dalam penelitian ini adalah
bukan teorema yang bismplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya
dilakukan satu arah.

Berdasarkan hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan kon-

sep barisan aritmatika, maka diperoleh beberapa teorema dan akibat sebagai
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berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal
(berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (ez-
istence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah menentukan
pelabelan total super ‘H antimagic dekomposisi dengan terlebih dahulu menen-
tukan fungsi bijektif melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan ar-
itmatika dari titik dan sisi graf C3® P, dimana titik V(Cs®P,) = {21, 24, 23,;1 <
1 < n} dan sisi E(C3®Pn) = {$1,i$2,i+1, L1403 5415 2,iL1,i+1, L2353 541, L3,iL1,i41, L34
Toir1;1 <i<mn—1} untuk n > 4.

o Teorema 4.1. Ada pelabelan super (41n—4,8) — Cg-antimagic total dekomposisi
pada graf C3 ® P, untuk n > 4.

Bukti.Labeli titik graf C5 ® P, dengan fungsi bijektif f; dengan label sebagai
berikut:

fi(z1;) = 4, untukl <i<n
filze;)) = 2n—i+1, untukl <i<n
fi(zsi) = 2n+1i, untukl <i<n

Dapat dilihat bahwa f; adalah fungsi bijektif yang memetakan C5 ® P,
ke himpunan bilangan bulat 1,2,...,3n. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot
dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada graf C5 ® P, dimana bobot
dekomposisi tersebut adalah H = Cy sebagai dekomposisinya, maka fungsi bijektif
wy, dapat ditentukan sebagai berikut:

wr, = fi(z1) + fil@riga) + filze,) + fi(zei) + fi(zs:) + fi(zsic)
= 8n+2+3, untukl <i<n-—-1

Labeli sisi graf C5® P,, dengan fungsi bijektif f; dengan label sebagai berikut:
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T1;T2i+1) = on+i, untukl <i<n-—-1

= 4dn+i—1, untuk1 <i<n-—-1
= dn+4+i—2, untukl <i<n-1
= 6n+i—3, untukl <i<n-1
= ™m+i—4, untukl1 <i<n-1
= 8n+i—5, untukl <i<n-1

)
)
)
)
)
)

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf Cs ® P,
berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka Wy, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot dekomposisi wy, dan rumus label sisi
f1 dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wy = wg + filzrize) + fi(zrizs:) + fi(zeiz:) + fi(zeizs:) + filzsizi:) +
f2(I3,ifE2,z')

= 41n+ 8 —12

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wy, =
{41n — 4,41n + 4,...,49n — 20}. Sehingga terbukti bahwa ada pelabelan super
(41n — 4,8) — Cs-total dekomposisi pada graf C5 ® P, untuk n > 4. O

Gambar 4.3 merupakan contoh super (41n — 4, 8)-Cy antimagic total dekom-
posisi SHAT D pada graf C5 ® P,.

o Teorema 4.2. Ada pelabelan super (39n,12) — Cg-antimagic total dekomposisi
pada graf C3 ® P, untuk n > 4.
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Gambar 4.3 Super (160, 8) — Cgs-total dekomposisi pada graf Cs @ Py

Bukti. Labeli titik graf C3 ® P, dengan fungsi bijektif fo dengan label sebagai
berikut:

fo(z1;) = i, untukl <i<n
fo(z2;) = n+1i, untukl <i<n
fo(zs;) = 2n+i, untukl <i<n

Dapat dilihat bahwa f, adalah fungsi bijektif yang memetakan C35 ® P,
ke himpunan bilangan bulat 1,2,...,3n. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot
dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada graf C3 ® P, dimana bobot
dekomposisi tersebut adalah ‘H = Cj sebagai dekomposisinya, maka fungsi bijektif

wy, dapat ditentukan sebagai berikut:
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wy, = fo(z1;) + fo(@1i41) + fa(@e,) + fol@oiv1) + fo(zs:) + fo(2341)
= 6n+60+3, untukl <i<n—1

Labeli sisi graf C5 ® P, dengan fungsi bijektif f; sebagai berikut:

fo(®1,22,41) = 3n+i, untukl <i<n-—1

fa(2123441) = 4dn+i—1, untukl <i<n-1
fa(z2ir1i41) = 5n+i—2, untukl <i<n-—1
fo(®2m3511) = 6n+i—3, untukl <i<n-—1
fa(23i1i41) = Tm+i—4, untukl <i<n-—1
fa(z3ir2441) = 8n+i—5, untukl <i<n-—1

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf Cs ® P,
berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot dekomposisi wy, dan rumus label sisi
fo dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wi, = wyp, + fo(T1:724) + fa(T1:734) + fo(T2:714) + fo2i734) + faz3:714) +
f2(9€3,i$2,z')

= 39n+12i — 12, untukl1 <:<n-—1

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wy, =
{391,391 + 12,...,51n — 24}. Sehingga terbukti bahwa ada pelabelan super
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(39n,12) — Cg-total dekomposisi pada graf C3 ® P, untuk n > 4. O

Gambar 4.4 merupakan contoh super (39n,12)-Cy antimagic total dekom-
posisi SHAT D pada graf C3 ® P,.

Gambar 4.4 Super (156, 12) — Cs-total dekomposisi pada graf Cs @ Py

o Teorema 4.3. Ada pelabelan super (33n + 12,24) — Cg-antimagic total dekom-
posisi pada graf C3 @ P, untuk n > 4.

Bukti. Labeli titik graf C3 ® P, dengan fungsi bijektif f3 dengan label sebagai
berikut:

fa(z1y) = 2i—1, untukl1 <i<n
f3(l’27i> = 2, untukl <7<n

fs(zsi) = 2n+14, untukl <i<n
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Dapat dilihat bahwa f3 adalah fungsi bijektif yang memetakan C3 ® P,
ke himpunan bilangan bulat 1,2,...,3n. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot
dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada graf C5 ® P, dimana bobot
dekomposisi tersebut adalah ‘H = Cy sebagai dekomposisinya, maka fungsi bijektif

wy, dapat ditentukan sebagai berikut:

wg, = f3(z1:) + f3(@1i41) + fo(@e,) + f(xoi1) + f3(z3:) + f3(2341)
= 4n+10i 4+ 3, untuk1 <i<n-—1

Labeli sisi graf C3 ® P, dengan fungsi bijektif f3; sebagai berikut:

f3(z1m0:01) = 3n+3i—2, untukl <i<n-—1
f3(x15m3511) = 3n+3i—1, untukl <i<n-—1
f3(®2;®1i41) = 3n+3i, untukl <i<n-—1
fs(x2i23i11) = 6n+2i—4, untukl <i<n-—1
f3(®35m1511) = 6n+2i—3, untukl <i<n-—1
fa(z3iz2441) = 8n+i—5, untukl <i<n—1

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf Cs ® P,
berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka Wy, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot dekomposisi wy, dan rumus label sisi
f3 dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:
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We = wp + f3(@1,22:) + fa(@1,25:) + fs(@e,x1,) + fs(xe,xs,) + f3(s,21,) +
f4(1’3,i$2,¢)

= 33n+24i — 12, untukl1 <71 <n-—1

Dengan demikian Wy, = {33n + 12,33n + 36,...,57n — 36}. Sehingga ter-
bukti bahwa ada pelabelan super (33n + 12,24) — Cs-total dekomposisi pada graf
C5 ® P, untuk n > 4. O

Gambar 4.5 merupakan contoh super (33n+12, 24)-Cjs antimagic total dekom-
posisi SHAT D pada graf C3 ® P,.

Gambar 4.5 Super (144, 24) — (Cs)-total dekomposisi pada graf Cs @ Py
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o Teorema 4.4. Ada pelabelan super (30n + 18,30) — Cs-antimagic total dekom-
posisi pada graf C3 @ P, untuk n > 4.

Bukti. Labeli titik graf C3 ® P, dengan fungsi bijektif f; dengan label sebagai
berikut:

fi(x1;) = 2i—1, untukl1 <i<n
Ful22) il untuk 1 < 4 < n, 7 ganjil
a\T2i) = ) . ,
At untuk 1 < i < n, igenap

f4($3,i) —

Snti

2

Sntitl - untuk 1 < i < n, i ganjil
, untuk 1 <4 < n, 7 genap

Dapat dilihat bahwa f; adalah fungsi bijektif yang memetakan C3 ® P,
ke himpunan bilangan bulat 1,2,...,3n. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot
dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada graf C3 ® P, dimana bobot
dekomposisi tersebut adalah H = Cj sebagai dekomposisinya, maka fungsi bijektif
wy, dapat ditentukan sebagai berikut:

wyg, = falz1:) + fa(zriv1) + fa(zas) + fa(zoivr) + fa(zss) + fa(zsit)
= m+4+3, untukl <i<n-—1

Labeli sisi graf C3 ® P, dengan fungsi bijektif f; sebagai berikut:

Ja

(21 ) = 3n+5—4, untukl <i<n-—1
f4(l‘1zl’3z+1) = 3n+5—3, untukl <:<n—-1
( )
( )

fa

f4 X2,iT3 141

T2:%1i+1) = 9N+ —2, untukl <¢:<n-1

= 3n+5—1, untukl <:<n-—1
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fa(xsiz1it1) = 3n+5i, untukl <i<n-—1

fa(xsiz2:41) = 8n—>5i+1, untukl <i<n-—1

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf Cs ® P,
berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka Wy, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot dekomposisi wy, dan rumus label sisi
f1 dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wy = wp, + fa(z1i%2;:) + fa(T13735) + fa(@2:21,) + fa(@2,23) + fa(@s214) +
f4(333,i$2,z')

= 30n+ 247 — 6, untuk1 <i<n-—-1

Dengan demikian Wy, = {30n + 18,30n + 48,...,54n — 30}. Sehingga ter-
bukti bahwa ada pelabelan super (30n 4 18, 30) — Cs-total dekomposisi pada graf
C3 ® P, untuk n > 4. O

Gambar 4.6 merupakan contoh super (30n+18, 30)-C antimagic total dekom-
posisi SHAT D pada graf C5 ® P,.

o Teorema 4.5. Ada pelabelan super (18n + 42, 54) — Cg-antimagic total dekom-
posisi pada graf C3 @ P, untuk n > 4.

Bukti. Labeli titik graf C'3 ® P, dengan fungsi bijektif f; dengan label sebagai
berikut:

fo(z1y) = 3i—2, untukl <i<n
fo(ze) = 3i—1, untukl <i<n

fs(zs;) = 3i, untukl <i<mn
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Gambar 4.6 Super (138,30) — Cgs-total dekomposisi pada graf C5 @ Py

Dapat dilihat bahwa f; adalah fungsi bijektif yang memetakan C3 ® P,
ke himpunan bilangan bulat 1,2,...,3n. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot
dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada graf C3; ® P, dimana bobot
dekomposisi tersebut adalah H = Cy sebagai dekomposisinya, maka fungsi bijektif

wy, dapat ditentukan sebagai berikut:

wg, = f5(z1:) + fs(zri01) + f5(224) + fs(z2441) + fs(zs:) + f5(z341)
= 18+ 3, untukl <i<n-—-1

Labeli sisi graf C5 ® P, dengan fungsi bijektif f5 sebagai berikut:
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fs(x1i29441) = 3n+6i—5, untukl <i<n—1
fs(@103511) = 3n+6i—4, untukl <i<n—1
f5(r2im1441) = 3n+6i—3, untukl <i<n-—1
fs(2i23i11) = 3n+6i—2, untukl <i<n-—1
fs(z321,41) = 3n+6i—1, untukl <i<n-—1
f5(x3:®2:41) = 3n+6i, untukl <i<n-—1

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf Cs ® P,
berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot dekomposisi wy, dan rumus label sisi
f5 dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wi = wg + fs(xr22:) + fo(T1i23:) + fo(2i214) + fo(z2i23,:) + fo(zsiz1) +
f5($3,i$2,z')

= 18n+ 547 — 12, untukl1 <:<n-—1

Dengan demikian Wy, = {18n + 42,18n 4 96, ...,62n — 66}. Sehingga ter-
bukti bahwa ada pelabelan super (18n + 42, 54) — Cs-total dekomposisi pada graf
Cs ® P, untuk n > 4. O

Gambar 4.7 merupakan contoh super (18n+42, 54)-Cy antimagic total dekom-
posisi SHAT D pada graf C5 ® P,.
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Gambar 4.7 Super (114, 54) — Cgs-total dekomposisi pada graf C5 @ Py

4.2 Super (a,d)-H Antimagic Total Dekomposisi pada Graf C3 ® P,

Diskonektif

Selanjutnya peneliti melakukan penelitian terkait dengan gabungan saling
lepas pada super (a,d)-H antimagic total dekomposisi pada graf mCs® P,. Gabun-
gan saling lepas graf mC3® P,, merupakan shackle graf triangular book dengan sali-
nan sebanyak m. Salinan dari graf C5 ® P, diletakkan sejajar ke arah samping se-
banyak m. Gabungan graf mC3® P, didefinisikan sebagai gabungan dari sebanyak
m graf C3 ® P, yang mempunyai titik V(Cs ® P,) = {zf ;, 25,25 ;1 <i <mn;1 <
k <m} dan E(C3 ® Pr) = {2125 141, 175 141, 25,01 511, 05,28 511, 25 28 1
s N1 <i<n—T;1 <@ Sl

Sama seperti penelitian pada graf C5 ® P,, ditentukan terlebih dahulu ru-

musan jumlah titik (pg) dan jumlah sisi (¢¢) pada gabungan saling lepas graf
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C3 ® P,. Jumlah titik dan jumlah sisi pada graf 5 ® P, dapat ditentukan

terlebih dahulu dengan mencermati definisi gabungan saling lepas pada suatu
graf. Gabungan m graf C3 ® P, yang dinotasikan mC3 ® P, didefinisikan sebagai
gabungan saling lepas dari m buah salinan graf C3 ® P, dengan 1 < k < m ,
ditulis: C3 @ PUC3 @ P2UCs® P2U...UC3 ® P*. Sehingga jumlah titik
graf mC5 ® P, adalah m kali jumlah titik graf C'5 ® P, dapat dituliskan sebagai
pe = m(3n) = 3mn. Dan jumlah sisi graf mC5 @ P, adalah m kali jumlah sisi
graf C3 ® P, dituliskan dengan go = m(6n — 6) = 6mn — 6m.

Sedangkan jumlah titik pada dekomposisi graf mC3 ® P, adalah m kali
jumlah titik pada dekomposisi graf C3 ® P,, yaitu py = m(6) = 6m. Dan jumlah
sisi pada dekomposisi graf mC3 ® P, adalah m kali jumlah sisi pada dekomposisi
graf C3 ® P,, dapat ditulis dengan gy = m(6) = 6m. Serta jumlah dekomposisi
graf mC3 ® P, adalah m kali jumlah dekomposisi graf C'3 ® P,,, dapat dituliskan
s=m(n—1)=mn—m.

Untuk menentukan batas atas d gabungan saling lepas graf C5 ® P, sesuai

dengan Lemma 2.5.1 adalah sebagai berikut:

o Observasi 4.2.1. Jika gabungan saling lepas graf mCs ® P, memiliki pelabelan
super (a,d)-H antimagic total dekomposisi maka d < 54m.

Bukti. Gabungan graf mC3 ® P, memiliki himpunan titik V(mCs; ® P,) =
{af 25,251 <i<n;1 <k < m}dansisi E(mCsQP,) = {af a5, a5 25,1,
xé}ia:’ii“,x’;’ix’g,iﬂ, x’g,ix’fm,x’gjx’;’m; 1 <i<n-—1;1 <k <m}. Sedangkan jum-
lah titik pg = 3mn dan sisi ¢ = 6mn — 6m, dan jumlah titik dekomposisi adalah
pu = 6 serta jumlah sisi dekomposisi adalah gz = 6 dengan jumlah dekomposisi
mn — m. Sesuai dengan Lemma 2.5.1, batas atas nilai beda d adalah sebagai

berikut:

(pe — pu)pe + (96 — qu)qu

d <
- s—1
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(3mn — 6)6 + (6mn — 6m — 6)6
(n—1m-—1
odmn — 30m — 72
mn—m — 1

1 —1
d < 54+M
mn—m — 1

Karena 0 < —"=Y_ <1 maka d < 72 schingga d € {0,1,2,3,...,72}. O

mn—m—1

Selanjutnya penentuan fungsi bijektif pelabelan dekomposisi super (a, d)-H-
antimagic akan disesuaikan dengan nilai d yang telah ditetapkan. Sama seperti
graf C3 ® P, tunggal, metode yang digunakan dalam menemukan pelabelan super
(a,d)-H antimagic total dekomposisi pada gabungan saling lepas graf mCs ® P,
terdiri dari beberapa langkah yang diawali dengan menggunakan pendeteksian
pola (pattern recognition) untuk menentukan pelabelan yang berlaku sampai den-
gan batas i,j dan k yang telah ditemukan. Kemudian untuk menentukan pola
secara umum digunakan fungsi-fungsi dalam barisan aritmatika untuk menen-
tukan fungsi bijektifnya. Setelah fungsi bijektif diketahui maka harus dibuktikan
secara deduktif matematik untuk membuktikan kebenaran dari teorema tersebut.

Perlu diketahui bahwa teorema dalam penelitian ini adalah bukan teorema
yang biimplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan
satu arah. Dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan konsep
barisan aritmatika, maka diperoleh teorema dan akibat sebagai berikut. Teorema
yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal (berkenaan de-
ngan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (ezistence but not
unique). Langkah selanjutnya adalah menentukan pelabelan total super H an-
timagic dekomposisi pada graf mC3 ® P, dengan terlebih dahulu menentukan
fungsi bijektif melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan arit-

matika.

o Teorema 4.6. Ada pelabelan super (39mn — 12m + 12, 12) — Cs-antimagic total
dekomposisi pada gabungan saling lepas graf mCs @ P, untuk n > 4, dan m > 2.
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Bukti. Definisikan titik pada graf mC3 ® P, dengan fungsi fg sebagi berikut:

fw) — { M@ =1k e V(G P
T milfe(e) — 1 4k, € E(Cs @ Py)

Sedemikian hingga fungsi titik pada graf mC3 ® P, adalah sebagai berikut:

fo(riy) = mli—1]+k
fe(za;)) = mn+i—1]+k
fo(zs)) = m2n+i—1]+k

dan fungsi sisi pada graf mC3 ® P, yaitu:

fo(z1i2:41) = mBn+i—1]+k

fe(z1iz3i41) = mAn+i—1—-1]+k
fo(2i1i11) = mpn+i—2—-1]+k
fo(v2,73541) = mbn+i—-3—-1]+k
fo(z3r1:01) = min+i—4—1]+k
fo(z3:T2441) = mBn+i—5—1]+k

Jika wy, didefinisikan sebagai bobot dekomposisi dari pelabelan total dekom-
posisi pada graf mCs ® P,, maka fungsi bijektif wy, dapat ditentukan sebagai
berikut:
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wre = folwr) + fo(@rim) + fo(re,) + fo(r2,41) +
Jo(w3) + fo(r3,41)
= 6mn — 3m + 6im + 6k, untukl1 <i<n-—1

Jika W, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf mCs @ P,
berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot dekomposisi wy, dan rumus label
sisi fg dengan syarat batas ¢ dan k yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wi = wp+ fﬁ(:clfzxgz) + fG(‘Tlflegz) + f6(x§lefz) xi f6($gz$§z) + f6($§,z’
J‘Jfl) L fﬁ(‘rgz‘rgz)

= 39mn —24dm + 12im + 12k, untuk1 <i:<n—-1,1<k<m

Dengan demikian Wy, = {39mn —12m +12,39mn — 12m+24, ..., 51mn —
24m}. Sehingga terbukti bahwa ada pelabelan super (39mn —12m +12,12) — Cg-
total dekomposisi pada gabungan saling lepas graf mC3 ® P, untuk n > 4, dan
m > 2. O

Gambar 4.8 merupakan contoh super (39mn — 12m + 12, 12)-Cjs antimagic
total dekomposisi SHAT D pada graf mC3 ® P,.

o Teorema 4.7. Ada pelabelan super (41mn — 14m + 10, 8) — Cs-antimagic total
dekomposisi pada gabungan saling lepas graf mCs ® P, untuk n > 4, dan m > 2.

Bukti. Labeli titik graf C3 ® P, dengan fungsi bijektif f; dengan label sebagai
berikut:
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f7(q:’f2) = mn—im+k, untukl <i<n,1<k<n
f7(x’2“7i) = mn+im—k—1, untukl1 <i<n,1<k<n
f7($l§z) = 2mn+im—m-+k, untukl <i<n, 1<k<n

Dapat dilihat bahwa f; adalah fungsi bijektif yang memetakan mCs5 ® P,
ke himpunan bilangan bulat 1,2,...,3mn. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot
dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada graf mC3 ® P, dimana bobot
dekomposisi tersebut diperoleh dari penjumlahan beberapa buah label titik dari
H = Cs yang menjadi dekomposisi pada graf mCs ® P,, maka fungsi bijektif wy,
dapat ditentukan sebagai berikut:

wf, = f7(x’fz) + f7(xlf,i+1) + f7(x§z) + f7(x§,i+1) yr f7(37]§z) + f7(x§,i+1)
= 8mn+2im—m+2k+2, untukl <:<n—-1,1<k<m

Untuk melabeli sisi graf mC3 ® P, gunakan label sisi yang terdapat pada
teorema 4.6 ke dalam teorema 4.7 dimana f; = fs. Sehingga fr(a} 25, ) =
f6($lf,ix§,i+1)a f7(xlf,i$]§,i+1) = f6($lf,z‘x§,i+1)a f7<x§,ixlf,i+1> = f6($§,ixlf,i+1)a
f7<$§,ix]§,i+1) = fﬁ(mg,ﬂlg,iﬂ)a f7<x§,ixlf,i+1) = f6($§,ixlf,i+1)a dan f7(w§,i$12€,i+1) =
f6<x’§,ix§,i+1)‘

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada graf mCs @ P,
berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot dekomposisi wy, dan rumus label
sisi f; dengan syarat batas ¢ dan k yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:
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Wy = wp + f7(xlfzx§z) + f7('r’flx§z) + f7<x§lefz> + f12<x§zx§z) + f7(x§z
-T]fz) + f7($§z$’§z)

= 4lmn —22m+8im+ 8k + 2, untukl <i<n—-1,1<k<m

Dengan demikian Wy, = {41mn — 14m+ 10,41mn — 14m +18,...,49mn —
30m+10}. Sehingga terbukti bahwa ada pelabelan super (41mn — 14m + 10, 8) —
(Cg)-total dekomposisi pada gabungan saling lepas graf mCs ® P, untuk n > 4,
dan m > 2. O

Gambar 4.9 merupakan contoh super (41mn — 14m + 10, 8)-Cs antimagic
total dekomposisi SHAT D pada graf mC3 ® P,.

4.3 Analisis Penelitian

Dalam analisis ini, peneliti menemukan fungsi pelabelan super (a,d) — H
antimagic total dekomposisi pada graf C's ® P, secara umum yaitu C, ® P, untuk
r > 3 dan n > 4 dan gabungan saling lepasnya mC, ® P, untuk » > 3, n > 4,
dan m > 2.

4.3.1 Graf Tensor Product Konektif

Graf tensor product dari C,. and P,, dinotasikan C,. ® P,, adalah graf konek-
tif dengan himpunan titik V(C,®PF,) = {z;;;1 < j < r;1 <¢ < n} dan himpunan
sisi E(Cr®Pn) = {$1,iI2,z‘+1, T15Trid1, Ljilj—1,i415 LjiLj41,i4+15 Lrillit1, Lriler—1,i4+1;
2<j<r—1,1<i<n-1}

Jika graf tensor product C,® P, memiliki pelabelan super (a, d)-Cy,-antimagic
total dekomposisi maka pg = |V(C, ® P,)| =rn, q¢ = |E(C, ® P,)| = 2r(n — 1),
pu = |V (Ca)| = 2r, qu = |E(Cy)| = 2r, s = n — 1, dan sesuai
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dengan Lemma 2.5.1, batas atas nilai beda d adalah sebagai berikut:

IN

<

(pe — pu)pu + (96 — qu)an

s—1
(rn —2r)2r + (2rn — 2r — 2r)2r
n—2
6r2n — 12r?
n—2
67°
612

Kemudian hasil penelitian pada pelabelan super (a, d)-Cy,-antimagic total

dekomposisi pada graf tensor product konektif C,. ® P, dijelaskan pada teorema-

teorema berikut.

o Teorema 4.8. Ada pelabelan super (10rn+9n —4r + 12+ (r — 3)(2rn + 15n —
4)+ (r —3)(r —4)(3n — 2), 4r)-Cy,. antimagic total dekomposisi pada graf C. @ P,

untuk n >4 dan r > 3.

Bukti. Untuk G = C, ® P, labeli fungsi titik dengan fs sedemikian hingga:
fs(xji) = jn—n+i, untuk1l < j <r,1 <i <n,danlabel sisi, untuk 2 < j <r—1

yaitu:

(!E1 1241

(xl iLr i1

f8(x] il j41i4+1

fs(Il iL1i+1

)
)
fo(@ji5-1,i41)
)
)
)

fB (xr ilr—1 RES

rm+1, forl <i<n-—1
rm+n+i—1,forl <i<n-—1
rm—2n+2n—2j4+1+2, forl <i<n-1
rm—n+2n—27+i+1,forl <i<n-1
drn—2n—2r+i+2,forl <i1<n-1

3rmn—nm—2r+i+1,forl <i<n-—1

Pelabelan titik dan sisi fg adalah fungsi bijektif fs : V(G) U E(G) —
{1,2,3,...,3rn — 2r}. Bobot dekomposisi pada graf C, ® P,, for 1 < j < r,
1 <1< nyaitu wy = U;Zl(f8($j7i) +-fal@iir1)) = U§:1(2jn —2n+2i+ 1), dan
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bobot total dekomposisinya yaitu:

Wi = wg+ fe(@riv01) + fe(@ritrion) + Ui (fs(rei-1001) +
fi(@jixjii1)) + fs(@r@101) + fs(@ritr1,41)
= Ui (2in—2n+2i+1)+2m+2i+n—1+
UiZ3(2rn —3n +4j(n — 1) +2i +3) 4+ 6rn — 3n — 4r +2i + 3

Dengan menggunakan rumus barisan tingkat dua, maka bobot total dekom-
posisi membentuk barisan Wy, = {10rn + 9n — 4r + 12 + (r — 3)(2rn + 15n —
)+ (r—3)(r—4)B3n—2),100n+9n —4r + 12+ (r — 3)(2rn + 15n — 4) + (r —
3)(r—4)Bn—2)+4r,...,100mm+9n —4r + 12+ (r — 3)(2rn + 15n — 4) + (r —
3)(r —4)(3n — 2) + (n — 2)4r}. Sehingga terbukti bahwa ada pelabelan super
(10rn+9n —4r + 124+ (r — 3)(2rn + 15n — 4) + (r — 3)(r — 4)(3n — 2),47)-Cy,

antimagic total dekomposisi untuk n > 4 dan r > 3. 0

Gambar 4.10 merupakan contoh super (10rn +9n —4r + 124 (r — 3)(2rn +
15n —4) + (r — 3)(r — 4)(3n — 2),4r)-Cy,. antimagic total dekomposisi SHAT D
pada graf C,. ® P,.

o Teorema 4.9. Ada pelabelan super (6rn + Tr + 21 + (r — 3)(2rn +r + 19) +
(r —3)(r — 4)(3), 6r%)-Cy, antimagic total dekomposisi untuk n >4 dan r > 3.

Bukti. Untuk G = C, ® P,, labeli fungsi titik dengan f9 sedemikian hingga
fo(zj;) =ri—r+j, untukl < j <r, 1 <i<n,danlabel sisi, untuk 2 < j <r—1

yaitu:

fo(z1iz2i41) = ™Mm+2ri—2r+1,forl1 <i<n-—1

)
Jo(z1i%riv1) = ™m+2ri—2r+2,for1<i<n-1
fo(zjij1i41) = ™m+2ri—2r+2j—1,forl<i<n-—1
fo(zjizj1441) = ™+2ri—2r+2j,forl <i<n-1
fo(z121441) = ™m+2ri—1,forl <i<n-1

)

fQ(xerr 1,541 = Tn‘I'QTZ., fOl"lSZSTL—l
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Gambar 4.10 Super (280, 16) — Cy,-antimagic total dekomposisi pada graf Cy @ Py

Pelabelan titik dan sisi fo adalah fungsi bijektif fo : V(G) U E(G) —
{1,2,3,...,3rn — 2r}. Bobot dekomposisi pada graf C, ® P,, for 1 < j < r,
1 <i < nyaitu wy, = Uiy (fo(xj4) + fo(2ji11)) = Uj_;(2ri —r + 2j), dan bobot

total dekomposisinya yaitu:

Wi = wy + folx1,2241) + fo(®1,%ri01) + U;‘:%(fQ(xj,ixj—l,i—i-l) +
f9(33j,i$j+1,i+1)) + f9($1,i$1¢+1) + f9($r,ixr—1,z'+1)
= U (2ri—r+2j) +2rn+4ri+4r +3+
UiZ3(2rn+4ri —4r +45 — 1)+ 2rn + 4ri — 1

Dengan menggunakan rumus barisan tingkat dua, maka bobot total dekom-

posisi membentuk barisan Wy, = {6rn+7r+21+(r—3)(2rn+r+19)+(r—3)(r—
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4)(3), 6rn+Tr+21+(r—3)(2rn+r+19)+(r—3)(r—4)(3)+6r2,...,6rn+7r+21+
(r=3)(2rn+r+19)+(r—3)(r—4)(3) + (n—2)6r2}. Sehingga terbukti bahwa ada
pelabelan super (6rn+ 7r + 21+ (r — 3)(2rn+r +19) + (r — 3)(r — 4)(3), 6r%)-Cy,

antimagic total dekomposisi untuk n > 4 dan r > 3.. O

Gambar 4.11 merupakan contoh super (6rn + 7r 4+ 21+ (r — 3)(2rn +r +
19) + (r — 3)(r — 4)(3), 6r?)-Cy, antimagic total dekomposisi SHAT D pada graf
C,® P,.

Gambar 4.11 Super (310, 150) — Cy,-antimagic total dekomposisi pada graf Cs ® P,

o Teorema 4.10. Ada pelabelan super (6rn + 6n + 4r 4+ 18 + (r — 3)(2rn + 6n +
14) + (r — 3)(r —4)(n+2), 472 + 2r)-Csy, antimagic total dekomposisi untuk n > 4
dan r > 3.
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Bukti. Untuk melabeli titik pada graf C, ® P, gunakan label titik yang terdapat
pada teorema 4.8 ke dalam teorema 4.10 dimana fi5 = fi5. Sehingga fio(z;;) =
fs(x;;). Dengan demikian maka bobot dekomposisi dari pelabelan total dekompo-
sisi pada graf C, ® P, yang didefnisikan dengan wy,, = wy, = U7_;2jn—2n+2i+1.

Untuk melabeli sisi graf C,. ® P, gunakan label sisi yang terdapat pada
teorema 4.9 ke dalam teorema 4.10 dimana fi;o = fo. Sehingga fio(z1,22,41) =
f9($1,¢9€2,i+1), flo(ﬁl,ﬂr,iﬂ) = f9($1,i9€r,i+1), f1o($j,z‘$j—1,i+1) = fg(wj,il'j—l,i—&-l),
f10(33j,i$j+1,i+1) ~ f9($j,i$j+1,i+1), f10((331,z'$1,i+1) = f9(($1,i$1,i+1), dan flo(iUr,i
xrfl,z'wtl) = f9(xr,ixr71,i+1)-

Pelabelan titik dan sisi fip adalah fungsi bijektif fio : V(G) U E(G) —
{1,2,3,...,3rn — 2r}. Sehingga bobot total dekomposisinya yaitu:

Weo = W + frol@1,:22441) + fro(@1,iZriv1) + U;;;(flo(%,ﬂj—LiH) +
Jro(Z;:%01.541)) + FrolZ1:%1i41) + fro(@eri®r—1i41)
= Ui_1(2jn —2n+2i+ 1)+ 2rn +4ri —4r + 3 +
Uio(2rn +4ri — 4r + 45 — 1) 4 2rn + 4ri — 1

Dengan menggunakan rumus barisan tingkat dua, maka bobot total dekom-
posisi membentuk barisan Wy, = {6rn +6n +4r + 18+ (r — 3)(2rn+ 6n + 14) +
(r=3)(r—4)(n+2),6rn+6n+4r + 18+ (r — 3)(2rn+ 6n + 14) + (r — 3)(r —
D(n+2)+4r2+2r,...,6rn+6n+4r+ 18+ (r —3)(2rn+6n + 14) + (r — 3)(r —
4)(n +2) + (n — 2)(4r* + 2r)}. Sehingga terbukti bahwa ada pelabelan super
(6rn+Tr+21+(r—3)(2rn+r+19) + (r — 3)(r — 4)(3), 6r%)-Cs, antimagic total
dekomposisi untuk n > 4 dan r > 3.. O

Gambar 4.12 merupakan contoh super (6rn + 6n + 4r + 18 + (r — 3)(2rn +
6n+14) + (r —3)(r —4)(n+2), 4r? 4 2r)-Cy, antimagic total dekomposisi SHAT D
pada graf C. ® P,.
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Gambar 4.12 Super (224, 72) — Cy,-antimagic total dekomposisi pada graf Cy @ Py

4.3.2 Graf Tensor Product Diskonektif

Gabungan saling lepas graf tensor product dari C, and P,, dinotasikan
dengan m(C, ® P,), adalah graf diskonektif yang mempunyai himpunan titik
V(m(C, ® P)) = {zf;1 < j <r1<i<n;1 <k < m} dan himpunan sisi
E(m(CoF,)) = {$’f,ix]2€,i+1’ xlf,ix]:,i+1= $§,ﬂ?—1,z’+17 x?,ﬂ?ﬂ,iﬂa quf,i‘r’lc,i—l-lv xf,ixf—mﬂ%
1<i<n—-12<j<r—11<k<m}.

Jika gabungan saling lepas graf m(C, ® P,)) memiliki pelabelan super (a, d)-
Cy-antimagic total dekomposisi maka pg = |[V(m(C, ® P,))| = mrn, q¢ =
[E(m(Cr ® P))| = 2mr(n — 1), pg = [V(Cx)| = 2r, gz = |E(Cy)| = 2r,
s =m(n—1).
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Sesuai dengan Lemma 2.5.1, batas atas nilai beda d adalah sebagai berikut:

(p¢ — pr)pe + (96 — qu)qn
s—1

(mrn — 2r)2r + (2mrn — 2r — 2r)2r
(n—1)m—1

6mrin — dmr? — 8r?

mn—m — 1
2r2(m — 1)

d < 6r°4 ——-=
mn—m — 1

(m=1)
mn—m—1

Karena 0 < < 1, maka d < 8r2. Kemudian hasil penelitian pada

pelabelan super (a, d)-Cy,-antimagic total dekomposisi pada graf tensor product

diskonektif mC,. @ P, dijelaskan pada teorema-teorema berikut.

o Teorema 4.11. Ada pelabelan super (10mrn—4mr+9mn+12+ (r—3)(2mnr+
15mn —8m +8) + (r — 3)(r — 4)(3mn — 2m), 4r)-Cy,.-antimagic total dekomposisi
pada graf mC, ® P, untukn >4, r > 3, dan m > 2.

Bukti. Untuk G = mC, ® P,, labeli fungsi titik dengan f;; sedemikian
hingga

fll(a:fji):mnj—mn+mi—m+k, forl<i<n,1<j<r,1<k<m

dan label sisinya yaitu:

fll(a:’ii:z:g,iﬂ) = mrm—m-+mi+k, forl<i<n-—-1,1<k<m
fu(xlf’ixf,iﬂ) = mm+mn—2m+mi+k, forl<i<n—-1,1<k<m
fu(acf’ia:?fl,iﬂ) = mrn—2mn+m+2mjn—1)+mi+k, forl <i<n-—1,

f11($§7i$§+17i+1) = mrn—mn+2mjn—1)+mi+k, forl <i<n-—1,

2<j<r—1,1<k<m
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@i al) = 3mrn—2mn—2mr+m+mi+k, forl <i<n-1,
1<k<m
fn(:pf’ix’:_LHl) = 3mrn—mn—2mr+mi+k, forl<i<n—-—1,1<k<m

Pelabelan titik dan sisi f1; adalah fungsi bijektif f; : V(G) U E(G) —
{1,2,3,...,3mrn—2mr}. Bobot dekomposisi pada graf mC, @ P,, for 1 < j < r,
1<i<n,1<k<myaituwy, = Ui (fis(zF,) + fis(zh11)) = Uj—2mnj —
2mn + 2mi — m + 2k, dan bobot total dekomposisi m(C, ® P,) yaitu:

Pelabelan titik dan sisi f;; adalah fungsi bijektif f;; : V(G) U E(G) —
{1,2,3,...,3mrn — 2mr}. Sehingga bobot total dekomposisinya yaitu:

Wi = wp, + fll(xlf,ixg,i-i-l) + fll(xlf,ixl:,i-‘,—l) + U§;5(f11(93f,i93§_1,i+1) +
fll(x?,ixfﬂ,iﬂ)) y f11($l1€,ixlf,z’+1) + fll(xf,iqu,iﬂ)
= Uj_,(2mnj — 2mn + 2mi — m + 2k) + 2mrn +mn — 3m + 2mi + 2k +
U;;%(anr —3mn +m+4mj(n — 1) + 2mi + 2k) + 6mrn — 3mn —
dmr +m + 2mi + 2k

Dengan menggunakan rumus barisan tingkat dua, maka bobot total dekom-
posisi membentuk barisan Wy,, = {10mrn — 4mr + 9mn + 12 + (r — 3)(2mnr +
15mn—8m+8)+(r—3)(r—4)(3mn—2m), 10mrn—4mr+9mn+12+(r—3) (2mnr+
15mn —8m+8) + (r—3)(r —4)(3mn —2m) +4r, ..., 10mrn — 4mr +9mn + 12 +
(r = 3)(2mnr + 15mn — 8m + 8) + (r — 3)(r —4)(3mn — 2m) + (m(n — 1) — 1)4r}.

Sehingga terbukti bahwa ada pelabelan super (10mrn — 4mr + 9mn + 12 +
(r —3)(2mnr + 15mn — 8m + 8) + (r — 3)(r — 4)(3mn — 2m), 4r)-Cy,-antimagic
total dekomposisi pada graf mC,. ® P, untuk n >4, r > 3, dan m > 2. O

Gambar 4.13 merupakan contoh super (10mrn — 4mr + 9mn + 12 + (r —
3)(2mnr + 15mn — 8m + 8) + (r — 3)(r — 4)(3mn — 2m), 41)-Cs, antimagic total
dekomposisi SHAT D pada graf mC, ® P,.
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o Teorema 4.12. Ada pelabelan super (6mrn—+3mr+4r+214(r—3)(2mnr+mr+
19) + (r — 3)(r — 4)(3), 6r2)-Ca,.-antimagic total dekomposisi pada graf mC, ® P,
untukn >4, r > 3, dan m > 2.

Bukti. Untuk G = mC, ® P,, labeli fungsi titik dengan fi5 sedemikian hingga
flg(xﬁi):mri—mr%—j, forl<i<n,1<j<r,1<k<m

dan label sisinya yaitu:

fro(@l @5, ) = mrn+2mri—2mr+2rk—2r+1, forl <i<n-1,
1<k<m
f12(x]f7ixffyi+1) = mrn+2mri —2mr+2rk —2r+2, forl <i<n -1,
1<k<m
flg(xﬁixffl,iﬂ) = mrn+2mri—2mr+2rk—2r+2j—1, forl <i<n-—1,

f12($§7i$§+17i+1) = mrn+2mri —2mr + 2rk —2r +2j, for1 <i<n -1,

2<j<r-1,1<k<m

Sl @t ) = mrn+2mri—2mr+2rk—1, forl <i<n-1,
1<k<m
flg(xfﬁmf_l,iﬂ) = mrn + 2mgi —2mr +2rk, forl<i<n—1 1<k <m

Pelabelan titik dan sisi f1» adalah fungsi bijektif fi, : V(G) U E(G) —
{1,2,3,...,3mrn—2mr}. Bobot dekomposisi pada graf mC, ® P,, for 1 < j <r,
1<i<n,1<k<myaitu wy, = Ui (fia(eh,) + fra(@hiy,)) = Ui 2mri —
mr + 2rk — 2r 4+ 2j, dan bobot total dekomposisi m(C, ® P,) yaitu:

Wp, = wp, + f12(x]1€7i37]2€,i+1) + f12($]f7i$1]f,i+1) + U;;%(fH(w;ix?—l,i—&-l) +

f12($?,ix§+l,i+l)) + f12<$lf,ixlf,i+1) + f12(37]:,i$f—1,i+1)
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= Ui (2mri —mr + 2rk — 2r + 2j) + 2mrn + dmri — dmr + drk — dr +
3+ U;;%(Zmrn +dmri — Amr + 4rk — 4r + 45 — 1) + dmrn + dmri —
Admr +4rk — 1

Dengan menggunakan rumus barisan tingkat dua, maka bobot total dekom-
posisi membentuk barisan Wy, = {6mrn+ 3mr +4r + 21+ (r — 3)(2mnr +mr +
19) + (r — 3)(r — 4)(3), 6mrn + 3mr + 4r + 21 + (r — 3)(2mnr + mr +19) + (r —
3)(r—4)(3) +6r2, ..., 6mrn+ 3mr +4r + 21 + (r — 3)(2mnr + mr +19) + (r —
3)(r —4)(3) + (m(n — 1) — 1)6r2}.

Sehingga terbukti bahwa ada pelabelan super (6mrn+ 3mr + 4r + 21+ (r —
3)(2mnr+mr+19) + (r —3)(r —4)(3), 6r?)-Cy,-antimagic total dekomposisi pada
graf mC, ® P, untuk n >4, r > 3, dan m > 2 ]

Gambar 4.14 merupakan contoh super (6mrn+3mr+4r+214(r—3)(2mnr+
mr +19) + (r — 3)(r — 4)(3), 6r?)-Cy, antimagic total dekomposisi SHAT D pada
graf mC, ® P,.

o Teorema 4.13. Ada pelabelan super (6mrn + 6mn + 3m + 4r + 15 + (r —
3)(2mrn+6mn +m+13) + (r — 3)(r — 4)(mn + 2), 4r* + 2r)-Cy,.-antimagic total
dekomposisi pada graf mC,. @ P, untukn >4, r > 3, dan m > 2.

Bukti. Untuk melabeli titik pada graf mC, ® P, gunakan label titik yang ter-
dapat pada teorema 4.11 ke dalam teorema 4.13 dimana fi3 = fi;. Sehingga
Sis(zh) = fir(«¥;). Dengan demikian maka bobot dekomposisi dari pelabelan
total dekomposisi pada graf mC, ® P, yang didefnisikan dengan wy,, = wy, =
Ui_12mnj — 2mn + 2mi — m + 2k.

Untuk melabeli sisi graf C, ® P, gunakan label sisi yang terdapat pada teo-
rema 4.12 ke dalam teorema 4.13 dimana f;3 = fi2. Sehingga f13($1f72-$2’i+1) =
f12(96]f,ﬂ2,i+1), f13($lf,i$r,z‘+1) ~ f12($’f,ﬂr,z'+1)7 f13($§,il‘j—1,z‘+1) = f12(17§,ﬂj—1,z'+1)7
fis(@hxjh1001) = fra(@h i), fis(af 1) = fra(@h@101), dan fis(2y, 20 1i41) =
f12($7lf7ixr—1,i+l)-

Pelabelan titik dan sisi fi3 adalah fungsi bijektif fi3: V(G)U E(G) —
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Why = wpy + f13(xlf,ix§,i+l) + f13(i’5]1€,ﬂf,i+1) + Ug;%(flii(x?,ixf—l,wrl) +

fis(@h @k )+ fs(al el o) + fs(alal )

= Ui (2mri —mr + 2rk — 2r + 2j) + 2mrn + dmri — dmr + drk — 4r +
3+ U;;%(Zmrn + dmri — dmr + drk — 4r + 45 — 1) + dmrn + dmri —
dmr +4rk — 1

Dengan menggunakan rumus barisan tingkat dua, maka bobot total dekom-
posisi membentuk barisan Wy,, = {6mrn+6mn+3m+4r+ 15+ (r —3)(2mrn+
6mn+m+13)+(r—3)(r—4)(mn+2), 6mrn+6mn+3m+4r+15+(r—3)(2mrn+
6mn+m+13)+(r—3)(r—4)(mn+2)+4r*+2r,...,6mrn+6mn+3m-+4r+15+
(r—=3)2mrn+6mn+m+13)+ (r—3)(r —4)(mn+2)+ (m(n—1) —1)(4r? +2r)}.

Sehingga terbukti bahwa ada pelabelan super (6mrn+6mn+3m+4r+15+
(r —3)(2mrn+6mn+m+13) + (r — 3)(r — 4)(mn + 2), 4r* 4 2r)-Cy,-antimagic
total dekomposisi pada graf mC,. ® P, untuk n > 4, r > 3, dan m > 2 O

Gambar 4.15 merupakan contoh super (6mrn + 6mn + 3m + 4r 4+ 15+ (r —
3)(2mrn + 6mn +m+13) + (r — 3)(r — 4)(mn + 2), 4r? + 2r)-Cy, antimagic total
dekomposisi SHAT D pada graf mC,. ® P,.
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4.4 Hasil dan Pembahasan

Berdasarkan hasil penelitian untuk memperoleh nilai d yang mungkin un-
tuk super (a,d)-H antimagic total dekomposisi pada graf C3 ® P, adalah d €
{0,1,2,...,54} sedangkan untuk gabungannya mC3® P, diperoleh d € {0,1,2,...,
72}. Setelah menentukan nilai d, peneliti mencari pelabelan sesuai dengan nilai d
yang telah ditentukan tersebut.

Nilai batas atas d yang sudah diketahui berbeda maka nilai awal a juga
akan berbeda. Namun demikian seluruh label titik dan seluruh label sisi yang
digunakan sama. Untuk semua nilai beda d, label titik yang digunakan adalah dari
1 hingga ps dimana ps adalah jumlah titik pada graf sedangkan label untuk sisi
yang digunakan adalah dimulai dari pg + 1 hingga pg + g¢ dimana g; merupakan
jumlah sisi. Label titik yang dijumlahkan berdasarkan jumlah titik dekompo-
sisinya yaitu py menghasilkan bobot titik dekomposisi (w). Sedangkan label sisi
yang dijumlahkan berdasarkan jumlah sisi dekomposisinya yaitu gz menghasilkan
bobot sisi dekomposisi. Jumlah dekomposisi pada suatu graf yaitu s. Apabila
bobot titik dekomposisi (w) dan bobot sisi dekomposisi dijumlahkan akan meng-
hasilkan suatu pelabelan total dekomposisi.

Pada graf C3 ® P, untuk n > 4, peneliti menemukan pelabelan untuk
d = {0,2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 54 }.
Teorema 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 dan 4.5 menunjukkan sebagian hasil dari penelitian
yaitu pada d = 8,12, 24, 30, 54.

Sedangkan pada graf mC's ® P, untuk n > 4, dan m > 2 peneliti menemukan
nilai beda yaitu d = {0,2,4,6,8,10,12, 14,16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 38, 48}.
Teorema 4.6 dan 4.7 menunjukkan sebagian hasil dari penelitian. Label titik
dan sisi pada Teorema 4.6 didapatkan dari label titik dan sisi pada Teorema 4.2
sehingga dapat dikatakan bahwa jika ada pelabelan super (39n, 12) — C antimagic
total dekomposisi pada graf C's ® P, maka gabungannya memiliki pelabelan super
(39mn — 12m + 12,12) — Cy pada graf mC3 ® P,.

Kemudian peneliti menganalisis pelabelan total dekomposisi pada graf o-
perasi tensor product secara umum yaitu C, ® P, dan gabungannya mC, ® P,.

Nilai d yang mungkin vaitu d < 82 untuk graf C, ® P, dan d < 6r? untuk graf
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mC, ® P,. Teorema 4.8, Teorema 4.9, dan Teorema 4.10 menunjukkan pelabelan
super total dekomposisi dengan d € {4r,4r? + 2r,6r*} pada graf C, ® P, untuk
n > 4 dan r > 3. Sedangkan Teorema 4.11, Teorema 4.12, dan Teorema 4.13
menunjukkan pelabelan super total dekomposisi dengan d € {4r, 4r* + 2r, 6r?}
pada graf mC, ® P, untuk n >4, r > 3, m > 2.

Pada penelitian ini, terdapat beberapa pelabelan total super (a,d)-H-anti-
magic dekomposisi pada graf Cs® P,, mCs® P, C,.® P,,, dan mC,.® P,, yang belum
ditemukan oleh peneliti. Berdasarkan visualisasi pelabelan graf C3; ® P, hasil
penelitian yang telah ditemukan, diharapkan dapat membantu peneliti lain yang
akan melakukan penelitian sejenis. Beberapa pelabelan yang belum ditemukan

oleh penulis disajikan pada open problem berikut:

Masalah terbuka 4.4.1. Pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekomposisi
pada graf C3®P,, dengann > 4 untuk d < 54 selain d € {0,2,4,6,8,10, 12,14, 16, 18,
20, 22,24, 26, 28, 30, 32, 36, 38,40, 42, 44, 46, 54 }.

Masalah terbuka 4.4.2. Pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekomposisi
pada gabungan saling lepas graf mCs® P,, dengan n > 4 dan m > 2 untuk d < 72
selain d € {0,2,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 38, 48}.

Masalah terbuka 4.4.3. Pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekomposisi
pada graf C, @ P, dimana n > 4 untuk d < 6r? selain d € {4r, 4r?* + 2r,6r?}.

Masalah terbuka 4.4.4. Pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekomposisi
pada graf mC, ® P, dimana n > 4, r > 3, dan m > 2 untuk d < 8r? selain
d € {4r, 4r* + 2r, 6r%}.
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa:

a. Graf C5 ® P, tunggal memiliki pelabelan super (a,d)-H antimagic total
dekomposisi untuk d < 54 dan gabungannya mC5 ® P, memiliki d < 72.

b. Ada pelabelan total dekomposisi pada graf C3® P, untuk d = {0, 2, 4,6, 8, 10,
12,14, 16,18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 36, 38,40, 42, 44,46, 54} diantaranya
(41n — 4,8), (39n,12), (33n + 12, 24), (54n — 30, 30), (18n + 42,54) — Cg an-
timagic total dekomposisi dimana n > 4. Ada pelabelan total dekomposisi
pada graf mC3® P, untuk d = {0,2,4, 6, 8,10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28,
30, 32, 38,48} diantaranya yaitu (39mn — 12m + 12k, 12), (41mn — 14m +
10, 8) — Cg antimagic total dekomposisi dimana n > 4 dan m > 3.

c. Graf tensor product C, ® P, konektif memiliki batas atas d < 672 dan ada
pelabelan super (10rn+9n—4r+12+(r—3)(2rn+15n—4)+(r—3)(r—4)(3n—
2),4r), (6rn+7r+21+4(r—3)(2rn+r+19)+(r—3)(r—4)(3), 6r?),(6rn+6n+
4r+18+(r—3)(2rn+6n+14)+ (r—3)(r —4)(n+2), 4r* +2r)-Cy, antimagic
total dekomposisi pada graf C, ® P, untuk n > 4 dan r > 3. Graf mC, ® P,
memiliki batas atas d < 8r% dan ada pelabelan super (10mrn — 4mr +
I9mn+ 12+ (r — 3)(2mnr + 15mn — 8m +8) + (r — 3)(r — 4)(3mn — 2m), 4r),
(6mrn + 3mr + 4r + 21 + (r — 3)(2mnr +mr +19) + (r — 3)(r — 4)(3), 672),
(6mrn +6mn+3m+4r + 15+ (r —3)(2mrn+6mn+m+13) + (r — 3)(r —
4)(mn + 2),4r? + 2r)-Cy,-antimagic total dekomposisi untuk n > 4, r > 3,
dan m > 2.
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4
5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan super (a, d) —H antimagic
total dekomposisi pada graf operasi tensor product C, ® P, serta mengacu pada
open problem dari hasil penelitian yang telah ditemukan, maka peneliti mem-

berikan saran pembaca dapat melakukan penelitian tentang:

a. pelabelan super (a, d)-H antimagic total dekomposisi pada graf C3® P, den-
gann > 4untuk d < 54 selaind € {0,2,4,6,8,10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26,
28,30, 32, 36, 38, 40,42, 44, 46, 54}

b. pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekomposisi pada gabungan saling
lepas graf mCs ® P,, dengan n > 4 dan m > 2 untuk d < 72 selain d €
{0,2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 38, 48}.

c. pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekomposisi pada graf C, ® P,
dimana n > 4 untuk d < 6r? selain d € {4r, 4r* + 2r, 6r*}.

d. pelabelan super (a,d)-H antimagic total dekomposisi pada graf mC, ® P,
dimanan >4, r > 3, dan m > 2 untuk d < 82 selain d € {4r, 47> +2r, 61°}.
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