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RINGKASAN

Analisa Pelabelan Selimut (a,d) — H-Anti Ajaib Super pada Shackle
dari Graf C? dan Kaitannya dengan Keterampilan Berpikir Tingkat
Tinggi; Wuria Novitasari, 110210101072; 2015: 116 halaman; Program Studi
Pendidikan Matematika, Jurusan Pendidikan Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam, Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember.

Matematika sebagai suatu disiplin ilmu yang secara jelas mengandalkan
proses berpikir. Berpikir merupakan keterampilan kognitif untuk memperoleh
pengetahuan. Bloom mengklasifikasikan ranah kognitif yang sudah direvisi dalam
6 tingkatan yaitu mengingat, memahami, menerapkan, menganalisis, mengevalu-
asi, dan mencipta. Mengingat, mehamami, dan menerapkan termasuk kategori
berpikir tingkat rendah kemudian menganalisis, mengevaluasi, dan mencipta ter-
masuk kategori berpikir tingkat tinggi.

Graf adalah salah satu cabang dari ilmu matematika yang penting. Graf
menjadi alat pemodelan yang sangat baik untuk menjelaskan dan menyelesaikan
suatu permasalahan dalam berbagai hal. Salah satu contoh penerapan teori graf
adalah pelabelan graf. Terdapat banyak jenis pelabelan graf yang telah dikem-
bangkan, salah satunya adalah pelabelan (a,d) — H-anti ajaib super, dimana a
adalah bobot selimut terkecil dan d adalah nilai beda.

Salah satu jenis graf yang belum diketahui pelabelan super (a,d) — H-anti
ajaib super adalah shackle dari graf C2. Shackle dari graf CZ dinotasikan de-
ngan Shack (Cg, e, n) adalah sebuah graf yang dibentuk dari beberapa graf siklus
dengan busur dengan 6 titik pada setiap selimutnya dan 3 busur, e = 1 yang
berarti bahwa ada 1 sisi yang dipakai bersama-sama oleh selimut pertama dan
selimut kedua, dan n > 2. Gabungan shackle dari graf C§ merupakan gabungan
saling lepas dari m duplikat shackle dari graf Cg dan dinotasikan dengan Shack
(mC% e,n)

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deskriptif ak-
siomatik yaitu menetapkan pengertian dasar selimut H-anti ajaib, lalu dike-

nalkan beberapa teorema mengenai pelabelan selimut (a, d) — H-anti ajaib super

Vil
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pada shackle dari graf C baik secara tunggal maupun gabungan saling lepasnya
juga menggunakan metode pendeteksian pola untuk menentukan pola umumnya.
Penelitian ini juga mengkaitkan proses pelabelan selimut (a, d) — H-anti ajaib su-
per pada shackle dari graf Cp dalam terciptanya keterampilan berpikir tingkat
tinggi. Hasil penelitian ini berupa teorema baru mengenai pelabelan selimut
(a,d) — H-anti ajaib super pada Shack (Cg,e,n) dan Shack (mCg, e, n) yaitu
sebagai berikut:

1. Shack (C3,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super
untuk d = {0,1,2,...,96}. Hasil penelitian ini dibuktikan pada teorema
bahwa Shack (Cg, e, n) terdapat fungsi bijektif pelabelan selimut yaitu (36n+
84,96), (44n + 76,80), (52n + 68, 64), (60n + 60,48), (57n + 77,33), (68n +
52,32), (58n + 76,31), (59n + 75,29), (60n + 74,27), (61n + 73,25), (54n +
96,23), (64n + 68,21), (61n + 79,19), (72n + 48, 17), (T6n + 44, 16), (67n +
65,15), (84n + 36,0) — Cg-anti ajaib super untuk n > 2. Terdapat 2 konjek-
tur pada Shack (C2,e,n) yaitu pelabelan titik selimut (52%, s? — 2s)-anti
ajaib super untuk s > 5 dan n > 2 serta pelabelan total selimut (a,d) — 03-

anti ajaib super untuk s > 6 dan n > 2.

2. Gabungan Shack (mCg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti
ajaib super untuk d = {0,1,2,...,106}. Hasil penelitian ini dibuktikan pada
teorema bahwa Shack (Cg,e,n) terdapat fungsi bijektif pelabelan selimut
yaitu (41mn + 124m + 15,15), (42mn + 124m + 14, 13), (43mn + 124m +
13,11), (44mn + 124m + 12,9), (45mn + 124m + 11,7), (46mn + 124m +
10,5), (47mn + 124m + 9,3), (49mn + 114m + 29, 1) — C3-anti ajaib super
untuk n > 2 dan m > 2

Kaitan antara keterampilan berpikir tingkat tinggi dengan pelabelan selimut
(a,d) — H-anti ajaib super yakni dalam penemuan teorema pada batas atas yang
telah ditentukan, yaitu dimulai dari mengingat dalam mengidentifikasi famili graf,
memahami dalam menghitung jumlah titik p dan sisi ¢ dan menentukan batas atas
nilai beda d pada Shack (Cg,e,n) menentukan label titik, menerapkan dalam

menentukan fungsi bijektif bobot titik selimut, menganalisa dalam menentukan

viil
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label sisi dan fungsi bijektif sisi dan mengembangkan fungsi sisi dan bobot total,
mengevaluasi dalam membuktikan kebenaran fungsi, dan mencipta teorema baru
sebanyak 25 teorema dan 2 konjektur.

Penelitian pelabelan selimut (a,d) — C3-anti ajaib super pada shackle dari
graf C2 tunggal untuk d < 96 selain d € {96, 80, 64, 48, 33, 32, 31, 29, 27, 25, 23, 21,
19,17,16,15,0} maupun gabungan shackle dari graf C7 untuk d < 106 selain
d € {15,13,11,9,7,5,3, 1} masih belum ditemukan oleh peneliti dikarenakan pola

pelabelan sisi yang telah ditemukan menggunakan konsep permutasi.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Seiring dengan semakin pesatnya perkembangan Ilmu Pengetahuan dan
Teknologi (IPTEK), prinsip-prinsip matematika menempatkan dirinya sebagai
ilmu dasar yang mempunyai peranan penting dalam perkembangan [lmu Pengeta-
huan dan Teknologi (IPTEK). Konsep dan prinsip matematika banyak digunakan
sebagai alat bantu dalam penerapan bidang ilmu lain maupun dalam pengem-
bangan matematika sendiri. Matematika merupakan ilmu hitung yang penting
bagi kehidupan manusia. Kemampuan menghitung, mengukur, menurunkan dan
menggunakan suatu rumus adalah fungsi dari matematika yang diperlukan dalam
kehidupan sehari-hari.

Matematika sebagai suatu disiplin ilmu yang secara jelas mengandalkan
proses berpikir karena berpikir diperlukan oleh individu dalam kehidupan sehari-
hari. Menurut Murtadho (2013:531), berpikir dihasilkan dari metakognisi yang
dimiliki setiap individu. Secara ringkas dapat dinyatakan bahwa metakognisi
adalah kesadaran seseorang tentang proses pemantauan serta menjaga dan me-
ngendalikan pikiran dan tindakannya sendiri. Komalasari (2010) mengemukakan
bahwa berpikir dimulai apabila individu dihadapkan pada suatu masalah dan
menghadapi sesuatu yang menghendaki adanya jalan keluar. Hal ini menunjukkan
ketika individu ingin memecahkan suatu masalah atau ingin menghendaki jalan
keluar, maka individu tersebut melakukan aktivitas berpikir. Oleh karena itu,
melalui berpikir manusia dapat mengenali masalah, memahami dan memecah-
kannya.

Berpikir merupakan keterampilan kognitif untuk memperoleh pengetahuan.
Bloom mengklasifikasikan ranah kognitif dalam enam tingkatan, yaitu penge-
tahuan, pemahaman, penerapan, analisis, sintesis, dan evaluasi. Setelah dire-
visi taksonomi Bloom menjadi mengingat, memahami, menerapkan, mengana-

lisis, mengevaluasi, dan mencipta. Tiga diantara taksonomi Bloom yang telah
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direvisi termasuk kategori keterampilan berpikir tingkat rendah seperti mengi-
ngat, memahami, menerapkan dan tiga lainnya termasuk kategori keterampilan
berpikir tingkat tinggi seperti menganalisis, mengevaluasi, dan mencipta. Hal ini
berarti bahwa untuk mencapai keterampilan berpikir tingkat tinggi tetap harus
melalui aspek mengingat, memahami, dan menerapkan.

Teori graf adalah salah satu cabang dari ilmu matematika yang penting.
Graf menjadi alat pemodelan yang sangat baik untuk menjelaskan dan menyele-
saikan suatu permasalahan dalam berbagai hal. Permasalahan ini akan lebih je-
las bila dapat direpresentasikan dalam bentuk graf. Graf adalah himpunan tidak
kosong dari elemen-elemen yang disebut titik dan suatu himpunan pasangan tidak
terurut dari titik-titiknya yang disebut sisi. Walaupun teori graf adalah salah satu
cabang dari ilmu matematika yang penting namun teori-teorinya dapat diterap-
kan dalam kehidupan sehari-hari. Salah satu contoh penerapan teori graf adalah
pelabelan graf.

Pelabelan suatu graf adalah pemetaan bijektif yang memasangkan unsur-
unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan bulat positif. Pelabelan graf diperke-
nalkan oleh Sedldcek pada tahun 1963 dengan memunculkan ide tentang pelabelan
ajaib. Misal G(V, E), selanjutnya disingkat GG, adalah graf sederhana dan tak ber-
arah dengan himpunan titiknya adalah V' dan himpunan sisinya adalah F. Graf
G mempunyai jumlah titik (order) dan jumlah sisi (size). Pelabelan titik dan sisi
dari graf bisa dilakukan dengan banyak cara. Salah satu cara yang bisa digunakan
adalah melabelinya dengan bilangan. Terdapat banyak jenis pelabelan graf yang
telah dikembangkan, diantaranya adalah pelabelan graceful, pelabelan harmoni,
pelabelan total tak beraturan, pelabelan ajaib, dan pelabelan anti ajaib. Dalam
pengembangan pelabelan anti ajaib, dikenal juga pelabelan total (a, d)-titik anti
ajaib, pelabelan total titik ajaib super, pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib, dan
pelabelan total sisi ajaib super serta pelabelan selimut (a, d) — H-anti ajaib super.

Pelabelan anti ajaib adalah pengembangan dari pelabelan ajaib yang di-
lakukan oleh Hartsfield dan Ringel (1990). Mereka mendefinisikan bahwa suatu
graf G disebut anti ajaib jika sisi-sisinya dapat dilabeli dengan 1,2,...,eqs se-

hingga setiap titik mempunyai bobot titik yang berbeda. Gutiérrez dan Llado
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(2005) memperkenalkan pelabelan total H-ajaib dengan menggunakan konsep
selimut-H. Inayah et al. kemudian mengembangkan suatu pelabelan selimut
(a,d) — H-anti ajaib dengan penjelasan bahwa suatu pelabelan selimut (a, d) — H-
anti ajaib pada graf GG adalah sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat jumlahan
yang merupakan barisan aritmatika a,a + d,a + 2d,...,a + (t — 1)d. Pelabelan
selimut (a,d) — H-anti ajaib dikatakan fungsi bijektif karena label selimut pada
suatu graf tersebut selalu berbeda dan berurutan.

Penelitian tentang selimut pernah dilakukan oleh Inayah (2013), Rizky et
al. (2014) dan Citra et al. (2014). Inayah membahas tentang pelabelan selimut
(a,d) — H-anti ajaib pada graf kipas dan graf roda. Rizky membahas tentang
pelabelan selimut (a,d) — H anti ajaib super pada shackle graf triangular book
yang menemukan 3 teorema baru dengan de{96, 60,48} yaitu (36n+84, 96)—(Bt3+
2e), (52n 4+ 68, 60) — (Bt; + 2e), dan (60n +60,48) — (Bts + 2¢). Citra membahas
tentang pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada graf semi windmill.
Citra menemukan 4 teorema baru dengan de{7,5,3, 1} yaitu (18n+27,7) — (C5+
e),(25n 4 17,5) — (C3 +¢),(23n+13,3) — (C3 4+ €), dan (22n 4+ 20,1) — (C3 + €).

Shackle dari graf siklus dengan busur dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n)
adalah sebuah graf yang dibentuk dari beberapa graf siklus dengan busur dengan
6 titik pada setiap selimutnya dan 3 busur, e = 1 yang berarti bahwa ada 1
sisi yang dipakai bersama-sama oleh selimut pertama dan selimut kedua, dan
n > 2. Gabungan shackle dari graf siklus dengan busur merupakan gabungan
saling lepas dari m duplikat shackle dari graf siklus dengan busur dan dinotasikan
dengan Shack (mC¢, e, n). Terdapat pelabelan yang telah dilakukan pada shackle
dari graf siklus dengan busur diantaranya pelabelan total (a,d) — face anti ajaib
pada shackle dari graf siklus dengan busur Cj.

Pada penelitian ini dibahas tentang pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib
super pada shackle dari graf siklus dengan busur karena belum ada penelitian ten-
tang pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib pada shackle dari graf siklus dengan
busur. Selain itu, peneliti akan menerapkan tahapan-tahapan berpikir tingkat
tinggi taksonomi Bloom yang telah direvisi hingga mencapai aspek tertinggi yaitu

aspek mencipta. Oleh karena itu, pada penelitian ini penulis memilih judul
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” Analisa Pelabelan Selimut (a,d) — H-Anti Ajaib Super pada Shackle

dari Graf Siklus dengan Busur dan Kaitannya dengan Keterampilan

Berpikir Tingkat Tinggi”.

1.2

Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah dalam

penelitian ini yaitu:

1.

1.3

berapa batas atas pelabelan selimut (a, d) — H-anti ajaib super pada shackle

dari graf siklus dengan busur tunggal dan gabungan saling lepas?

apakah shackle dari graf siklus dengan busur tunggal memiliki pelabelan

selimut (a,d) — H-anti ajaib super?

apakah gabungan saling lepas shackle dari graf siklus dengan busur memiliki

pelabelan selimut (a, d) — H-anti ajaib super?

. bagaimana keterkaitan proses menemukan pelabelan selimut (a, d) — H-anti

ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur dengan keterampilan

berpikir tingkat tinggi?

Batasan Masalah

Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, maka

dalam penelitian ini masalahnya dibatasi pada :

1.

graf sederhana, yaitu graf yang tidak mengandung gelang maupun sisi ganda;

2. untuk kasus pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada shackle dari

graf siklus dengan busur tunggal yang dinotasikan dengan Shack (Cg, e, n)
dibatasi pada e = 1 dan n > 2;

. untuk kasus pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada gabungan

shackle dari graf siklus dengan busur yang dinotasikan dengan Shack (mCjp,
e,n) dibatasi pada m > 2, e = 1, n > 2 dan m,n adalah bilangan asli.

Dalam penelitian ini, m merupakan banyaknya copy dari graf siklus dengan
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busur, e = 1 adalah sisi yang dipakai bersama-sama oleh graf siklus dengan
busur pertama dan graf siklus dengan busur kedua, n adalah banyaknya

graf siklus dengan busur yang diezpand;

4. jumlah n pada Shack (Cg,e,n) hanya digunakan n = 3;

5. menggunakan taksonomi Bloom yang telah direvisi.

1.4

Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang di atas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. menentukan batas atas pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada

1.5

shackle dari graf siklus dengan busur tunggal dan gabungan saling lepas;

. menentukan pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada shackle dari

graf siklus dengan busur tunggal;

. menentukan pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada gabungan

saling lepas shackle dari graf siklus dengan busur;

mengetahui keterkaitan proses menemukan pelabelan selimut (a, d) —H-anti
ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur dengan keterampilan

berpikir tingkat tinggi.

Manfaat Penelitian

Manfaat yang didapatkan dari penelitian ini adalah :

. menambah pengetahuan baru tentang pelabelan selimut pada shackle dari

graf siklus dengan busur;

. memberi motivasi untuk meneliti tentang pelabelan selimut (a, d) — H-anti

ajaib super pada graf jenis lain;

. hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan atau

perluasan ilmu dan aplikasi dalam masalah pelabelan selimut (a, d) — H-anti

ajaib super;


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

6

4. melatih peneliti dalam proses berpikir tingkat tinggi terutama terkait de-
ngan mengingat dalam mengidentifikasi famili graf, memahami dalam meng-
hitung jumlah titik p dan sisi ¢ pada Shack (Cp,e,n) dan menentukan
batas atas nilai beda (d), menerapkan dalam menentukan label titik dan
mengembangkan fungsi bijektif bobot titik, menganalisa dalam menentukan
label sisi dan fungsi bijektif sisi serta mengembangkan fungsi sisi dan bobot
total, mengevaluasi dalam membuktikan kebenaran fungsi, dan mencipta

teorema.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Menurut (Slamin, 2009:11-12), sebuah graf G merupakan pasangan him-
punan (V(G), E(G)), dimana V(G) adalah himpunan berhingga tak kosong dari
elemen yang disebut titik, dan E(G) adalah sebuah himpunan (mungkin kosong)
dari pasangan tak terurut {u,v} dari titik-titik u,v e V(G) yang disebut sisi.
V(G) disebut himpunan titik dari G dan E(G) disebut himpunan sisi dari G.
Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G),
dan banyaknya unsur di £(G) disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan
q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf GG, maka order dan ukuran dari G
masing-masing cukup ditulis p dan ¢. Graf dengan order p dan ukuran ¢ dapat
ditulis graf-(p, q).

Titik pada graf dinomeri dengan huruf, seperti a,b,c,... dengan bilangan
asli 1, 2, 3, ...atau gabungan antara keduanya. Sisi yang menghubungkan titik
u dan titik v dapat dinyatakan dengan pasangan e = (u,v). Setiap sisi menghu-
bungkan satu titik ke titik yang lain dan setiap titik dapat mempunyai banyak
sisi yang menghubungkannya ke titik lain. Order n dari graf G adalah banyaknya
titik di G, yaitu n = p(G) atau dapat ditulis n = |V (G)| sedangkan banyaknya sisi
dari sebuah graf G disebut size dari G, sering dinotasikan dengan ¢(G) atau dapat
ditulis |E(G)| . G pada Gambar 2.1 adalah graf dengan order = 1 dan G, pada
Gambar 2.1 adalah graf dengan |V (G)| =5 dan |E(G)| = 6. Untuk G, V' = v; dan
E = 0, sedangkan untuk Gy, V' = {v1,v9,v3, 04,05} dan E = {ey, e, €3, €4, €5, €6}
atau dapat ditulis {(v1,vs), (v1, v3), (v2, v3), (Vo, v4), (V3, V), (V4,V5) }.

Beberapa terminologi (istilah) dasar yang sering digunakan dalam graf adalah
bertetangga (adjacent), bersisian (incident), derajat (degree), simpul terpencil
(isolated vertex), graf kosong (null graph atau empty graph), gelang (loop), lin-
tasan (path), sirkuit atau siklus (cycle), dan cut — set. Beberapa terminologi
tersebut dapat dijabarkan sebagai berikut (Muhammad, 2012).
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Gambar 2.1 Contoh graf secara umum

1. Bertetangga (Adjacent)
Dua buah simpul dikatakan bertetangga jika keduanya terhubung langsung
dengan sebuah sisi. Perhatikan kembali Gambar 2.1, pada graf G5, sim-
pul v; bertetangga dengan simpul v dan simpul v3 tetapi simpul v, tidak

bertetangga dengan simpul v4 dan simpul vs.

2. Bersisian (Incidency)
Sisi yang menghubungkan simpul A dan B disebut bersisian sengan simpul
A atau B. Perhatikan kembali Gambar 2.1, sisi e; pada graf (G5 bersisian

dengan simpul v; dan simpul vs.

3. Derajat (Degree)
Derajat suatu simpul pada graf, disimbolkan d(v) adalah jumlah sisi yang
bersisian pada simpul tersebut. Pada Gambar 2.2, graf Gy, d(1) = d(4) = 2,
d(2) = d(3) = 3. Pada graf Gs, d(1) = 3, bersisian dengan ruas ganda
sedangkan d(3) = 4, bersisian dengan loop. Loop dihitung berderajat dua;
d(v) = 2. Hal ini dikarenakan loop direpresentasikan sebagai (v,v) dan
simpul v bersisian dua kali pada sisi (v, v). Pada Graf G5, d(5) = 0, disebut
simpul terpencil/ simpul terisolasi, d(4) = 1, disebut simpul akhir atau

simpul bergantung.

4. Simpul Terpencil (Isolated Vertex)

Simpul terpencil adalah simpul yang tidak mempunyai sisi yang bersisian
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Gambar 2.2 (a). Graf G1; (b). Graf Ga; (¢). Graf G3

dengannya. Perhatikan graf G3 pada Gambar 2.2, simpul v adalah simpul
terpencil.

5. Graf Kosong (Null Graph atau Empty Graph)
Graf kosong adalah graf yang himpunan sisinya merupakan himpunan kosong.

Graf kosong biasa ditulis dengan /N,, dengan n adalah jumlah simpul. Per-
hatikan Gambar 2.3.

Gambar 2.3 (a). Graf Kosong Nj

6. Gelang (Loop)

Loop adalah sisi yang menghubungkan sebuah simpul yang sama. e5 pada

graf G5 Gambar 2.2 disebut loop.
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7. Lintasan (Path)

Lintasan yang panjangnya n dari simpul awal vy ke simpul tujuan v, di
dalam graf G adalah barisan berselang seling simpul-simpul dan sisi-sisi
yang berbentuk v, ey, €s, ..., Uy_1, €5, v, sedemikian sehingga e; = (v, v1),
ey = (v1,02), ..., €n = (Vn_1,v,) adalah sisi-sisi dari graf. Simpul dan sisi
yang dilalui di dalam lintasan boleh berulang. Sebuah lintasan dikatakan
lintasan sederhana (simple path) jika semua simpulnya berbeda. Lintasan
yang berawal dan berakhir pada simpul yang sama disebut lintasan tertutup
(closed path), sedangkan lintasan yang tidak berawal dan berakhir pada
simpul yang sama disebut lintasan terbuka (open path). Pada Gambar 2.2
(b); vy, €1, V9, €4,v3, €5,v3, adalah lintasan dari simpul v; ke simpul v3 yang

melalui sisi eq, e4, dan es.

8. Sirkuit atau Siklus (Cycle)
Sirkuit atau siklus adalah lintasan yang berawal dan berakhir pada sim-
pul yang sama. Sebuah sirkuit dikatakan sirkuit sederhana jika setiap sisi
yang dilalui berbeda. Pada Gambar 2.2 (a), vy, v, vs,v; adalah sebuah
sirkuit sederhana dengan panjang 3, yang dihitung berdasarkan jumlah sisi
di dalam sirkuit tersebut. Sedangkan v, vs, v3, v4, V2, v7 bukan merupakan

sirkuit sederhana karena sisi (v, v3) dilalui sebanyak dua kali.

9. Cut — Set
Cut — set dari graf terhubung G adalah himpunan sisi yang bila dibuang
dari G menyebabkan G tidak terhubung. Jadi cut — set menghasilkan dua

buah komponen terhubung.

Pada Gambar 2.4, jika kita membuang (v, vs), (vi,v4), (vs, v4), dan (ve, vs)
maka graf menjadi tidak terhubung. Jadi himpunan {(vy, ve), (v1,v4), (ve, v4),
(ve, v5) } adalah cut — set. Himpunan { (v, vs), (v2,v4), (v4, v5)} bukan meru-
pakan cut — set karena terdapat {(vi,vs),(vg,v4)} yvang juga merupakan

cut — set dan merupakan himpunan bagian dari {(vy,vs), (va, v4), (v4,v5)}.
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Gambar 2.4 Sebuah graf terhubung menjadi sebuah graf tak terhubung dikarenakan
adanya cut — set

2.2 Gabungan Graf
Gabungan dari dua graf G; dan G5 dinotasikan dengan G1UG5, didefinisikan
sebagai graf dengan himpunan titiknya adalah V(G;) U V(G3) dan himpunan sisi

E(G1) U E(Gy). Gambar 2.5 menunjukkan bahwa graf G merupakan gabungan
graf G; dan G,, yaitu G = G U Gbs.

P B

Gambar 2.5 Contoh Gabungan Graf

Graf gabungan mG didefinisikan sebagai gabungan saling lepas dari m kom-
ponen graf G. Dengan kata lain mG = G; U Gy U G3 U --- U Gy, dengan
G, =Gy = G = -+ =Gy, = G Menurut (Wijaya et al., 2000:85), misal
graf G mempunyai p titik dan ¢ sisi, maka graf mG mempunyai mp titik dan mgq

sisi.

2.3 Jenis-jenis Graf
Graf memiliki banyak jenis. Jenis-jenis graf dapat dibagi berdasarkan ada
tidaknya gelang atau sisi ganda pada suatu graf, berdasarkan jumlah simpul pada

suatu graf, dan berdasarkan orientasi arah pada sisi.
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Berdasarkan ada tidaknya gelang atau sisi ganda pada suatu graf, maka graf

digolongkan menjadi 2 jenis (Yulianti, 2008):

1. Graf Sederhana (Simple Graph) adalah graf yang tidak mengandung gelang

maupun sisi ganda .

2. Graf Tak Sederhana (Unsimple-Graph) adalah graf yang mengandung sisi
ganda atau gelang. Graf tak sederhana dibagi menjadi dua macam, yaitu
graf ganda dan graf semu. Graf ganda adalah graf yang mengandung sisi
ganda sedangkan graf semu adalah graf yang mengandung gelang. Sisi pada

graf semu dapat terhubung ke dirinya sendiri.

Gambar 2.6 (a). Graf sederhana; (b). Graf tak sederhana

Gambar 2.6 adalah contoh graf sederhana dan tak sederhana. Mengacu pada
penjelasan di atas, pada Gambar 2.6 (b) dikatakan graf tak sederhana karena
memiliki loop atau gelang yaitu sisi e; dan memiliki sisi ganda yaitu e; dan es.

Berdasarkan jumlah simpul pada suatu graf, maka secara umum graf dapat

digolongkan menjadi 2 jenis:

1. Graf Berhingga (Limited Graph) adalah graf yang jumlah simpulnya n
berhingga. Gambar 2.7 (a) adalah contoh graf berhingga.
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O O
-O—0O

(a) (b)

Gambar 2.7 (a). Graf berhingga; (b). Graf tak berhingga

2. Graf Tak Berhingga (Unlimited Graph) adalah graf yang jumlah simpulnya
n tidak berhingga banyaknya . Contoh graf tak berhingga ditunjukkan pada
Gambar 2.7 (b) berikut.

Berdasarkan orientasi arah pada sisi, maka graf digolongkan menjadi 2 jenis
(Yulianti, 2008):

1. Graf Tak Berarah (Undirected Graph) adalah graf yang sisinya tidak mem-
punyai orientasi arah. Contoh graf tak berarah ditunjukkan pada Gambar
2.8 (a).

2. Graf Berarah (Directed Graph atau Digraph) adalah graf yang setiap sisinya
diberi orientasi arah. Graf berarah ditunjukkan pada Gambar 2.8 (b).

2.4 Graf Khusus

Graf khusus dapat dikelompokkan menjadi beberapa jenis, diantaranya graf
lengkap, graf regular, graf bipartit, graf siklus (cycle), graf roda, graf lintasan (path
graph), graf rantai, graf siklus dengan busur, dan masih banyak yang lainnya.
Sebelum membahas tentang shackle dari graf siklus dengan busur, berikut akan
dijelaskan beberapa graf tersebut.

Suatu graf G dikatakan lengkap jika setiap titik dalam G terhubung ke setiap
titik lainnya dalam G. Jadi suatu graf lengkap G pasti terhubung. Graf lengkap
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() () (o) ()
(a) (b)
Gambar 2.8 (a). Graf tak berarah; (b). Graf berarah

dengan n titik dinotasikan oleh K,. Graf K,, K5, dan Ky adalah contoh graf
lengkap yang ditunjukkan pada Gambar 2.9 (Lipschutz dan Lipson, 2008:141).

(a) (b) (¢)

Gambar 2.9 (a). Graf Ky4; (b). Graf Ks; (c). Graf Kg

Suatu graf G adalah regular dengan derajat k atau regular-k jika setiap
titiknya memiliki derajat k. Dengan kata lain, suatu graf adalah regular jika
setiap titiknya memiliki derajat yang sama. Graf terhubung regular-0 adalah graf
trivial dengan satu titik dan tanpa sisi. Graf terhubung regular-1 adalah graf
dengan dua titik dan satu sisi yang menghubungkan keduanya. Graf terhubung
regular-2 dengan n titik adalah graf yang terdiri dari suatu siklus-n tunggal.
Gambar 2.10 adalah contoh graf regular (Lipschutz dan Lipson, 2008:142).

Suatu graf G disebut bipartit jika titiknya V' dapat dibagi menjadi dua
subhimpunan M dan N sedemikian sehingga setiap sisi G menghubungkan suatu
titik dari M ke suatu titik dari N. Graf bipartit lengkap adalah setiap titik dari
M terhubung ke setiap titik dari /V; graf ini dinotasikan oleh K,,, di mana m
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Gambar 2.10 (a). Regular-0; (b). Regular-1; (c). Regular-2

adalah jumlah titik dalam M dan n adalah jumlah titik dalam N dan untuk
standarisasi kita akan mengansumsikan m < n. Contoh graf bipartit ditunjukkan
pada Gambar 2.11 berikut (Lipschutz dan Lipson, 2008:142).

S

(l

Gambar 2.11 (a). Ka3; (b). K33; (). K24

Graf siklus (C'ycle) adalah graf sederhana yang setiap simpulnya berderajat
dua. Graf siklus dengan n simpul dilambangkan dengan C,,. Gambar 2.12 adalah
contoh graf siklus.

Graf Roda (Wheels Graph) adalah graf yang diperoleh dengan cara menam-
bahkan satu simpul pada graf lingkaran C,, dan menghubungkan simpul baru
tersebut dengan simpul pada graf lingkaran tersebut. Slamin et al. (2002) men-
jelaskan graf roda yang dinotasikan dengan W, adalah sebuah graf yang memuat
n siklus dengan satu titik pusat yang bertetangga dengan semua titik di n siklus.

Graf roda W, terdiri dari n + 1 titik yaitu: ¢, xy, 29,23, ..., x, dan 2n sisi, yaitu
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Gambar 2.12 Graf siklus (Roosen, 2003)

cr;, 1 <i<n,rxi,1 <i<n-—1dan x,r;. Contoh graf roda dengan 5 titik
atau W, ditunjukkan pada Gambar 2.13 berikut.

Wy

Gambar 2.13 Graf roda Wy

Graf lintasan atau path graph adalah graf yang terdiri dari satu lintasan.
Graf lintasan dengan n titik dinotasikan P, dengan n > 2. Contoh graf lintasan
P3; dan P; ditunjukkan pada Gambar 2.14 berikut.

Gracelia, R. (2013) menjelaskan bahwa graf rantai didefinisikan sebagai kK-
lintasan yaitu graf yang dapat dilihat sebagai graf lintasan, di mana setiap titik
pada lintasan berupa graf lengkap K,. Contoh graf rantai ditunjukkan pada
Gambar 2.15.

Graf siklus dengan busur dinotasikan dengan C! adalah suatu graf yang
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O
O

O Py
O—0——0 »

Gambar 2.14 Graf lintasan P3 dan P;

O O

Gambar 2.15 Graf rantai 3K-lintasan

merupakan famili dari graf siklus C;. Graf siklus dengan busur merupakan sebuah
graf yang terdiri dari s titik dan ¢ busur. Graf siklus dengan busur C} dapat dilihat
pada Gambar 2.16.

Gambar 2.16 Graf siklus dengan busur C¢ (Rezita, F (2014)

Istilah lain dari shackle adalah belenggu yang berarti sesuatu yang mengikat.
Graph Shackle dari Gy, Gay, ..., G} dinotasikan dengan Shack (Gi,Ga,...,Gy)
merupakan graf yang dibangun dari graf terhubung nontrivial dan order graf

G1,Ga, ..., Gy sedemikian hingga untuk setiap 1 < 7,5 < k dengan | i — j |<
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Gambar 2.17 Graf shack (S, n)

k —1,G;, Gy tepat satu titik yang sama, disebut vertexr linkage dimana k — 1
linkage titik semua berbeda. Graf shackle ada 2 yaitu shackle titik dan shackle
sisi. Gambar 2.17 adalah contoh graf Shack (S,,,n) yang merupakan salah satu
contoh shackle titik (Muharromah, 2014:11).

Pada penelitian ini shackle dari graf Cg merupakan graf yang terbentuk
dari beberapa graf siklus dengan busur. Shackle dari graf Cp adalah graf yang
dinotasikan dengan Shack (Cg, e, n) dimana graf ini memiliki 3 buah busur, e = 1
yaitu 1 sisi yang digunakan bersama-sama oleh graf C7 yang pertama dan graf
C3 yang kedua, 1 sisi dari graf C¢ yang kedua juga digunakan bersama-sama oleh
graf C% yang ketiga, dan seterusnya. Jadi, shackle ini termasuk kategori shackle
sisi karena ada 1 sisi yang digunakan oleh dua buah graf CZ. Contoh graf shackle
dari graf Cf dapat dilihat pada Gambar 2.18.

Gambar 2.18 Shackle dari graf Cg
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2.5 Aplikasi Graf

Teori graf mempunyai banyak aplikasi praktis dalam berbagai disiplin,
misalnya dalam biologi, ilmu komputer, ekonomi, teknik, informatika, linguistik,
matematika, kesehatan, dan ilmu-ilmu sosial. Dalam berbagai hal, graf menjadi
alat pemodelan yang sangat baik untuk menjelaskan dan menyelesaikan suatu
permasalahan. Salah satu cabang teori graf yang biasa digunakan sebagai alat
pemodelan untuk menjelaskan dan menyelesaikan suatu permasalahan adalah pe-
warnaan graf (graph colouring). Pewarnaan graf, yaitu memberikan warna pada
elemen graf yang akan dijadikan subjek dalam memahami constraint permasala-
han (Yahya et al. (Tanpa Tahun: 2)). Persoalan pewarnaan graf (graph colouring)
dibedakan menjadi 3, yaitu pewarnaan titik (vertex), pewarnaan sisi (edge), dan
pewarnaan wilayah (region). Selain aplikasi pewarnaan graf, ada juga aplikasi
total selimut yang bisa digunakan untuk menyelesaikan permasalahan dalam ke-
hidupan sehari-hari. Dafik (2015) mengilustrasikan sebuah permasalahan tentang

total selimut sebagai berikut.

Gambar 2.19 Pelabelan titik dan sisi Shack (Cg,e,n) untuk d = 96

Ada sepasang kakak adik di sebuah perumahan elit menyimpan uang sebesar
Rp 10.000.000,00. Sikakak menyimpan uang tersebut di tempat yang aman karena
saat ini ada buronan perampok yang sedang berkeliaran. Si kakak membuat
pesan kepada adiknya terkait keberadaan uang tersebut karena si kakak sedang
pergi penelitian untuk beberapa hari. Jika menggunakan pesan biasa pasti akan
terbaca oleh orang lain sehingga si kakak membuat pesan rahasia kepada si adik.
Si kakak menulis pesan yang ditempel di almari yang memuat pesan rahasia yang

sebenarnya berisi "uangnya di kotak biru muda”.
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Cara mengatasi permasalahan di atas adalah dengan cara menentukan pela-
belan selimut dari sebuah graf, graf yang dipilih adalah Shack (Cg,e,n) dengan
d = 96 seperti pada Gambar 2.19.

15 16 19
(2) (3) ©)
a
17 8 20 21
O (5) )
D
22 23/ g4l \27 25 26
© @ ®
4 [/
T2y \ao 30
9 ® 10)
m
31/ a9 35 33 34
W W O %) 12)
n 0 T
36 £ 38
@ @
[ U
39

Gambar 2.20 Diagram Pohon

Dari graf yang dipilih pada Gambar 2.19, dikembangkan dalam diagram
pohon yang berakar di label 1, kemudian melengkapi label sisinya. Setelah itu

mendata dan menyusun pesan rahasia di atas menjadi a,b,d,g,ik,m,n,o,rtu,y
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seperti pada Gambar 2.20.

Adapun cara mendata dan menyusun pesan rahasia tersebut adalah sesuai
dengan urutan abjad. Pesan rahasia tersebut dipecahkan dengan menerapkan
teknik kriptosistem modulo 26 terhadap masing-masing hurufnya sehingga men-
jadi a=mod(19,26)=19, b=mod(1517,26)=9, d=mod(151822,26)=8, g=mod (1620
23,26)=17, i=mod(162027,26)=21, k=mod(162125,26)=15, m=mod(16202429,26)
=9, n=mod(1620242831,26)=25, o=mod(1620242835,26)=3, r=mod (1621263033,
26)=13, t=mod(162024283237,26)=11, u=mod(162126303438,26)=8, y=mod (162
02428323639,26)=25. Cara selanjutnya untuk menghindari terjadinya kesamaan
bilangan di antara dua ciphertext adalah dengan mengkombinasikan hasil mo-
dulo dengan label titik terakhir, sehingga menjadi a=619, b=39, d=68, g=617,
i=1021, k=715, m=109, n=1025, 0=143, r=1113, t=1411, u=148, y=1425. Ke-
mudian kombinasi titik dan sisi ini diubah dalam bentuk modulo 26 lagi sehingga
diperoleh ciphertext yaitu a=v, b=n, d=q, g=t, i=h, k=n, m=f, n=I, o=n, r=v,
t=h, u=s, y=v. Dengan proses substitusi pesan kedalam ciphertext tanpa spasi

dan tanda baca, maka ciphertext pesan menjadi: svltlvvghnnhvnnhvsfsqv.

2.6 Fungsi dan Barisan Aritmatika
2.6.1 Fungsi

Fungsi seringkali disebut pemetaan. Fungsi f dari himpunan X ke him-
punan Y dinotasikan dengan f : X — Y adalah aturan korespondensi satu-satu
yang menghubungkan setiap x ¢ X dengan tepat satu ke anggota Y. Himpunan
X disebut domain dari fungsi f sedangkan himpunan Y disebut kodomain dari
fungsi f.

Menurut Susilo (2012:115), ada tiga fungsi khusus yaitu:

1. Fungsi Injektif
Suatu fungsi f : X — Y disebut fungsi (pemetaan) injektif jika dan hanya
jika untuk setiap xi,z9 € X berlaku apabila f(z) = f(z3) maka x; =
T9, yaitu bila dua elemen dalam domain mempunyai bayangan (peta) yang
sama, maka kedua elemen itu adalah elemen yang sama. Secara simbolis

dapat dinyatakan:
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f adalah fungsi injektif < (Vaq, 20 € X) f(x1) = f(22) = 1 = 22.

Secara ekivalen, juga dapat dinyatakan bahwa:

f adalah fungsi injektif < (V1,29 € X)z1 # 20 = f(21) # f(22)

yaitu bila dua elemen dalam domain adalah dua elemen yang tidak sama,

maka bayangan (peta) kedua elemen itu juga tidak sama.

. Fungsi Surjektif

Suatu fungsi f : X — Y disebut fungsi (pemetaan) surjektif jika dan hanya
jika kisaran dari fungsi f tersebut sama dengan kodomain dari fungsi f,
yaitu f(X) = Y. Dengan perkataan lain, fungsi f : X — Y adalah
fungsi surjektif jika dan hanya jika untuk setiap y € Y terdapat z ¢ X
sedemikian sehingga y = f(z), yaitu setiap elemen dalam kodomain mem-

punyai prabayangan (prapeta). Secara simbolis dapat dinyatakan:
f adalah fungsi surjektif < (Vy € Y)(3z € X)y = f(z).

. Fungsi Bijektif

Suatu fungsi f : X — Y disebut fungsi (pemetaan) bijektif jika dan hanya
jika fungsi f tersebut adalah fungsi yang injektif dan sekaligus surjektif.
Pada fungsi bijektif, setiap elemen dalam domain mempunyai tepat satu
bayangan dan setiap elemen dalam kodomain juga mempunyai tepat satu
prabayangan. Oleh karena itu, fungsi bijektif seringkali juga disebut kores-

pondensi satu-satu.

Contoh dari ketiga fungsi khusus tersebut adalah dapat dilihat pada Gambar

2.6.2 Barisan Aritmatika

Barisan aritmatika adalah suatu barisan yang memiliki beda (selisih) antara

dua suku berurutan tetap. Berikut adalah beberapa contoh barisan bilangan:

1.

2.

3.

1,3,5,7,...
2,6,10,14, . ..

100, 90, 80, 70, . ..


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

23

>< N =
XXX

Gambar 2.21 Fungsi-fungsi khusus: (a) injektif; (b) surjektif; (c) bijektif

Dari contoh barisan bilangan di atas, jika kita perhatikan contoh 1, suku perta-
manya U; = 1, suku keduanya U, = 3 yang diperoleh dengan menambahkan 2
kepada Uy, suku ketiganya Us = 5 yang diperoleh dengan menambahkan 2 kepada
U, dan seterusnya. Selisih dari tiap suku yang berurutan dari barisan ini adalah
tetap, yaitu sebesar 2. Barisan seperti ini disebut barisan aritmatika dan selisih
yang tetap dari barisan ini disebut beda barisan yang dilambangkan dengan b.
Contoh 2 dan 3 juga disebut barisan aritmatika meskipun memiliki nilai beda
yang berbeda dengan contoh 1. Contoh 2, nilai bedanya 4 sedangkan contoh 3,
nilai bedanya —10.

Rumus umum suku ke-n dari barisan aritmatika, yaitu sebagai berikut: Jika
suku pertama barisan aritmatika U; dinamakan a, maka didapat:
U =a
Uy—Uy=b&sUy=U+b=a+0?
Us—Uy=bsUs;=Us+b=(a+b)+b=a+2b
U —Us=bsUy=Us+b=(a+2b)+b=a+3b
dan seterusnya, sehingga didapat barisan aritmatika dalam bentuk:

a,a+b,a+2b,a+3b,...,a+ (n—1)b
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Dari sini kita dapatkan bentuk umum rumus suku ke-n barisan aritmatika yaitu:
Up,=a+ (n—1)b.

2.7 Pelabelan Graf
2.7.1 Definisi Pelabelan Graf

Dalam teori graf, pelabelan menjadi topik yang banyak mendapat perhatian
karena model-model yang ada pada pelabelan graf berguna untuk aplikasi yang
luas, seperti masalah peta jaringan jalan raya, jaringan internet, sistem alamat
jaringan komunikasi, dan desain sirkuit (Munir, 2003). Rahman et al. (2012:7)
menyatakan pelabelan merupakan pemetaan injektif yang memetakan unsur him-
punan titik dan unsur himpunan sisi ke bilangan asli yang disebut label. Menga-
cu pada pengertian pelabelan tersebut maka suatu pelabelan dari graf G(V, E)
dengan p titik dan ¢ sisi adalah pemetaan injektif dari himpunan V(G) U E(G)
ke himpunan bilangan bulat positif {1,2,...,p + ¢}. Jika domain dari fungsi
(pemetaan) adalah titik maka pelabelannya disebut pelabelan titik (vertex labe-
ling), jika domainnya adalah sisi maka disebut pelabelan sisi (edge labeling), dan
jika domainnya titik dan sisi maka disebut pelabelan total (total labeling).

Jumlah label sisi dan label dua titik yang menempel pada sisi disebut bobot
sisi. Jika graf memiliki bobot titik atau bobot sisi yang sama maka graf ini dina-
makan sebagai graf dengan pelabelan ajaib. Jika graf memiliki bobot titik atau
bobot sisi yang berbeda maka graf ini dinamakan sebagai graf dengan pelabelan

anti ajaib.

2.7.2 Pelabelan Selimut (a,d) — H-Anti Ajaib Super

Menurut Inayah (2013), suatu selimut dari G adalah H = {H;, Hz, Hs, . . .,
Hy} keluarga subgraf dari G dengan sifat setiap sisi di G termuat pada sekurang-
kurangnya satu graf H;, untuk suatu e {1,2,... k}. Jika untuk setiap ie{1,2,...,
k}, H; isomorfik dengan suatu subgraf H, maka H dikatakan suatu selimut-H dari
GG. Selanjutnya dikatakan bahwa G memuat selimut-H.

Pelabelan anti ajaib adalah pengembangan dari pelabelan ajaib yang di-
lakukan oleh Hartsfield dan Ringel (1990). Keduanya mendefinisikan bahwa su-
atu graf G yang memiliki titik sebanyak vg =| V' |=| V(G) | dan sisi sebanyak
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eq =| E |=| E(G) | disebut anti ajaib jika masing-masing sisi dilabeli dengan
{1,2,...,eq} sehingga bobot titiknya saling berbeda pairwise distinct, dengan se-
buah bobot titik dari titik v. Pelabelan suatu graf dikatakan anti ajaib jika sisinya
dapat dilabeli dengan bilangan bulat positif dan jumlah label sisi yang terkait pada
setiap titik berbeda dan membentuk barisan aritmatika dengan a sebagai suku
pertama dan d sebagai nilai bedanya. Pelabelan suatu graf dikatakan super jika
pelabelan total dimana label titiknya adalah label terkecil f(v) = {1,2,...,p}.
Inayah et al. (2013) mengembangkan suatu pelabelan selimut (a,d) — H-
anti ajaib super pada graf G dengan penjelasan bahwa pelabelan total A dari
V(G)UE(G) ke bilangan bulat {1,2,3,...,| V(G)UE(G) |}, untuk setiap subgraf
H dari G yang isomorfik dengan H dimana XH = Z,cvmA(v) + EeepA(e)
merupakan barisan aritmatika. Graf G dikatakan memiliki pelabelan H anti ajaib
super jika {A\(v)}veV = {1,...,| V |}. A dikatakan pelabelan total (a,d) — H-anti
ajaib super, jika A(V(G)) = {1,2,...,vg}. Suatu graf yang mempunyai pelabelan
total (a,d) — H-anti ajaib super disebut (a,d) — H-anti ajaib super. Selanjutnya,
jika G memuat suatu selimut-H, maka pelabelan total (a, d) —H-anti ajaib (super)
dikatakan pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib (super). Sebelum menentukan
pelabelan selimut (a, d) — H-anti ajaib super, Inayah (2013) menggunakan batas
atas d untuk pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super yaitu terdapat pada

lemma 2.7.1.

Lema 2.7.1. Misalkan G suatu graf, H subgraf G, dan t > 2 adalah banyak
subgraf G yang isomorfik dengan H. Jika G adalah (a,d) — H-anti ajaib super,

('UHJ;D”H +(,UG.6H)+(6H+21>6H)

v (2vgteg—va+1)—(
maka d < e

2.8 Aksioma, Lemma, Teorema, Corollary, Konjektur dan Open Problem

Aksioma adalah suatu pernyataan yang diterima sebagai kebenaran dan
bersifat umum, tanpa memerlukan pembuktian. Teorema adalah suatu pernya-
taan matematika yang masih memerlukan pembuktian dan pernyataan itu da-
pat ditunjukkan bernilai benar. Teorema adalah lemma dan corollary. Lemma
adalah teorema sederhana yang dipergunakan untuk pembuktian teorema lain.

Corollary adalah suatu proposisi yang secara langsung diperoleh dari teorema
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yang sudah dibuktikan (Yunimelawati, 2012). Susilo (2012:12) mengemukakan

proposisi adalah kalimat yang bernilai benar atau salah tetapi tidak keduanya.
Proposisi seringkali disebut juga pernyataan atau kalimat deklaratif.

Konjektur adalah suatu pernyataan yang nilai kebenarannya tidak dike-
tahui. Setelah pembuktian berhasil dilakukan, maka konjektur berubah menjadi
teorema. Open problem (masalah terbuka atau pertanyaan terbuka) adalah be-
berapa masalah yang dapat secara akurat dinyatakan, dan belum diselesaikan
(tidak ada solusi untuk diketahui). Contoh open problem dalam matematika yang
telah diselesaikan dan ditutup oleh peneliti di akhir abad ke-20 adalah Teorema
Terakhir Fermat dan empat warna teorema peta, sedangkan open problem yang

belum terselesaikan contohnya adalah permasalahan jembatan Konigsberg.

2.9 Hasil Pelabelan Selimut (a,d)—H-Anti Ajaib Super pada Beberapa
Graf
Pada bagian ini disajikan beberapa pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib
super pada beberapa jenis graf yang akan digunakan sebagai rujukan pada pe-
nelitian ini. Adapun ringkasan pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib pada graf

tunggalyang dapat dilihat pada Tabel 2.1.

Tabel 2.1: Ringkasan pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib
pada graf tunggal.

Notasi Graf a d Hasil
SBty, 36n + 84 d =96 (a,d) — Bt + 2e—
m (Rizky, P.,2014) -
W, 3hn +5 d=1 (a,d) — C5—

(Inayah,2009) -
S 13n + 4 d=1 (a,d) — K1 5—

)
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Notasi Graf a d Hasil

(Ismiyati,2013) -
Gpn,k: 13’!7,4-4—% d=2 (a,d)—Klg—

)

(Ismiyati,2013) -
F, 12+4n+ 3 d=4 (a,d) — C5—

o :u: 0 (Ismiyati,2013) -

2.10 Berpikir Tingkat Tinggi

Pangesti (2012), berpikir merupakan poros dari segala ilmu pengetahuan.
Soemanto (1990:29), berpikir adalah meletakkan hubungan antar bagian penge-
tahuan yang diperoleh manusia. Yang dimaksud pengetahuan di sini mencakup
segala konsep, gagasan, dan pengertian yang telah dimiliki dan diperoleh manu-
sia. Salah satu keterampilan berpikir adalah keterampilan berpikir tingkat tinggi.
Berpikir tingkat tinggi adalah berpikir pada tingkat lebih tinggi daripada sekedar
menghafalkan fakta atau mengatakan sesuatu kepada seseorang persis seperti
sesuatu itu disampaikan kepada kita.

Keterampilan berpikir tingkat tinggi merupakan suatu keterampilan yang
tidak hanya membutuhkan kemampuan mengingat, memahami, dan mengaplika-
sikan saja, namun membutuhkan kemampuan lain yang lebih tinggi, seperti ke-
mampuan berpikir kritis dan kreatif. Menurut Wardana (dalam Rofiah, 2013:17),
keterampilan berpikir tingkat tinggi adalah proses berpikir yang melibatkan ak-
tivitas mental dalam usaha mengeksplorasi pengalaman yang kompleks, reflektif
dan kreatif yang dilakukan secara sadar untuk mencapai tujuan, yaitu mempero-

leh pengetahuan yang meliputi tingkat berpikir analitis, sintesis, dan evaluasi.
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Taksonomi Bloom Sebelum Revisi Taksonomi Bloom Setelah Revisi

Gambar 2.22 Tahapan taksonomi Bloom

Berdasarkan tahapan taksonomi Bloom pada Gambar 2.22 bahwa taksonomi
Bloom sebelum revisi meliputi: pengetahuan, pemahaman, aplikasi, analisis, sin-
tesis, dan evaluasi, kemudian direvisi menjadi taksonomi Bloom yang baru meliputi:
mengingat, memahami, menerapkan, manganalisis, mengevaluasi, dan mencipta.
Sama dengan sebelum revisi, tiga level pertama (terbawah) merupakan keteram-
pilan berpikir tingkat rendah atau Lower Order Thinking Skills sedangkan tiga
level berikutnya merupakan keterampilan berpikir tingkat tinggi atau High Order
Thinking Skills. Namun ketempilan berpikir tingkat rendah tetap harus dilalui
untuk mencapai keterampilan berpikir tingkat tinggi. Jadi, dalam menginterpre-
tasikan tahapan taksonomi Bloom yang telah direvisi pada Gambar 2.22, secara
logika adalah sebagai berikut: sebelum kita memahami sebuah konsep maka kita
harus mengingatnya terlebih dahulu, sebelum kita menerapkan maka kita harus
memahaminya terlebih dahulu, sebelum kita menganalisis maka kita harus mene-
rapkannya terlebih dahulu, sebelum kita mengevaluasi maka kita harus mengana-
lisis terlebih dahulu, sebelum kita mencipta sesuatu maka kita harus mengingat,
memahami, menerapkan, menganalisis, dan mengevaluasi.

Berikut ini adalah penjelasan dan pilihan kata kerja operasional dari ranah
kognitif yang telah direvisi oleh Utari, R. (2008: 10) yaitu:

1. Mengingat adalah kemampuan menyampaikan kembali informasi/pengeta-
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huan yang tersimpan dalam ingatan. Kata kerja operasionalnya yaitu men-
definisikan, menyusun daftar, menjelaskan, mengingat, mengenali, mene-
mukan kembali, menyatakan, mengulang, mengurutkan, menamai, menem-
patkan, menyebutkan. Pada tahap ini, hubungan dengan pelabelan selimut
(a,d) — H-anti ajaib super adalah mengingat dalam mengidentifikasi famili

graf.

. Memahami adalah kemampuan memahami instruksi dan menegaskan pe-
ngertian ide atau konsep yang telah diajarkan baik dalam bentuk lisan, ter-
tulis maupun graf/diagram. Kata kerja operasionalnya yaitu menerangkan,
menjelaskan, menerjemahkan, menguraikan, mengartikan, menafsirkan, me-
nginterpretasikan, mendiskusikan, menyeleksi, mendeteksi, melaporkan, men-
duga, mengelompokkan, memberi contoh, merangkum, menganalogikan, me-
ngubah, memperkirakan. Pada tahap ini, hubungan dengan pelabelan se-
limut (a, d) — H-anti ajaib super adalah memahami dalam menghitung jum-
lah titik p dan sisi ¢ pada Shack (Cg,e,n) dan menentukan batas atas nilai
beda (d).

. Menerapkan adalah kemampuan melakukan sesuatu dan mengaplikasikan
konsep dalam situasi tertentu. Kata kerja operasionalnya yaitu memilih,
menerapkan, melaksanakan, menggunakan, mendemonstrasikan, memodikasi,
menunjukkan, membuktikan, menggambarkan, memprogramkan, memprak-
tikkan. Pada tahap ini, hubungan dengan pelabelan selimut (a, d) — H-anti
ajaib super adalah menerapkan dalam menentukan label titik dan mengem-
bangkan fungsi bijektif bobot titik.

. Menganalisis adalah kemampuan memisahkan konsep ke dalam beberapa
komponen dan menghubungkan satu sama lain untuk memperoleh pema-
haman atas konsep tersebut secara utuh. Kata kerja operasionalnya yaitu
mengkaji ulang, membedakan, membandingkan, memisahkan, menghubung-
kan, menunjukkan hubungan antara variabel, memecah menjadi beberapa
bagian, menyisihkan menjadi beberapa bagian, mengorganisir, mengkerang-

kakan. Pada tahap ini, hubungan dengan pelabelan selimut (a,d) — H-anti
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ajaib super adalah menganalisa dalam menentukan label sisi dan fungsi bi-

jektif sisi serta mengembangkan fungsi sisi dan bobot total.

. Mengevaluasi adalah kemampuan menetapkan derajat sesuatu berdasarkan
norma, kriteria atau patokan tertentu. Kata kerja operasionalnya yaitu
menilai, mengevaluasi, menjustikasi, mengecek, mengkritik, memprediksi,
membenarkan, menyalahkan, menyeleksi. Pada tahap ini, hubungan dengan
pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super adalah mengevaluasi dalam

membuktikan kebenaran fungsi.

. Mengkreasi adalah kemampuan memadukan unsur-unsur menjadi suatu ben-
tuk yang utuh dan koheren, atau membuat sesuatu yang orisinil. Kata
kerja operasionalnya yaitu merakit, merancang, menemukan, menciptakan,
memperoleh, mengembangkan, memformulasikan, membangun, memben-
tuk, membuat, melakukan inovasi, mendesain, menghasilkan karya. Pada
tahap ini, hubungan dengan pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super

adalah mencipta teorema.
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deskriptif
aksiomatik yaitu menetapkan pengertian dasar selimut H-anti ajaib, lalu dike-
nalkan beberapa teorema mengenai pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg baik secara tunggal maupun gabungan saling lepas-
nya. Penelitian ini juga menggunakan tahapan-tahapan yang terdapat dalam
taksonomi Bloom yang telah direvisi yaitu mengingat, memahami, menerapkan,
menganalisis, mengevaluasi, dan mencipta. Langkah yang dilakukan terlebih
dahulu pada penelitian ini adalah menentukan nilai beda (d) pada shackle dari
graf C3, selanjutnya nilai beda (d) tersebut diterapkan dalam pelabelan selimut
(a,d) — H-anti ajaib pada shackle dari graf Cg. Jika terdapat pelabelan selimut
(a, d) —H-anti ajaib super pada shackle dari graf Cg, maka dapat dirumuskan pola
pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada shackle dari graf C3 dengan
menggunakan metode pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan
pola umumnya. Setiap langkah pada pelabelan ini akan dikaitkan dengan 6 taha-
pan taksonomi Bloom yang telah direvisi untuk mencapai keterampilan berpikir
tingkat tinggi.

Langkah selanjutnya adalah menentukan nilai beda (d) gabungan saling
lepas pada shackle dari graf Cg, selanjutnya nilai beda (d) tersebut diterapkan
dalam pelabelan selimut (a,d) — H anti ajaib super pada shackle dari graf Cg.
Jika terdapat pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada shackle dari graf
C3, maka dapat dirumuskan pola pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super
gabungan saling lepas pada shackle dari graf C{ tersebut dengan menggunakan
metode yang sama untuk menentukan pola umumnya. Tahapan yang sama de-
ngan menggunakan taksonomi Bloom yang telah direvisi juga diterapkan pada
pelabelan selimut (a, d) — H-anti ajaib super pada shackle dari graf C¢ ini hingga

mencapai keterampilan berpikir tingkat tinggi.

31
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3.2 Definisi Operasional
Definisi operasional variabel digunakan untuk memberi gambaran secara
matematis dalam penelitian dan untuk menghindari terjadinya perbedaan penger-

tian makna. Definisi operasional variabel yang dimaksud adalah sebagai berikut:

3.2.1 Pelabelan Selimut (a,d) — H-Anti Ajaib Super

Pelabelan selimut H anti ajaib super pada graf G dengan v titik dan e
sisi didefinisikan sebagai fungsi bijektif dari titik-titik dan sisi-sisi pada himpunan
bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi, secara matematis ditulis
dalam bentuk f: V(G)U E(G) = {1,2,3,...,| V(G) | + | E(GQ) |} dengan sifat
bahwa setiap subgraf dari G’ yang isomorfik dengan H dimana H juga subgraf dari
G mempunyai total label A\(H) yang berbeda, A(H) = Xyev () f(v) + Zeerm) f(e).
Graf G dikatakan memiliki pelabelan H-anti ajaib super jika himpunan titik V' (G)
merupakan pemetaan bijektif f ke himpunan {1,2,3,...,| V(G) |}.

3.2.2 Shackle dari Graf Siklus dengan Busur

Graf siklus dengan busur dinotasikan dengan C§ adalah salah satu graf yang
merupakan famili dari graf siklus Cs. Graf Cj memiliki 3 buah busur. Ada-
pun objek dari penelitian ini adalah shackle dari graf C3. Shackle dari graf
C?2 merupakan graf yang terbentuk dari beberapa graf C§. Shackle dari graf
C¢ dinotasikan dengan Shack C§,e,n untuk e = 1 dan n > 2. e = 1 meru-
pakan 1 sisi yang digunakan bersama-sama oleh graf C¢ yang pertama dan graf
siklus dengan busur yang kedua, 1 sisi dari graf siklus dengan busur yang ke-
dua juga digunakan bersama-sama oleh graf siklus dengan busur yang ketiga,
dan seterusnya. Graf ini merupakan salah satu contoh graf yang masih belum
ditemukan pelabelannya. Shackle dari graf Cy adalah sebuah graf dengan titik
V(Shack (C¢,e,n)) = {z;;;1 <i<4,1<j<n} dan sisi E(Shack (C§,e,n)) =
{z;®iv15;1 <@ <3,1 <j<npU{rzs;;1 <j<npU{zzs41;1 <j<
n} UA{zy;zs554151 < J < npU{z ee401 <5 < npU{@ges50051 < j < n}.
Gambar 3.1 merupakan pelabelan selimut (a,d) —H anti ajaib super pada shackle

dari graf Cp tunggal.
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Gambar 3.1 Pelabelan Selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada shackle dari graf Cg
tunggal yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n)

Gambar 3.2 Pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada gabungan saling lepas
shackle dari graf C§ yang dinotasikan dengan Shack (mCg,e,n)
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3.2.3 Gabungan Saling Lepas Shackle dari Graf Siklus dengan Busur

Gabungan saling lepas pada shakle dari graf C§ didefinisikan sebagai gabun-
gan saling lepas sebanyak m salinan shackle dari graf siklus dengan busur Cg, e, n
yang mempunyai titik V(Shack (mC§,e,n)) = {af;;1 <i < 4,1 <j <n,l
k < m} dan sisi E(Shack (mC§,e,n)) = {«f,zF,, 11 <i<3,1<j<n1
k<m}u{afaf ;1 <j<nl<k<mpu{ziaf, ;1<j<nl<k
m}U{x§ ok 51 < j<nl<k<mpufafaf, ;1 <j<nl<Ek

m}U{a} 2 1;1 <j<n,1<k<m} Padapenelitian ini, peneliti membatasi

VAN VAN VAN VAN

pada mCg, e,n untuk n > 2 dan m > 2. Gambar 3.2 adalah pelabelan selimut
(a,d) — H-anti ajaib super pada gabungan saling lepas shackle dari graf C.

3.3 Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada shackle dari graf C¢ baik yang tunggal maupun
gabungan saling lepasnya. Jika pada graf ini ditemukan pelabelan selimut H-anti
ajaib super maka dilanjutkan dengan pendeteksian pola (pattern recognition).
Penelitian ini juga menerapkan tahapan-tahapan taksonomi Bloom yang telah di-
revisi dalam menentukan langkah-langkah untuk pelabelan selimut (a, d) — H-anti
ajaib super pada shackle dari graf Cg. Adapun teknik penelitian adalah sebagai
berikut:

1. mengidentifikasi famili pada shackle dari graf C3;

2. menghitung jumlah titik pg dan sisi g¢ pada shackle dari graf C? serta
menghitung jumlah selimut titik py, jumlah selimut sisi ¢y, dan jumlah

selimut pada shackle dari graf Cg;
3. menentukan batas atas nilai beda d pada shackle dari graf Cg;

4. menentukan label HAVC (H Antimagic Vertex Covering) atau pelabelan
selimut (a,d) — H-titik anti ajaib pada shackle dari graf Cg;

5. apabila label HAV C berlaku untuk beberapa graf maka dikatakan pelabelan
itu expandable sehingga dilanjutkan dengan mengembangkan fungsi bijektif
bobot titik pada shackle dari graf Cg;
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6. menentukan label sisi dan fungsi bijektif sisi pada shackle dari graf Cg;
7. mengembangkan fungsi sisi dan bobot total pada shackle dari graf C3;
8. membuktikan kebenaran fungsi pada shackle dari graf Cg;

9. menemukan teorema.

Penelitian ini akan menemukan berbagai pola pelabelan selimut (a,d) — H-
anti ajaib super dengan berbagai nilai awal (a) serta nilai beda (d) yang diten-
tukan. Penelitian ini juga dapat dinyatakan dalam pelabelan selimut (a,d) — H-
anti ajaib super pada shackle dari graf C¢. Teknik penelitian yang dilakukan
pada gabungan saling lepas pada shackle dari graf C¢ juga sama dengan teknik
penelitian seperti yang telah disebutkan di atas namun teknik tersebut ditetapkan
pada gabungan saling lepas shackle dari graf C§. Secara umum, langkah-langkah

penelitian di atas dapat juga disajikan dalam bagan alir pada Gambar 3.3.

3.4 Observasi

Sebelum penelitian lanjutan pada shackle dari graf Cp, telah dilakukan
observasi awal untuk nilai m dan n tertentu sebagai pedoman untuk menduga
keberadaan pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super serta menentukan pola
pelabelannya. Setelah melakukan observasi awal, peneliti menemukan pola pela-
belan titik tunggal pada shackle dari graf C¢, antara lain dengan beberapa taha-
pan berikut: (1) mencari pelabelan titik pada shackle dari Cg; (2) pelabelan
pertama dimulai dari titik z21; (3) selanjutnya titik yang dilabeli adalah titik
x31; (4) kemudian dilanjutkan dengan melabeli titik xq;; (5) setelah itu dilan-
jutkan dengan melabeli titik x4; (6) lalu dilanjutkan dengan melabeli x4 2; (7)
dilanjutkan lagi dengan melabeli titik z39; (8) pola tersebut berlanjut sampai
titik x34. Pelabelan titik terakhir adalah pada titik z34; (9) untuk pelabelan
gabungan saling lepas pada shackle dari graf Cg juga sama tahapannya, hanya
berbeda pengurutan copy-annya.

Berdasarkan tahapan pelabelan tersebut yang dilakukan pada observasi awal
adalah penulis telah menemukan pelabelan titik dan pelabelan sisi yang beruru-

tan, maka penulis dapat melanjutkan observasinya untuk menemukan pelabelan
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Identifikasi famili graf l (Mengingat)

Y (memahami)
Menghitung jumlah titik p dan Menentukan batas atas nilai
sisi ¢ pada Shack (Cg,e,n) beda (d)
(memahari) (menerapkan) Y
( Menentukan label titik ]
(menganalisa) unempandable‘, "expandable

| Menentukan label sisi dan Mengembangkan fungsi bijektif
fungsi bijektif sisi bobot titik

Y
Mengembangkan fungsi sisi dan
bobot total

Y
{ Membuktikan kebenaran }(mengevaluasi)

fungsi

Y

Teorema | (mencipta)

Keterangan:
—> Aliran kegiatan utama

----> Aliran pengecekan

Gambar 3.3 Rancangan penelitian
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selimut (a, d) — H-anti ajaib super pada shackle dari graf Cg untuk m dan n sem-
barang. Hasil observasi awal pelabelan titik dan pelabelan sisi pada shackle dari

graf C¢ yang tunggal ditunjukkan pada Gambar 3.4.

Gambar 3.4 Observasi awal pada shackle dari graf C’g

Berdasarkan Gambar 3.4, penulis telah menemukan pelabelan selimut (a, d)—
H-anti ajaib super pada shackle dari graf Cg untuk n > 2 dengan beda (d) = 96.
Dari hasil observasi ini, peneliti dapat melanjutkan observasi lanjutan untuk me-
nemukan pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada shackle dari graf C

untuk m dan n sembarang.
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Bagian ini merupakan penjelasan hasil penelitian mengenai pelabelan se-
limut (a, d)—H-anti ajaib super pada shackle dari graf C¢ yang dinotasikan dengan
Shack (C3,e,n) baik yang tunggal maupun gabungan saling lepasnya. Subgraf
H yang pertama dipilih adalah C§ kemudian pada bagian pembahasan diperluas
menjadi C?, sehingga istilah pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super akan
ditulis menjadi pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super atau pelabelan se-
limut (a,d) — C3-anti ajaib super. Hasil utama dari penelitian yang akan dibahas
terkait dengan pelabelan selimut (a, d)—H-anti ajaib super adalah berupa teorema
baru yang ditandai dengan gambar permata ¢ dan kaitannya dengan keterampilan
berpikir tingkat tinggi dalam proses menemukan pelabelan selimut (a, d) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf CZ. Penelitian ini diawali dengan menentukan
nilai batas atas (d), menentukan pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super
kemudian menentukan bobot titik selimut dan selimut total.

Pada penelitian ini terdapat 25 teorema baru dan 2 konjektur yang dite-
mukan secara eksperimental. Format penyajian temuan penelitian dalam bab
ini diawali dengan pernyataan teorema kemudian dilanjutkan dengan bukti dan
contoh gambar atau ilustrasi sebagai visualisasi pembuktian teorema dan kai-
tannya dengan keterampilan berpikir tinggi dalam menemukan pelabelan selimut
(a,d)—Cg-anti ajaib super. Berikut ini adalah penjelasan tahap-tahap bagaimana
teorema tersebut ditemukan sekaligus menjawab rumusan masalah yang telah di-

sajikan pada bab 1.

4.1 Batas Atas Pelabelan Selimut (a,d) — C; Anti Ajaib Super pada
Shackle dari Graf C; Tunggal dan Gabungan Saling Lepasnya
Penentuan batas atas beda (d) merupakan hal yang penting dalam penelitian

ini. Batas atas ini adalah bagian yang menunjukkan seberapa banyak nilai beda

vang mungkin dimiliki oleh Shack (Cg,e,n) tunggal maupun gabungan saling

38
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lepas dalam pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
Cg. Terlebih dahulu perlu diketahui jumlah titik (pg) atau jumlah sisi (¢o) pada
Shack (Cg,e,n) yang tunggal maupun gabungannya dan perlu diketahui jumlah
titik (pg) dan jumlah sisi (qg) pada subgraf atau selimut Shack (Cg,e,n) yang
tunggal maupun gabungannya serta jumlah selimutnya (s).

Berdasarkan definisi, Shack (C¢,e,n) adalah graf dengan titik V(Shack
(Cée,n)) = {i;;1 < i < 4,1 < j < n} dan sisi E(Shack (C,e,n)) =
{2 @iv1;1 <0< 3,1 <j<npU{zo5;1 <j<npU{zzs;01;1 < j<
n}U{zg ;7351131 < J <npU{m oo 0051 <j <nfU{ry;m3501;1 < j <n}. Ni-
lai n yang dimaksudkan adalah banyaknya expand Shack (Cg, e, n) yang terdapat
pada Shack (Cg,e,n) dari samping kiri ke kanan.

Berdasarkan definisi dari graf Shack (Cg,e,n) dengan n yang berbeda, di-
dapatkan rumusan jumlah titik pada Shack (C§,e,n) adalah pg = 4n + 2 dan
jumlah sisi pada Shack (CZ,e,n) adalah gz = 8n + 1. Selimut pada Shack
(C3, e,n) berupa subgraf dari Shack (Cg,e,n) yang berupa C%, e, n, maka jumlah
titik selimut py = 6 dan jumlah sisi selimut gz = 9 serta rumusan jumlah selimut
Shack (Cg,e,n) adalah s.

Batas atas ini dapat ditentukan dengan menggunakan Lemma sebagai berikut:

Lema 4.1.1. Jika sebuah graf G (V, E) adalah pelabelan selimut (a,d) — H-anti

ajaib super, maka d < (pcpr)pf;fl(qcf‘m)qH untuk s = |H;|, H C G yang isomorfik

dengan H, pe = |V(G)], ¢ = |E(G)|, pu = [V(H)|, qu = |E(H)|.

Bukti. f(V)={1,2,3,...,p}dan f(E) = {p+1,p+2,...,p+q}. Misalkan
graf (pg,qc) mempunyai pelabelan selimut (a,d) — H anti ajaib super dengan
fungsi total f(V UE) ={1,2,3,4,5,6,...,p+ ¢} maka himpunan bobot selimut
sebuah graf adalah {a,a+d,a+2d,...,a+ (s —1)d} dimana a merupakan bobot
selimut terkecil. Karena graf G (V, E) adalah (a,d) — H-anti ajaib, bobot-H
terkecil adalah tidak lebih kecil daripada 1 4+ 2 4+ -+ + pg + (pg + 1) + (pa +
2) + -+ + (pg + qu) dan bobot-H terbesar adalah tidak lebih besar daripada
pe+pe—1+pg—2+-+(pa—(pu— 1))+ (pc +aqc) + (pc + 96 — 1) + (pa +
gc—2)+ -+ (pe +qc — (qu — 1)), sehingga diperoleh:
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untuk nilai terkecil berlaku:

14+2+...+pu+(pg+1)+(pe+2)+...4+ (pg +qu)

p q
7H(1+pH)+QHpG+7H(1+QH)
2 2
pi | Dy 4 d
2+2+QHPG+2+2

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

IN

IN

40

a+(s—=1)d < pe+pc—1+pc—2+..+pc— (pa—1))+ (pe+qc)
+(pe +qa— 1)+ (pa+a9a —2)+ ... + (pa +9a — (qu — 1))

p J—
= PHDPG — H2 (14 (py — 1)) + qupc + quqc
qa — 1
=10 g 1)
pa — 1 g — 1
= PupG — = (pu) + qupc + quqc — 5 (qu)
pg —1 qy — 1
(s—1)d < pups— H2 (pu) + qupc + quac — H2 (qu) —a
pa — 1 g — 1
< pupG — > (pu) + qupc + quac — > (qu) —
2 2
by P qH q
(7+7H+QHPG+7+7H)
2 2 2 2
L\ _Pu | PH 9% 47 PEH  Pm 94  Y9m

= DHPG t qHGG — P?q = Q?{
= pupc — Py + qudc — G

= (pc —pu)ra + (¢¢ — qu)qu
(pe — pu)pu + (96 — qu)an

(s—1)

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d < (pa—pr)pu+96=qu)an

s—1

jika graf G memiliki pelabelan selimut (a,d)-H-anti ajaib super dari berbagai

famili graf. (Dafik, 2014)

O
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Observasi 4.1.1. Jika shackle dari graf C3 yang dinotasikan dengan Shack (Cg, e,
n), untuk n > 2 memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super, maka

d < 96.

Bukti. Shack (C?,e,n) memiliki himpunan titik V(Shack (Cg,e,n)) =
{zij;1 <i<4,1<j <n} dan himpunan sisi E(Shack (C§,e,n)) = {z;;;1 <
i< 3,1 <j<npU{m syl <G <nfU{r s ;] < j<npU{rg g ;1 <
J < n}U{zz0,41;1 < j <n}pU{zg;rs,+1;1 < j < n}untuk n > 2. Jumlah
titik pg = 4n + 2 dan sisi g¢ = 8n + 1, jumlah titik selimut adalah pg = 6 serta
jumlah sisi selimut adalah ¢ = 9 dengan jumlah selimut n maka batas atas nilai

beda (d) sebagai berikut:

(pe¢ — pu)pE + (96 — qu)qH

s—1
) (An+2—-6)6+ (8n+1—9)9
- n—1
o (4n —4)6 + (8n — 8)9
A n—1
96n — 96
o 1 N
= n—1
- 96(n — 1)
X n—1
< 96

Pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super selalu menggunakan bila-
ngan bulat positif, maka nilai d > 0 dan d adalah bilangan bulat, sehingga d
€ {0,1,2,3,...,96}. OJ

Observasi 4.1.2. Jika gabungan shackle dari graf C3 yang dinotasikan dengan
Shack (mCg, e,n), untuk m > 2 dan n > 2 memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-

anti ajaib super maka d < 96m.

Bukti. Shack (mCg,e,n) memiliki himpunan titik V(Shack mCg,e,n) =
{a} ;1 <4 <4;1 <j < n} dan himpunan sisi E(Shack mCg,e,n) = {z};x} ;1 <

<31 <jF <l <k <mbu{afafsl <5F <nl <k < mpu

{ohja5,051 < % <1 <k < mpu{afaf, ;1 <58 <nl <k <
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m}U{ay 25,31 < 8 <n, 1 <k <mpuU{afaf; ;1 <55 <n1<k<m}
Jumlah titik pg = 4nm + 2m dan sisi ¢ = 8nm + m, jumlah titik selimut adalah
pg = 6 serta jumlah sisi selimut adalah gz = 9 dengan jumlah selimut nm maka

batas atas nilai beda (d) sebagai berikut:

(P — pu)pE + (90 — qu)qn

d <
- s—1
< (4nm + 2m — 6)6 + (8nm +m — 9)9
- nm — 1
< (24nm + 12m — 36 + 72nm + 9m — 81
- nm — 1
< 96nm + 21m — 117
- nm — 1
21m — 21
2 96 4 =i R
nm — 1
d < 107

Karena syarat dari m > 2 sehingga d = 0 tidak berlaku. Nilai d meng-
hasilkan nilai 0 apabila m bernilai 1 sehingga tidak sesuai dengan syarat nilai m
pada gabungan saling lepas Shack (Cg,e,n). Jadi, pelabelan selimut (a,d) — Cp-
anti ajaib super menggunakan bilangan asli, maka nilai d > 0 dan d adalah
bilangan asli, sehingga d € {1,2,3,...,106}. O

4.2 Pelabelan Selimut (a,d) — C3-Anti Ajaib Super pada Shackle dari
Graf C} Tunggal yang dinotasikan dengan Shack (C§, e, n)
Penentuan fungsi bijektif pelabelan selimut (a,d) — C¢ anti ajaib super

akan disesuaikan dengan nilai beda (d) yang telah ditetapkan, maka digunakan

metode yang terdiri dari beberapa langkah untuk menentukan pelabelan selimut

(a,d) — C3-anti ajaib super pada shackle dari graf C§ yang dinotasikan dengan

Shack (Cg,e,n). Metode ini diawali dengan menggunakan pendeteksian pola

(pattern recognition) untuk menentukan pelabelan yang berlaku pada batas i dan

j yang telah ditemukan. Dalam penentuan pola secara umum digunakan fungsi-

fungsi barisan aritmatika yang pada akhirnya fungsi ini merupakan fungsi bijektif

pada graf yang diteliti. Setelah fungsi bijektif diketahui, selanjutnya dilakukan
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pembuktian secara deduktif matematik untuk membuktikan kebenaran dari teo-
rema yang didapat. Sebagai catatan, teorema dalam penelitian ini adalah bukan
teorema yang bivmplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya di-
lakukan satu arah.

Berdasarkan hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan kon-
sep barisan aritmatika, maka diperoleh beberapa teorema dan akibat. Teorema
yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal (berkenaan dengan
sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (existence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai beda (d), langkah selanjutnya adalah
menentukan pelabelan selimut (a, d) — Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
C¢ dengan terlebih dahulu menentukan fungsi bijektif melalui pengamatan pola
dan penggunaan konsep barisan aritmatika dari titik dan sisi pada shackle dari
graf C3 yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n). Adapun teorema-teorema yang

telah ditemukan sebagai berikut:

(O Teorema 4.2.1. Ada pelabelan selimut (36n + 84,96) — C3-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (C2,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) dengan fungsi bijektif f; dengan label
sebagai berikut:

;  + 2
filziy) = 45+ -

— 2, untuks=1,4,1<j5j<n

f1 adalah fungsi bijektif yang memetakan Shack (Cg,e,3) ke himpunan
bilangan bulat {1,2,...,4n+2}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot titik selimut
dari pelabelan selimut total pada Shack (Cg,e,3) dimana bobot titik selimut
tersebut diperoleh dari penjumlahan 6 label titik dari Cp yang menjadi selimut

pada Shack (C§, e, 3), maka fungsi bijektif wy, dapat ditentukan sebagai berikut:

wy, = |J @)+ U @)+ U (@)

i=2,3 i=14 i=2,3
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. Q2 . .
= Yuwi+i-s+ Jw@j+ T2+ UJ@g+1+i-5)
i=2,3 i=1,4 i=2,3
42 . . .
— U(4j+T—2)+ U@i+i-5+4G+1)+i—5)
i=1,4 i=2,3
Cit2 o
= Jwuji+ o2+ L 85 +2i—6)
i=1,4 i=2,3

Himpunan bobot titik selimut di atas adalah wy, = {21,45,69,...,24n — 3}
membentuk barisan aritmatika dengan d = 24. Karena U, = a + (n — 1)b =
21+ (n—1)24 = 24n — 3 maka terbukti bahwa fungsi bobot selimut wy, = 24i— 3.
Selanjutnya untuk membentuk selimut total, diperlukan label sisi. Labeli sisi

Shack (Cg,e,n) dengan fungsi bijektif f; yang dapat dituliskan sebagai berikut:

fi(zijzip1;) = 4n—i+8j—3, untuki=1,21<j<n

filzr23;) = 4n+8j—3, untukl < j<n
filzsxaj) = 4n+8j—2, untukl < j<n
fi(zejz341) = 4n+8j — 1, untukl <j<n

S
h

f L4,5L3,54+1

T1,5L2,5+1 = 4n ol 8], untuk 1 S j S n

T1,;T341) = 4n+87+ 1, untukl <j<n

)
)
( )
( )
( )
( ) = 4n+8j+2, untukl < j<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy dan rumus label
sisi f; dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy = wp+ | (Amigzany)) + fleges,) + fileszag) + filrsesea) +

i=1,2

Ji(@mo41) + fr(wrgesjin) + fi(za2s 1) + fi(wo;23)
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_ U(4j+“§2—2)+ 85 +2i—6)+ [ (4n—i+8j—3)+ (4n

i=1,4 i=2,3

=1
187 —3)+ (4n+8j —2)+ (4n+8j — 1)+ (4n + 8j) + (4n +8j + 1)
F(An+8j+2)+ (4n—2+8(j+1)—3

)
= U@+ 222+ Uei+2i-6)+ (Jn—i+8-3)+ (@80

i=1,4 i=2,3 i=1,2

+565)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {36n + 84, 36n + 180, .. .,
132n — 12}. Karena U, = a+ (n—1)b = 36n+ 84 + (n — 1)96 = 132n — 12 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (36n+ 84, 96) — Cg-anti ajaib super pada
shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. O

Gambar 4.1 merupakan contoh pelabelan selimut (36n + 84,96) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C?.

Gambar 4.1 Pelabelan selimut (36n + 84, 96)—Cg—anti ajaib super pada shackle dari graf
i

( Teorema 4.2.2. Ada pelabelan selimut (44n + 76,80) — C-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (C3,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.2 dengan fungsi bijektif fi(x; ;) untuk i = 2,3 dan ¢ = 1,4 maka
fa(ij) = fi(zi;) sehingga wy, = wy, = U;_y 4(45 + 52 — 2) + U;—p (87 + 20 — 6),
untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (C2,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1

ke dalam teorema 4.2.2 dimana f, = f;, maka label sisinya: fo(z;;xit1;) =

J1(@ijTiv1y), fa(To523511) = fi(@o2s41), fo(T1T0,541) = fi(@172541), f2(215
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w35+1) = f1(21255401), fo(2a 23 501) = fi(2a;s41), fo(2s2a) = 120 — 8 + 5
untuk 1 < j <n, fo(z123,) =4n+8j —2 untuk 1 < j <n.

Jika W}, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka Wy, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy, dan rumus label
sisi fy dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy, = wy, + | (f(@iziny)) + folwsizag) + folvrzss) + folwars ) +
i=1,2
fo(zrzajin) + folmjas i) + fo(xayas 1) + fo(wo 235)
)+ 2
- U (4j+h; —)+ | J®i+2i—6)+ | J@n—i+8—3)+(12n

i=1,4 i=2,3 i=1,2
—8j+5)+ (4n+8j — 2) + (4n+ 8j — 1) + (4n + 8j) + (4n + 85 + 1)

+(4n+8j+2)+ (4n—2+8(j + 1) — 3)

= U(4j+i§2—2)+ U ®i+2i—6)+ | J(4n—i+8j—3)+(36n

i=1,4 i=2,3 i=1,2

+40j + 8)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {44n + 76, 44n + 156, . . .,
124n — 4}. Karena U, = a + (n — 1)b = 44n + 76 + (n — 1)80 = 124n — 4 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (44n+ 76, 80) — Cg-anti ajaib super pada
shackle graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack (C¢,e,n) untuk n > 2. U

Gambar 4.2 merupakan contoh pelabelan selimut (44n + 76,80) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C?.

( Teorema 4.2.3. Ada pelabelan selimut (52n + 68,64) — C3-anti ajaib super
pada shackle dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.3 dengan fungsi bijektif fi(x; ;) untuk i = 2,3 dan ¢ = 1,4 maka

fa(ij) = fi(zi;) sehingga wy, = wy, = Uiy 4(45 + 52 = 2) + U;—p (87 + 20 — 6),
untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema
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Gambar 4.2 Pelabelan selimut (44n + 76, 80)—Cg—anti ajaib super pada shackle dari graf
Cs

4.2.1 ke dalam teorema 4.2.3 dan teorema 4.2.2 ke dalam teorema 4.2.3 dimana
f3 = fidan f3 = fo, maka label sisinya: f3(z; j@iv1 ;) = fi(@ijTiv15), f3(2sj045) =
fo(@s52a), f3(@15235) = fo(@15@3,), f5(@1,525,541) = f1(T1;%3541), f3(Ta,T3,541)
= fi(wa r3501), f3(2172541) = 12n = 8j + 7T untuk 1 < j < n, f3(22,;73541) =
4dn + 85 untuk 1 < 7 < n.

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy, dan rumus label
sisi f3 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy, = wp,+ | (B@izig) + f(@s may) + f3(z125,) + f3(@1025401) +
i=1,2

f3(x2 23,511) + f3(@1,523541) + f3(Ta 23511) + f3(@2,;735)
o142 . : ) i
= YW+ -2+ |JBj+2i-6)+ |J (dn—i+8j—3)+ (12n
i=1,4 3 TL g i=1,2

85 +5)+(4n+8j —2)+ (12n —8j +7) + (4n +85) + (4n + 85 + 1)
+(4n+8j+2)+ (4n—2+8(j+1)—3)

= U(4j+%—2)+ LJ@Bi+2i—6)+ | (4n—i+8j—3)+ (44n

i=1,4 i=2,3 i=1,2
+245 + 16)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {52n + 68,52n + 132,. ..,
116n + 4}. Karena U, = a + (n — 1)b = 52n + 68 + (n — 1)64 = 116n + 4 maka
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terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (52n+ 68, 64) — Cg-anti ajaib super pada
shackle dari graf Cy yang dinotasikan dengan Shack (Cj,e,n) untuk n > 2. O

Gambar 4.3 merupakan contoh pelabelan selimut (52n + 68,64) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf Cp.

Gambar 4.3 Pelabelan selimut (52n + 68, 64)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
3

(O Teorema 4.2.4. Ada pelabelan selimut (60n + 60,48) — C3-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cj,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1
ke dalam teorema 4.2.4 dengan fungsi bijektif fi(x;;) untuk ¢ = 2,3 dan i =
1,4 maka fy(zi;) = fi(zi;) sehingga wy, = wy = Ui_,(45 + 22 2) +
Uiz3(87 + 20 — 6), untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (C§,e,n) yang ter-
dapat pada teorema 4.2.1, teorema 4.2.2 juga teorema 4.2.3 ke dalam teorema
4.2.4 dimana fy = fi, fs = fo, dan fy = f5, maka label sisinya: fi(x; ;xi11,) =
Si(@igmivag), fa(ms2ay) = fi(ws;ma;), falers,) = fo(@1235), fa@2250) =
f3(w1502541), fa(wajws 1) = f3(22;0341), fa(Ta@s 1) = 4n + 85 4+ 1 untuk
1 <j<n, fi(x;23;41) = 12n — 8j + 10 untuk 1 < j < n.

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka Wy, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy, dan rumus label

sisi f4 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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sebagai berikut:

Wy, = wp,+ | (a(@igaiag) + falws 2ag) + fa(resg) + fal@nzagem) +
i=1,2

fa(wo s ji1) + fa(wajos 1) + fa(z1jz341) + fa(w2,73,5)

- U(4j+¥—2)+ J@i+2i—6)+ | (4n—i+8j—3)+(12n

i=1,4 i=2,3 i=1,2

—8j+5)+(Un+8j—2)+(12n —8j 4+ 7) + (4n+ 8j) + (4n + 8j + 1)

+(12n — 8 +10) + (4n — 24+ 8(j + 1) — 3)

— U(4j+%—2)+ LJ@®j+2i—6)+ | (4n—i+8j—3)+ (52n

i=1,4 i=2,3 i=1,2

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {60n 4 60,60n + 108, ...,
108n + 12}. Karena U, = a+ (n — 1)b = 60n + 60 + (n — 1)48 = 108n + 12 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (60n+ 60, 48) — Cé-anti ajaib super pada
shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. [0

Gambar 4.4 merupakan contoh pelabelan selimut (60n + 60, 48) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C?.

Gambar 4.4 Pelabelan selimut (60n + 60, 48)—Cg—anti ajaib super pada shackle dari graf
Cs

( Teorema 4.2.5. Ada pelabelan selimut (57n + 77,33) — C-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (C2,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.5 dengan fungsi bijektif fi(x; ;) untuk i = 2,3 dan¢ = 1,4 maka
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fs(i ;) = fi(wi;) sehingga wy, = wy, = Uiy 4(45 + 52 = 2) + Uiy 5(87 +2i — 6),
untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cf, e,n) dengan fungsi bijektif f5 yang dapat
dituliskan sebagai berikut:

fo(ijzrizr;) = 4n—4i+j+10, untuki =1,2,1<j<n
f5((l,’17j$3’j = 5n —|—] + 6, untuk 1 S j S n
fs(xsx45) = 6n+j+6, untukl <j<n

fs(xejz341) = T+ 746, untukl <j<n

f5

s L4,53 541

= 9On+7+6,untukl1 <j3<n

)
)
( )
fs(x10211) = 8n+j+6,untukl <j<n
($1,j$3,j+1)
( )

= 10n+ 7546, untuk1 < j5<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah titik bobot selimut wy, dan rumus label
sisi f5 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy = wp+ | (s(@i@irng) + fo(@7s,) + fs(@s55) + fo(@2523541) +

i=1,2
F5(x1,5%2,541) + f5(T1,5%3,541) + f5(Ta5T3541) + fs(@2,573,5)
1+ 2 . . L
= U 4ji+——-2)+ U(8j+2z—6)—l— U(4n—4z+]+10)+(5n
i=1,4 3 i=2,3 i=1,2

+j+6)+(6n+j+6)+(Tn+j+6)+@Bn+j+6)+(In+j+6)+
(10n+7+6) + (4n — 8+ (j + 1) + 10)

= Ui+ -0+ (@i +2i-6)+ [ Un—di+j+10)+

i=1,4 i=2,3 i=1,2

(49n + 7j + 39)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {57n + 77,57n + 110, .. .,
90n + 44}. Karena U, = a+ (n — 1)b = 5Tn + 77 + (n — 1)33 = 90n + 44 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (57n+ 77, 33) — Cg-anti ajaib super pada
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shackle dari graf CZ yang dinotasikan dengan Shack (C§,e,n) untuk n > 2. O

Gambar 4.5 merupakan contoh pelabelan selimut (57n + 77, 33) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C3.

Gambar 4.5 Pelabelan selimut (57n + 77, 33)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
Cs

( Teorema 4.2.6. Ada pelabelan selimut (68n + 52,32) — C3-anti ajaib super
pada shackle dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (C§,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.6 dengan fungsi bijektif fi(x; ;) untuk i = 2,3 dan ¢ = 1,4 maka
fo(wij) = fi(wi;) sehingga wy, = wy, = Uiy 4(47 + 52 — 2) + U,y 5(87 + 20 — 6),
untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema
4.2.1, teorema 4.2.2, teorema 4.2.3 juga teorema 4.2.4 ke dalam teorema 4.2.6
dimana fs = fi1, fo = f2, fo = f3 dan fg = fi, maka label sisinya: fo(x; ;ziv1;) =
fil@igmivg), fo(@32a5) = folws ®ay), fol@1,2s) = falz123,), fo(z1522,541) =
f3(w1572511); fo(TaT3 541) = f3(02,523 511), fo(T1523511) = fa(T173541), fo(Tas
Tgit1) =12n—8j+9untuk 1 < j <n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy, dan rumus label
sisi fg dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wi = wpy+ | (fo(migaig)) + folws mag) + fo(rrmsg) + folwrjragem) +
i=1,2
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Jo(zoj23511) + fo(@a;vs41) + fo(v103,5101) + fo(22,73;)

i+ 2 L o
= U(4j+l——2)+ UJ®i+2i—6)+ | J@n—i+8j—3)+(12n
4 3 . .

i=1,4 i=2,3 =12

—8J+5)+(Un+8 —2)+(12n—8j+7) + (4n + 8j) + (12n — 85 +9)
+(12n — 85 +10) + (4n —2+8(j + 1) — 3)

— U(4j+%—2)+ LJ®j+2i—6)+ | (4n—i+8j—3)+ (60n

i=1,4 i=2,3 i=1,2

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {68n + 52,68n + 84, ...,
100n + 20}. Karena U, = a+ (n — 1)b = 68n + 52 + (n — 1)32 = 100n + 20 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (68n+ 52, 32) — Cg-anti ajaib super pada
shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. [

Gambar 4.6 merupakan contoh pelabelan selimut (68n + 52,32) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C?.

Gambar 4.6 Pelabelan selimut (68n + 52, 32)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
i

( Teorema 4.2.7. Ada pelabelan selimut (58n + 76,31) — C-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (C2,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.7 dengan fungsi bijektif fi(x; ;) untuk i = 2,3 dan ¢ = 1,4 maka
fr(@iz) = fi(zi;) sehingga wy, = wp, = Uy 4 (47 + 52 = 2) + U0 5(85 +2i — 6),
untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.5

ke dalam teorema 4.2.7 dimana f; = f5, maka label sisinya: f7(z;;z41,) =
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fs(@i i), fr(@2523,501) = fs(@2,25,541), fr(21522,541) = f5(21522,541), fr(21
T3541) = [5(x103501), fr(Tagas i) = f5(xa 23541), fr(ws5245) = 60—+ 7
untuk 1 < j <n, dan f7(x; x3,) =6n+j+6 untuk 1 < j <n.

Jika W;, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy, dan rumus label
sisi f; dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy, = wp, + | (fr(@igaiag)) + frlas mag) + fr(rmsg) + frl@aas ) +
i=1,2
fr(@1%2541) + fa(w1 523 501) + fr(2a73501) + fr(m2523;)
o1+ 2 ) ) . )
= U(4j+ 3 &2 U(83+22—6)+ U(4n—4z+]+10)—|—(6n

i=1,4 i=2,3 i=1,2
—j+T7)+O6n+j+6)+(Tm+j+6)+ B8n+j+6)+(9n+j+6)+

(10n+7+6) + (4n — 8+ (j + 1) + 10)

= U(4j+i§2—2)+ U(8j+2z'—6)—|— U(4n—4z'+j+10)+(50n

i=1,4 i=2,3 i=1,2
+5j + 40)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {58n + 76,58n + 107, ...,
89n + 45}. Karena U, = a+ (n — 1)b = 58n + 76 + (n — 1)31 = 89n + 45 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (58n+ 76,31) — Cg anti ajaib super pada
shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cj,e,n) untuk n > 2. [

Gambar 4.7 merupakan contoh pelabelan selimut (58n + 76,31) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C¢.

() Teorema 4.2.8. Ada pelabelan selimut (59n + 75,29) — Cg-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (CZ,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (C§,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.8 dengan fungsi bijektif fi(x; ;) untuk i = 2,3 dan ¢ = 1,4 maka

fs(xi;) = fi(x;;) sehingga wp, = wy, = U¢:174(4j + % -2)+ U¢:2,3(8j +2i —6),
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Gambar 4.7 Pelabelan selimut (58n + 76, 31)—Cg—anti ajaib super pada shackle dari graf
Cs

untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.5
dan teorema 4.2.7 ke dalam teorema 4.2.8 dimana fs = f; dan fs = f7, maka
label sisinya: fS(ij:Bi-‘rLj) = f5(xi,j$i+17j)> f8(3337jx4,j> = f7(333,j$4,j), f8(~’171,j933,j) =
fa(xr235), fs(1523,541) = f5(21523,541), f3(Ta523541) = f5(Ta;T3541), fs(21,
Tojr1) = 8n — j+ 7 untuk 1 < j < n, dan fs(zo,;x3,4+1) = 8n + j + 6 untuk
1<j<n.

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy, dan rumus label
sisi fg dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

W = wg+ | (s(@ijzinng) + fa(®s j7a5) + fa(@1;755) + fal@r;02541) +

i=1,2
fs(@o @3 j41) + fs(@1j23541) + fs(Tajzsv1) + fas(zo2s,)
o1+ 2 . ) . )
= Jw+—-2+ JBi+2-6)+ [ J(4n—4i+;j+10)+ (6n
i=1,4 3 i=2,3 i=1,2

— A+ +O6n+j+6)+@n—j+7)+@Bn+75+6)+ (In+j+6)+
(10n+7+6) + (4n — 8+ (j + 1) + 10)

= U(4j+i§2—2)+ U ®i+2i—6)+ | J (4n—4i+;j+10)+ (51n

i=1,4 i=2,3 i=1,2
+3j +41)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {59n + 75,59n + 104, ...,
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88n + 46}. Karena U, = a+ (n— 1)b = 59n + 75+ (n — 1)29 = 88n + 46 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (59n+75,29)—(Cg, e, 3)-anti ajaib super
pada shackle dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2.
]

Gambar 4.8 merupakan contoh pelabelan selimut (59n + 75,29) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C?.

Gambar 4.8 Pelabelan selimut (59n + 75, 29)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
i

( Teorema 4.2.9. Ada pelabelan selimut (60n + 74,27) — C3-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1
ke dalam teorema 4.2.9 dengan fungsi bijektif f(z;;) untuk ¢ = 2,3 dan i =
1,4 maka fo(zi;) = fi(z:;) sehingga wp, = wp = Uy ,(45 + 22 2) +
Uizos(8j +2i —6), 1 < j < n. Labeli sisi Shack (C§,e,n) yang terdapat
pada teorema 4.2.5, teorema 4.2.7 juga teorema 4.2.8 ke dalam teorema 4.2.9
dimana fo = f5,fo = fr dan fo = fs, maka label sisinya: fo(z;;zi41,) =
fs(@ijTivig), fol@sjxas) = fr(®32a5), fo(w1;73;) = fr(215235), fo(@122541) =
fs(z1j72541), fo(T235401) = fa(w2;73541), fo(TaTsj41) = In + j + 6 untuk
1 <j<mn,dan fo(x;25,41) = 1ln —j+ 7 untuk 1 < j <n.

Jika W, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy, dan rumus label

sisi fg dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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sebagai berikut:

Wy, = wp,+ | fol@igming)) + fo(wsaay) + folxrzs;) + fo(r1,m2,551)
i=1,2

+fo(z2 23 511) + fo(@a 23 j41) + fo(w103401) + fo(2o,23;)

= U(4j+%—2)+ UJ 85 +2i—6)+ | (4n—4i+j+10) + (6n

i=1,4 i=2,3 i=1,2
—Jj+ )+ 6n+j+6)+@n—j+7)+@Bn+j+6)+(In+j+6)+

(11n—jf7)+(4n—8+(j+1)+10)
= U(4j+lg2—2)+ L ®j+2i—6)+ | (4n—4i+j+10) + (52n

i=1,4 i=2,3 i=1,2
+j +42)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {60n + 74,60n + 101, ...,
87n + 47}. Karena U, = a+ (n — 1)b = 60n + 74 + (n — 1)27 = 87n + 47 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (60n+ 74, 27) — Cé-anti ajaib super pada
shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. [0

Gambar 4.9 merupakan contoh pelabelan selimut (60n + 74,27) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C?.

Gambar 4.9 Pelabelan selimut (60n + 74, 27)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
Cs

( Teorema 4.2.10. Ada pelabelan selimut (61n + 73,25) — C3-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (C3,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.10 dengan fungsi bijektif fi(z;;) untuk ¢ = 2,3 dan ¢ = 1,4
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maka fio(zi;) = fi(i;) sehingga wy,, = wy, = U,y 4(45 + HE-2)+ Uiz2,3(85 +
2t — 6), untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada
teorema 4.2.5, teorema 4.2.7, teorema 4.2.8 juga teorema 4.2.9 ke dalam teo-
rema 4.2.10 dimana fi9 = f5,fi0 = f7,fi0 = fs dan fip = f9, maka label
sisinya: f10<$z',jﬂfi+1,j) = f5($i,j$z‘+1,j),f10(303,j$4,j) = f7(133,j$4,j),f10($1,j$3,j) =
f?(%,jx&j), f10($1,jl‘2,j+1) = fs(Il,j$2,j+1), f10($2,j$3,j+1) = f8($2,j$3,j+1), flo(xl,j
x3i+1) = fo(x1;23 j41), fro(Ta 23 j41) = 10n — j + 7 untuk 1 < j < n.

Jika W, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W7, da-
pat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy,, dan rumus label
sisi f19 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Whe = wro+ | fo(@izing) + fo(@sza5) + fo(@;2s5) + fio(@;82541)
i=1,2
+fio(@2,;@3 j+1) + fro(za,;2s41) + fro(z123,541) + fio(@e 3 ;)
 + 2
= U (4j+22 —2)+ | J(8i+2i—6)+ | J (4n —4i+j+10) + (6n

i=1,4 i=2,3 i=1,2
—Jj+T7)+6n+7j+6)+B8n—7+7)+Bn+,j+6)+(10n—j+7)+

(1ln —j+7)+ (4n =8+ (j + 1) + 10)

= U(4j+“;2—2)+ U(8j—|—22’—6)+ U(4n—4i+j+10)+(53n

i=1,4 i=2,3 i=1,2

—j +43)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {61n + 73,61n + 98, ...,
86n + 48}. Karena U, = a+ (n — 1)b = 61n + 73 + (n — 1)25 = 86n + 48 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (61n+ 73, 25) — Cg-anti ajaib super pada
shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. [

Gambar 4.10 merupakan contoh pelabelan selimut (61n + 73,25) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C?.

O Teorema 4.2.11. Ada pelabelan selimut (54n + 96,23) — C3-anti ajaib super
pada shackle dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2.
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Gambar 4.10 Pelabelan selimut (61n+ 173, 25)-C’g—anti ajaib super pada shackle dari graf
Cs

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.11 dengan fungsi bijektif fi(x;;) untuk ¢ = 2,3 dan i = 1,4
maka fi1(2;;) = fi(xi;) sehingga wy,, = wp, = U;_y (47 + 52 = 2) + U,y5(85 +
2i — 6), untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) dengan fungsi bijektif fi;
yang dapat dituliskan sebagai berikut:

fu(zijzizr;) = 4n—10i+ 7+ 22, untuki =1,2,1<j<n

fu(zyjzs;) = 6n—j+4, untukl <j<n

fir(zsjxa;) = Tm—j+4, untukl <j<n

fi1(z1j22,41) = 6n—j+13, untukl < j<n

fui(zojzs 1) = 6n+j+12, untukl <j<n

fir(xgxs541) = 8n—j+13, untukl <j <n
( )

fu(z;23541) = In—7+13, untukl <j<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka Wy, da-
pat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy,, dan rumus label
sisi f1; dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wi, = w4+ | (Fa(@igming)) + fulegrs,) + ful@szag) + fu(rmm0)
i=1,2
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+fi1(xo w5 j11) + fr1(zazs 1) + fr1(z1j23,41) + fi1(xe 23 ;)

i+ 2 o L
= Ui+ 7 -2+ |J©i+2i—6)+ | (@n—10i + 5 +22) + (6n
. 3 . .
i=1,4 i=2,3 =12
—j+4)+(Mm—j+4)+ (6n—j+13)+ (6n+j+12) + (8n — 5 + 13)
+9n — 5+ 13)+ (4n —20+ (j + 1) +22)

i+ 2
= U(4j+%—2)+ L @®j+2i—6)+ | (4n—10i +j +22) +

i=1,4 i=2,3 i=1,2

(46n — 3j + 62)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy,, = {54n+96, 54n+119,...,77n
+ 73}. Karena U, = a+ (n — 1)b = 54n + 96 + (n — 1)23 = 77n + 73 maka ter-
buktilah bahwa ada pelabelan selimut (54n + 96,23) — Cg-anti ajaib super pada
shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. [

Gambar 4.11 merupakan contoh pelabelan selimut (54n + 96,23) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C?.

Gambar 4.11 Pelabelan selimut (54n+96, 23)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
g

( Teorema 4.2.12. Ada pelabelan selimut (64n + 68,21) — C2-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (C2,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.12 dengan fungsi bijektif fi(x;;) untuk ¢ = 2,3 dan i = 1,4
maka fio(7;;) = fi(zi;) sehingga wy, = wy, = U,y 4(47 + 52 = 2) + Uy 5(85 +
2 — 6), untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada
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4.2.5 ke dalam teorema 4.2.12 dimana fj» = f5, maka label sisinya:

fr2(zajxs41) = f5(va,73,4+1) juga dilabeli dengan label sisi fi2 sebagai berikut:

fr2(21,572,501

fr2(21,573,501

)
)
fia(xo g 01) = 8n—j+ 7, untukl <j <n
)
)

fiz(zojz3;) = 4n+j+2, untukl <j<n
3+ 3

fio(wijmigry) = 6n—j+ +1, untuki =1,3,1 < j<n

fiz(zyjzs) = Tm—j7+7 untukl <j<n
= 9On—7+7 untukl <753 <n
= 10n—j+7 untukl1 <j<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)

berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W7, da-

pat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy,, dan rumus label

sisi f1o dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wf12 =

Wiy + | fra(@iiinng) + fia(wa,;235) + fra(@ms ) + fro@ss511)

=143
+ f12(21,;@2 j41) + fr2(z1,23,541) + fi2(zaj2341) + fi2(@e ;23 ;)

. ! . . 3i+3
Uwi+——-2+ |JBi+20-6)+ [J6n-j+ +1) +
i—1,4 3 =23 i=1,3

(dn+7i+2)+(Mm—3+7)+@n—35+7)+On—j+7)+(10n—j

+7)+ (10n+ j+6) + (4n+j+1+42)
+ 4 3i+3

Ui+ —==-2+ J@i+2i-6)+ [J6n-j+ +1)+
i=1,4 i=2,3 i=1,3
(44n — j + 39)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {64n + 68,64n + 89, ...,
85n + 47}. Karena U, = a+ (n — 1)b = 64n + 68 + (n — 1)21 = 85n + 47 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (64n+ 68, 21) — Cg-anti ajaib super pada

shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. [
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Gambar 4.12 merupakan contoh pelabelan selimut (64n + 68,21) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C.

Gambar 4.12 Pelabelan selimut (64n+ 68, 21)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
Cs

( Teorema 4.2.13. Ada pelabelan selimut (61n + 79,19) — C2-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.13 dengan fungsi bijektif fi(x;;) untuk ¢ = 2,3 dan i = 1,4
maka fis(z;) = fi(2;;) sehingga wy,, = wy, = Uiy 4(45 + 52 —2) + U0 5(87 +
2 — 6), untuk 1 < j < m. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada
teorema 4.2.12 ke dalam teorema 4.2.13 dimana fi3 = fi2, maka label sisinya:

fis(zoj235) = fi2(wa o3 ;) juga dilabeli dengan label sisi fi2 sebagai berikut:

fis(zijxiz1;) = 6n+3i—j+1, untuki=1,3,1<j5<n
fis(z125;) = Tm—j+4, untukl <j<n
fis(zojz341) = Tn—7+10, untukl < j<n
fis(z1j2241) = 8n—j+10, untukl <j<n
fis(x123541) = 9n—7+10, untukl < j <n
( )

f13 1’47]'1‘3’]'_,_1 = 10n —] + 10, untuk 1 S] S n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, da-

pat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy,, dan rumus label
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sisi f13 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wiy = wpy+ | fis(@igming) + fs(wages ;) + fs(@jes ;) + fa(@ees o)
i=1,3

+f13(z1 20 541) + f13(x123541) + fi3(Ta2s 1) + fi3(2o,73,5)
1+ 2 . . ) )
= Jui+ —2)+ [ JBj+2i—6)+ | J(6n+3i—j+1)+ (4n
i=1,4 3 i=2,3 i=1,3

+j+2)+(mn—75+4)+ (Tn—7+10)+ (8n — j + 10) + (9n — j + 10)
+(10n — 5+ 10) + (4n+j+1+2)

- U(4j+’§2—2)+ LJ (8 +2i—6)+ [ J (6n+3i—j+1)+ (49n

i=1,4 i=2,3 i=1,3
—3j +49)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {61n 4 79,61n + 98, ...,
80n + 60}. Karena U, = a+ (n—1)b = 61ln + 79+ (n — 1)19 = 80n + 60 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (61n+79,19) — Cg anti ajaib super pada
shackle dari graf CZ yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. O

Gambar 4.13 merupakan contoh pelabelan selimut (61n + 79,19) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf Cp.

Gambar 4.13 Pelabelan selimut (611479, 19)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
Cs

( Teorema 4.2.14. Ada pelabelan selimut (72n + 48,17) — Cg-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (CZ,e,n) untuk n > 2.
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Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.14 dengan fungsi bijektif fi(x;;) untuk ¢ = 2,3 dan i = 1,4
maka fia(z;;) = fi(xi;) sehingga wy, = wp, = U;_y 4, (47 + 52 = 2) + U,y 585 +
2i — 6), untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) dengan fungsi bijektif fi4
yang dapat dituliskan sebagai berikut:

fia(zo r3;) = Bn—j+4, untukl1 <j<n
fua(zrxe;) = dn+j+3, untukl <j<n
fia(zsjxa;) = Tm—j+4, untukl <j<n
fra(z

fua(zo w3 41) = 9In—j+4, untukl <j<n

fia(za23541) = 10n—j7+4, untukl <j<n

)
)
)
1;T35) = 8n—j+4, untukl <j<n
)
)
) = lln—j+4,untukl <j<n
)

(

(
fra(@1,j%2,541

(

fua(z1jz3541) = 12n—j+4, untukl <j<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W7, , da-
pat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy,, dan rumus label
sisi f14 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy, = wp, + fid(@o;73;5) + fra(zyj2o;) + fra(@svay) + fra(zrj7s;) +

fra(wo w3 541) + fra(@azs ) + fia(z0250) + fua(zjrs ) +

fra(@a,523,5)
42 m— . .
- U(4J+ZT—2)+ LJ (85 +2i —6) + (5n—j +4) + (5n+
i=1,4 i=2,3

13) 4+ (Tn—j+4)+Bn—j+4) + (9n —j+4) + (10n — j +4) +

(Mn—j+4)+12n—j+4)+0Gn-(j+1)+4
|+ 2
= U(4j+%—2)+ U(8j+2i—6)+72n—7j+34

i=1,4 i=2,3
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Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {72n 4 48,72n + 65, ...,
89n + 31}. Karena U, = a+ (n —1)b = 72n+ 48 + (n — 1)17 = 89n + 31 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (72n+ 48, 17) — Cg-anti ajaib super pada
shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. [

Gambar 4.14 merupakan contoh pelabelan selimut (72n + 48,17) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf C3.

Gambar 4.14 Pelabelan selimut (72n+48, 17)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
g

O Teorema 4.2.15. Ada pelabelan selimut (76n + 44,16) — C3-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (C2,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.15 dengan fungsi bijektif fi(x;;) untuk ¢ = 2,3 dan i = 1,4
maka fi5(xi;) = fi(i;) sehingga wy,, = wp, = U;_y 4 (47 + 52 = 2) + U,y 585 +
2i —6), untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema
4.2.2, teorema 4.2.3, teorema 4.2.4 juga teorema 4.2.6 ke dalam teorema 4.2.15 di-
mana fi5 = fa, fis = f3, fis = f1,dan fis = fs, maka label sisinya: fi5(2s;24;) =
fo(wsjxay), fis(2122501) = f3(0122,541), f15(Ta 23 541) = fo(Tajva 1), fis(21
x3j11) = fa(@1 ;23 541), fi5(zijxip1;) =4n —3i+8j + 1 untuk i = 1,2,1 < j <
n, fis(x1;035) = 12n — 8j + 4 untuk 1 < j < n, dan fi5(z2;23,4+1) = 4n + 8j
untuk 1 < 75 < n.

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, da-

pat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy,, dan rumus label
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sisi fi5 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wiy = wpy + | (Fs(@igminy) + fis(@ms,) + fis(@s2a,) + fis(z2e0) +
i=1,2

fis(xo @3 5401) + fi5(2a23501) + fis5(21,73501) + fis(22,73,5)
1+ 2 . . . .
= U(4]+T_2)+ L8 +2i—6)+ | J (4n—3i+8j+ 1)+ (12n
i=1,4 i=2,3 i=1,2

—8j+4)+ (12n —8j +5) + (12n — 8 + 7) + (4n + 8j) + (12n — 85 + 9)
+(12n —8j 4+ 10) + (4n — 6+ 8(j + 1) + 1)

= Uwi+22 -2+ U@i+2-6)+ [ Un—3i+8+1) + 680

i=1,4 i=2,3 i=1,2
—247 + 38)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy,, = {76n + 44, 76n + 60, .. .,
92n + 28}. Karena U, = a+ (n — 1)b = 76n + 44 + (n — 1)16 = 92n + 28 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (60n+ 60, 48) — C3-anti ajaib super pada
shackle dari graf CZ yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. O

Gambar 4.15 merupakan contoh pelabelan selimut (76n + 44, 16) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf Cp.

Gambar 4.15 Pelabelan selimut (76n+44, 16)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
&,

( Teorema 4.2.16. Ada pelabelan selimut (67Tn + 65,15) — C3-anti ajaib super
pada shackle dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2.
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Bukti. Labeli titik Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.16 dengan fungsi bijektif fi(x;;) untuk ¢ = 2,3 dan i = 1,4
maka fi6(7i;) = fi(zi;) sehingga wp, = wpy = Uiy 4 (47 + 52 = 2) + Uiy 5(85 +
2 — 6), untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg,e,n) yang terdapat pada
teorema 4.2.9, teorema 4.2.12 juga teorema 4.2.14 ke dalam teorema 4.2.16 di-
mana fig = fo, fis = fia,danfie = fi4 maka label sisinya: fig(zo,73,;) =
Sra(@e2s5), fro(@ijive ) = fr2(@i;Tin ), fie(@12s5) = fra(z;2s5), fie(2,73,)
= f12($2,j96’3,j)7f16($1,jl’3,j+1) = f9($1,jl’3,j+1),f16(334,j953,j+1) = 9n — j + 7 untuk
1 <j <n, fig(z1,22,+1) = 10n — j+ 7 untuk 1 < j <n.

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, da-
pat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy,, dan rumus label
sisi fig dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Whe = whe+ | fi6(@isTicrs) + fro(@a@sg) + fre(r1,7s,) + fio(@aas;) +
=13

fr6(za23541) + fre(z102,541) + fie(z123541) + fre(z2 23 ;)
1+ 2 . . o 3+ 3
= Jwi+—-29+JGi+2i-6)+ [ J6rn—j+ +1) +
i=1,4 3 =23 i=1,3

(5n—j4+4)+(Mm—+7)+Bn—3j+7)+On—j+7)+(10n—j

+7)+(11¢—j+7)+(5n—(j+1)+4)
— U(4j+2_|3_2—2)—1— U(8j+2z’—6)+ U(Gn—j+

i=1,4 i=2,3 i=1,3
(55n — 7j + 42)

3+ 3

+1) +

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {67n + 65,67n + 80, ...,
82n + 50}. Karena U, = a+ (n — 1)b = 67n + 65 + (n — 1)15 = 82n + 50 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (67n+ 65, 15) — Cé-anti ajaib super pada
shackle dari graf CZ yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. O

Gambar 4.16 merupakan contoh pelabelan selimut (67n + 65, 15) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf Cp.
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Gambar 4.16 Pelabelan selimut (67n+ 65, 15)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
C3

( Teorema 4.2.17. Ada pelabelan selimut (84n + 36,0) — CZ-anti ajaib super
pada shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (CZ,e,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (C§,e,n) yang terdapat pada teorema 4.2.1 ke
dalam teorema 4.2.17 dengan fungsi bijektif f;(z;;) untuk ¢ = 2,3 dan ¢ = 1,4
maka, fi7(x;;) = fi(xi;) sehingga wy, = wp, = U;_y 4(47 + 52 = 2) + ;5585 +
2i —6), untuk 1 < j < n. Labeli sisi Shack (Cg, e, n) yang terdapat pada teorema
4.2.1, teorema 4.2.2, teorema 4.2.3, teorema 4.2.4 juga teorema 4.2.6 ke dalam teo-
rema 4.2.17 dimana f17 = f1, 17 = fo, 17T = f3, L7 = fadan fi7 = fs maka label
sisinya: fl?(l’i,jﬂciﬂ,j) = fl(xi,jxiJrl,j)a f17(9€3,j$4,j) =i f2($3,j1’4,j)7f17($1,jl’2,j+1) =
fa(@1%2,541), frr(Ta%3541) = fo(Ta23,541), fro(1,23,541) = fa(@1,523,541),
fir(z1j23,;) = 12n — 8j + 6 untuk 1 < j < n, dan fir(z2;23,4+1) = 12n — 85 + 8
untuk 1 < 7 < n.

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada Shack (Cg,e,n)
berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka W, da-
pat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titk selimut wy,, dan rumus label
sisi fi7 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wiy = w4 | fr@igming) + fie(es o) + fie(enjes ;) + fie(eea0) +
i=1,2

fir(xo w3 ji1) + frr(xa s i) + frr(v03500) + fir(@a;3,5)
1+ 2 . ) ) )
= Jui+ o2+ U @i+2i—6)+ [J@n—i+8j—3)+(12n

i=1,4 1=2,3 1=1,2
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—8j+5)+(12n —8j+6) + (12n — 8 + 7) + (12n — 85 + 8) + (12n —
8 +9)+ (12n — 85+ 10) + (4n —2+8(j + 1) — 3)

- U(4j+#—2)+ U ®j+2i—6)+ | (4n—i+8j—3)+ (76n

i=1,4 i=2,3 i=1,2

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy,, = {84n + 36, 84n + 36, . ..,
84n + 36}. Karena U, = a+ (n —1)b = 84n + 36 + (n — 1)0 = 84n + 36 maka
terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (84n + 36, 0) — Cé-anti ajaib super pada
shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2. [

Gambar 4.17 merupakan contoh pelabelan selimut (84n + 36,0) — Cp anti
ajaib pada shackle dari graf C

Gambar 4.17 Pelabelan selimut (84n + 36,0)-Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf
g

4.3 Pelabelan Selimut (a,d) — C3-Anti Ajaib Super pada Gabungan
Shackle dari Graf Siklus dengan Busur yang dinotasikan dengan
Shack (mC2 e,n)

Penentuan fungsi bijektif pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super
gabungan Shack (mCg, e,n) akan disesuaikan dengan nilai beda (d) yang telah
ditetapkan, maka sama seperti shackle dari graf C¢ konektif juga digunakan
metode yang terdiri dari beberapa langkah untuk menentukan pelabelan selimut
(a,d) — C¢-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf C¢ yang dinotasikan

dengan Shack (mCp,e,n). Metode ini diawali dengan menggunakan pendeteksian
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pola (pattern recognition) untuk menentukan pelabelan yang berlaku pada batas
1,7 yang telah ditemukan. Dalam penentuan pola secara umum digunakan fungsi-
fungsi barisan aritmatika yang pada akhirnya fungsi ini merupakan fungsi bijektif
pada graf yang diteliti. Setelah fungsi bijektif diketahui, selanjutnya dilakukan
pembuktian secara deduktif matematik untuk membuktikan kebenaran dari teo-
rema yang didapat. Sebagai catatan, teorema dalam penelitian ini adalah bukan
teorema yang biimplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya di-
lakukan satu arah.

Berdasarkan hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan kon-
sep barisan aritmatika, maka diperoleh beberapa teorema dan akibat sebagai
berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal
(berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (ezis-
tence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai beda (d), langkah selanjutnya adalah
menentukan pelabelan selimut (a, d) — Cg-anti ajaib super pada gabungan Shack
(mC%,e,n) dengan terlebih dahulu menentukan fungsi bijektif melalui penga-
matan pola dan penggunaan konsep barisan aritmatika dari titik dan sisi pada
gabungan shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (mCg,e,n). Ada-

pun teorema-teorema yang telah ditemukan sebagai berikut:

( Teorema 4.3.1. Ada pelabelan selimut (41mn+124m+15,15)-Cg-anti ajaib su-
per pada gabungan shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (mC§, e, n)
untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik Shack (mCg, e, n) dengan fungsi bijektif g; dengan label

sebagai berikut:

g(zF) = 4mi+mj—9Im+k untuki®* =2,3,1<*<n,1<k<m

gl(xk) = mn+mi+mj+3m-+k untuki* =1,4,1<j*<n 1<k<m

Jika w,, didefinisikan sebagai bobot titik selimut dari pelabelan selimut total
pada gabungan Shack (mC¢, e,n) dimana bobot selimut tersebut diperoleh dari

penjumlahan 6 label titik dari (mCp, e, n) yang menjadi selimut pada gabungan
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Gambar 4.18 Pelabelan selimut (41mn + 124m + 15, 15)-Cg-anti ajaib super pada ga-
bungan shackle dari graf Cg
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Shack (mCg, e,n), maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan sebagai berikut:

Wgy = U 91<$§,j> + U gl(xf,ﬂ + U gl(xf,jJrl)

1=2,3 i=1,4 1=2,3

= |J@mi+mj—9m+k)+ | (mn+mi+mj+3m+k)+
i=2,3 i=1,4
U (ami + m(j + 1) — 9m + k)
i=2,3

= |J (mn+mi+mj+3m+k)+ ) (@mi+mj—9m+k+
i=1,4 i=2,3

dmi+m(j+1) —9m + k)
= |J (mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi +2mj — 17m + 2k)
i=1,4 i=2,3
Labeli sisi gabungan Shack (mCg, e, n) dengan fungsi bijektif g; yang dapat
dituliskan sebagai berikut:

gl(zﬁjxf+17j) = 2mn — 4mi +mj + 15m + k, untuk i = 1,2,1 < j* < n,
1<k<m

= 3mn+mj+11m+k,untuklgjkgn,lgkgm

= 4mn—|—mj+11m+k:,untuklgjkgn,lgkgm

= 5mn—|—mj+11m+k,untuklgjkgn,lgk’gm

( )
( )
(23 )
gl(mlijx;jﬂ) = 6mn+mj+1lm+Fk untukl < j* <n,1<k<m
(b ) = Tmn4+mj+1lm+k untukl < j* <n,1<k<m
(af )

= 8mn+mj+ 11lm + k, untuklﬁjkgn,lgkgm

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada gabungan Shack
(mC%, e, n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut w,, dengan label sisinya
maka W,, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah 6 label titik dari mCg, e, n
yang menjadi selimut pada gabungan Shack (mCg,e,n) dan merumuskan 9 label

sisi g; dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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sebagai berikut:

Wy = wg + U gl(xf,jxfﬂ,j) + 91<xlf,j13§,j) + gl@?ﬂij) + gl<I§,jx§,j+1> +
i=1,2
gl(xlf,jxg,j+1) +91($]f,jx§,j+1) +91($i,jx§,j+1) +91(9U]2€,j$§,j)

= | mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
U(Zmn —4dmi+mj+ 15m + k) + (3mn + mj + 11m + k) + (dmn +
12

mj+ 11m+ k) + (bmn + mj + 11m + k) + (6mn +mj + 1lm + k) +
(Tmn+mj+ 11m + k) + (8mn +mj + 1lm + k) + (2mn — 8m +
m(j+ 1)+ 15m + k)

= |J (mn+mi+mj+3m+k)+ (| (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
U(2mn — 4mi + mj + 15m + k) 4 35mn + Tmj + T4m + Tk
12

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {41mn+124m+15, 41mn+
124m + 30, ...,56mn + 124m}. Karena U, = a + (s — 1)b = 41mn + 124m +
15+ (mn — 1)15 = 56mn + 124m maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
(41mn + 124m + 15, 15)-Cg-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf C?
vang dinotasikan dengan Shack (mCg,e,n) untuk n > 2 dan m > 2. 0J

Gambar 4.18 merupakan contoh pelabelan selimut (41mn + 124m + 15, 15)-

C3-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cj.

() Teorema 4.3.2. Ada pelabelan selimut (42mn+124m+14,13)-Cg-anti ajaib su-
per pada gabungan shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (mC§, e, n)
untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan Shack (mCg, e, n) yang terdapat pada teo-
rema 4.3.1 ke dalam teorema 4.3.2 dengan fungsi bijektif gl(:c’f’j) untuk ¥ = 2,3
dan % = 1,4 maka gy(z};) = gi(zf;) sehingga wy, = wy, = U,y (mn +
mi +mj + 3m + k) + Uy 3(8mi + 2mj — 17m + 2k), untuk 1 < j < n dan
1 < k < m. Labeli sisi gabungan Shack (mCp,e,n) yang terdapat pada teorema


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

73

4.3.1 ke dalam teorema 4.3.2 dimana g, = ¢;, maka label sisinya: gQ(q:ﬁjfoJ) =

gl(xf,jxfﬂ,j)y 92($’2€,jx§,j+1) = gl('rg,jxlg,j—i-l)a 92(x]f,jx§,j+1) =0 (x]f,jxg,j+1>»g2(xlf,j
xg,jﬂ) = gl(x’f,jxg,jﬂ),92($2j$§7]‘+1) = 91($2j$§7]~+1),gg(xlg’jxij) = 4dmn — mj +
13m—k+1untuk 1 < j* <n,1 <k <m, dan gg(x’f,jxlgjj) =dmn+mj+11lm-+k

untuklgjkgn,lgkgm.

Gambar 4.19 Pelabelan selimut (42mn + 124m + 14, 13)—Cg-anti ajaib super pada ga-
bungan shackle dari graf C§

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada gabungan Shack
(mCg, e, n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut w,, dengan label sisinya
maka W, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah 6 label titik dari mC§, e, 3
yang menjadi selimut pada gabungan Shack (mCp, e, n) dan merumuskan 9 label

sisi go dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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sebagai berikut:

Wy = wg, + U QZ(Q?f,jfo,j) + gQ(xg,ij,j) + QZ(xlf,ﬂ?g,j) + g2<x§,j$§,j+1) +
i=1,2
92($]1€,j$12€,j+1) + 92($]1€,jx§,j+1) + 92($§,jx§,j+1) + 92($12€,j$§,j)

= | mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
J@mn — 4mi + mj + 15m + k) + (4mn — mj + 13m — k + 1) + (4mn
1,2

+mj + 1Im + k) + (bmn +mj + 1lm + k) + (6mn +mj + 11m + k) +
(Tmn+mj+ 11lm + k) + (8mn +mj + 1lm + k) + (2mn — 8m +
m(j+ 1)+ 15m + k)

= |J (mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
J@mn = 4mi + mj + 15m + k) + 36mn + 5mj + 76m + 5k + 1
1,2

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {42mn+124m+14, 42mn+
124m+27,...,56mn+ 124m}. Karena U, = a+ (s — 1)b = 42mn + 124m + 14 +
(mn — 1)13 = 55mn + 124m + 1 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
(42mn + 124m + 14,13)-Cg-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf C
vang dinotasikan dengan Shack (mCg,e,n) untuk n > 2 dan m > 2. 0J

Gambar 4.19 merupakan contoh pelabelan selimut (42mn + 124m + 14, 13)-

C3-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cj.

() Teorema 4.3.3. Ada pelabelan selimut (43mn+124m+13,11)-Cg-anti ajaib su-
per pada gabungan shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (mC§, e, n)
untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan Shack (mCg, e, n) yang terdapat pada teo-
rema 4.3.1 ke dalam teorema 4.3.3 dengan fungsi bijektif gl(:c’f’j) untuk ¥ = 2,3
dan i* = 1,4 maka g3(2f ;) = g1(2] ;) sehingga wy, = wy,, = U,_y 4(mn +mi +
mj+3m—+k)+ Ui:273(8mi +2mj —1Tm+2k), untuk 1 < j <ndan 1 <k <m.
Labeli sisi gabungan Shack (mCg,e,n) yang terdapat pada teorema 4.3.1 juga
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teorema 4.3.2 ke dalam teorema 4.3.3 dimana g3 = ¢g; dan g3 = g», maka label

sisinya: 93($§,j$§+1,j) = gl(xﬁjxf—kl,j)a93(x]?f,jx§,j) = 92($’§,j952j),93($§,j$1§,j+1) =
gl(ffg,jxlg,jﬂ)a 93(xlf,jx12€,j+1) =0 (J'Jijxg,j-i-l)’ 93($l1€,j$§,j+1) =0 (w’f,jxlg,j-&-l)a 93@2;‘
x’?f,jﬂ) = gl(xijx’g’jﬂ),gg(x’ijw’?fJ) =5mn —mj+ 13m — k+ 1 untuk 1 < j* <

n,1 <k<m.

Gambar 4.20 Pelabelan selimut (43mn + 124m + 13, 11)—Cg-anti ajaib super pada ga-
bungan shackle dari graf C§

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada gabungan Shack
(mCg, e,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut w,, dengan label sisinya
maka W, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah 6 label titik dari mC§, e, 3
yang menjadi selimut pada gabungan Shack (mCp, e, n) dan merumuskan 9 label

sisi g3 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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sebagai berikut:

Wy = wy, + U g3(£§,jxf+l,j) + 93($§,j$2j) + g3<xlf,j13§,j) + g3<x§,jx§,j+l) +
i=1,2
93($If,j$§,j+1) +93($]1€,j$§,j+1) +93($2jx§,j+1) +93($]2€,j$§,j)

= | (mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
J@mn — 4mi + mj + 15m + k) + (4mn — mj + 13m — k + 1) + (5mn
1,2

—mj +13m — k+ 1)+ (bmn +mj + 1lm + k) + (6mn + mj + 11m
+k) + (Tmn +mj + 11m + k) + (8mn + mj + 1lm + k) + (2mn — 8m
+m(j+ 1) + 15m + k)

= |J (mn+mi+mj+3m+k)+ (| (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
J@mn — 4mi + mj + 15m + k) + 37mn + 3mj + 78m + 3k + 2
1,2

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {43mn+124m+13, 43mn+
124m+24, ..., 54mn+124m+2}. Karena U,, = a+(s—1)b = 43mn+124m+13+
(mn — 1)11 = 54mn + 124m + 2 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
(43mn + 124m + 13,11)-Cg-anti ajaib super pada gabungan Shack (mCp, e, n)
yang dinotasikan dengan Shack (mCg,e,n) untuk n > 2 dan m > 2. 0J

Gambar 4.20 merupakan contoh pelabelan selimut (42mn + 124m + 14, 11)-

C3-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cj.

() Teorema 4.3.4. Ada pelabelan selimut (44mn+124m—+12,9)-Cg-anti ajaib su-
per pada gabungan shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (mC3, e, n)
untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan Shack (mCg, e, n) yang terdapat pada teo-
rema 4.3.1 ke dalam teorema 4.3.4 dengan fungsi bijektif gl(:c’f’j) untuk ¥ = 2,3
dan i* = 1,4 maka gy(zf ;) = g1(2f ;) sehingga wy, = wy, = U,y ,(mn + mi +
mj+3m—+k)+ Ui:273(8mi +2mj —1Tm+2k), untuk 1 < j <ndan1 <k <m.
Labeli sisi gabungan Shack (mCg e,n) yang terdapat pada teorema 4.3.1, teo-
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rema 4.3.2 juga teorema 4.3.3 ke dalam teorema 4.3.4 dimana g4 = ¢1,94 = go

_  ra k ok _ k ok kook o\
dan g4 = g3, maka label sisinya: g4(xi’jxi+1’j) = gl(xi7jxi+1’j),g4(x37jx4,j) =

gQ(xg,jxij)v94(xlf,jx§,j) = 93($lf,j$§,j)a94($If,j$§,j+1) = gl(ﬁliﬂg,ﬁl),94($§,jx§,j+1)
= g1(af jaf 50), galah jah 5 0) = 6mn —mj +13m —k+ 1 untuk 1 < j¥ <n,1 <
k < m dan g4(x’§7jx’§,j+1) =6mn+mj+ 1lm+kuntuk 1 < j*¥ <n,1 <k <m.
Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada gabungan Shack
(mCg, e,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut w,, dengan label sisinya
maka W,, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah 6 label titik dari mC§, e, 3
yang menjadi selimut pada gabungan Shack (mCp, e, n) dan merumuskan 9 label
sisi g4 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Woo = wg, + U 94(55?,]‘351‘11,]‘) + 94(5U]3€,jx2j) i 94<5E11€7j$§,j) + 94(x’f,j$§,j+1) +

i=1,2
94($§,jx§,j+1) + g4(xlf,jx§,j+l) + 94(9‘;2]‘37:’;,3'“) + 94($§,jx§,j)

= |J mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi+2mj—17m +2k) +

i=1,4 =2,3
U(an —4dmi+mj+ 15m+ k) + (dmn —mj + 13m — k + 1) + (bmn
1,2

—mj +13m —k+ 1)+ (6mn —mj + 13m — k+ 1) + (6mn + mj + 11m
+k) + (Tmn+mj + 1lm + k) + (8mn +mj + 11m + k) + (2mn — 8m +
m(j+ 1)+ 15m + k)

= | mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
U(Zmn—4mi—|—mj—|—15m—|—k:)+38mn+mj—|—80m—|—k+3
1,2

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {44mn+124m+12, 44mn+
124m +21,...,53mn + 124m + 3}. Karena U,, = a + (s — 1)b = 44mn + 124m +
124 (mn—1)9 = 53mn—+124m+ 3 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
(44mn + 124m + 12,9)-C3-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cg
vang dinotasikan dengan Shack (mCg,e,n) untuk n > 2 dan m > 2. O

Gambar 4.21 merupakan contoh pelabelan selimut (44mn + 124m + 12, 11)-
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C3-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cg.

Gambar 4.21 Pelabelan selimut (44mn + 124m + 12,9)-Cg-anti ajaib super pada gabu-
ngan shackle dari graf Cg

() Teorema 4.3.5. Ada pelabelan selimut (45mn—+124m~+11,7)-Cg-anti ajaib su-
per pada gabungan shackle dari graf CZ yang dinotasikan dengan Shack (mCg, e, n)
untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan Shack (mCg, e, n) yang terdapat pada teo-
rema 4.3.1 ke dalam teorema 4.3.5 dengan fungsi bijektif g; (2} ;) untuk % = 2,3
dan * = 1,4 maka g5(z};) = gi(2f;) sehingga wy, = wy, = U,y (mn +
mi +mj + 3m + k) + U,y 5(8mi + 2mj — 17m + 2k), untuk 1 < j < n dan
1 < k < m. Labeli sisi gabungan Shack (mCp,e,n) yang terdapat pada teorema

4.3.1, teorema 4.3.2, teorema 4.3.3 juga teorema 4.3.4 ke dalam teorema 4.3.5


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

79

dimana g5 = ¢1,95 = 92,95 = g3 dan g5 = g4, maka label sisinya: g5(xﬁjxf+l’j) =
k ok k ook k ok kEook ) — k ok k ok _

gl(xi,jxi+1,j)795(x3,jx4,j> = 92@3,]'954,]-)’95(%,3'173,;') = 93(951,3‘%,3')795($1,j$2,j+1) =

94($If,jx’5,j+1)a QS(xlf,jxl?f,jH) =0 (xlf,jx?lf,jﬂ)a 95($§,j$§,j+1) =01 (wi,jxlg,j-&-l)a 95@’5,]‘

x§7j+1):7mn—mj+13m—k+1untuk1§jk§n,1§k§m.

Gambar 4.22 Pelabelan selimut (45mn + 124m + 11, 7)-Cg-anti ajaib super pada gabu-
ngan shackle dari graf Cg

Jika W, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada gabungan Shack
(mC, e, n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut w,, dengan label sisinya
maka W, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah 6 label titik dari (mCg, e, 3)
yang menjadi selimut pada gabungan Shack (mCp, e, n) dan merumuskan 9 label

sisi g5 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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sebagai berikut:

Wy = wy, + U g5(£§,jxf+l,j) + 95(x§,j37§,j) + g5<xlf,j13§,j) + g5<x’f,jxl2€,j+l) +
i=1,2
95($]2€,j$§,j+1) +95($]1€,j$§,j+1) +95($2jx§,j+1) +95($]2€,j$§,j)

= | (mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
J@mn — 4mi + mj + 15m + k) + (4mn — mj + 13m — k + 1) + (5mn
1,2

—mj+13m —k+ 1)+ (6mn —mj+ 13m — k+ 1) + (Tmn — mj +
Bm—k+1)+ (Tmn+mj+ 1lm+k)+ (8mn+ mj + 11m+ k) +
(2mn —8m+m(j + 1)+ 15m + k)

= |J (mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
U(2mn—4mi+mj+15m+k)+39mn—mj+82m—k+4
12

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {45mn+124m+11, 45mn+
124m + 18, ...,54mn + 124m + 2}. Karena U, = a + (s — 1)b = 45mn + 124m +
114 (mn—1)7 = 52mn+124m+4 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
(45mn + 124m + 11, 7)-Cg-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cg
yang dinotasikan dengan Shack (mCg,e,n) untuk n > 2 dan m > 2. 0J

Gambar 4.22 merupakan contoh pelabelan selimut (45mn + 124m + 11,7)-

C3-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cj.

() Teorema 4.3.6. Ada pelabelan selimut (46mn+124m~+10,5)-Cs-anti ajaib su-
per pada gabungan shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (mC3, e, n)
untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan Shack (mCg, e, n) yang terdapat pada teo-
rema 4.3.1 ke dalam teorema 4.3.6 dengan fungsi bijektif gl(:c’f’j) untuk ¥ = 2,3
dan % = 1,4 maka gg(z};) = gi(zf;) sehingga wy, = wy, = Uy ,(mn +
mi +mj + 3m + k) + Uy 3(8mi + 2mj — 17m + 2k), untuk 1 < j < n dan
1 < k < m. Labeli sisi gabungan Shack (mCp,e,n) yang terdapat pada teorema


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

81

4.3.1, teorema 4.3.2, teorema 4.3.3, teorema 4.3.4 juga teorema 4.3.5 ke dalam

teorema 4.3.6 dimana g5 = ¢1,9 = 92,96 = 93,96 = g4 dan gg = g5, maka la-

bel sisinya: 96(x§,jxf+1,j) = gl(xﬁjxfﬂ,j))96($§,j$§,j) = 92<$§,j$§,j)»96($’f,jx§,j) =
93(75]1]'3515,]’), g6<xlf,j$l2€7j+l) = 94($If,jx§,j+l)a gﬁ(fﬂg,ngﬁl) = 95(x§,jx]§,j+1): 96(33If,j
25 01) = gi(@fah ;) dan ge(zf 25, ) = 8mn —mj + 13m — k + 1 untuk

1<ji*<n,1<k<m.

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada gabungan Shack
(mC3, e, n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut w,, dengan label sisinya
maka W,, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah 6 label titik dari mC§, e, 3
yang menjadi selimut pada gabungan Shack (mCg, e, n) dan merumuskan 9 label
sisi gg dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy = wgs + U 96(aF i1 ) + 96(25;25 ;) + g6 (21 ;25 ;) + g6 (27 ;75 411) +
i=1,2

96($l2€,j$§,j+1> ah 96($§,jx§,j+1> + QG(JJIf,jIg,jH) T gﬁ(ﬁg,ﬂg,j)

= |J mn+mitmj+3m+k)+ | (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
J@mn — 4mi +mj + 15m + k) + (4mn — mj + 13m — k + 1) + (5mn
1,2

—mj+13m —k+ 1) + (6mn —mj + 13m — k + 1) + (Tmn — mj + 13m
—k+1)4+ 8mn—mj+13m —k+ 1)+ (8mn+mj+ 11lm + k) + (2mn
—8m +m(j+ 1)+ 15m + k)

= U(mn+mi+mj+3m+kr)+ U(Smi+2mj—17m—|—2k:)+

i=1,4 i=2,3
U(2mn —4mi +mj + 15m + k) + 40mn — 3mj + 84m — 3k + 5
1,2

Dengan demikian barisan aritmatika dari W, = {46mn+124m+10,46mn+
124m +15,...,51mn + 124m + 5}. Karena U, = a + (s — 1)b = 46mn + 124m +
10+ (mn—1)5 = 51lmn—+124m+5 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
(46mn + 124m + 10,5)-Cg-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cg
vang dinotasikan dengan Shack (mCg,e,n) untuk n > 2 dan m > 2. O
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Gambar 4.23 merupakan contoh pelabelan selimut (46mn + 124m + 10, 5)-
Cg-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cj.

Gambar 4.23 Pelabelan selimut (46mn + 124m + 10, 5)-Cg-anti ajaib super pada gabu-
ngan shackle dari graf Cg

() Teorema 4.3.7. Ada pelabelan selimut (47mn+124m+9, 3)-Cs-anti ajaib super
pada gabungan shackle dari graf C3 yang dinotasikan dengan Shack (mCj, e, n)
untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti.Labeli titik gabungan Shack (mCg, e, n) yang terdapat pada teorema
4.3.1 ke dalam teorema 4.3.7 dengan fungsi bijektif ¢; (x’fj) untuk i* = 2,3 dan
i* = 1,4 maka g7(z} ;) = gi(2f ;) sehingga w,, = wy, = U,_y ,(mn +mi +mj +
3m+k) —I—Ui:2,3(8mi+2mj— 17m+2k), untuk 1 < j <ndan 1 <k < m. Labeli
sisi gabungan Shack (mC¢, e, n) yang terdapat pada teorema 4.3.1, teorema 4.3.2,
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teorema 4.3.3, teorema 4.3.4, teorema 4.3.5 juga teorema 4.3.6 ke dalam teorema

4.3.7 dimana g7 = g1,97 = 92,97 = 93,97 = ga,g97 = g5 dan gr = gs, maka
label sisinya: g7(xﬁjx§+1,j) = gl(xﬁjxf+1’j),g7(x’§7jmij) = gg(xlg,jxij),g7($’f7jx’§7j) =
93(x]f,jx§,j)7 97<5U11€,j95]2€7j+1) = 94($]f,j$§,j+1)a 97($§,jx§,j+1) = g5<x§,jx§,j+l): 97(3723'

x§7j+1) = g6(x£f’jx§7j+l) dan 97(1’5]‘1‘;]'4»1) = 9mn — mj + 13m — k + 1 untuk

1<ji*<n,1<k<m.

Gambar 4.24 Pelabelan selimut (47mn+124m+9, 3)-Cg-anti ajaib super pada gabungan
shackle dari graf C’g’

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada gabungan Shack
(mCg, e,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut w,, dengan label sisinya
maka W, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah 6 label titik dari mCg, e, 3
yang menjadi selimut pada gabungan Shack (mCp, e, n) dan merumuskan 9 label

sisi g7 dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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sebagai berikut:

Wy = wy, + U g7(£§,jxf+l,j) + 97($§,jx2j) + 97(xlf,j37§,j) + g7<x11€,j$]2€,j+1) +
i=1,2
97($]2€,j$§,j+1) +97($§,jx§,j+1) + 97(x]f,jx§,j+1) + 97($12€,j$§,j)

= | mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
J@mn — 4mi + mj + 15m + k) + (4mn — mj + 13m — k + 1) + (5mn
1,2

—mj+13m —k+1) + (6mn —mj + 13m — k + 1) + (Tmn — myj + 13m
—k+1)4+8mn—mj+13m—k+1)+ 9mn—mj+13m —k+1) +
(2mn —8m+m(j + 1) + 156m + k)

= |J (mn+mi+mj+3m+k)+ | (8mi+2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3
U(an —4dmi +mj + 15m + k) + 41mn — 5mj + 86m — 5k + 6
1,2

Dengan demikian barisan aritmatika dari W, = {47mn+124m+9,47mn +
124m +12,...,54mn + 124m + 2}. Karena U, = a+ (s — 1)b = 47Tmn + 124m +
9+ (mn —1)3 = 50mn+ 124m + 6 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
(4Tmn + 124m + 9, 3)-Cg-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cg
yang dinotasikan dengan Shack (mCg,e,n) untuk n > 2 dan m > 2. 0J

Gambar 4.24 merupakan contoh pelabelan selimut (47mn + 124m + 9, 3)-

C3-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cj.

() Teorema 4.3.8. Ada pelabelan selimut (49mn+114m~+29,1)-Cg-anti ajaib su-
per pada gabungan shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack (mC3, e, n)
untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik gabungan Shack (mCg, e,n) dengan fungsi bijektif
g1(xf ;) untuk % = 2,3 dan " = 1,4 maka gs(z} ;) = gi(2} ;) sehingga wy, =
Wy, = Uiy g(mn +mi +mj + 3m + k) + U;_y 5(8mi + 2mj — 17m + 2k), untuk
1 <j<ndan 1<k < m. Labeli sisi gabungan Shack (mC%,e,n) dengan fungsi
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bijektif gs yang dapat dituliskan sebagai berikut:

gg(xgjx'g,j) = 2mn+mj+Tm+kuntukl < ¥ <n,1<k<m

gg(xijxfﬂd) = 4dmn — M —mj + 15m — k + 4, untuk i* =1, 3,
1< <n1<k<m

gg(x’]xJ) = Smn—mj+12m —k+4,untukl < j* <n,1 <k <m
gs(xh a2 ) = 6mn—mj+12m—k+4,untuk1 <j* <n,1<k<m
98(35]2“7:57]“) = Tmn—mj+12m —k+4,untuk1 < j* <n,1 <k <m
gg(xi x3’j+1) = 8mn—mj+12m —k+4,untuk1 < j* <n 1<k <m
gg(x’i ,J+1) = 9mn—mj+12m —k+4,untuk1 < j* <n, 1<k <m

Jika W, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada gabungan Shack

(mCg, e,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik selimut w,, dengan label sisinya

maka Wy, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah 6 label titik dari mCg, e, 3

yang menjadi selimut pada gabungan Shack (mCp, e, n) dan merumuskan 9 label

sisi gg dengan syarat batas ¢ dan j yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wgs -

Wgg + U gs(z z] z+1] + gB(xg,jxlg,j) + g8<xlf,jxl3€,j) oy 98<$If,jivl2€,j+1) +
i=1,3

98($]2€,j$1§,j+1) - 98($]Z,jx§,j+1) + 98($]f,j55’§,j+1) + 98($§,ja7§,j)

UJ (mn+ mi + mj +3m + k) + | (8mi + 2mj — 17m + 2k) +
i=1,4 i=2,3

3mt + 3
U(4mn—w—mj+15m—k:+4)+(2mn+mj+7m+k;)
13
+(Bmn —mj+12m —k+4) + (6mn —mj + 12m — k+4) +

(Tmn —mj+12m —k+4) + (8mn —mj + 12m — k+4) + (9mn — my
+12m —k+4)+ 2mn+m(j+ 1)+ Tm+ k)

UJ (mn+ mi +mj +3m + k) + | (8mi + 2mj — 17m + 2k) +
i=1,4 i=2,3
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3mi + 3
U(4mn—w—mj~|—15m—k:—|—4)+39mn—3mj—|—75m—
1,3
3k 420

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {49mn+114m+29,49mn+
114m+30, ..., 54mn+124m+2}. Karena U,, = a+(s—1)b = 49mn+114m+29+
(mn — 1)1 = 50mn + 114m + 28 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
(49mn + 114m + 29,1)-C2-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cg
vang dinotasikan dengan Shack (mCg,e,n) untuk n > 2 dan m > 2. OJ

Gambar 4.25 merupakan contoh pelabelan selimut (49mn + 114m + 29, 1)-
Cg-anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cj.

Gambar 4.25 Pelabelan selimut (49mn + 114m + 29, 1)—Cg—anti ajaib super pada gabu-
ngan shackle dari graf C3
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4.4 Berpikir Tingkat Tinggi dalam Pelabelan Selimut (a,d) — C3-Anti
Ajaib Super pada Shackle dari Graf Siklus dengan Busur yang
dinotasikan dengan shack (C¢, e, n)

Subbab ini menjelaskan keterkaitan antara level berpikir tingkat tinggi tak-
sonomi Bloom yang telah direvisi dengan proses pelabelan selimut (a, d) — Cg-anti
ajaib super pada shackle dari graf Cg. Adapun keterkaitan proses pelabelan se-
limut (a, d)—Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf Cg tersebut akan dijelaskan
dalam enam tahapan taksonomi Bloom yang telah direvisi.

Tahap 1. Mengingat

Kata kerja operasional: Mengidentifikasi famili graf
Pada tahap pertama, peneliti mengingat kembali famili graf yaitu dengan

cara mengidentifikasi famili graf. Graf yang digunakan pada penelitian ini adalah
graf berhingga, sederhana, dan graf tak berarah. Graf yang akan dibentuk adalah
graf yang jumlah titiknya n berhingga yang dihubungkan oleh sebuah sisi yang
menghubungkan graf lainnya dan sisi yang terbentuk tidak memiliki orientasi
arah. Oleh karena itu, graf yang akan diambil untuk penelitian adalah shackle
dari graf C3.

Istilah lain dari shackle adalah belenggu yang berarti sesuatu yang mengikat.
Graf siklus dengan busur (C!) adalah famili dari graf siklus (Cy). Shackle dari
graf C3 adalah graf yang terbentuk dari beberapa graf Cg yang dikaitkan oleh 1
buah sisi sehingga membentuk shackle dari graf Cg. Shackle dari graf C% meru-
pakan shackle sisi yang dinotasikan dengan Shack (Cj, e,n), shackle dari graf C?
memiliki 3 buah busur, e = 1 yang berarti ada 1 sisi yang digunakan bersama-
sama oleh graf C§ yang pertama dan graf C? yang kedua, 1 sisi dari graf C¢ yang
kedua juga digunakan bersama-sama oleh graf C? yang ketiga. Jadi, satu selimut
pada shackle dari graf Cy merupakan graf C¢. Gambar 4.26 merupakan Shack
(C3,e,n), untuk e = 1 dan n > 2.

Tahap 2. Memahami

Kata kerja operasional: Menghitung jumlah titik p dan sisi q pada Shack

(C2,e,n) serta menentukan batas atas nilai beda (d)

Tahapan yang kedua yaitu memahami, setelah mengidentifikasi famili graf,
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Gambar 4.26 Shack (C3,e,n), untuk e = 1 dan n > 2

()

Gambar 4.27 Jumlah titik dan sisi pada (a). Shack (C§,e,n) untuk e = 1 dan n = 2;
(b). Shack (C2,e,n) untuk e = 1 dan n = 3; (c). Shack (C3,e,n) untuk e = 1 dan
n=4
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peneliti memahami bagaimana cara menghitung jumlah titik p dan sisi ¢ pada
Shack (Cg, e,n) baik tunggal maupun gabungan saling lepasnya serta menentukan
batas atas nilai beda (d). Menghitung jumlah titik p dan sisi ¢ pada Shack
(C3,e,n) berarti menghitung kardinalitasnya. Hal yang perlu dilakukan adalah
menentukan jumlah titik dan sisi pada graf tersebut.

Pendefinisian titik pada Shack (Cg,e,n) menggunakan indeks 7 dan j. In-
deks © menggambarkan titik x yang mempunyai batas 1 < ¢ < 4 dan indeks 7 juga
menggambarkan titik x yang mempunyai batas 1 < j < n yang berarti titik x
terdapat sebanyak n pada Shack (Cg,e,n). Berdasarkan Gambar 4.26 pendefini-
sian sisi pada Shack (Cg,e,n) adalah sebagai berikut: (a) Titik z; ; bertetangga
dengan x5 ;, x2; bertetangga dengan x3 ;, dan x3; bertetangga dengan z4; yang
kemudian didefinisikan x; ;x;11 ;, (b) titik x; ; bertetangga dengan x5 ; yang kemu-
dian didefinisikan x; ;x3 ;, (¢) titik 21 ; bertetangga dengan x3 ;41 yang kemudian
didefinisikan @y ;x5 41, (d) titik zo; bertetangga dengan zs ;.1 yang kemudian
didefinisikan xo ;23 41, (e) titik x;; bertetangga dengan xs ;41 yang kemudian
didefinisikan 4 ;x5 11, dan (f) titik x4 ; bertetangga dengan z3 ;. yang kemu-
dian didefinisikan 4 ;o3 ;1.

Berdasarkan Gambar 4.27 bahwa (a). Shack (C2,e,n) untuk e = 1 dan
n = 2, memiliki |n| = 2, jumlah titik=10, jumlah sisi=17; (b). Shack (Cg, e, n)
untuk e = 1 dan n = 3, memiliki |n| = 3, jumlah titik=14, jumlah sisi=25; dan
(c). Shack (C§,e,n) untuk e = 1 dan n = 2, memiliki |n| = 4, jumlah titik=18,

jumlah sisi=33.

T 1 5 9

T3 2 6 10

21, 3 7 11

T4, 4 8 12

Tojq 59 13

z3;00 6 10 14
a5 o6

Gambar 4.28 Penjumlahan bobot titik Shack (Cg,e,n) untuk e = 1 dan n = 3
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Gambar 4.29 Pelabelan titik Shack (Cg,e,n) untuk e = 1 dan n = 3

Pada kardinalitas, terdapat istilah order (|V|) dan size (|E|) yang diper-
lukan untuk menghitung jumlah titik dan jumlah sisi. Gambar 4.27 menun-
jukkan Shack (C2 e,n) yang memiliki order (|V|) = 4n + 2 yang didapatkan
dari banyaknya titik graf C¢ yang dibentuk oleh Shack (Cg,e,n), untuk e = 1
dan n > 2 sedangkan size (|E|) = 8n + 1 didapatkan dari banyaknya sisi graf Cg
yang dibentuk oleh Shack (Cg,e,n), untuk e = 1 dan n > 2.

Setelah menghitung jumlah titik dan jumlah sisi, tahap selanjutnya adalah
menentukan batas atas nilai d. Batas atas d pada Shack (Cg,e,n) dapat diten-
tukan dengan menggunakan Lemma 4.1.1.

Tahap 3. Menerapkan
Kata kerja operasional: Menentukan label titik dan mengembangkan fungsi
bijektif bobot titik pada Shack (C3,e,n) tunggal maupun gabungan saling lepas

Tahap ketiga adalah menerapkan, setelah menghitung jumlah titik dan sisi
serta menentukan batas atas d, langkah selanjutnya adalah menentukan label titik
dan mengembangkan fungsi bijektif bobot titik pada Shack (Cg,e,n) tunggal
dan gabungan Shack (mC§,e,n). Label titik yang akan digunakan pada Shack
(C2,e,n) tunggal berbeda dengan label titik pada gabungan Shack (mCg, e, n).
Pola label titik pada Shack (C%, e, n) konektif sebagai berikut: (a) label pertama
dimulai dari ujung Shack (Cg, e, n) yaitu titik x4 ;, (2) label kedua di titik z3 ;, (c)
label ketiga di titik x4 j, (d) selanjutnya label keempat di titik z4;, (e) kemudian
label kelima di titik x5 ;41, (f) paling akhir yang dilabeli adalah akhir dari selimut
graf siklus dengan busur yaitu x3 41, dan (g) label titik paling terakhir adalah di
titik 23 j43.

Shack (Cg, e, n) merupakan shackle sisi sehingga ada dua titik yang dilabeli
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Gambar 4.30 Pelabelan titik Shack (C§,e,n) untuk n =5

To j
N
T4
Ty.j
T2,5+1

L3,5+1

Gambar 4.31 Penjumlahan bobot titik Shack (C§,e,n) untuk n =5

_I_

1 5 9 13 17
2 6 10 14 18
3 7T 11 15 19
4 8 12 16 20
5 913 17 _21
6 10 14 18 22
21 45 69 93 117

k 1 2 3
s | 1 4 7,2 5 8|3 6 9
5 13 16 19|14 17 20|15 18 21
) 25 28 31(26 29 32|27 30 33
h 34 37 40|35 38 41|36 39 42
whiy |4 7T 105 8 116 9 12
af, |16 19 22|17 20 23|18 21 24
93 99 105|111 117 123|129 135 141

Gambar 4.32 Penjumlahan bobot titik Shack (mC§,e,n) untuk n = 3 dan m = 3
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terlebih dahulu yaitu dua titik atau satu sisi paling ujung yang setara dengan
dua titik atau satu sisi yang dipakai bersama-sama oleh selimut berikutnya. Dari
pola label titik di atas dapat digunakan untuk menghitung bobot titik masing-
masing selimut pada Shack (Cg,e,n). Penjumlahan masing-masing selimut graf
terdiri dari 6 titik dengan 2 titik atau satu sisi yang dipakai 2 kali. Gambar 4.28
merupakan penjumlahan dari bobot titik Shack (Cg, e, n) dimana bobot titiknya
membentuk barisan aritmatika.

Berdasarkan Gambar 4.28 dapat diketahui bahwa bobot titik selimut pada
Shack (C,e,n) tunggal adalah {21,45,69}. Bobot titik tersebut membentuk
barisan aritmatika yang memiliki beda 24. Sebelum ke tahapan berikutnya harus
dilakukan pemeriksaan apakah label titik tersebut expandable atau unexpandable.
Gambar 4.29 merupakan pelabelan titik pada Shack (CZ,e,n) untuk n = 3.
Peneliti mencoba melakukan pelabelan titik pada Shack (C3,e,n) untuk n = 5
seperti pada Gambar 4.30 dan Gambar 4.31 merupakan penjumlahan bobot titik
Shack (Cg,e,n).

Berdasarkan Gambar 4.31 dapat diketahui bahwa bobot titik selimut pada
Shack (Cg,e,n) untuk n = 5 adalah {21,45,69,93,117}. Bobot titik tersebut
membentuk barisan aritmatika yang memiliki beda 24. Berdasarkan Gambar
4.30 dapat diketahui bahwa pelabelan titik pada Shack (Cg, e, n) merupakan pela-
belan titik yang expandable sehingga bisa dilanjutkan ke tahap selanjutnya yaitu
mengembangkan fungsi bijektif bobot titik pada Shack (Cg, e, n).

Setelah mengetahui pola label titik pada Shack (Cg,e,n) tunggal untuk
yang selanjutnya adalah menentukan pola label titik pada gabungan Shack (mCjp,
e,n). Adapun pola label titik pada gabungan Shack (mCg, e, n) sebagai berikut:
(a) label pertama dimulai dari titik 25 ; dimana 1 = k yang menunjukkan copy
pertama; (b) label kedua di titik 3 ;; (c) label selanjutnya di titik «3 ;; (d) se-
lanjutnya di titk x’§7j,k merupakan copy gabungan Shack (mCg,e,n) dan label
titiknya berurutan dari copy pertama hingga ke-k, untuk 1 < k < m; (e) selanjut-
nya di titik x'fyj,k’ merupakan copy gabungan Shack (mCg, e, n) dan label titiknya
berurutan dari copy pertama hingga ke-k, untuk 1 < k < m; (f) selanjutnya
di titik xij, k merupakan copy gabungan Shack (mCg,e,n) dan label titiknya
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berurutan dari copy pertama hingga ke-k, untuk 1 < k < m;

Dari pola label titik di atas dapat juga digunakan untuk menghitung bobot
titik masing-masing selimut pada gabungan Shack (mC§, e,n). Penjumlahan
masing-masing selimut graf terdiri dari 6 titik dengan 2 titik atau satu sisi yang
dipakai 2 kali. Gambar 4.32 merupakan penjumlahan dari bobot titik gabungan
Shack (mCg,e,n) dimana bobot titiknya membentuk barisan aritmatika. Gam-
bar 4.33 merupakan pelabelan titik pada gabungan Shack (mCg, e, n) untuk n = 3
dan m = 3. Peneliti mencoba melakukan pelabelan titik pada gabungan Shack
(mCg,e,n) untuk n = 3 dan m = 5 seperti pada Gambar 4.34.

Berdasarkan Gambar 4.30 dan Gambar 4.34 dapat diketahui bahwa pola
pelabelan titik Shack (C§,e,n) tunggal maupun gabungan Shack (mCg, e, n)
merupakan pelabelan titik yang expandable sehingga dapat melanjutkan pada
tahap selanjutnya yaitu mengembangkan fungsi bijektif bobot titik Shack (Cg, e, n).

Labeli titik Shack (Cg,e,n) tunggal dengan fungsi bijektif f dengan label
sebagai berikut:

flzi; 0 =047 +i—5, untuke=2ih1 < j<n

.  + 2
Fz: A= 4]+Z

—2,untuki =1,4,1<j3<n

[ adalah fungsi bijektif yang memetakan Shack (Cg,e,n) ke himpunan bi-
langan bulat {1,2,...,4n + 2}. Jika w; didefinisikan sebagai bobot titik selimut
dari pelabelan total selimut pada Shack (C2, e,n) dimana bobot titik selimut
tersebut diperoleh dari penjumlahan 6 label titik dari Cp yang menjadi selimut

pada Shack (Cf,e,n) , maka fungsi bijektif w; dapat ditentukan sebagai berikut:

wy = J i)+ U P+ U Flig)

i=2,3 i=1,4 i=2,3
L o1 +2 . .
= Yui+i-s5+ Jw@i+ o 2+ UJ@g+1+i-5)
i=2,3 i=1,4 i=2,3
o1+ 2 o . )
= U(4]+T—2)+ UJ@i+i-5+4G+1)+i-5)

i=1,4 i=2,3
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Gambar 4.33 Pelabelan titik Shack (mC§,e,n) untuk n =3 dan m = 3

Labeli titik gabungan Shack (mC§,e,n) dengan fungsi bijektif g dengan
label sebagai berikut:

g(:cfj) = 4dmi+mj—9m+k, untuki®* =2,3,1< ¥ <n,1<k<m

g(xfj) = mn+mi+mj+3m—+k untuki* =1,4,1<j*<n 1<k<m

Jika w, didefinisikan sebagai bobot titik selimut dari pelabelan total selimut
pada gabungan Shack (mCg,e,n) dimana bobot titik selimut tersebut diperoleh
dari penjumlahan 6 label titik dari C§ yang menjadi selimut pada gabungan Shack
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(mCg, e, n), maka fungsi bijektif w, dapat ditentukan sebagai berikut:

Wy = U g@fg) + U 9(5’3?]) + U g($ﬁj+1)

1=2,3 i=1,4 1=2,3

= |J @mi+mj—9m+k)+ | (mn+mi+mj+3m+k)+
i=2,3 i=1,4
U (ami +m(j + 1) — 9m + k)
1=2,3

= |J (mn+mi+mj+3m+k)+ ) (@mi+mj—9m+k+
i=1,4 i=2,3

dmi+m(j+1) —9Im+ k)
= |J (mn+mi+mj+3m+k)+ J (8mi + 2mj — 17m + 2k)

i=1,4 i=2,3
Tahap 4. Menganalisa
Kata kerja operasional: Menentukan label sisi dan fungsi bijektif sisi serta
mengembangkan fungsi sisi dan bobot total

Tahap keempat adalah menganalisa yaitu menentukan label sisi dan fungsi

bijektif sisi serta mengembangkan fungsi sisi dan bobot total. Graf yang memi-
liki batas atas {0,1,2,...,96} berarti memiliki label sisi dengan menggunakan
pola yang ada pada setiap batas atas yang telah ditemukan. Bobot titik Shack
(C2,e,n) tunggal telah membentuk barisan aritmatika sehingga untuk melabeli
sisinya dapat menggunakan permutasi. Begitu pula gabungan Shack (mCg, e, n)
yang bobot titiknya membentuk barisan aritmatika sehingga pelabelan sisinya da-
pat menggunakan metode permutasi pula. Sehingga didapatkan nilai beda d yang
telah di jelaskan sebelumnya. Sampel fungsi sisi pada Shack (Cg,e,n) d = 96 se-
bagai berikut:

fijzip1;) = 4n—i+8j—3, untuki=1,21<j<n
f(x1x3;) = 4n+8j—3, untukl <j<n
f(xsxa;) = 4n+8j—2, untukl <j<n

)

ToiT3ir1) = 4n+87 —1, untukl <453 <n
JACPREEy j—1, j
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f(x1,2011) = 4n+8j, untukl <j<n
f(r123541) = 4n+8j+ 1, untukl <j<n
f(rajzsjy1) = 4n+8j+2, untukl <j<n

Bobot total merupakan jumlah bobot titik selimut wy dan rumus label sisi

f. Bobot total disimbolkan W; sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:

Wy

wy + U (TijTiv1y)) + f@2s5) + f(235245) + f(2203541) +

f(xl,jfﬁz,jﬂ) + f(z1jas501) + f(Taj23501) + f(22,735)

U(4j+%—2)+ U ®i+2i=6)+ [ @n—i+8j—3)+ (4n

i=14 i=2,3 i=1,2

+87 —3)+(Un+8j —2)+(An+8j — 1)+ (4n+8j) + (4n +8j + 1)
(4n+8j+2)+ (4n—2+8(j +1) —3)

UJ (45 Z'ng )+ (JBi+2i—6)+ [ (an—i+8j—3)+(28n

i=14 i=2,3 i=1,2

+565)

Rumus bobot total Shack (C,e,n) tunggal adalah |J,_, ,(47 + %% — 2) +

Uiz23(85 +2i = 6) + U_ o(4n — i + 85 — 3) + (28n + 56j), untuk 1 < j < n.
Sampel fungsi sisi pada gabungan Shack (mCg,e,n) d = 15 sebagai berikut:

x»7-ml? ) = 2mn—4mi+mj+ 15m +k, untuki® =1,2,1 < j* <n,

2,7 +1,7
1<k<m

Jxlg,j) = 3mn+mj+1lm+Fk untukl < j* <n,1<k<m
Jmi,j) = dmn+mj+1lm+k, untukl < j* <n,1 <k <m
xéf,jﬂ) = Smn+mj+1lm+k untukl < j* <n,1 <k <m
-x];,jﬂ) = 6mn+mj+ 11lm + k, untuk 1 gjk <n,1<k<m
jx§7j+1) = Tmn+mj+1lm+Fk untukl < j* <n,1 <k <m
xjx'?f,jﬂ) = 8mn+mj+1lm+Fk untukl < j* <n,1 <k <m

Bobot total merupakan jumlah bobot titik selimut w, dan rumus label sisi
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g. Bobot total disimbolkan W, sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:

W, =

Wy + U g(xf,jxfﬂ,j) + g<xlf,j$§,j) + g<x§,j$2j) + g<x§,jx§,j+l) +
i=1,2

g(xlf,jxg,j+1) +9($]1€,j$§,j+1) +9($§,j$§,j+1) + g(xg,jxli’f,j)

UJ (mn+ mi +mj + 3m + k) + | (8mi + 2mj — 17m + 2k) +

i=1,4 i=2,3

98

U(Zmn —4dmi+mj+ 15m + k) + (3mn + mj + 11m + k) + (4dmn +

1,2

mj+ 11m+ k) + (bmn + mj + 11m + k) + (6mn +mj + 1lm + k) +

(Tmn+mj+ 11m + k) + (8mn +mj + 1lm + k) + (2mn — 8m +

m(j+ 1)+ 15m + k)
UJ (mn+ mi +mj + 3m + k) + | (8mi + 2mj — 17m + 2k) +
i=1,4 i=2,3

U(?mn — 4mi +mj + 15m + k) 4+ 35mn + Tmj + T4m + Tk
12

Rumus bobot total gabungan Shack (mCg,e,n) adalah {J,_, ,(mn +mi +
mj +3m + k) +U;_q 3(8mi + 2mj — 17m + 2k) + U, ,(2mn — 4mi +mj + 15m +
k) + 35mn + Tmj + T4m + 7k, untuk 1 < j* <n,1 <k < m.
Tahap 5. Mengevaluasi

Kata kerja operasional: Membuktikan kebenaran fungsi

Tahap kelima adalah mengevaluasi. Pada tahap ini yang dilakukan adalah

membuktikan kebenaran fungsi yang telah dirumuskan.

Ambil sampel rumus

fungsi bobot titik Shack (Cg, e, n) tunggal adalah Uiz14(45+ H2_2) +Uiza5(87+

2i — 6), misal saat j = 1 maka bobot titik dapat dituliskan sebagai berikut:

wyr

- U(4j+i;2—2)+ U 85 +2i—6)

i=1,4 i=2,3

1+2 4+2

= (4+T_2+<4+T_2))+<8+4_6+(8+6_6)>

= (34+4)+(6+38)
= 21
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Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa fungsi bobot titik Shack (Cg, e, n)
tunggal adalah (J,_, ,(4j + H2—2) + Ui—23(8j + 2i — 6). Fungsi bobot total
Shack (C§, e,n) tunggal d = 96 adalah {J,_; 4(47 + %2 —2) + U,y 5(87 +2i — 6) +
Uiz 2(4n — i+ 85 — 3) + (28n + 565). Misal saat j = 1 dan n = 3 maka bobot
total dapat dituliskan sebagai berikut:

)+ 2
W, — U<4j+%_2)+ U ®i+2i-6)+ J@n—i+8j—3)+(28n
i=1,4 =23 =12
+567)

(4+T—2+(4+T2—2))+(8+4—6+(8+6—6))+(12—1
+8 -3+ (12—2+8—3)) + (84 + 56)
(3+4)+ (6+8) + (16 + 15) + 140

192.

Berdasarkan uraian diatas terbukti bahwa fungsi Bobot total Shack (Cg, e, n)
tunggal d = 96 adalah [J,_; 4(47 + 52 — 2) 4+ U;—p5(85 + 2 — 6) + U,_; ,(4n — i +
87 —3)+(28n+567). Sedangkan bobot titik gabungan Shack (mC%, e, n) memiliki
fungsi bobot titik (J;_; ,(mn+mi+mj+3m+k)+U;_, 5(8mi+2mj—17m+2k).
Misal 7 =1, n =3, m = 3, dan k = 1 maka bobot titik dapat dituliskan sebagai

berikut:

UJ (mn+ mi+mj +3m + k) + | (8mi + 2mj — 17m + 2k)

i=1,4 i=2,3

94+3+3+9+1+(9+124+3+9+1))+(48+6—-51+2+(72+6
—51+2))

(25 +34) + (5+29)

93

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa fungsi bobot titik ,_; ,(mn +
mi+mgj+3m+k)+U,_y 5(8mi+2mj — 17m+2k). Bobot total gabungan Shack
(mCg, e,n) adalah J,_, ,(mn +mi+mj +3m + k) + U,_y 5(8mi + 2mj — 17m +
2k) + U, ,(2mn — 4mi + mj + 15m + k) + 35mn + Tmj + 74m + 7Tk. Misal j = 1,
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n =3, m = 3, dan k = 1 maka bobot total dapat diuraikan sebagai berikut:

W, = | (mn+mi+mj+3m+k)+ | 8mi+2mj —17m + 2k) +
i=1,4 i=2,3
\J@mn — 4mi + mj + 15m + k) + 35mn + Tmj + 74m + Tk
1,2

= 94+9+3+3+1+(O9+9+1243+1))+ (48 —-214+6+2+ (7221
+6+2)) +(45+18 -12+3+1+ (456+18—24+3+1)) +221+ 315
+21+7

= (254 34) + (5+29) + (55 + 43) + 565

= 756

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa fungsi bobot total gabungan
Shack (mC§, e,n) adalah J,_y ,(mn +mi +mj +3m + k) 4+ U,_, 5(8mi 4 2mj —
17m + 2k) + U, o(2mn — dmi + mj + 15m + k) + 35mn + Tmj + 7dm + 7k.
Tahap 6. Mencipta
Kata kerja operasional: Menemukan teorema baru

Tahapan yang terakhir adalah mencipta, kata kerja operasional yang digu-
nakan pada tahapan ini adalah menemukan teorema. Menemukan teorema yang
dimaksud adalah bagaimana fungsi yang ditemukan setelah proses pada tahapan
sebelumnya yakni pengelompokan pada beda yang konsisten. Sesuai dengan tu-
juan penelitian yaitu menemukan pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super
pada shackle dari graf C¢ tunggal dan gabungan saling lepas, a adalah bobot
sisi terkecil dan d adalah nilai bedanya. Berikut merupakan hasil dari pelabelan
selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super yang dijadikan suatu teorema dan konjektur

Shack (C3,e,n), diantaranya:
1. untuk Shack (C%,e,n) tunggal:

(a) untuk pelabelan selimut dengan d = 96 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — C3-anti ajaib super dengan a =
36n + 84, dengan kata lain Shack (C§,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (36n 4 84,96) — Cg-anti ajaib super;
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(b) untuk pelabelan selimut dengan d = 80 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super dengan a =
44n + 76, dengan kata lain Shack (Cj,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (44n + 76,80) — Cg-anti ajaib super;

(c) untuk pelabelan selimut dengan d = 64 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super dengan a =
52n + 68, dengan kata lain Shack (C§,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (52n + 68,64) — Cg-anti ajaib super;

(d) untuk pelabelan selimut dengan d = 48 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — C-anti ajaib super dengan a =
60n + 60, dengan kata lain Shack (Cg,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (60n + 60, 48) — Cé-anti ajaib super;

(e) untuk pelabelan selimut dengan d = 33 ditemukan bahwa Shack (C¢, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — C3-anti ajaib super dengan a =
57n + 77, dengan kata lain Shack (Cg,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (57n + 77,33) — Cé-anti ajaib super;

(f) untuk pelabelan selimut dengan d = 32 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super dengan a =
68n + 52, dengan kata lain Shack (Cg,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (68n + 52,32) — Cg-anti ajaib super;

(g) untuk pelabelan selimut dengan d = 31 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super dengan a =
58n + 76, dengan kata lain Shack (Cg, e, n) mempunyai pelabelan se-
limut (58n + 76,31) — Cg-anti ajaib super;

(h) untuk pelabelan selimut dengan d = 29 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — C-anti ajaib super dengan a =
59n + 75, dengan kata lain Shack (C§,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (59n + 75,29) — Cé-anti ajaib super;

(i) untuk pelabelan selimut dengan d = 27 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,

n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cé-anti ajaib super dengan a =
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60n + 74, dengan kata lain Shack (C§,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (60n 4 74,27) — Cg-anti ajaib super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 25 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cé-anti ajaib super dengan a =
61n + 73, dengan kata lain Shack (Cg,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (61n + 73,25) — Cé-anti ajaib super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 23 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super dengan a =
54n + 96, dengan kata lain Shack (Cg,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (54n + 96,23) — Cg-anti ajaib super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 21 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super dengan a =
64n + 68, dengan kata lain Shack (Cg, e, n) mempunyai pelabelan se-
limut (64n + 68,21) — Cg-anti ajaib super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 19 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — C-anti ajaib super dengan a =
61n + 79, dengan kata lain Shack (C§,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (61n 4 79,19) — Cg-anti ajaib super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 17 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cé-anti ajaib super dengan a =
72n + 48, dengan kata lain Shack (Cg,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (72n + 48,17) — Cé-anti ajaib super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 16 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super dengan a =
76n + 44, dengan kata lain Shack (Cg,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (76n + 44,16) — Cg-anti ajaib super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 15 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super dengan a =
67n + 65, dengan kata lain Shack (Cg,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (67n + 65,15) — Cg-anti ajaib super;
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untuk pelabelan selimut dengan d = 0 ditemukan bahwa Shack (Cg, e,
n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super dengan a =
84n + 36, dengan kata lain Shack (Cg,e,n) mempunyai pelabelan se-
limut (84n + 36,0) — C3-anti ajaib super.

2. untuk gabungan Shack (mCg, e, n):

(a)

untuk pelabelan selimut dengan d = 15 ditemukan bahwa gabungan
Shack (mCg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib
super dengan a = 41mn+ 124m + 15 atau gabungan Shack (mCg, e, n)
mempunyai pelabelan selimut (41mn + 124m + 15,15) — Cé-anti ajaib

super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 13 ditemukan bahwa gabungan
Shack (mCg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib
super dengan a = 42mn+ 124m + 14 atau gabungan Shack (mCg, e, n)
mempunyai pelabelan selimut (42mn + 124m + 14, 13) — Cg-anti ajaib

super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 11 ditemukan bahwa gabungan
Shack (mCg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib
super dengan a = 43mn + 124m + 13 atau gabungan Shack (mCg, e, n)
mempunyai pelabelan selimut (43mn + 124m + 13,11) — Cé-anti ajaib

super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 9 ditemukan bahwa gabungan
Shack (mCg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib
super dengan a = 44mn+ 124m + 12 atau gabungan Shack (mCg, e, n)
mempunyai pelabelan selimut (44mn + 124m + 12,9) — C-anti ajaib

super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 7 ditemukan bahwa gabungan
Shack (mCg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib
super dengan a = 45mn + 124m + 11 atau gabungan Shack (mCg, e, n)
mempunyai pelabelan selimut (45mn + 124m + 11,7) — Cg-anti ajaib

super;
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untuk pelabelan selimut dengan d = 5 ditemukan bahwa gabungan
Shack (mCg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib
super dengan a = 46mn +124m + 10 atau gabungan Shack (mCg, e, n)
mempunyai pelabelan selimut (46mn + 124m + 10,5) — C-anti ajaib

super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 3 ditemukan bahwa gabungan
Shack (mCg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib
super dengan a = 47mn + 124m + 9 atau gabungan Shack (mCg, e, n)
mempunyai pelabelan selimut (47mn + 124m + 9,3) — Cg-anti ajaib

super;

untuk pelabelan selimut dengan d = 1 ditemukan bahwa gabungan
Shack (mCg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib
super dengan a = 49mn + 114m +29 atau gabungan Shack (mCg, e, n)
mempunyai pelabelan selimut (49mn + 114m + 29, 1) — C-anti ajaib

super;

4.5 Hasil dan Pembahasan

Berdasarkan hasil penelitian untuk memperoleh nilai d yang mungkin un-

tuk pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf C3
tunggal adalah de{0,1,2,3,...,96} dan gabungan shackle dari graf Cg adalah
de{1,2,3,.

dengan nilai d yang telah ditentukan tersebut.

.., 106}. Setelah menentukan nilai d, peneliti mencari pelabelan sesuai

Dari hasil penelitian pada beberapa nilai d tersebut diatas, diperoleh 25

(a)

teorema baru tentang pelabelan shackle dari graf siklus dengan busur tunggal

dan gabungan saling lepas.

1. teorema baru tentang pelabelan Shack (C§g,e,n), yakni:

Ada pelabelan selimut (36n+84, 96) — Ci-anti ajaib super pada shackle
dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack (Cg e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.1;
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Ada pelabelan selimut (44n+76, 80) — Cg-anti ajaib super pada shackle
dari graf C? yang dinotasikan dengan Shack (C¢,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.2;

Ada pelabelan selimut (52n+68, 64) — Cg-anti ajaib super pada shackle
dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.3;

Ada pelabelan selimut (60n+ 60, 48) — C-anti ajaib super pada shackle
dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.4;

Ada pelabelan selimut (57n+ 77, 33) — Cg-anti ajaib super pada shackle
dari graf C2 yang dinotasikan dengan Shack (C2 e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.5;

Ada pelabelan selimut (68n+52, 32) — Ci-anti ajaib super pada shackle
dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack (C2,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.6;

Ada pelabelan selimut (58n+ 76, 31) — Cj-anti ajaib super pada shackle
dari graf C? yang dinotasikan dengan Shack (Cg e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.7;

Ada pelabelan selimut (59n+ 75, 29) — C-anti ajaib super pada shackle
dari graf C? yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.8;

Ada pelabelan selimut (60n+ 74, 27) — Cg-anti ajaib super pada shackle
dari graf C? yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.9;

Ada pelabelan selimut (61n+ 73, 25) — Cg-anti ajaib super pada shackle
dari graf C? yang dinotasikan dengan Shack (C¢,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.10;

Ada pelabelan selimut (54n+96, 23) — Cg-anti ajaib super pada shackle

dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.11;
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Ada pelabelan selimut (64n+68, 21) — Cg-anti ajaib super pada shackle
dari graf C? yang dinotasikan dengan Shack (C¢,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.12;

Ada pelabelan selimut (61n+79, 19) — C-anti ajaib super pada shackle
dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack (Cg e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.13;

Ada pelabelan selimut (72n+48, 17) — Cg-anti ajaib super pada shackle
dari graf C? yang dinotasikan dengan Shack (C%,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.14;

Ada pelabelan selimut (76n+44, 16) — Cg-anti ajaib super pada shackle
dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack (Cg e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.15;

Ada pelabelan selimut (67n+65, 15) — Cg-anti ajaib super pada shackle
dari graf C? yang dinotasikan dengan Shack (C¢,e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.16;

Ada pelabelan selimut (84n + 36,0) — Cg-anti ajaib super pada shackle

dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack (C% e,n) untuk n > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.2.17.

Observasi 4.5.1. Ada pelabelan titik selimut (232, s2 — 2s) — C3-anti ajaib

2

super pada shackle dari graf C§ yang dinotasikan dengan Shack (Cg,e,n)
untuk n > 2.

Bukti. s =5 = selimut C2 sehingga bobot titik selimutnya {15,30,45}

s = 6 = selimut Cg sehingga bobot titik selimutnya {21,45,69}
s =7 = selimut C2 sehingga bobot titik selimutnya {28,63,98}

s = 8 = selimut Cj sehingga bobot titik selimutnya {36, 84,132}

Berdasarkan uraian bobot titik selimut di atas, maka beda (d) bobot titik

selimut tersebut membentuk barisan aritmatika betingkat 2 dengan d =

52 —2s sedangkan bobot terkecil 15, 21, 28, 36 membentuk barisan aritmatika
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bertingkat 2 dengan a = 32% maka terbukti Shack (C?,e,n) mempunyai

pelabelan titik selimut (25, s — 2s) anti ajaib. O

Tustrasi pelabelan titik selimut pada Shack (C2,e,n) untuk s = 5,5 =

EREa]

6,s =7, dan s = 8 dapat dilihat pada Gambar 4.35.

Berdasarkan pelabelan titik di atas maka dapat ditarik konjektur sebagai
berikut:

Dugaan 4.5.1. Ada pelabelan titik selimut (252, s> — 2s) — C3-anti ajaib
super pada shackle dari graf C2 yang dinotasikan dengan Shack (C3,e,n)

untuk s > 5 dan n > 2.

Diberikan ilustrasi pelabelan total selimut pada Shack (C2,e,n) untuk s =
6,s =7, dan s = 8 dapat dilihat pada Gambar 4.36.

Berdasarkan ilustrasi pada Gambar 4.36, diketahui bahwa C§ dapat dige-
neralisasi menjadi C2 dan C3. Adapun cara menggeneralisasi yaitu: (a)
Ambil shackle dari graf C¢¥ dengan sebarang beda, misal beda yang diambil
adalah d = 96, (b) ikuti pola label titik pada ilustrasi Gambar 4.35 dan
ikuti pola label sisi yang terdapat pada d = 96, (c) jumlahkan bobot titik
dan bobot sisi hingga membentuk barisan aritmatika, jika jumlah setiap
selimutnya membentuk barisan aritmatika maka dapat ditarik konjektur

sebagai berikut:

Dugaan 4.5.2. Ada pelabelan total selimut (a,d) —C?-anti ajaib super pada
shackle dari graf C3 yang dinotasikan dengan Shack (C3,e,n) untuk s > 6
dan n > 2.

2. teorema baru tentang pelabelan Shack (mCg, e, n) diskonektif yaitu:

(a) Ada pelabelan selimut (41mn + 124m + 15,15) — Cé-anti ajaib super
pada gabungan shackle dari graf Cp yang dinotasikan dengan Shack
(mCg,e,n) untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.3.1;
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Gambar 4.36 Pelabelan total selimut Shack (C2,e,n) untuk s = 6,5 =7, dan s = 8
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(b) Ada pelabelan selimut (42mn + 124m + 14,13) — Cg-anti ajaib super
pada gabungan shackle dari graf Ci yang dinotasikan dengan Shack
(mC%,e,n) untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.3.2;

(c) Ada pelabelan selimut (43mn + 124m + 13,11) — Cg-anti ajaib super
pada gabungan shackle dari graf Ci yang dinotasikan dengan Shack
(mC%,e,n) untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.3.3;

(d) Ada pelabelan selimut (44mn + 124m + 12,9) — Cg-anti ajaib super
pada gabungan shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack
(mCg,e,n) untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian
pada teorema 4.3.4;

(e) Ada pelabelan selimut (45mn + 124m + 11,7) — Cg-anti ajaib super
pada gabungan shackle dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack
(mC%,e,n) untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.3.5;

(f) Ada pelabelan selimut (46mn + 124m + 10,5) — Cg-anti ajaib super
pada gabungan shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack
(mC%,e,n) untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.3.6;

(g) Ada pelabelan selimut (47mn + 124m + 9,3) — Cg-anti ajaib super
pada gabungan shackle dari graf Cg yang dinotasikan dengan Shack
(mCg,e,n) untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian
pada teorema 4.3.7;

(h) Ada pelabelan selimut (49mn + 114m + 29,1) — Cg-anti ajaib super
pada gabungan shackle dari graf C¢ yang dinotasikan dengan Shack
(mC%,e,n) untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian
pada teorema 4.3.8.

Menurut hasil penelitian tersebut, dapat diketahui bahwa jika diketahui ni-

lai batas atas d yang berlainan maka nilai awal a juga akan berlainan. Namun
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demikian seluruh label titik dan seluruh label sisi pada Shack (Cg, e, n) yang digu-
nakan sama baik untuk semua nilai beda d, label titik yang digunakan adalah dari
1 hingga ps dimana pg adalah jumlah titik pada graf sedangkan label untuk sisi
yang digunakan adalah dimulai dari pg + 1 hingga pg + g¢ dimana g; merupakan
jumlah sisi, sehingga pg + g¢ merupakan jumlah titik dan sisi pada graf. Jika
kedua label tersebut digunakan untuk melabeli sebuah graf dengan aturan yang
diberikan diatas maka pelabelan tersebut disebut sebagai pelabelan selimut total.
Pada Shack (C§,e,n) tunggal dan gabungan Shack (mCg,e,n), untuk seluruh
nilai d 96 tersebut berlaku pada syarat yang sama yaitu n > 2.

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, peneliti telah menemukan
pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super pada shackle dari graf C? tung-
gal untuk d € {96, 80, 64, 48, 33,32, 31,29, 27,25, 23,21,19,17,16, 15,0} dan pela-
belan selimut (a,d) — Cg anti ajaib super pada gabungan shackle dari graf Cj
d e {15,13,11,9,7,5,3,1}.

Penelitian pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super pada shackle dari
graf Cg tunggal untuk d < 96 selain d € {96, 80, 64, 48, 33, 32, 31, 29, 27, 25, 23, 21,
19,17,16,15,0} maupun gabungan shackle dari graf Cg untuk d < 106 selain
d € {15,13,11,9,7,5, 3,1} masih belum ditemukan oleh peneliti dikarenakan pola
pelabelan sisi yang telah ditemukan menggunakan konsep permutasi. Beberapa

pelabelan yang belum ditemukan disajikan pada open problem berikut:

Masalah terbuka 4.5.1. Pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super pada
Shack (C2,e,n) tunggal dengan n > 2 untuk d < 96 selain d € {96, 80,64,
48,33,32,31,29,27,25,23,21, 19,17, 16, 15, 0}..

Masalah terbuka 4.5.2. Pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super pada
gabungan Shack (mCg,e,n), dengan n > 2 dan m > 2 untuk d < 106 selain
d e {15,13,11,9,7,5,3,1}.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-
pulkan bahwa:
1. Shack (C§,e,n) tunggal memiliki batas atas d < 96 dan gabungan Shack
(mCg, e,n) memiliki batas atas d < 107.

2. Shack (Cg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — C3-anti ajaib super
untuk d = {0,1,2,...,96}. Hasil penelitian ini dibuktikan pada teorema
bahwa Shack (C3, e, n) terdapat fungsi bijektif pelabelan selimut yaitu (36n+
84,96), (44n + 76,80), (52n + 68, 64), (60n + 60,48), (57n + 77,33), (68n +
52,32), (58n + 76, 31), (59n + 75,29), (60n + 74, 27), (61n + 73,25), (54n +
96,23), (64n + 68,21), (61n + 79,19), (72n + 48, 17), (T6n + 44, 16), (67n +
65,15), (84n + 36,0) — Ci-anti ajaib super untuk n > 2. Terdapat 2 konjek-

32+s
2

ajaib super untuk s > 5 dan n > 2 serta pelabelan total selimut (a,d) — C3-

tur pada Shack (C2,e,n) yaitu pelabelan titik selimut (252, s* — 2s)-anti

anti ajaib super untuk s > 6 dan n > 2.

3. Gabungan Shack (mCg,e,n) memiliki pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti
ajaib super untuk d = {1,2,...,106}. Hasil penelitian ini dibuktikan pada
teorema bahwa gabungan Shack (mCg,e,n) terdapat fungsi bijektif pela-
belan selimut yaitu (41mn + 124m + 15,15), (42mn + 124m + 14,13),
(43mn—+124m-+13,11), (44mn+124m~+12,9), (45mn+124m+11,7), (46mn+
124m +10,5), (47mn + 124m + 9, 3), (49mn + 114m + 29, 1) — Cg-anti ajaib

super untuk n > 2 dan m > 2.

4. Kaitan antara keterampilan berpikir tingkat tinggi dengan pelabelan selimut
(a,d) — C2-anti ajaib super yakni dalam penemuan teorema pada batas
atas yang telah ditentukan, yaitu dimulai dari mengingat dalam mengiden-

tifikasi famili graf, memahami dalam menghitung jumlah titik p dan sisi ¢
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dan menentukan batas atas nilai beda d pada Shack (C§,e,n) menentukan
label titik, menerapkan dalam menentukan fungsi bijektif bobot titik se-
limut, menganalisa dalam menentukan label sisi dan fungsi bijektif sisi dan
mengembangkan fungsi sisi dan bobot total, mengevaluasi dalam membuk-

tikan kebenaran fungsi, dan mencipta teorema baru.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan selimut (a,d) — H-anti
ajaib super pada Shack (Cg,e,n) serta mengacu pada open problem dari hasil
penelitian yang telah ditemukan, maka peneliti memberikan saran kepada pem-
baca agar dapat melakukan penelitian pada pelabelan selimut (a, d)—Cg-anti ajaib
super pada shackle dari graf C§ yang dinotasikan dengan Shack (Cj, e, n) dengan
n > 2 untuk d < 96 selain de{96, 80, 64, 48, 33, 32, 31, 29, 27, 25,23, 21, 19, 17, 16, 15,
0}, serta pelabelan selimut (a,d) — Cg-anti ajaib super pada gabungan shackle
dari graf Cf yang dinotasikan dengan Shack (mCg, e, n) dengan n > 2 dan m > 2
untuk d < 106 selain de{15,13,11,9,7,5,3,1}.
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