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RINGKASAN

Penerapan Rainbow Connection pada Graf-graf Hasil Operasi; Anang
Fajariyanto, 101810101042; 2015: 77 halaman; Jurusan Matematika, Fakultas

Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Salah satu teori yang dikembangkan dalam teori graf adalah Rainbow
Connection. Rainbow Connection adalah pemberian warna pada sisi graf dengan
syarat dua sisi yang bertetangga boleh diberi warna yang sama. Namun sisi yang
masuk dalam rainbow path tidak boleh ada dua sisi atau lebih yang memiliki warna
sama. Pewarnaan di sini disebut Rainbow Coloring, dan pewarnaan minimal
dalam suatu graf G disebut Rainbow Connection Number yang dilambangkan
dengan r¢(G). Untuk pemberian Rainbow Coloring harus menggambarkan pola
fungsi agar mudah dalam mencari fungsi dari pewarnaannya.

Rainbow Connection dapat diterapkan pada graf yang merupakan hasil
operasi dari beberapa graf khusus, misalnya seperti hasil operasi dari graf
lintasan (path), graf lingkaran (cycle), graf bintang (star) dan graf roda (wheel).
Sedangkan operasi graf adalah beberapa cara untuk memperoleh graf baru dengan
melakukan suatu operasi terhadap dua graf. Adapun graf-graf hasil operasi yang
digunakan dalam penelitian ini yaitu (P,+C,,, C,+Sn, Pa+W,, Co,+W,,, S,+W,,
P, OW,, P,RC,, P,[Chrl, PalWh], PulSm|, Amal(C,,r) O Py, Amal(P,,r) O P,
dan Amal(W,,,r) O P,).

Pada penelitian ini menggunakan metode penelitian eksploratif dan terapan.
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan kardinalitas titik dan sisi,
rainbow connection number, dan fungsi rainbow coloring pada graf (P, +C,,, C,, +
Sny Po + Wy, Cp, + W, S+ W, P, O Wy, P, ® Cp, Po[Chl, Pa[Wil, Pu[Sml,
Amal(C,,r) O Py, Amal(P,,r) O P, dan Amal(W,,r) O P,). Pada penelitian

ini dihasilkan 13 teorema baru, antara lain:

vil
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. Teorema 4.1.1 Misal G adalah joint dari graf lintasan dan graf lingkaran.
Untuk n > 3, rainbow connection number P, + C,, adalah rc(P, + C,,) = 2;
. Teorema 4.1.2 Misal G adalah joint dari graf lingkaran dan graf bintang.
Untuk n > 3, rainbow connection number C,, + S, adalah rc(C, + S,)= 2;
. Teorema 4.1.3 Misal G adalah joint dari graf lintasan dan graf roda.

Untuk n > 3, rainbow connection number P, +W,, adalah re(P, +W,,) = 2;

. Teorema 4.1.4 Misal G adalah joint dari graf lingkaran dan graf roda.
Untuk n > 3, rainbow connection number C, +W,, adalah rc¢(C,, +W,,) = 2;

. Teorema 4.1.5 Misal GG adalah joint dari graf bintang dan graf roda. Untuk
n > 3, rainbow connection number S, + W, adalah re(S, + W,,) = 2;
. Teorema 4.1.6 Misal G adalah cartesian product dari graf lintasan dan

graf roda. Untuk n > 2 dan m > 3, rainbow connection number P,[IW,,

adalah

n, untuk m =3
re(P,0OW,,) = n+1, untuk 4 <m <6

n+ 2, untuk m > 7

. Teorema 4.1.7 Misal G adalah tensor product dari graf lintasan dan graf
lingkaran. Untuk n > 3, rainbow connection number P, ®C,, adalah rc(P,®
Cn) = n;

. Teorema 4.1.8 Misal G adalah komposisi dari graf lintasan dan graf lingkaran.

Untuk n > 2 dan m > 3, rainbow connection number P,[C,,| adalah

g
n—l,untukn—lZ%

I, untuk n — 1 < % dan m =3
re(P,[Cnl) =
2

2L 4+ 1, untuk n — 1 < 2 dan m gangjil >3

untuk n —1 < 2 dan m genap

\
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10.

11.

12.

13.

Teorema 4.1.9 Misal G adalah komposisi dari graf lintasan dan graf roda.

Untuk n > 3 dan m > 3, rainbow connection number P,[W,,| adalah

3, untuk n =3
re(Po W) =
n — 1, untuk n > 4

Teorema 4.1.10 Misal G adalah komposisi dari graf lintasan dan graf

bintang. Untuk n > 3 danm > 3, rainbow connection number P,[S,,] adalah

3, untuk n =3
re(Pu[Sm]) =
n—1, untuk n >4

Teorema 4.1.11 Misal G adalah cartesian product dari Amal(C,,,v =1,7)
dan P,. Untuk n > 3 dan r > 3, rainbow connection number (Amal(C,,,v =
1,7)) O P, adalah r¢(Amal(Cy,v =1,r) O Py)=n+ 1;

Teorema 4.1.12 Misal G adalah cartesian product dari Amal(P,,v =1,r)
dan P;. Untuk n > 3 dan r > 3, rainbow connection number Amal(P,,v =
1,7) O P, adalah re(Amal(P,,v = 1,7) O Py)= 2n;

Teorema 4.1.13 Misal G adalah cartesian product dari Amal(W,,,v = 1,r)

dan P;. Untuk n > 3 dan r > 3, rainbow connection number (Amal(W,,,v =

1,7)) O P, adalah rc(Amal(W,,v =1,r) O P,) = 4.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf adalah bagian dari matematika diskrit yang banyak digunakan
sebagai alat bantu untuk menggambarkan suatu persoalan agar lebih mudah di-
mengerti dan diselesaikan. Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard
Euler, seorang matematikawan berkebangsaan Swiss pada tahun 1736 melalui
tulisannya yang berisi upaya pemecahan masalah Jembatan Konigsberg yang sa-
ngat sulit dipecahkan pada masa itu. Meskipun pada awalnya graf diciptakan
untuk diterapkan dalam penyelesaian kasus, namun graf telah mengalami perkem-
bangan yang sangat luas didalam teori graf itu sendiri (Slamin., 2009).

Salah satu teori yang dikembangkan dalam teori graf adalah Koneksi Pelangi
(Rainbow Connection). Koneksi Pelangi (Rainbow Connection) adalah pemberian
warna pada sisi graf dengan syarat dua sisi yang bertetangga boleh diberi warna
yang sama. Namun sisi yang masuk dalam rainbow path tidak boleh ada dua sisi
atau lebih yang memiliki warna sama, dimana rainbow path adalah sebuah lintasan
yang terdapat dalam graf tersebut. Pewarnaan di sini disebut Rainbow Coloring,
dan pewarnaan minimal dalam suatu graf G disebut Rainbow Connection Num-
ber yang dilambangkan dengan r¢(G). Untuk pemberian Rainbow Coloring harus
menggambarkan pola fungsi agar mudah dalam mencari fungsi dari pewarnaan-
nya (Chartrand et al., 2006).

Rainbow Connection dapat diterapkan pada graf yang merupakan hasil
operasi dari beberapa graf khusus yaitu graf yang mempunyai keunikan dan
karakteristik bentuk khusus. Keunikannya adalah graf khusus tidak isomorfis de-

ngan graf lainnya. Karekteristik bentuknya dapat diperluas sampai order n dan


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

2

simetris seperti graf lintasan (path), graf lingkaran (cycle), graf bintang (star)
dan graf roda (wheel). Sedangkan operasi graf adalah beberapa cara untuk mem-
peroleh graf baru dengan melakukan suatu operasi terhadap dua graf. Adapun
macam-macam pengoperasian graf yaitu operasi Joint (G + H), Cartesian Pro-
duct (G O H), Tensor Product (G® H), Composition (G[H]) dan Amalgamation
(Amal(G,v = 1,r)) (Harary, 2007).

Sebelumnya, Histamedika (2012) telah melakukan penilitian yang mengkaji
tentang Rainbow Connection pada beberapa graf. Wijaya (2013) melakukan
penelitian Bilangan Rainbow Connection pada graf Komplemen. Alfarisi and
Dafik. (2014) melakukan pengembangan Rainbow Connection pada sebarang graf
khusus.

Berdasarkan pada penelitian sebelumnya, peneliti akan mengkaji dan me-
ngembangkan Rainbow Connection pada beberapa graf hasil operasi yang di-
hasilkan dari dua graf khusus, antara lain operasi yang diperoleh dari graf lintasan
(path), graf lingkaran (cycle), graf bintang (star) dan graf roda (wheel). Dalam
penelitian ini ditentukan Minimum Rainbow Coloring dan fungsi Rainbow Color-
ing pada setiap graf yang dihasilkan dari pengoperasian dua buah graf. Fungsi
Rainbow Coloring menjelaskan pola pemberian warna pada sisi-sisi dalam sebuah

graf.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam peneli-
tian ini adalah bagaimana kardinalitas titik dan sisi, Rainbow Connection Number,
dan fungsi Rainbow Coloring pada graf-graf hasil operasi dari Joint (P, + C,,
Cyn + Sp, Po+ Wy, Cy + Wy, S, + W,,), Cartesian Product (P,0OW,,), Tensor
Product (P, ® C,,), Composition (P,[Cy.], Pu[Wmnl], PulSm]), (Amal(Cy,r) O By),
(Amal(P,,r) O Py) dan (Amal(W,,,r) O Py)?
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1.3 Batasan Masalah

Adapun batasan masalah dari penelitian ini yaitu:
a. Graf tidak berarah dan konektif.

b. Graf khusus yang digunakan yaitu: graf lintasan (path), graf lingkaran (cy-
cle), graf bintang (star) dan graf roda (wheel).

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu menentukan kardinalitas titik dan sisi,
Rainbow Connection Number, dan fungsi Rainbow Coloring pada graf-graf hasil
operasi dari Joint (P, + C,, C,, + Sp, Py + W, C, + W, S, + W,,), Cartesian
Product (P,8OW,,), Tensor Product (P, ® C,,), Composition (P,[Cpn], Pu[Wmn],
P,[Sn)), (Amal(C,,r)O Ps), (Amal(P,,r) O P,) dan (Amal(W,,r) O P,).

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini, antara lain:
a. Menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam
ruang lingkup Rainbow Connection, yaitu Rainbow Connection pada operasi

graf khusus.
b. Memberi motivasi pada peneliti lain untuk meneliti lebih lanjut tentang
Rainbow Connection.

c. Hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan

atau perluasan ilmu dan aplikasi dalam masalah Rainbow Connection.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Definisi dan Terminologi Graf

Secara matematis, graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E)
ditulis dengan notasi G = (V, E), yang dalam hal ini V' adalah himpunan tidak
kosong dari titik-titik (vertez) vy, v, ...,v, dan E adalah himpunan sisi (edges)
yang menghubungkan sepasang simpul ey, es, ..., e,. Definisi graf tersebut menya-
takan bahwa V tidak boleh kosong, sedangkan E boleh kosong. Jadi sebuah graf
dimungkinkan tidak mempunyai sisi, tetapi harus memiliki titik (Slamin., 2009).

Suatu graf G = (V, E) terdiri atas himpunan V = {v1,v2, ...} yang disebut
himpunan titik dan himpunan E = {el, €2, ...}, dimana anggotanya disebut sisi
dari titik-titik pada V. Graf yang terdiri dari satu titik dan himpunan sisinya
kosong disebut graf trivial. Banyak titik yang ada pada graf G dinyatakan seba-
gai |V (G)| atau |V|. Banyak sisi yang ada pada graf G dinyatakan sebagai |E(G)|
atau |E|. Apabila |V| berhingga, maka graf G disebut graf berhingga (Harary,
2007).

Misal G adalah sebuah graf. Jalan (walk) di G adalah barisan berhingga
(tak kosong) W = (v, €1, v1, €2, v, ..., €k, Vg ) yang suku-sukunya bergantian titik
(vertex) dan sisi (edge), sedemikian hingga v;_; dan v; adalah akhir sisi e; untuk
1 <i < k. W dikatakan sebagai jalan (walk) dari vy ke vy, atau (vg,vy). Titik
vg dan vy berturut-turut disebut titik awal dan titik akhir W. Sedangkan titik-
titik vy, vg, ..., vp_1 disebut titik-titik internal dari W dan k disebut panjang W.
Panjang jalan W adalah banyaknya sisi dalam W. Jalan W dikatakan tertutup
jika titik awal dan titik akhir W sama (v = vg). W disebut jejak (trail) jika se-

mua sisi eg, e, €3, ..., €, dalam jalan W berbeda atau tanpa ada sisi yang berulang


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

(Hartsfield and Ringel, 1994).

Misal W = (v, €1, v1, €, ..., €, v)) adalah sebuah jalan di graf G. W disebut
lintasan (path) jika semua simpul dan rusuk dalam jalan W berbeda. Jarak dari
titik vy ke titik vj, dinotasikan dengan (v, v;) adalah panjang dari lintasan terpen-
dek dari titik vy ke titik v;. Diameter dari sebuah graf G adalah jarak maksimum
dari sebarang dua titik yang dinotasikan dengan diam G = max{e(v) : v € V'}.
Sikel (cycle) adalah sebuah jejak tertutup (closed trail). Banyaknya sisi dalam
suatu sikel disebut panjang sikel tersebut. Sebuah sikel yang memuat semua titik
graf disebut sikel hamilton. Sebuah graf yang memuat Sikel Hamilton disebut
Graf Hamilton (Hartsfield and Ringel, 1994).

Pada Gambar 2.1, W = (v, €1, v9, €10, 4, €9, Us, €6, U2, €10, V4, €12, V3) adalah
sebuah jalan di graf Gg. Jalan (vq,v3) di graf G¢ mempunyai panjang 6. Karena
dalam barisan ini sisi e;o muncul lebih dari sekali, jelas barisan ini bukan jejak.
W = (vq, €1, 09, €10, V4, €12, U3, €3, Vs, €11, Vs, €9, Ug) adalah sebuah jejak di graf Gg
dengan panjang 6. Karena vy, muncul dua kali, maka jejak ini bukan lintasan.
W = (vy, e1,v9, €9, V3, €19, Uy, €11, Us, €4, Ug) adalah sebuah lintasan di graf Gg den-
gan panjang 5. Sedangkan W = (vy, e1, va, €9, v3, €3, Vs, €4, Ug, €5, v1 ) adalah sebuah
sikel di graf G¢ dengan panjang 5. Jarak (vy,v,) di graf Gg adalah 2, dan diameter
dar graf G¢ adalah 2. Panjang dari sikel terpendek di G disebut girth. Girth
dari graf G adalah 3 (Kemnitz, 2011).

Suatu graf disebut graf terhubung (connected graph), jika untuk setiap pa-
sang titik v; dan v; di dalam himpunan V' terdapat path dari v; ke v;. Jika tidak,
maka G disebut graf tak terhubung (disconnected graph). Sebuah graf G — {e}
adalah sebuah graf yang dihasilkan dari G dengan menghapus sisi e. Jika G — {e}
tidak terhubung maka e disebut jembatan (bridge). Secara umum, jika F; adalah
himpunan sisi dalam G maka G'— E; adalah graf yang dihasilkan dari G dengan
menghapus semua sisi £, (Dafik., 2007).
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Misal u dan v adalah titik pada sebuah graf GG. Titik u pada graf G' dikatakan
bertetangga (adjacent) pada v, jika terdapat sisi e diantara v dan v ditulis e = uv.
Dengan kata lain v dan v bersisian (incident) dengan sisi e. Sebagai contoh pada
Gambar 2.1 titik v; bertetangga dengan titik wv,, titik vy bersisian dengan sisi
V301, U3V, U304, dan v3vs, maka tetangga dari titik vz adalah vy, vg, vy, v5 (Figueroa-
Centeno et al., 2002).

Banyaknya sisi yang bersisian pada titik v disebut derajat (degree) titik v
pada graf G. Jika v mempunyai derajat 0 artinya tidak bertetangga dengan titik
yang lain, maka titik v disebut titik terisolasi (isolated vertex). Titik yang mem-
punyai derajat satu disebut titik akhir (end vertex). Jika semua titik pada graf G
mempunyai derajat sama d, maka dikatakan graf reguler d (Yulianti and Dafik.,

2014).

U1

€2

€3
Us U3

Gambar 2.1 Contoh graf yang memuat Jalan, Jejak, Lintasan, Sikel

Suatu graf juga dapat disajikan dalam bentuk matriks ketetanggaan. Ma-
triks ketetanggaan (adjacent matriz) graf G adalah matrik yang berukuran n X n.
Bila matriks tersebut dinamakan A = [a;;], maka a;; = 1 jika titik ¢ dan j berte-
tangga, sebaliknya a;; = 0 jika titik ¢ dan j tidak bertetangga. Berikut matriks
ketetanggan dari Gambar 2.1 (Yulianti and Dafik., 2014).


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

0110 1 1]
101101
110110
011011
101101
110110

2.2 Rainbow Connection

Definisi dari Rainbow Connection adalah sebagai berikut:
Misalkan G = (V(G), E(G)) sebuah graf terhubung tidak trivial. Rainbow Con-
nection adalah suatu pewarnaan terhadap sisi-sisi di G’ yang didefinisikan seba-
gai f : E(G) — {1,2,3,...,k|k € N}, dimana dua sisi yang bertetangga boleh
berwarna sama. Suatu lintasan u — v path di G merupakan rainbow path jika
tidak ada dua sisi di lintasan yang berwarna sama, dimana rainbow path adalah
sebuah lintasan yang terdapat dalam graf tersebut. Graf G disebut rainbow con-
nected dengan pewarnaan f jika G memuat suatu rainbow u-v path untuk setiap
dua titik w,v € G. Dalam hal ini, pewarnaan f dikatakan rainbow coloring di
G. Jika terdapat k warna di G maka f dikatakan rainbow k-coloring. Minimum
k sehingga terdapat rainbow k-coloring di G disebut rainbow connection number,
ditulis r¢(G). Suatu rainbow coloring yang menggunakan r¢(G) warna dikatakan
minimum rainbow coloring di G. Lihat pada Gambar 2.2 (Li and Sun, 2012).

Misalkan f suatu rainbow coloring pada suatu graf terhubung G. Untuk
sebarang dua titik v dan v di G, rainbow u-v geodesic di G adalah suatu rainbow
path dengan panjang d(u,v), dimana d(u,v) adalah jarak antara v dan v. Graf
G dikatakan strongly rainbow connected jika G memuat satu rainbow u-v geodesic
untuk setiap dua titik v dan v pada G, ditulis sre(G). Lihat pada Gambar 2.3
(Li and Sun, 2012).


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

I, Yn
vy @ 2 X Y3
L2 ‘3 2 4\ g Y2
T 4 3 2 \ 7 f Y1
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3 4
L S 1 =
21 Z2
Gambar 2.2 Contoh r¢(G)
Tn Yn
T3 ® 2 g Y3
» 5 2 PE) g
3 3
\ WL

Gambar 2.3 Contoh src(G)

Sebelumnya telah dilakukan penelitian tentang batas bawah dan batas atas
dari Rainbow Connection. Berikut teorema yang didapatkan dan akan digunakan

untuk membuktikan beberapa teorema yang didapatkan dalam penelitian ini.

Teorema 2.2.1. Misal G adalah graf terhubung dengan d(G) > 2 dan jika G
adalah interval graf, maka k(G) < rc(G) < k(G) + 1 (Li and Sun, 2012).

2.3 Fungsi
Fungsi seringkali dikenal sebagai pemetaan. Fungsi ” f” dari himpunan A ke
himpunan B, ditulis dengan notasi f : A — B, adalah aturan korespondensi yang

menghubungkan setiap = € A dengan tepat satu anggota B. Himpunan A yaitu
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himpunan yang memuat elemen pertama dari elemen-elemen dalam f, disebut
domain f dan dapat dinyatakan sebagai D;. Himpunan B yaitu himpunan yang
memuat elemen kedua dari elemen-elemen dalam f, disebut range f dan dinya-
takan sebagai R;. Notasi f : A — B menunjukkan bahwa f merupakan fungsi
dari A ke B, yang sering juga dibaca ” f adalah pemetaan dari A ke B”, atau ” f
memetakan A ke B”. Jika (a,b) anggota dari f, maka b = f(a) untuk (a,b) € f
(Bloom and Golomb, 1977).

Fungsi dapat digolongkan menjadi 3 golongan sebagai berikut:

a. Fungsi satu-satu (injektif) adalah pemetaan dimana setiap elemen di daerah

kodomain yang berpasangan mempunyai pasangan elemen tepat satu di

daerah domain, V a; dan ay € A, a1 # a2 = f(a1) # f(a2).

b. Fungsi f : A — B disebut fungsi kepada atau fungsi surjektif < V b € B, 3
a € A= f(a) = b. Dengan kata lain, suatu kodomain fungsi surjektif sama

dengan kisarannya (range).

c. Fungsi f : A — B disebut fungsi bijektif apabila fungsi tersebut merupakan
fungsi injektif sekaligus surjektif.

A B A B A B

]
| ]
(a) (b) (c)

Gambar 2.4 (a) Fungsi Injektif, (b) Fungsi Surjektif dan (c¢) Fungsi Bijektif
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2.4 Graf Khusus dan Operasi Graf

Graf khusus adalah graf yang mempunyai keunikan dan karakteristik bentuk
khusus. Keunikan graf khusus adalah tidak isomorfis dengan graf lainnya. Karak-
teristik bentuknya dapat diperluas sampai order n dan tetap simetris. Berikut ini
adalah beberapa contoh graf khusus.

a. Graf Lintasan (Path)

Graf lintasan adalah graf sederhana yang terdiri dari satu lintasan. Graf

lintasan dengan n titik dinotasikan dengan P, dengan n > 2 (Damayanti,

2011).

Contoh dari graf lintasan bisa dilihat pada Gambar 2.5.

o o o P;

® @ L L ® P

Gambar 2.5 Graf Lintasan P3 dan Ps

b. Graf Lingkaran (Cycle)
Graf lingkaran adalah graf sederhana yang setiap titiknya berderajat dua.
Graf lingkaran dengan n titik dilambangkan dengan C,,(Harary, 2007).
Contoh dari graf lingkaran bisa dilihat pada Gambar 2.6.

1]

Cy Cs

Gambar 2.6 Graf Lingkaran C4 dan Cj

c. Graf Roda (Wheel Graph)
Graf roda Wn (n > 3) adalah graf yang didapat dengan menghubungkan
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semua titik dari graf lingkaran C), dengan suatu titik yang disebut titik
pusat. Jadi, Wn terdiri dari n + 1 titik dan 2n sisi (Nasser et al., 2009).
Contoh dari graf roda bisa dilihat pada Gambar 2.7.

W, W

Gambar 2.7 Graf Roda W4 dan Wy

d. Graf Bintang (Star Graph)
Graf Bintang adalah graf pohon yang terdiri dari satu titik pusat yang
berderajat n dan n titik yang berderajat 1. Jadi, graf bintang S,, terdiri
dari n + 1 titik dan n sisi dengan n > 2 (Damayanti, 2011).
Contoh dari graf bintang bisa dilihat pada Gambar 2.8.

Sy Se

Gambar 2.8 Graf Bintang S dan Sg

Operasi graf merupakan cara untuk memperoleh graf baru dengan melakukan
suatu operasi terhadap dua graf. Berikut ini adalah beberapa macam operasi graf
beserta contohnya.

Definisi 2.4.1. Graph Joint (G + G2) dari graf Gy dan G, dinotasikan dengan
G = Gy + Gy, adalah graf G dimana V(G) = V(Gy) U V(Gs) dan E(G) =
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E(Gy) U E(Gs) Uuv|u € V(Gy),v € V(Gy) (Harary, 2007). Contoh dari operasi
joint dapat dilihat pada Gambar 2.9.

1 Ug U1
U9 Vs
U1 (s U7
o =
U3 U3
Ve V4 Ve V4
Us Us
Gl G2 Gl + G2

Gambar 2.9 Contoh Operasi Joint

Definisi 2.4.2. Catesian Product dari graf G1(Vi, Ey) dan Gy(Va, Es) adalah
graf G(V, E), ditulis G = G10Gs, jika V =V (G1) x V(G2), dan dua titik (uy, us)
dan (v1,v9) di G bertetangga jika dan hanya jika salah satu dari dua hal berikut
berlaku: u; = vy dan (ug, v2) € E(Gs) atau uy = vy dan (uy,v1) € E(Gp) (Harary,
2007). Contoh operasi Catesian Product dapat dilihat pada Gambar 2.10.

U1 UV |
Uy
U2Y
D NS %
@ U3 UoV3
G, G G1UG,

Gambar 2.10 Contoh Operasi Cartesian Product

Definisi 2.4.3. Tensor product dari dua graf Gy, dan Go adalah penggabung-
an dari dua graf Gy dan Gy yang dinotasikan oleh G1 ® Gy mempunyai him-
punan titik V(G ® Gg) = V(Gy) x V(G32) dan himpunan sisi E(Gy @ Ga) =


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

13
{(ur, v2)(ug, v1)|urus € E(Gy) dan vyvy € E(Gs)} (Schiermeyer., 2008). Contoh
operasi T'ensor Prduct dapat dilihat pada Gambar 2.11.

U1 UV
Uy Ul
U2V R
® vy UV2
N
2 U3 U2V3
G4 G G ® Gy

Gambar 2.11 Contoh Operasi Tensor Product

Definisi 2.4.4. Composition dinotasikan dengan G = G1|Gs], G dan Gy dengan
disjoint himpunan titik V(G1) dan V(Gs) dan himpunan sisi E(G1) dan E(G3)
adalah graf dengan titik V(G1) x V(Gs) dan uw = (uy,us) yang adjacent dengan
v = (v1,v2) ketika [uy adj vy] atau [uy = vy dan us adj vo] (Harary, 2007). Contoh
operasi C'omposition dapat dilihat pada Gambar 2.12.

U1
Uy
G1|Gs]
Ug s
G, G

Gambar 2.12 Contoh Operasi Composition
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Definisi 2.4.5. Amalgamation dinotasikan dengan Amal(H;, vo;). Misalkan G
adalah suatu keluarga graf berhingga dan setiap H,, mempunyai suatu titik v; yang
disebut titik terminal (Schiermeyer., 2008). Contoh operasi amalgamation lihat

pada Gambar 2.13.

Sy

Amal(Sy,v =1,4)

Gambar 2.13 Contoh operasi Amalgamation

Beberapa graf hasil operasi yang telah ditemukan oleh Harsya et al. (2014)
dan akan dipakai dalam penelitian ini, yaitu:

a. Misal G adalah joint dari graf lintasan dan graf lingkaran. Untuk n > 2 dan
m > 3, maka himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V= {z;;1 <
i<n}U{y;l <j<m}, B={zizi;1 <0 <n— 1} U {yg541, yny1; 1 <
J<m—1} U{ziy;1 <6 <nl <g £m), |V =n+mdan |E| =
nm+n+m — 1.

b. Misal G adalah joint dari graf lingkaran dan graf bintang. Untuk n > 3 dan
m > 3, maka himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V= {A} U
{z;1< i <n}t U{y;l < j<m), BE= {xiLi1,2021;1 <6< n—-1} U
{Ay;;1<j<m}U{Az;1 <i<n}U{zy;l1<i<ml<j<m}, |V|=
n+m-+1, |E|=nm+ 2n+ m.

c. Misal G adalah composition dari graf lintasan dan graf lingkaran. Untuk n >

2 dan m > 3, maka himpunan titik dan sisinya dapat dituliskan dalam V=

{z;;;1<i<m1<j<m}dan E= {z; % j41,TimTi1; 1 <i<n;1 <j<
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m—1} U{z; jxi41;;1 <i<n—1;1<j<m}U{x;;Tit1 11, TimTiz11;1 <
i<n—11<i<m-—1}UA{x;jTit1 41, TimTin 1 <i<n—-11<j<
m — 1}, |V|= nm, |E|= 4nm — 3m.

d. Misal G adalah tensor product dari graf lintasan dan graf lingkaran. Untuk
n > 3, maka himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V= {z; ;;1 <
i<n;l<j<n}dan E= {z;;2i11,;41;1 <i<n-11<j<n-1} U
{Zintiz11;1 <1 <n =1} U{ziq 24131 <i<n—-1;1<j<n—-1} U

{xi—i-l,nxi,l;l S ) S n — 1}, 'V‘: TL2, |E|: 2n2 — 2n.

2.5 Aplikasi Rainbow Connection pada Proses Distribusi

Konsep Rainbow Connection dapat diaplikasikan pada proses distribusi, mi-
salnya digunakan dalam pengantaran kartu suara dari KPUD kabupaten/kota
sampai ke Kecamatan perlu pengawalan dan pengawasan yang ketat agar tidak
terjadi masalah yang tidak diinginkan. Pengantaran kartu suara dari KPUD
kabupaten /kota sampai ke Kecamatan perlu pengawasan karena dikhawatirkan
pada waktu pengantaran dari KPUD kabupaten/kota sampai ke Kecamatan di-
takutkan terjadi penyelewengan surat suara oleh salah satu pihak calon apabila
tidak diantarkan oleh pihak yang berwenang, misalnya dari Polres, KPUD dan
panitia pelaksana. Jadi, hal-hal yang buruk dapat diminimalkan.

Dengan demikian, dapat dipilih jalur yang bisa menjangkau kecamatan ter-
banyak dan jalur yang dilewati tidak ada penjaga dari tim yang sama. Sehingga
harus ditentukan jumlah minimal tim pengawas yang dibutuhkan. Situasi inilah
yang dapat dimodelkan dalam bilangan rainbow connection.

Contoh ilustrasi lihat Gambar 2.14.

Pada Gambar 2.14 memiliki £ = 3, yang menurut Teorema 2.2.1 adalah
kE(G) < re(G) < k(G) + 1, maka batas bawah dan batas atas dari r¢(G) adalah
3 < re(G) < 341, maka 3 < r¢(G) < 4, setelah diwarnai f : E(G) — 1,2,3
sehingga rc¢(G) = 3. Jadi yang harus dibentuk adalah 3 tim dan disebar menurut
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Gambar 2.14 Contoh Aplikasi dalam Bentuk Graf G

warna dari rc(G) seperti pada Gambar 2.14.

Setelah ditemukan Rainbow Connection Number-nya, dibentuk tim sebanyak
Rainbow Connection Number yang telah ditemukan yaitu 3, misal tim pertama
dari Polres dan KPUD, tim kedua dari KPUD dan paniia pelaksana, tim ketiga
dari Polres dan panitia pelaksana. Kemudian diambil lintasan yang dapat men-
jangkau titik terbanyak dan warna sisi harus berbeda. Kondisi tersebut dapat di-
modelkan dalam bentuk Spanning Tree seperti Gambar 2.15. Pada Gambar 2.15
dimisalkan KPUD kabupaten terletak pada posisi 3. Untuk menuju x5 harus
berhenti di x5 dan diperiksa oleh tim 2, kemudian berhenti di x4 dan diperiksa
oleh tim 1, setelah sampai di x5 diperiksa oleh tim 3. Untuk menuju z;, perlu
tambahan kendaraan untuk mengantarkan langsung ke x; dengan diperiksa oleh
tim 1. Sedangkan untuk menuju x; harus berhenti di z¢ dan diperiksa oleh tim 3,
dan dilanjutkan ke x7 diperiksa oleh tim 1, Untuk menuju xg juga perlu tambahan
kendaraan untuk mengantarkan langsung ke xg dengan diperiksa oleh tim 1, maka

semua titik sudah dapat dijangkau.
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Gambar 2.15 Contoh Aplikasi dalam Bentuk Spanning Tree

2.6 Hasil-hasil Rainbow Connection
Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman hasil Rainbow Connection

yang dapat digunakan sebagai rujukan penelitian ini.

Tabel 2.1: Hasil Rainbow Connection Sebelumnya

Graf re(G) Keterangan

graf Gear Gy 4 Syafrizal. (2013)

graf Fan (Fio) 3 Alfarisi and Dafik. (2014))
graf Lengkap (Ka9) 3 Histamedika (2012)

graf Komplemen 2 Wijaya (2013)

Lingkaran Cy

graf Lingkaran C,, = (Chartrand et al., 2006)

graf Roda W, 1, untuk n = 3 (Chartrand et al., 2006)
2, untuk 4 <n <6
3, untuk n > 7

graf Kipas Tangkai Kt, 1, untukn =23 Alfarisi and Dafik. (2014)
3, untuk n > 4
graf Jaring 3,untuk 3 <n <6 Alfarisi and Dafik. (2014)
Laba-laba Wb, 4, untuk n =7
5, untuk n > 8
graf Tangga n+1 Alfarisi and Dafik. (2014)

Permata DI,
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Graf re(Q) Keterangan
graf Bunga Fl, 3 Alfarisi and Dafik. (2014)
graf Parasut Pcy, n+1 Alfarisi and Dafik. (2014)
graf Windmild Wi 3 Alfarisi and Dafik. (2014)
graf Prisma Py, ., m, untuk n = 3 Darmawan and Dafik. (2014)
[5]+ (m — 1), untuk
n>4
graf AntiPrisma AP, 2, untuk n =3 Darmawan and Dafik. (2014)

[5]+ 1, untuk n > 4
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian
Penelitian ini dikategorikan kedalam penelitian eksploratif dan penelitian

terapan (applied research), yaitu:

a. Penelitian eksploratif adalah jenis penelitian yang bertujuan menggali hal-
hal yang ingin diketahui oleh peneliti dan hasil penelitian dapat digunakan

sebagai dasar penelitian selanjutnya.

b. Penelitian terapan (applied research) merupakan penyelidikan yang hati-
hati, sistematik dan terus-menerus terhadap suatu masalah dengan tujuan

untuk digunakan dengan segera untuk keperluan tertentu.

3.2 Data

Data dalam penelitian ini adalah data sekunder yang didapat dari penelitian
sebelumnya. Data yang digunakan berupa graf-graf khusus yang akan dioperasi-
kan. Graf-graf yang digunakan adalah graf lintasan (path), graf lingkaran (cycle),
graf bintang (star), dan graf roda (wheel). Penelitian ini menggunakan metode de-
duktif aksiomatik dalam menyelesaikan permasalahan. Metode deduktif menggu-
nakan prinsip-prinsip pembuktian deduktif yang berlaku dalam logika matematika
dengan menggunakan aksioma atau teorema yang telah ada untuk memecahkan

suatu masalah.

3.3 Rancangan Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada pengoperasian graf, yaitu pada graf lintasan
(path), graf lingkaran (cycle), graf bintang (star), dan graf roda (wheel). Adapun
teknik penelitian adalah sebagai berikut:
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. Menentukan graf-graf khusus sebagai objek penelitian.

. Menerapkan operasi graf pada graf-graf khusus yang telah ditentukan.

. Menentukan kardinalitas graf-graf khusus yang telah dioperasikan.

. Menerapkan Rainbow Coloring pada graf-graf yang telah.

. Memeriksa Rainbow Connection Number dengan menggunakan Teorema
2.2.1, apabila sudah berada dalam selang, maka dilanjutkan dengan menen-
tukan fungsi, apabila belum berada dalam selang, maka kembali ke tahap

sebelumnya yaitu menerapkan Rainbow Coloring pada graf.

. Menentukan fungsi berdasarkan keteraturan dari Rainbow Coloring sehingga

didapatkan teorema.

. Membuktikan teorema yang telah didapatkan.
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Mulai

Y

Menetapkan Graf Khusus
(Path, Cycle, Star, dan Wheel)

Y

Menerapkan Operasi Graf
(Joint, Cartesian Product, Tensor Product, Composition, dan Amalgamation)

Y

Menentukan Kardinalitas Graf yang telah dioperasikan

Y

Menerapkan Rainbow Coloring|<

Menguji r¢(G)
Berada dalam Selang
Teorema 2.2.1

Tidak

Menetukan Fungsi rc(G)

Y
Membuktikan
Teorema

Y

Selesai

Gambar 3.1 Skema Penelitian
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan dijelaskan hasil penelitian mengenai Rainbow Connec-
tion pada operasi graf. Hasil utama dalam penelitian ini adalah teorema tentang
Rainbow Connection dan fungsi Rainbow Coloring-nya. Penelitian ini diawali de-
ngan mengoperasikan graf khusus yang telah ditentukan. Kemudian menerapkan
Rainbow Coloring dan menguji apakah Rainbow Coloring sudah berada di dalam
interval dengan menggunakan Teorema 2.2.1, kemudian Rainbow Coloring diben-
tuk pola fungsi agar mudah dalam mencari fungsi dari pewarnaannya, jika sudah
berada di dalam interval Teorema 2.2.1 dan membentuk pola fungsi maka dilan-
jutkan dengan mencari fungsi dari Rainbow Coloring-nya. Dalam penelitian ini
tidak hanya rc(G), tetapi dilengkapi dengan cara menggambar graf yang meru-
pakan hasil dari operasi. Bukti untuk rc(G) yang berada pada k + 1 sudah
dilengkapi pembuktian kualitatif dengan menggunakan counter example.

Terdapat 13 teorema baru dalam penelitian ini yaitu Rainbow Connection
Number dari operasi graf lintasan, graf lingkaran, graf bintang dan graf roda yang
ditemukan secara eksperimen. Dalam penelitian ini terdapat empat graf yang
mengambil dari penelitian sebelumnya dan sisanya merupakan graf baru. For-
mat penyajian temuan penelitian ini diawali dengan pernyataan teorema Rainbow
Connection kemudian dilanjutkan dengan bukti dan contoh gambar atau ilustrasi

sebagai visualisasi kebenaran pembuktian teorema.

4.1 Rainbow Connection Number dan Fungsi Rainbow Coloring
Langkah pertama dalam penelitian ini adalah menerapkan operasi graf de-
ngan menggunakan observasi terlebih dahulu. Observasi bertujuan untuk men-

definisikan himpunan titik, himpunan sisi, kardinalitas titik, dan kardinalitas sisi
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dari graf hasil operasi. Setelah melakukan observasi, didapatkan 13 teorema baru
terkait Rainbow Connection pada operasi graf lintasan, graf lingkaran, graf bin-
tang dan graf roda. Teorema-teorema baru itu diantaranya Joint [(P, + C,),
(Cn 4+ Sn), (Po+W,), (C,+W,,), dan (S, + W,,)|, Cartesian Product (P,C0W,,),
Tensor Product (P,®C,,), Composition [(P,[Cy]), (Pu[Wy]) dan (P,[Sy))], Amal-
gamasi [(Amal(Cyp,v = 1,7) 0 Py), (Amal(P,,v = 1,7) O P,) dan (Amal(W,,,v =

1,7) O P,)]. Berikut hasil observasi dan teorema beserta pembuktiannya.

¢ Observasi 4.1.1. Misal diketahui graf lintasan P, dengan V(P,)= {x;;1 <i <
n} dan E(P,)= {zxi11;1 <i <n—1} dan graf lingkaran C,, dengan V(Cy,)=
{y;;1 < j <m} dan E(Cn)= {y9j11, Ymy1; 1 < j < m —1}. Joint graf G yang
dinotasikan dengan G= P, + C,, = C,, + P,, maka untuk n > 2 dan m > 3,
himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V (P, + Cy,)= {x;;1 < i < n}
U{y;;1 <j <m}, B(By+ Cp)= {zimiy;1 <0 <n— 1} U {y;941,Ymy1; 1 <
Jg<m-1}U{zy;;1 <i<nl<j<m} |[V(P,+Cp) =n+m dan
|E(P, 4+ Cp)|=nm+n+m—1.

Bukti. Definisi 2.4.1 menjelaskan bahwa G= P, + C,, memiliki V (P, 4+ C,,)=
V(P,) UV(C,) dan E(P,+ C,,)= E(P,) U E(Cy,) U uvju € V(P,),v € V(Cp).
Dari Gambar 4.1 didapatkan V (P, + Cy,)= {z;;1 < i < n} U{y;;1 < j < m},
E(Py+Cp)=A{zizit1;1 i <n—1} U{y;y541,Ymy1; 1 <J <m—1} U {ziy;51 <
i<nl<j<m}, |[V(P,+Cp)|=n+mdan |E(P,+Cy)|=nm+n+m—10

Gambar 4.1 mengilustrasikan bahwa untuk menggambar graf P, 4+ C,, di-
awali dengan menggambar graf lingkaran, kemudian menggambar graf lintasan
yang berada di dalam graf lingkaran. Setelah itu, masing-masing titik pada graf
lingkaran dihubungkan ke semua titik pada graf lintasan. Untuk mengekspan-
nya tinggal menambah jumlah titik dan sisi pada kedua graf tersebut, sedangkan
ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang sama. Harsya et al. (2014) telah

memvisualisasi graf ini, namun modifikasinya dilakukan dalam penelitian ini.
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Gambar 4.1 Contoh Operasi Ps + Cg

Dari Observasi 4.1.1, ditentukan rainbow connection number dan fungsi rain-

bow coloring pada grat G = P, + C,, yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 4.1.1. Misal G adalah joint dari graf lintasan dan graf lingkaran.
Untuk n > 3, rainbow connection number G = P, + C,, adalah rc(P, + C,) = 2.

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.1, didapatkan V= {z;;1 < ¢ < n} U
{yj;1 < j < n}, E={zwi;l <6 <n—1} U {yy,0a0151 < j <n—1}
U{ziy;;1 <i<nl<j<n}, |V|=2ndan|E| =n?+2n—1. Berdasarkan Teo-
rema 2.2.1, nilai rc berada pada selang k(P,+C,,) < re(P,+C,) < k(P,+Cy,)+1.
Untuk n > 3, P, + C,, berdiameter 2 maka 2 < rc(P, + C,) < 3. Diberikan pe-

warnaan sisi P, + C,, dengan fungsi berikut.

1, untuk e = z;z;41; 1 <i<n—1
fle) =

1, untuk e = y;y41, Yny1; 1 <j<n—1
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o) Luntuke =295 1<i<n; 1<j<n;i#j
) —
2,untuk e =zy;; 1<i<n; 1<j<n;i=j
Jelas bahwa f : E(P, + C,) — {1,2}. Sehingga, rc(P, + C,,) = 2 dan mencapai

lower bound.
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Gambar 4.2 Contoh Rainbow Coloring P, + C,

O Observasi 4.1.2. Misal diketahui graf lingkaran C,, dengan V(C,)= {z;1 <
i < n} dan E(C,)= {x;riy1,xnr1;1 < @ < n—1} dan graf bintang S,, dengan
V(Sm)={A,y;;1 < j <m} dan E(S,,)= {Ay;;1 < j < m}. Joint graf G yang
dinotasikan dengan G= C, + S,, = S,, + C,,, maka untuk n > 3 dan m > 3,
himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V(C, + S;,)= {A} U {z;;1 <
i < n} U{y;1 <5 <m}, BE(Cp + Sp)={zi%iy1,2n21;1 <3 < n—-1} U
{Ay;1 < j < m} U {dz;1 < i < n} U {zy;l1 <i<nl<j<ml

\V(Cn,+ Sn)|l=n+m+1, |E(C, + Spn)|=nm+ 2n+m.
Bukti. Definisi 2.4.1 menjelaskan bahwa G= C,, + S,, memiliki V(C, + S,,) =

V(C,)UV(S,,) dan E(C,+S,,) = E(C,)UE(S,,)Uuv|u € V(C,),v € V(S,,). Dari
Gambar 4.3 didapatkan V(C, + S,,)= {A} U {z;;1 <@ <n} U {y;;1 <j<m},
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E(Cp+Sn)={zixit1, xpx1;1 <1 <n—1} U{Ay;;1 <j<m}U{Az;1 <i<n}
U{zy;l <i <myl <5 <m}, [V(C, + Sp)|l=n+m+1, |[E(C, + S,)|=
nm + 2n + m. U

Gambar 4.3 Contoh Operasi Cy + Sy

Gambar 4.3 mengilustrasikan bahwa untuk menggambar graf C), + S,, di-
awali dengan menggambar graf lingkaran, kemudian menggambar graf bintang
yang berada di dalam graf lingkaran. Setelah itu, masing-masing titik pada graf
lingkaran dihubungkan ke semua titik pada graf lintasan. Untuk mengekspan-
nya tinggal menambah jumlah titik dan sisi pada kedua graf tersebut, sedangkan
ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang sama. Harsya et al. (2014) telah

memvisualisasi graf ini, namun modifikasinya dilakukan dalam penelitian ini.

Dari Observasi 4.1.2, ditentukan rainbow connection number dan fungsi rain-
bow coloring pada grat G = C), + 5, yang disajikan dalam teorema berikut.
¢ Teorema 4.1.2. Misal G adalah joint dari graf lingkaran dan graf bintang.
Untuk n > 3, rainbow connection number G = C,, + S,, adalah rc(C, + S,) = 2.
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Gambar 4.4 Contoh Rainbow Coloring C,, + S,

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.2, didapatkan V= {A} U {z;;1 < i < n}
U{y;l <j <n}, B= {gi@,znr;1 < i <n—1} U {Ay;1 < j < n} U
{Az;;1 <i <n} U{zy;1 <i<ml<j<n} |[VI=2n+1, |El=n?+3n.
Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai r¢ berada pada selang k(C,,+S,,) < re(C,+5,) <
k(Cp+ Sp) + 1.

Untuk n > 3, C, + S, berdiameter 2 maka 2 < re(C, +5,) < 3. Diberikan

pewarnaan sisi C,, + .5,, dengan fungsi berikut.

(
1, untuk e = z;2,11, zpx1; 1 <i<n—1

1, untuk e = Ay;; 1 <j<n
fle)=4¢ 1, untuke=Az;; 1<i<n

Luntuke =295 1<i<n; 1<j<n;i#j

2, ntuke=zy;; 1<i<n; 1<j<m; 1=

0
Jelas bahwa f : E(C, + S,) — {1,2}. Sehingga, rc(C,, + S,) = 2 dan mencapai
lower bound.

O Observasi 4.1.3. Misal diketahui graf lintasan P, dengan V(P,)= {z;1 <
i <n} dan E(P,)= {x;z;41;1 < i <n—1} dan graf roda W,,, dengan V(W,,)=
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{Ay 1 <j <m} dan E(Wp)= {Ay;1 < <my U {yyjen Ymy; 1 < J<m—
1}. Joint graf G yang dinotasikan dengan G= P, + W,, = W, + P,, maka untuk
n > 2 danm > 3, himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V (P, +W,,)=
{z;;1 <i<n}U{y;;1<j<m}U{A} dan E(P,4+W,,)={z;izi41;1 <i <n—1}
U Yy, Ymy1; 1 < j <m =1} U {Ay; 1 <j<m} U {zy;;1 <i<n;1<j<
m} U{Az;;1 <i<n}, |[V(P,4+W,)|=n+m+1, |E(P,+W,,)|=nm+2n+2m—1.

Gambar 4.5 Contoh Operasi Py + Wy

Bukti. Definisi 2.4.1 menjelaskan bahwa G= P, + W,,, memiliki V (P, + W,,) =
V(P,)UV(W,,) dan E(P,+W,,) = E(P,)UE(W,,)Uuv|u € V(F,),v € V(W,,).
Dari Gambar 4.5 didapatkan V(P, + W)= {z;;1 <i<n} U {y;;1 <j<m} U
{A} dan E(P, + W)= {ziziy1;1 < i <n— 1} U {9501, Ymy1; 1 < j <m — 1}
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U{Ay;1 < j <m}U{ry;l <i<nl<j<mbuU{Az;l <i < n},
\V(P,+Wp)l=n+m+1, |E(P, +W,)|=nm+2n+2m — 1. O

Gambar 4.5 mengilustrasikan bahwa untuk menggambar graf P, + W,, di-
awali dengan menggambar graf lintasan di posisi bawah, kemudian menggambar
graf roda yang berada di atas graf lintasan dengan titik A ditarik ke arah kiri.
Setelah itu, masing-masing titik pada graf lintasan dihubungkan ke semua titik
pada graf roda. Untuk mengekspannya tinggal menambah jumlah titik dan sisi
pada kedua graf tersebut, sedangkan ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang

salna.

Dari Observasi 4.1.3, ditentukan rainbow connection number dan fungsi rain-

bow coloring pada graf G= P, + W,, yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 4.1.3. Misal G adalah joint dari graf lintasan dan graf roda. Untuk
n > 3, rainbow connection number G= P, + W,, adalah rc(P, + W,) = 2.

Gambar 4.6 Contoh Rainbow Coloring P, + W,

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.3, didapatkan V= {z;;1 <i <n} U {y;;1 <
j < n}U{A} dan E= {zwi11;1 < i <n—1} U {yy501, 99151 < j < n—1}
U{Ay;;1 <j<n}U{zy;l <i<nl<j<n}U{Azr;l <i<n} |V|=
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2n+ 1, |E|= n*+ 4n — 1. Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc berada pada selang
k(P,+W,) <rc(P,+W,) < k(P,+W,,)+1
Untuk n > 3, P, + W,, berdiameter 2 maka 2 < rc(P, + W,) < 3. Diberikan

pewarnaan sisi P, + W,, dengan fungsi berikut.

.
untuk e = ;2,015 1 <1 <n-—1

untuk e = y;y;11,yny151 <j <n-—-1

untuk e = Ay;; 1 <j<n

,untuk e = Az;; 1<i<n

suntuk e =y 1<i<m; 1<j<m; i#]

N = = = e

,untuke=m;y;; 1 <i<n; 1<j<n;i=j

\
Jelas bahwa f : E(P, + W,,) — {1,2}. Sehingga, rc(P, + W,,) = 2 dan mencapai

lower bound.

O Observasi 4.1.4. Misal diketahui graf lingkaran C, dengan V(C,)= {z;;1 <
i < n} dan E(C,)= {zxit1, 2131 < @ < n— 1} dan graf roda W, dengan
V(Wn)={A,y;;1 < j <m} dan E(Wp)={Ay;;1 <j <m} U {y;y11, Ymy1; 1 <
j <m—1}. Joint graf G yang dinotasikan dengan G= (C, + Wy,) = W, + Cpy,
maka untuk n > 3 dan m > 3, himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam
V(Ch+ Wn)={z;;1 <i <n} U{y;1l <j<m}U{A} dan EC, + W,,)=
iz raz; 1 <6 <n— 1} U {y9540, Ymy; L < J <m — 1} U {Ay;;1 < j <m}
U{ziy;;1 <i<m1<j<m}U{Az;1<i<n}, [V(Co+Wh)l=n+m+1,
|E(Cp + Wy)|= nm + 2n + 2m.

Bukti. Definisi 2.4.1 menjelaskan bahwa G= C,, + W,,, memiliki V' (C,, + W,,) =
V(C,) UV (W,,) dan E(C,+W,,) = E(C,)UE(W,,)Uuv|u € V(C,),v € V(W,,).
Dari Gambar 4.7 didapatkan V(C,, + W)= {z;;1 <i<n} U {y;;1 <j<m} U
{A} dan EC,+W,,)={zizir12,21;1 <0 <n—1} U{y;yis1, ymy1; 1 < j <m—1}
U{Ay;;1 < j <m} UA{zy;l <i<njl <j<mpU{Az;1 <0 < n},
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IV (Ch + W)= 1+ m+ 1, |E(Cp + Wy)|= nim + 2n + 2m. O

Gambar 4.7 Contoh Operasi Cy + Wy

Gambar 4.7 mengilustrasikan bahwa untuk menggambar graf C,, + W,, di-
awali dengan menggambar graf lingkaran di posisi kiri, kemudian menggambar
graf roda yang berada di posisi kanan dari graf lingkaran dengan titik A ditarik
ke atas. Setelah itu, masing-masing titik pada graf lingkaran dihubungkan ke se-

mua titik pada graf roda. Untuk mengekspannya tinggal menambah jumlah titik
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dan sisi pada kedua graf tersebut, sedangkan ketetanggaannya dilakukan melalui

cara yang sama.

Dari Observasi 4.1.4, ditentukan rainbow connection number dan fungsi rain-

bow coloring pada graf G= C,, + W,, yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 4.1.4. Misal G adalah joint dari graf lingkaran dan graf roda. Untuk
n > 3, rainbow connection number G= C,, + W, adalah rc(C,, + W,,) = 2.

Gambar 4.8 Contoh Rainbow Coloring C,, + W,

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.4, didapatkan V= {z;;1 <i <n} U {y;;1 <
j <n}U{A} dan E= {z;z;r1znz1;1 <7 <n—1} U{y;yj41, Yny1;1 < j <n-—1}
U{Ay;1 <j<n}tU{zy;l<i<nl<j<n}U{Az;1<i<n},|V|=
2n + 1, |E|= n* + 4n. Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc berada pada selang
kC,, + W, <rc(C, +W,) < k(C,, + W,,) + 1.

Untuk n > 3, C,, + W,, berdiameter 2 maka 2 < re¢(C, + W,,) < 3. Diberikan
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pewarnaan sisi C,, + W,, dengan fungsi berikut.

.
untuk e = x;x; 1, vy 1 <0 <n—1

untuk e = y;yj41, yny1; 1 <j<n—1
untuk e = Ay;; 1 <j<n

,untuk e = Ax;; 1<i<n

suntuk e =2y 1<i<m; 1<j<m; i#j

[ S N i e

\ ,untuke =z;9;; 1<i<n; 1<j<n;i=j

Jelas bahwa f : E(C,, + W,,) — {1,2}. Sehingga, rc(C,, + W,,) = 2 dan mencapai
lower bound.

O Observasi 4.1.5. Misal diketahui graf bintang S,, dengan V(S,)= {A,x;;1 <
i < n} dan E(C,)= {Az;;1 < i < n} dan graf roda W,, dengan V(W,,)=
{B,y;;1 < j < m} dan E(Wn)= {By;;1 < j < m} U {yyjr1,ymyr;1 < j <
m—1}. Joint graf G yang dinotasikan dengan G'= S,+W,,, maka untukn > 3 dan
m > 3, himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V (S, +W,,)={A, B} U
{z;;1<i<n}U{y;;1<j<m} dan E={Az;;1<i<n} U{Bz;;1<j<m}
U{AB} U{zy;;1 <i<ml<j<m}U{yy +11<j<m—1} U {ynyi},
V|=2n+2, |[E|=nm+n+2m+1.

Bukti. Definisi 2.4.1 menjelaskan bahwa G= S,, + W,,, memiliki V' (S, + W,,) =
V(S,) UV (W,,) dan E(S,, + W,,) = E(S,) UE(W,,) Uuv|u € V(S,,),v € V(IW,,).
Dari Gambar 4.9 didapatkan V (S, + W,,,)= {4, B} U {z;;1 <i <n} U {y;;1 <
j < m}dan E= {Az;;1 < i <n} U {Bz;;1 <j<m}U{AB} U {z;y;;1 <
i <ml<j<mpU{yysl <5 <m—1} U {ygay}, V=20 +2, |El=
nm +n+ 2m + 1. 0J

Gambar 4.9 mengilustrasikan bahwa untuk menggambar graf S, + W, di-

awali dengan menggambar graf bintang di posisi kiri dengan A ditarik ke atas,

kemudian menggambar graf roda yang berada di posisi kanan dari graf lingkaran
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dengan titik B juga ditarik ke atas. Setelah itu, masing-masing titik pada graf
lingkaran dihubungkan ke semua titik pada graf roda. Untuk mengekspannya
tinggal menambah jumlah titik dan sisi pada kedua graf tersebut, sedangkan kete-

tanggaannya dilakukan melalui cara yang sama.

Ty L1
X T U
Y2
T3 i)

Gambar 4.9 Contoh Operasi Sy + Wy

Dari Observasi 4.1.5, ditentukan rainbow connection number dan fungsi rain-

bow coloring pada graf G= S,, + W,, yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 4.1.5. Misal G adalah joint dari graf bintang dan graf roda. Untuk
n > 3, rainbow connection number G= S, + W, adalah rc(S, + W,) = 2.
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Ty Ya

Gambar 4.10 Contoh Rainbow Coloring S, + W,

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.5, didapatkan V= {A, B} U {z;;1 <i <n}
U{y;l < j <n}dan E= {Az;;1 <@ < n} U {Bxj;1 < j < n} U {AB}
U{zy;l <i<ml <j<npU{yy +51<j<n—1} U {yan}, [V|=
2n+2, |E|= n®>+ 3n+ 1. Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc berada pada selang
k(Sn 4+ W,) < re(S, +W,) < k(S, +W,) + 1.

Untuk n > 3, (S, + W,,) berdiameter 2 maka 2 < re(S, + W,,) < 3. Diberikan

pewarnaan sisi (S, + W,,) dengan fungsi berikut.

;

untuk e = AB
untuk e = Az;; 1<i<n
untuk e = By;; 1<j<n

untuk e = y;y;1,yn1;1 <j<n-—1

untuk e = Az;; 1<i<n

untuk e =2y, 1 <i<n; 1<j<n;i#j

L,
L,
L,
1,
1, untuk e = Ay;; 1 <5< n
L
L,
2,

untuk e =29, 1 <i<n; 1<j<n;i=j
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Jelas bahwa f : E(S,, + W,,) — {1,2}. Sehingga, rc(S, + W,,) = 2 dan mencapai

lower bound.

O Observasi 4.1.6. Misal diketahui graf lintasan P, dengan V(P,)= {z;;1 <
i <n} dan E(P,)={z;z;41;1 <i <n—1} dan graf roda W, dengan V(W,,)=
{Ay;1 <j <m} dan EW,,)={Ay;;1 < <m} U {y;y11,Ymyi; 1 < J <m—
1}. Cartesian product graf G yang dinotasikan dengan G= P,OW,,, maka untuk
n > 2 danm > 3, himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V (P,0OW,,)=
{A;1<i<n}tU{x;;;1<i<n1<j<m}dan E={4A4,1;1<i<n-1}
U{zijzit1;;1 <i<n—11<j<m}U{x;;z;41;1<i<m1<j<m-—1}
UA{zimzi;l <i<n} U{4z ;51 <i<nl<j<m}, |V|=nm+n, |E|l=
dnm+n—m — 1.

Bukti. Definisi 2.4.2 menjelaskan bahwa G= P,[0W,, jika V = V; x V5, dan
dua titik (uy,us) dan (vq,v9) di G bertetangga jika dan hanya jika salah satu
dari dua hal berikut berlaku: u; = v; dan (ug,ve) € Ey atau us = vy dan
(ui,v1) € Ey. Dari Gambar 4.11 didapatkan V(P,0W,,)= {A;1 < i < n} U
{z;5;1 < i < mnl < j < m}dan E(P,0OW,,)= {AA411;1 < i <n-1} U
{@: ;%iv1 ; PUETRE 1n — T, < N& )} Uz ;7 ¢ < Bl < m — 1} U
{Timzi1;1 <i<n}U{Az ;1 <i<nl<j<m}, |V(POW,)=nm-+n,
|E(P,OW,,)|=3nm+n—m — 1. O

Operasi cartesian product merupakan operasi perkalian, titik-titik pada graf
roda dikalikan sebanyak titik-titik pada graf lintasan atau sebaliknya. Kemu-
dian titik-titiknya dihubungkan sesuai dengan bentuk graf lintasan dan graf roda.
Gambar 4.11 mengilustrasikan bahwa untuk menggambar graf P,00W,, diawali
dengan menggambar graf roda dengan A ditarik ke atas, kemudian diduplikasi
sebanyak n kali, dan titik-titik yang bersesuaian membentuk graf lintasan. Untuk
mengekspannya tinggal menambah jumlah titik dan sisi pada kedua graf tersebut,

sedangkan ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang sama.
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3,3 / Tq43

X34 T44

Ay
el 2,1 €31 T4,1
1% 2,2 X3,2 X429
X2.4

T1.4

Gambar 4.11 Contoh Operasi P,(0W,

Dari Observasi 4.1.6, ditentukan rainbow connection number dan fungsi rain-

bow coloring pada graf G= P,[JW,, yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 4.1.6. Misal G adalah cartesian product dari graf lintasan dan graf

roda. Untuk n > 2 dan m > 3, rainbow connection number G= P,[dW,, adalah:
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n, untuk m =3
re(P,0OW,,) = n+1, untuk 4 <m <6

n+ 2, untuk m > 7

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.6, didapatkan V= {A4;;1 < i < n} U
{z;;;1 <i<m1<j<m}dan E= {A;Ai11;1 <i <n—1} U{z;;xi415;1 <
i<n—11<j<m}U{z;z ;1 <i<nl<j<m—1}U{zinzi;l <
i < n}U{A4z;1 <i<nl<j<m} [Vl=nm+n, |[El=3nm+n—
m — 1. Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc¢ berada pada selang k(P,0W,,) <
re(P,0OW,,) < k(P,0OW,,) + 1.

Untuk m = 3, P,00W,, berdiameter n maka n < rc(P,0W,,) < n + 1. Diberikan

pewarnaan sisi P,[JW,,, dengan fungsi berikut.

i, untuk e = A;A;41; 1 <i<n—1
i, untuk e = 2, ;Ti115; 1<i<n—-1; 1 <5< m

n, untuk e = Tij L4541, LTimLi 1, 1 < 1 < n; 1 < j <m — 1

n,untuk e = A;z;;; 1<i<n; 1<j<m

Jelas bahwa f : E(P,0O0W,,) — {1,2,...,(n — 1),n}. Sehingga, rc¢(P,0W,,) =n
dan mencapai lower bound.
Untuk 4 < m < 6, P,00W,, berdiameter n+1 maka n+ 1 < re(P,0W,,) < n+ 2.

Diberikan pewarnaan sisi P,,[JW,, dengan fungsi berikut.

i, untuk e = A;A;41; 1<i<n—1

,untuk e =2, ;7,415 1 <i<n—-1;,1<5<m

n, untuk e = @; ;T; j4+1, Tim®in; 1 <i<n; 1 <j<m-—1; j=ganjil
n+1, untuk e = z; ;2 j11, Tim@in; 1 <1 <n; 1 <j<m-—1; j=genap

n, untuk e = A;z; ;3 1 <i<n; 1 <j<m; j=ganjil

n+1, untuk e = Az, 55 1 <i<n; 1 <j<m; j= genap
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Gambar 4.12 Contoh Rainbow Coloring P, W,
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Jelas bahwa f : E(P,0O0W,,) — {1,2,...,(n—1),n, (n+1)}. Sehingga, rc(P,0W,,) =
n + 1 dan mencapai lower bound.
Untuk m > 7, P,00W,, berdiameter n+1 maka n + 1 < re(P,0W,,) < n + 2.

Diberikan pewarnaan sisi P,,[JW,, dengan fungsi berikut.

i, untuk e = A;A4;11; 1 <i<n-—1
t,untuk e =, ;74155 1 <i<n—-1; 1<j<m
fle) =1 n, untuk e =2;;2; 41, Tim@in; 1<i<n; 1<j<m—1

n+ 1, untuk e = Az, 55 1 <1 <n; 1 <5 <m; j= ganyil

n+2, untuk e = A;z; ;3 1 <i<n; 1 <j<m; j=genap

\
Jelas bahwa f : E(P,0OW,,) — {1,2,...,(n —1),n,(n + 1),(n 4+ 2)}. Sehingga,
re(P,0OW,,) = n + 2. Untuk membuktikan bahwa re(P,0W,,) = n + 2 adalah
yang minimal. Dari Gambar 4.12 (a) menunjukkan bahwa apabila menggunakan
n+1 warna maka ada lintasan yang warnanya sama yaitu ; ; — &; j4+4, Ti j — Zi j+6-
Sehingga, rc(P,0W,,) = n + 2.

Berdasarkan tiga kasus diatas maka nilai rainbow connection numbernya adalah:

n, untuk m = 3
re(P,0OW,,) = n+1, untuk 4 <m <6

n+ 2, untuk m > 7

¢ Observasi 4.1.7. Misal diketahui graf lintasan P, dengan V(P,)={x;;1 <i <
n} dan E(P,)= {z;z;41;1 <i < n— 1} dan graf lingkaran C,, dengan V(C,)=
{y;;1 < j < m} dan E(Cy)= {yjyj+1,ym¥1;1 < j < m —1}. Tensor product
graf G yang dinotasikan dengan G= P, ® C,,, maka untuk n > 2 dan m > 3,
himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V (P, ® Cp,)= {z;;;1 < i <
n;1 < j <m} dan E(P, Q@ Cp)= {ziZit1;4+1;1 <i<n-11<j<m-1}
UA{zimziyi;l <i<n—1} U {zipz41;1 <i<n—-11<j<m-1} U

{Tiv1imei;1 <i<n-—1}, |V(P,® Cp)|=nm, |E(P, ® Cp)|=2nm — 2m.
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Gambar 4.13 Contoh Operasi Py ® Cy

Bukti. Definisi 2.4.3 menjelaskan bahwa G= P, ® C,, memiliki V (P, ® C,,) =
V(P,)xV(Cy,) dan (u1, v2)(ug, v2)|ugus € E(P,) dan viv, € E(C,,). Dari Gambar
4.13 didapatkan V (P, ® Cy,)= {z;;;1 < i < m;1 < j < n} dan E(P, ® Cp)=
{2 ;01154151 < IS 1o ST SRRl EERREr 1 < i < n — 11U
Wit Tl Sgh < 7ol E oy SO IEA P, ., ofF W< i < n U8

[V(P, ® Cp)|= nm, |[E(P, ® Cp,)|= 2nm — 2m. O

Operasi tensor product memiliki kesamaan dengan operasi cartesian product
karena sama-sama operasi perkalian. Titik-titik pada graf lingkaran dikalikan se-

banyak titik-titik pada graf lintasan atau sebaliknya, kemudian hasil perkalian
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titik-titik tersebut yang adjacent dihubungkan. Gambar 4.13 mengilustrasikan
bahwa untuk menggambar graf P, ® (), diawali dengan menggambar titik-titik
graf lingkaran, kemudian diduplikasi sebanyak n kali. Setelah itu titik-titiknya
yvang adjacent dihubungkan secara menyilang sampai bertemu di titik awal. Untuk
mengekspannya tinggal menambah jumlah titik dan sisi pada kedua graf terse-
but, sedangkan ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang sama. Harsya et
al. (2014) telah memvisualisasi graf ini, namun modifikasinya dilakukan dalam

penelitian ini.

Dari Observasi 4.1.7, ditentukan rainbow connection number dan fungsi rain-

bow coloring pada graf G= P, ® C,, yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 4.1.7. Misal G adalah tensor product dari graf lintasan dan graf ling-
karan. Untukn > 3, rainbow connection number G= P,®C,, adalah rc(P,&C,) =

n.

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.7, didapatkan V= {z; ;;1 <i <m;1 <j <
n}dan E= {z; j%i11+1;1 <i<n—-1;1<j<n—-1} U{z;n®iy11;1 <i <n—1}
U{Zir1%ige51 <4< n—151 <5 <n—1} U {Zgaami;1 <6 < n— 13,
|V|= n?, |E|= 2n* — 2n. Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc berada pada selang
k(P,®C,) <rc(P,®C,) <k(P,®C,)+1.

Untuk n ganjil dan > 3, P, ® C,, berdiameter n maka n < rc¢(P, ® C,) < n + 1.

Diberikan pewarnaan sisi P, ® C,, dengan fungsi berikut.

4
j, untuk e = L G Tit1,5+1; 1 < 1 <n-— 1, 1 Sj <n-— 1
n, untuk e = z; ,Tip11;1 <i<n -1

fle) =

juntuk e =249 ;%4131 <i<n—-1;1<j<n-1

n, untuk e = Zil1px; ;S 1< n —1

Jelas bahwa f : E(P, ® C,,) — {1,2,...,n}. Sehingga, r¢(P,0W,,) = n dan men-

capai lower bound.
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Ts55

Gambar 4.14 Contoh Rainbow Coloring P, ® Cy,

¢ Observasi 4.1.8. Misal diketahui graf lintasan P, dengan V(P,)={x;;1 <i <
n} dan E(P,)= {zxi11;1 <i < n—1} dan graf lingkaran C,, dengan V(C,,)=
{y;;1 < j <m} dan E(Cy)={Y¥j+1, Ymy1; 1 < j <m—1}. Composition graf G
yang dinotasikan dengan G= P,[C,,], maka untuk n > 2 dan m > 3, himpunan
titik dan sisinya dapat disajikan dalam V(P,[Cp))= {z;;;1 <i<n;1 <j<m}
dan E(P,[Cpl)= {®i;Tijt1,Tim@i ;1 <1 <m;l < j<m—1} U {z;;xi415;1 <
i<n—-11<j<m}U{x;Tis1+1,TimTi+11;1 <i<n—-1;1<i<m-—1}
U {2 j%Tit1+1, TimTiv11; 1 < i <n—11<j < m—1}, |V(B,[]Cy])|= nm,
|E(P,[Cp])|= 4nm — 3m.
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Gambar 4.15 Contoh Operasi P[Cl4]

Bukti. Definisi 2.4.4 menjelaskan bahwa G= P,[C,,], G; dan G5 dengan disjoint
himpunan titik V4 dan V5 dan himpunan sisi X; dan X5 adalah graf dengan titik
Vi x Vo dan u = (ug, us) yang adjacent dengan v = (vq, v9) ketika [u; adj v;] atau
[u1 = vy dan uy adj vs]. Dari Gambar 4.15 didapatkan V (P, [Cy,])= {z; ;1 <i <
n;1 < j <m} dan E(P,[Cp))= {zi;%ij+1, Tim®i; 1 <i<m;1 <j<m-—1} U
{2 ;o PRl ] < j <N} 'UA{z 427 ;11 LomsEEENE < n — 1,1 <
i <m—1} U{Zi jTit1 41, TimTiz11;1 CE<n—11<j<m—1}, |V(F,[Cn])|=
nm, |E(P,[Cn])|= 4nm — 3m. O

Operasi composition merupakan kombinasi dari operasi cartesian product
dengan operasi tensor product. Gambar 4.15 mengilustrasikan bahwa untuk meng-
gambar graf P,[C,,] diawali dengan menggambar titik-titik graf lingkaran, ke-
mudian diduplikasi sebanyak n kali. Setelah titik-titik pada graf lintasan dan
graf lingkaran dikalikan seperti operasi cartesian product atau operasi tensor pro-
duct, kemudian titik-titiknya dihubungkan sesuai dengan graf lintasan dan graf

lingkaran seperti operasi cartesian product dan hasil perkalian titik-titik tersebut
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yang adjacent dihubungkan seperti operasi tensor product. Untuk mengekspan-
nya tinggal menambah jumlah titik dan sisi pada kedua graf tersebut, sedangkan
ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang sama. Harsya et al. (2014) telah

memvisualisasi graf ini, namun modifikasinya dilakukan dalam penelitian ini.

Dari Observasi 4.1.8, ditentukan rainbow connection number dan fungsi rain-

bow coloring pada graf G= P,[C,,] yang disajikan dalam teorema berikut.

O Teorema 4.1.8. Misal G adalah komposisi dari graf lintasan dan graf lingkaran.

Untuk n > 2 dan m > 3, rainbow connection number G = P,|Cy,] adalah:

n—1, untukn—lZ%

1, untuk n —1 <% dan m =3

m

o, untukn —1 < 3 dan m genap

m—1 m 90
\ =+ 1, untukn —1 <% dan m ganjil >3

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.8, didapatkan V= {z; ;1 <i <m;1 <j <
m} dan E= {z; ;% i1, TimZin;1 i <n;1 <j<m—1} U {zi;ziy1;;1<i<
n—11<j<m}U{z;Tit141, TimTi1 ;1 <1 <n—151<i<m-1} U
{2ijTit15+1, TimTip1, ;1 i <n—11< 7 <m— 1}, [V|= nm, |E|= 4nm — 3m
Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc berada pada selang k(P,[C,]) < re(P,[Cr]) <
k(P,[Cy]) + 1.

Untuk (n —1) > %, P,[Cy,] berdiameter (n — 1) maka (n — 1) < rc(P,[Cp)]) < n.

Diberikan pewarnaan sisi P,[C},] dengan fungsi berikut.

Jyuntuk e = x; ;755415 1 <i1<n; 1<j< 7
7, untuk e = Tij+ m T j 42415 1<i<nm; 1<;<% -1

Fyuntuk e = T T 1 <1< n

i, untuk e = 2; ;41 51 <i<n—-11<j7<m
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Gambar 4.16 Contoh Rainbow Coloring Pp,[Chy,]
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f(e) i, untuk € = x; jTiq1 11, TimTiv1y; 1 <i<n—1; 1<i<m—1
e) =

i, untuk e = x; ;jTiv1 j41, TimTiv11;1 <1 <n—-11<j73<m—1

Jelas bahwa f : E(P,[C)]) — {1,2,...,(n — 1)}. Sehingga, rc(P,[Cy,]) = (n — 1)
dan mencapai lower bound.
Untuk m = 3 dan (n — 1) < %, P,[C),] berdiameter 1 maka 1 < re(P,[Ch]) < 2.

Diberikan pewarnaan sisi P,[C,,| dengan fungsi berikut.

1, untuk e = Tij 45415 I <7 S n; 1<

J< 5

. . I _1
L untuk e = @; ; mo1 ;5 mo1 g 1<0<ng 1< <252 —1
1, untuk e = 2 x;1; 1 <t <n
L, untuk e =2 ;741 ;1 <i<n—-1;1<j5<m

1, untuk € = Z; jTiy1, 41, TimTit1,1; 1 <i<n—1;,1<:<m—1

\ 1, Gt REA— 8, ;T 11 41, BimTit1,1; 1 Y S SN < j iy — |

Jelas bahwa f : E(P,[C),]) — {1}. Sehingga, rc(P,[Cy,]) = 1 dan mencapai lower
bound.
Untuk m genap dan (n—1) < %, (P,[C},]) berdiameter % maka 5 < re(P,[Chp]) <

% + 1. Diberikan pewarnaan sisi (P,[C),]) dengan fungsi berikut.

(
Jyuntuk e = @ ;255415 1<i<n; 1 <5<

m
2

7, untuk e = TijymTijymyr; 1<i<n; 1<j< -1

2|3

m

fley=4 %

i, untuke:xi,ijl,j;l S’lgn—Ll Sjgm

RUGUERER= NP - dus ins 77

b, wiilltk € = ; ;aEEE, ORI 1 < i < n<@lgigEy < m —f]

\ 7, UNtUIEI=ms: ;11 541, TimTiv1,1; ] g — 1 & § < m H1.

Jelas bahwa f : E(P,[Cp]) — {1,2,...,3}. Sehingga, 7c(P,[Cy]) = & dan men-

capai lower bound.

Untuk m ganjil dan (n—1) < 2, P,[C,,] berdiameter " maka 2=t < r¢(P,[Ch,])
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< ™= 1 1. Diberikan pewarnaan sisi P,[C,,] dengan fungsi berikut.

Jyuntuk e = x; 2 541; 1 <1 <n; 1 <57 <™ 2
mT_l + 1, untuk e = 2; 215 1 <i<n
i, untuk e = 2; ;741 ;1 <i<n—-1;1<j<m

i, untuk e = x; ;jTit1 j+1, TimTiv11; 1 <i<n—-1; 1<i<m-—1

| G untuk e = 2 5% gy, TimTiv; 1 SiSn—11<j<m—1

Jelas bahwa f : E(P,[Cy)) — {1,2, ..., %2 +1}. Sehingga, r¢(P,[Cn]) = 251 +1.
Untuk membuktikan bahwa rc(P,[Cy,]) = 5 + 1 adalah yang minimal. Dari
Gambar 4.16 (b) menunjukkan bahwa apabila menggunakan mT_l warna maka ada
lintasan yang warnanya sama yaitu x;,, — ;2. Sehingga, rc(P,[Cy]) = mT_l + 1.

Berdasarkan tiga kasus diatas maka nilai rainbow connection numbernya adalah:

n—l,untuka“<n—1

re(Pr[Cn]) = % untuk n —1 < & dan m genap

el 4, untuk n—1 < % dan m ganjil

O Observasi 4.1.9. Misal diketahui graf lintasan P, dengan V(P,)= {z;1 <
i <n} dan E(P,)={z;x;41;1 <i <n—1} dan graf roda W, dengan V(W,,)=
{A,y;;1 < j < m} dan E(W)= {Ay;;1 < j < m}p U {ygj41,ymy1;1 < j <
m — 1}. Composition graf G yang dinotasikan dengan G= P,[W,,|, maka untuk
n > 2 dan m > 3, himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V (P, [W,,])=
{A;1<i<n}U{z;;51<i<nl<j<m—1}dan E(P[Wh])={A4idit1; 1 <
i<n—1}U{zjtit1; 1<i<n—-1;1<j<m}U{4z;;;1<i<nl1<j<
m} U {2 ;%ij+1, TimZin; 1 <i<n;1 <j<m—-1} U{Aizi11;,1<i<n-11<
Jg<m}U{Ainzij;l <o <myl <5 <mp U {2Tip141, TamTip,3 1 <6 <
n—11<j<m—1} U{Zit1,%ij11, TipimTin; 1 <i<n—1;1<j<m-—1},

V(P [Wh))|= nm + n, |E(P,[Wy])|= Tnm +n — 5m — 1.
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Gambar 4.17 Contoh Operasi P5[Wy]

Bukti. Definisi 2.4.4 menjelaskan bahwa G= P,[W,,], G; dan G dengan disjoint
himpunan titik V; dan V5 dan himpunan sisi X; dan X, adalah graf dengan titik
Vi x Vo dan u = (ug, us) yang adjacent dengan v = (vq, v9) ketika [u; adj v;] atau
[u; = vy dan ug adj vo]. Dari Gambar 4.17 didapatkan V(P,[W,,])= {4;1<i <
nfU{z;;;1<i<nl<j<m-—1}dan E(P,[Wy,])= {Aidi; 1<i<n-—1}
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{xi,jxi,j—i-laxi,mxi,l;l S ) S n,l S j S m — 1} U {Aixiﬂ,j;l S 7 S n — 171 S
Jg<m}U{Axi;l <i<nl<j<m}U{z,;Tit141, TimTiv1;1 < i <
n—11<7<m—1} U{Zi% 41, TipimTis 1 <0 <n—1;1 < j <m — 1},

Operasi composition merupakan kombinasi dari operasi cartesian product
dengan operasi tensor product. Gambar 4.11 mengilustrasikan bahwa untuk meng-
gambar graf P,[W,,] diawali dengan menggambar titik-titik graf roda dengan
titik A ditarik ke atas, kemudian diduplikasi sebanyak n kali. Setelah titik-titik
pada graf lintasan dan graf roda dikalikan seperti operasi cartesian product atau
operasi tensor product, kemudian titik-titiknya dihubungkan sesuai dengan graf
lintasan dan graf roda seperti operasi cartesian product dan hasil perkalian titik-
titik tersebut yang adjacent dihubungkan seperti operasi tensor product. Untuk
mengekspannya tinggal menambah jumlah titik dan sisi pada kedua graf tersebut,

sedangkan ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang sama.

Dari Observasi 4.1.9, ditentukan rainbow connection number dan fungsi rain-

bow coloring pada graf G= P,[W,,] yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 4.1.9. Misal G adalah komposisi dari graf lintasan dan graf roda.

Untuk n > 3 dan m > 3, rainbow connection number G= P,[W,,] adalah:

3, untukn =3
re(Po[Wh]) =
n—1, untukn > 4

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.9, didapatkan V= {4;;1 < ¢ < n}

IN C C C

{%:;%i g1, TimTi; 1 <0 <m;l < j<m—1} U {4z 551 <@ <n-11

IN

j<mp U{Aiz;l <i <l < j < mi U @000, TmTiv; 1 <0
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Keterangan :

O=warnal @ =warna2 @ = warna3 @ = warna 4

Gambar 4.18 Contoh Rainbow Coloring P,[Wp,]
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n—11<j<m-—1} U{zi;z 11, TivimTin;l <i<n-—11<j7<m-—1},
|V|=nm-+n, |[E|=Tnm+n—>5m—1. Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc berada
pada selang k(P,[W,,]) < re(Pu[Wy]) < k(P [W,]) + 1.

Untuk n = 3 dan m > 3, P,[W,,] berdiameter 2 maka 2 < rc¢(P,[W,,]) < 3.

Diberikan pewarnaan sisi BP,[W,,] dengan fungsi berikut.

t,untuk e = Az 5 1<i<n—-1; 1 <j<m
1, untuk e= Apz, 5 1< 5 <m
tauntuiacEs T ¥, 0, T W1 28" Ml < j <Gl
1, untuk e =z, ;T j1+1, TnmTni; 1 <j<m—1
i+ 1, untuk e = A;A;q; 1 <i<n-—1
i+ 1luntuk e =2, ;%415 1<i<n—1; 1<j<m
3, untuk e = Ajx0,; 1 <7 <m
3, untuk e = Asxy ;5 1 <7 <m
,untuk e = @y ;T2 541, T1mT21; 1 <7< m

, untuk e = x9 ;71 j11, TomT11; 1 <7< m

,untuk e = Aszo 5 1<i<n—-3;1<j5<m

, untuk e = x9 ;73 j11, Tom31; 1< J<m

3
3
1, untuk e = Agzg;; 1 <i<n—3;1<j5j<m
1
1
1

oy UNCUKSEN ==t To %, | Lok T2 1 et <N,

Jelas bahwa f : E(P,[W,]) — {1, 2, 3}. Sehingga, rc(P,[W,,]) = 3. Untuk
membuktikan bahwa rc(P,[W,,]) = 3 adalah yang minimal. Dari Gambar 4.18
(a) menunjukkan bahwa apabila menggunakan 2 warna maka ada lintasan yang
warnanya sama yaitu x; ; — ; j11. Sehingga, rc(P,[Wp,]) = 3.

Untuk n > 4 danm > 3, P,[W,,] berdiameter (n—1) maka (n—1) < re(P,[W,,]) <

n. Diberikan pewarnaan sisi P,[W,,] dengan fungsi berikut.
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t,untuk e = Az 55 1<i<n—-1; 1<j<m

I,untuk e = Apzy 3 1 <5 <m

i, untuk e = x; ;% 11, Tim®in; 1 <i<n—1; 1<j<m-—1

1, untuk e = 2, jTp j4+1, TnmTna; 1 <j<m—1

144, untuk e = A;A;01; 1<i<n—2

1, untuk e = A,,_1 A,

1+, untuk e=2; ;7,114 1 <i<n—2;1<j<m

1, untuk e = 21 ;T ; 1 <7< m

t+2,untuk e = Aiziq1 55 1 <i<n—=3;1<j<m
t+2,untuke=A4A417,;; 1<i<n—-3; 1 <j<m

1+ 2, untuk € = 2, ;Tit1+1, TimTit11; 1 Li1<n—3;1<ji<m
1+ 2Nl e = T;1 1 5T i+ 1, Tit1,mTi 1 W Sk 3; 1 IR
Luntuke=A, 22,1, 1 <i<n—-3;1<53<m

1, untuk' es="A,, 12, 2; 1 <i<n—3; I'<g € m

untuk e = T,_9 ;jTp_1j+1, Tn—2mTn-11; 1 <E<n—3; 1 <j<m
AUNTTIRERSM,, 1 20501 | Bnel mTn—2,1; 000~ n &8 1< j<m
untukle=A, 12,;;1 <i<n-—3; 1 <jIm

1

1

2

2, untuk e = A, 2,1 1<i<n—3;1<j<m

PRI TnkacE=N e R 7l Pl e < < m
2

, untuk e = T jTp—1+1, TnmTn-11; 1 <i<n—=3; 1<j<m

Jelas bahwa f : E(P,[W,,]) — {1, i+1, i+2, ..., n—1}. Sehingga, rc(P,[W,,]) =

n — 1 dan mencapai lower bound.

Berdasarkan dua kasus diatas maka nilai rainbow connection numbernya adalah:

3, untuk n = 3
re(Pp[Wh]) =
n—1, untuk n >4
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O Observasi 4.1.10. Misal diketahui graf lintasan P, dengan V(P,)= {z;1 <
i <n} dan E(P,)= {x;x;41;1 < i <n—1} dan graf bintang S, dengan V(S,)=
{A,z;;1 < i < n} dan E(C,)= {Az;;1 < i < n}. Composition graf G yang
dinotasikan dengan G= P,[Sy,], maka untukn > 2 dan m > 3, himpunan titik dan
sisinya dapat disajikan dalam V(P,[S,])={A;1<i<n} U{r;;;1<i<nl<
j <m} dan E(P,[Sn])={AiAis1; 1 <i<n—-1}U{z;jzi41,; 1 <i<n—-1;1<
J<mpU{Az; 51 <i<n1<j<mpU{Axi;;1<i<n-11<7<m}
U{Adinzi;l < i <n—1L1 <5 <mp, [V(B[Sh])|= nm +n, [E(P.[Sx])|=

dnm +n —3m — 1.

* o o @

Y3 Y2

P4 53

:

AR
VAV

x1,3 X233 €33

Gambar 4.19 Contoh Operasi P4[Ss3]

Bukti. Definisi 2.4.4 menjelaskan bahwa G= P,[S,,,], G1 dan G5 dengan disjoint
himpunan titik V; dan V5 dan himpunan sisi X; dan X5 adalah graf dengan titik

Vi x Vo dan u = (uq, ug) yang adjacent dengan v = (vq, vy) ketika [u; adj v;] atau
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[uy = vy dan uy adj vo]. Dari Gambar 4.19 didapatkan V(P,[S,])= {41 <i <
nfU{z;;;1 <i<nl<j<m}dan E(P,[S])= {4idis1; 1 <i<n-—1}
U{zijzizr; 1 <i<n—-11<j<m}U{4z,;;1<i<nl<j<m}uU
{Aizip1;;1 <i<n—-11<j<m}U{Anz,;;1<i<n-11<j<m}
[V (P.[Sm])|= nm + n, |E(P,[Sn])|= 4nm +n — 3m — 1. O
Operasi composition merupakan kombinasi dari operasi cartesian product
dengan operasi tensor product. Gambar 4.11 mengilustrasikan bahwa untuk meng-
gambar graf P,[S,,] diawali dengan menggambar titik-titik graf bintang dengan
titik A ditarik ke atas, kemudian diduplikasi sebanyak n kali. Setelah titik-titik
pada graf lintasan dan graf bintang dikalikan seperti operasi cartesian product
atau operasi tensor product, kemudian titik-titiknya dihubungkan sesuai dengan
graf lintasan dan graf bintang seperti operasi cartesian product dan hasil perkalian
titik-titik tersebut yang adjacent dihubungkan seperti operasi tensor product. Un-
tuk mengekspannya tinggal menambah jumlah titik dan sisi pada kedua graf terse-

but, sedangkan ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang sama.

Dari Observasi 4.1.10, ditentukan rainbow connection number dan fungsi

rainbow coloring pada graf G= P,[S,,] yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 4.1.10. Misal G adalah komposisi dari graf lintasan dan graf bintang.

Untuk n > 3 dan m > 3, rainbow connection number G= P,[S,,] adalah:

3, untukn =3
re(P,[Sm]) =
n— 1, untuk n > 4
Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.10, didapatkan V= {4;;1 < i < n} U
{l’@j;l S 7 S nl S j S m} dan F= {AZA2+17 1 S 1 S n — 1} U {xi,jxi—l—l,j; 1 S
m} U {Aiip51 <4 <

n—11<j<m}U{Anz;l <i<n-11<j<m}, |[V=nm+n,

i<n—-L1<j<m}U{A4Azx;;1<i<nl<j

IA
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|E|= 4nm 4 n — 3m — 1. Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc¢ berada pada selang

K(P[Sm]) < re(PolS]) < k(PalSim]) + 1.

Jh
WA

"r(v ‘:”

(1

‘ ,/l
XK s
)

AN
\V

DA

‘4
3

xy

T4 €24 X34 T4 X4 X34

$ o)
A

R

x1,3
X1,4 T4 X34 Ty4 Ts5.4

Keterangan :
@®=wamnal @ =warnma?2 @ = warna3 @ = warna 4

Gambar 4.20 Contoh Rainbow Coloring P, [Sy,)

Untuk n = 3 dan m > 3, P,[S,,] berdiameter 2 maka 2 < re(P,[Sn]) < 3.

Diberikan pewarnaan sisi P,[S,,] dengan fungsi berikut.
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i, untuk e = Az 55 1<i<n—-1; 1<j<m

I, untuk e = Apzp 5 1 <5< m

1+ 1, untuk e = A;A;1q; 1 <i<n-—1

i+ 1, untuk e = 2 ;25415 1 <i<n—1; 1 <j<m
3, untuk e = Ajz95; 1 <57 <m

3, untuk e = Az 55 1 <7 <m

3, untuk e = 1 ;X2 11, TimT21; 1 <j<m

3, untuk e = Ty ;%1 j41, TomT11; 1 <J<m

I, untuk e = Agws ;3 1<i<n—-3;1<j53<m

Luntuk e = A3zpj; 1<i<n—-3; 1<j<m

o7

Jelas bahwa f : E(P,[Sn]) — {1, 2, 3}. Sehingga, rc¢(P,[Sn,]) = 3. Untuk

membuktikan bahwa rc(P,[S,]) = 3 adalah yang minimal. Dari Gambar 4.20

(a) menunjukkan bahwa apabila menggunakan 2 warna maka ada lintasan yang

warnanya sama yaitu x; ; — ; j41. Sehingga, rc(P,[Sn,]) = 3.

Untuk n > 4 dan m > 3, P,[S,,] berdiameter (n—1) maka (n—1) < re(P,[Sn))

n. Diberikan pewarnaan sisi P,[S,,] dengan fungsi berikut.

Jelas bahwa f : E(P,[Sn]) — {1, i+ 1, i+ 2, ..., n}. Sehingga, rc(FP,[Sm])

4

\

1, untuk e =4,z ;; 1<i<n; 1<j3<m

147, untuk e = A;A;41; 1 <i<n—1

[RESA GUESEEE=FT T, T = IR ) <
i+2,untuk e = Az 1<i<n—-2;1<j<m
2, untulke=A, 2,5 1 < 7<m
i+2,untuk e=A; 497, 1<i<n—-2;1<j<m

ZRUnGk ¢ =W, T gIIESE < 75

dan mencapai lower bound.

<

n
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Berdasarkan dua kasus diatas maka nilai rainbow connection numbernya adalah:

re(P[S,]) = 3, untuk n =3
n—1, untuk n >4
O Observasi 4.1.11. Misal diketahui graf lingkaran C,, dengan V(C,)= {x;;1 <
i < n} dan E(C,)= {zixi1,xpx1;1 < i < n—1}. Amalgamation graf G yang
dinotasikan dengan Amal(C,,v = 1,7), maka untuk n > 3 dan m > 3, himpunan
titik dan sisinya dapat disajikan dalam V(Amal(Cy,v =1,r))={A} U {z;;;1 <
i <rl<j<n-—2}dan E(Amal(Cpv = 1,r))= {Az;1;1 < i < r} U
{Az;p_1;1 <i <r} U {zizi 1151 <i<ml1<j<n-2}, |[V(Amal(Cp,v =
Lr)|=nr—r+1, |[E(Amal(Cy,,v =1,7))|= nr.

€32

Amal(Cy,v = 1,4)

Gambar 4.21 Contoh Operasi Amal(Cy,v = 1,4)

Bukti. Definisi 2.4.5 menjelaskan bahwa G= Amal(C,,v = 1,r). Misalkan
G adalah suatu keluarga graf berhingga dan setiap C, mempunyai suatu titik
v; yang disebut titik terminal. Dari Gambar 4.21 didapatkan V(Amal(C,,v =
Lr)={A} U{z; 51 <i<r1<j<n-—2}dan E(Amal(C,,v = 1,1))=
{Az; ;1 <i<r} U{Az;pn1;1 <i<r} U {z;z;;41;1 <i<r;1<j<n-—2}
|[V(Amal(Cy,v = 1,7r))|=nr —r+ 1, |[E(Amal(Cp,v = 1,7))|= nr. O
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Gambar 4.21 mengilustrasikan bahwa untuk menggambar graf Amal(C,,,v =
1,7) diawali dengan menggambar menggambar graf lingkaran C,, dan diduplikasi
sebanyak r, kemudian semua duplikasi tersebut dilekatkan pada suatu titik yang
menjadi titik terminalnya. Untuk mengekspannya tinggal menambah jumlah titik
dan sisi pada graf tersebut atau menambah duplikasi dari graf lingkaran dan
melekatkan satu titiknya di titik terminal.
O Observasi 4.1.12. Misal diketahui graf Amal(C,,v = 1,r) dari Observasi
4.1.11 didapatkan V(Amal(Cy,v = 1,7))= {A,z;;;1 < i <r 1< j < n-—
2} dan E(Amal(Cp,v = 1,7))= {Az;1;1 < i < r} U {Az;p—1;1 < i < r}
U {zizij+1;1 <1 <rl < j<n-—2} dan graf lintasan Py dengan V(P,)=
{Py, P2} dan E(Py)= {P,P»}. Cartesian product graf G yang dinotasikan dengan
G= (Amal(Cy,v = 1,7))0F,, maka untuk n > 3 dan r > 3, himpunan titik dan
sisinya dapat disagikan dalam V((Amal(Cp,v = 1,7))0P,)= {Ay, Ay} U {z];;1 <
1<i<r;1<j<n-1} dan E((Amal(Cp,v =
1<i<rl<j<n-1}U{Az};;1<i<r}

i<r;1<j<mn-—1}U {2
1L,r)OR)= {A;As} U {z} x

U {Az} 1 <@ <r} U {Aa?;1 < i <} U {4y}
{o} ol NS 1 <Nj <2} U {gfn) . 41 < ine@EBlEY j < n — 2},
[V ((Amal(Cy,v = 1,7))0PF,)|= 3nr — 2r + 2, |E((Amal(Cp,v = 1,r))0R)|=
dnr —r+1.

2]7
1,5 z]?

1 <i<m}uU

,n— 13 i,n— 15 —

Bukti. Definisi 2.4.2 menjelaskan bahwa G= (Amal(C,,,v = 1,7))0P, jika V =
Vi x V4, dan dua titik (uq,us) dan (vy,ve) di G bertetangga jika dan hanya jika
salah satu dari dua hal berikut berlaku: w; = v; dan (ug, v2) € Es atau us = vy
dan (u1,v1) € Ey. Dari Gambar 4.22 didapatkan V ((Amal(Cp,v = 1,7))0FP;)=
{A, Ay U{e} 31<i<m1<j<n—-1}U{z};1<i<r1<j<n—1}dan
E((Amal(Cy,v = 1,7))0P)= {4142} U {z} .z
{Ayz} 51 <0 <r}p U {Az] 1<i<rpU{A?;;1<i<r}U {4}

1<i<ml1<j<n-2}u{z?zx

2]7

i1 <i<rl<j<n-1}U

1<

= 17 ,m— 17

z<m}U{x” LD i 2]+1,1<Z<T1<j<n—
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2}, [V((Amal(Cp,v = 1,7))OP,y)|= 3nr —2r + 2, |E((Amal(Cy,v = 1,7))0PF,)|=
3nr —r+ 1. O

€32

Amal(Cy,v = 1,4) Py

Gambar 4.22 Contoh Operasi Amal(Cy,v =1,4) O P

Operasi cartesian product merupakan operasi perkalian, titik-titik pada graf
Amal(C,,v = 1,r) dikalikan sebanyak titik-titik pada graf lintasan atau se-
baliknya. Kemudian titik-titiknya dihubungkan sesuai dengan bentuk graf lin-
tasan dan graf Amal(C,,v = 1,r). Gambar 4.22 mengilustrasikan bahwa un-
tuk menggambar graf Amal(C,,v = 1,7) OP, diawali dengan menggambar graf
Amal(C,,v = 1,r) dengan A ditarik ke kiri, kemudian diduplikasi sebanyak 2
kali, dan titik-titik yang bersesuaian dihubungkan. Untuk mengekspannya ting-
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gal menambah jumlah titik dan sisi pada graf Amal(C,,v = 1,r), sedangkan

ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang sama.

Dari Observasi 4.1.12, ditentukan rainbow connection number dan fungsi
rainbow coloring pada graf G = (Amal(C,,v = 1,r)) O P, yang disajikan dalam

teorema berikut.

¢ Teorema 4.1.11. Misal G adalah cartesian product dari Amal(Cp,v = 1,r)
dan P,. Untuk n > 3 dan r > 3, rainbow connection number G = (Amal(C,,v =

1,7)) O P, adalah re(Amal(Cy,v =1,7) O Py)=n + 1.

Keterangan :@ = warna 1 @ = warna 3 @ = warna b

@® —=vamna?2 @ = warna 4

Gambar 4.23 Contoh Rainbow Coloring (Amal(Cp,v =1,r)) O P,

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.12, didapatkan V= {A;, Ay} U {z};;1 <
i <1 <j<n-1}U{z};1<i<m1<j<n—1} dan E= {44} U
@”ZW1<Z<T1<j<n—HU{&%hl<z<ﬂU{&x

{Asa? ;1 <i <r}U{Asa? 1<i<m}U{x x

1<i<r}iu

t,n— 1

1<i<r;1<j<n-2}

i,m— 1 i, Z]—i—l’

U{zl2},,;1 < i<l <j<n—2}, V= 3nr—2r+42, |El= 3nr —
r + 1. Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc¢ berada pada selang k(Amal(C,,v =
1L,r) O Py) <rc(Amal(Cp,v = 1,7) O By) < k(Amal(Cy,v =1,7) O Py) + 1.
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Untuk n > 3 dan r > 3, (Amal(C,,,v = 1,7)) O P, berdiameter (n + 1) maka
(n+1) < re(Amal(Cy,v = 1,r) O P,) < n + 2. Diberikan pewarnaan sisi
(Amal(C,,v = 1,r) O P) dengan fungsi berikut.

jountuk e =z 2, 31 <i<r1<j<n—2

j,untuke—xljx2]+171<z<r1_] -2

n—1, untuk e = Ay} ;1 <i <r

n, untuke—Alxm Bl <€
£le) = ,
n—1, untuke:A2:c“;1§z§r

n, untuk e = Ayz? 1<:<r

i,n— 1

n+ 1, untuk e = A1 A

| n+1 untuk e = zj ;27 ;1 <i<r1<j<n-1

Jelas bahwa f : E(Amal(C,,v =1,r) 0 P,) — {j, ...,n—1, n, n+1}. Sehingga,
re(Amal(Cy,,v = 1,r) O P;) = n+ 1 dan mencapai lower bound.

¢ Observasi 4.1.13. Misal diketahui graf lintasan P, dengan V(P,)= {z;;1 <
i < n} dan E(P,)= {xiziy1;1 < i < n—1}. Amalgamation graf G yang dino-
tasikan dengan Amal(P,,v = 1,7), maka untuk n > 3 dan m > 3, himpunan titik
dan sisinya dapat disagikan dalam V(Amal(P,,v = 1,7))= {A} U {z;;;1 < <
r1<j<n—-2}dan E={Az;1;1 <i<r}U{z;;z;;41;1<i<r;1<j<n-2}

[Vi=nr—r+1, |E|=nr—r.

Bukti. Definisi 2.4.5 menjelaskan bahwa G= Amal(P,,v = 1,r). Misalkan
G adalah suatu keluarga graf berhingga dan setiap P, mempunyai suatu titik
v; yang disebut titik terminal. Dari Gambar 4.24 didapatkan V(Amal(P,,v =
Lr)={A} U {z;;51 <i<rl1<j<n-2}dan E= {Az;;;1 < i <r} U
{zijriji;1<i<r1<j<n-2},|Vl=nr—r+1, |El=nr—r. O

Gambar 4.24 mengilustrasikan bahwa untuk menggambar graf Amal(P,,v =

1,7) diawali dengan menggambar menggambar graf lintasan P, dan diduplikasi
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Amal(Py,v = 1,4)

Gambar 4.24 Contoh Operasi Amal(Py,v =1,4)

sebanyak r, kemudian semua duplikasi tersebut dilekatkan pada satu titik di ujung
dari graf lintasan dan menjadi titik terminalnya. Untuk mengekspannya tinggal
menambah jumlah titik dan sisi pada graf tersebut atau menambah duplikasi dari

graf lintasan dan melekatkan titik ujungnya di titik terminal.

O Observasi 4.1.14. Misal diketahui graf Amal(P,,v = 1,r) dari Observasi
4.1.13 didapatkan V(Amal(P,,v = 1,7))= {A, 2,51 <i<r 1 <j <n-—2}
dan E(Amal(P,,v = 1,7))= {Az;1;1 < i < r} U {z2ij41;1 €1 <1 <
j < n—2} dan graf lintasan Py dengan V(Py)= { P, P2} dan E(Py)= {PP}.
Cartesian product graf G yang dinotasikan dengan G= ((Amal(P,,v = 1,r))0F,),
maka untuk n > 3 dan r > 3, himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam
V((Amal(Pn,v = 1,7))0P)= {A1, Ay} U {z;
{271 <i <1 <j<n—1} dan E((Amal(Py,v = 1,r))0P,)= {A1 4} U
{o} 2?31 <i<m1<j<n—-1} U{Az;;1<i<r}U{A;1<i<r}
U{zizi 31 <i<n1<j<n-2} U {z}z
[V((Amal(P,,v = 1,7))0FR)|= 3nr — 2r + 2, |E((Amal(P,,v = 1,r))0F)|=

1<i<ml1<ji<n-1}U

Fir1<i <l <j <n—2},

3nr —3r + 1.
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Gambar 4.25 Contoh Operasi Amal(Py,v =1,4) O P,

Bukti. Definisi 2.4.2 menjelaskan bahwa G= (Amal(P,,v = 1,r))0OP, jika V =
Vi x V,, dan dua titik (uq,us) dan (vq,v9) di G bertetangga jika dan hanya jika
salah satu dari dua hal berikut berlaku: w; = vy dan (ug, v2) € Ey atau us = vy
dan (u1,v1) € Ey. Dari Gambar 4.25 didapatkan V ((Amal(P,,v = 1,r))0P,)=
{A, Ay U{e} ;1<i<nr1<j<n-1}U{z
E((Amal(Py,v = 1,r))0OP)= {A1 4>} U {z ;27 ;
{Arz; ;1 <i<r}U{Ax} ;1 <0 <r}U{afzl;,;
{z7,27,,;1 <i <1< j <n—-2}, |[V((Amal(P,,v = 1,7))0R,)|= 3nr —2r+2,
|E((Amal(P,,v = 1,7))0P;)|= 3nr — 3r + 1. O

731<i<r1<j<n-—1} dan

1<i<ml1<j<n-1}U

1<i<r1<j<n-2}U
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Operasi cartesian product merupakan operasi perkalian, titik-titik pada graf
Amal(P,,v = 1,r) dikalikan sebanyak titik-titik pada graf lintasan atau se-
baliknya. Kemudian titik-titiknya dihubungkan sesuai dengan bentuk graf lin-
tasan dan graf Amal(P,,v = 1,7). Gambar 4.25 mengilustrasikan bahwa un-
tuk menggambar graf Amal(P,,v = 1,r) OP, diawali dengan menggambar graf
Amal(P,,v = 1,r) dengan A ditarik ke kiri, kemudian diduplikasi sebanyak 2
kali, dan titik-titik yang bersesuaian dihubungkan. Untuk mengekspannya ting-
gal menambah jumlah titik dan sisi pada graf Amal(P,,v = 1,r), sedangkan

ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang sama.

Dari Observasi 4.1.14, ditentukan rainbow connection number dan fungsi
rainbow coloring pada graf G = (Amal(P,,v = 1,r)) O P, yang disajikan dalam

teorema berikut.

¢ Teorema 4.1.12. Misal G adalah cartesian product dari Amal(P,,v = 1,r)
dan Py. Untuk n > 3 dan r > 3, rainbow connection number G = Amal(P,,v =

1,7) O Py adalah rc(Amal(P,,v =1,r) O Py)= 2n.

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.14, didapatkan V= {A;, Ay} U {z};;1 <
i<rl1<j<n-1}U{e};1<i<rl<j<n—1}dan E= {A4} U

27]’

{g} 2231 <i<m1<j<n—-1}U {4251 <i <7} U {Azi;1<i<r}

Ufzlml 31 <i<rl<j<n-2U{zl2}, 51<i<nrl<j<n-—2}
|V|= 3nr —2r + 2, |E|= 3nr — 3r + 1. Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc be-
rada pada selang k(Amal(P,,v = 1,r) O Py) < re(Amal(P,,v = 1,r) O Py) <
k(Amal(P,,v=1,r) O P,) + 1.

Untuk n > 3 dan r > 3, (Amal(C,,v = 1,7)) O P, berdiameter (2n — 1)
maka (2n — 1) < re(Amal(P,,v = 1,7) O P,) < 2n. Diberikan pewarnaan

sisi (Amal(P,,v = 1,7)) O P, dengan fungsi berikut.
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jountuk e = a2 31 <i <1 <j<n—2

(n—2)+j, untuk e = 27,27, ;1 <i<r;1<j<n—2

2n — 3, untuk e = Aﬂm; 1<i<r

fe) =
2n — 2, untuk e = Apr? ;1 <i<r
2n — 1, untuk e = A A
2n, untuke—x”x”71<z<r 1<j<n-1
1 1 1
o 000 o ¢e o¢e
1 1 1 1 1 1
11 13 P21l P23 3 3.3
(a)
i1 x‘?) T} 37.3 TE173 3
A 2 72 72,
2l

OQ—H.H.H.—O—Q

3511 1’13 5521 5523 3731 1’33 5541 5”4,3

(b)

2 2 ) 2 2 .2 2 2
Ti1 | Ti3 T31 | Ty3 T31T33 Ta1 | Tig
A { ] o { ] o
2 2 72 e 72
, 3 4,2

Keterangan :
Q@ =wamal @ =warna3 O =warnab @ = warna 7

@ =—vwvamna?2 O =warnma4d @ = warna 6 © = warna 8

Gambar 4.26 Contoh Rainbow Coloring (Amal(P,,v =1,r)) O P,

Jelas bahwa f : E(Amal(P,,v = 1,r) O P) — {j, ..., (n—=2)4+ 7, ..., 2n —
2, 2n — 1, 2n}. Sehingga, rc(Amal(P,,v = 1,7) O P) = 2n. Untuk mem-

buktikan bahwa rc(Amal(P,,v = 1,r) O P,) = 2n adalah yang minimal. Dari
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Gambar 4.26 (a) menunjukkan bahwa apabila menggunakan 2n — 1 warna maka
ada lintasan yang warnanya sama yaitu x;; — xj,,;, ;; — o7, ;. Sehingga,

re(Amal(P,,v = 1,r) O Py) = 2n.

O Observasi 4.1.15. Misal diketahui graf roda W, dengan V(W,)={A,z;;1 <
Jj <n} dan E(W,)={Az;;1 <j<n} U {z;xj4,2,21;1 < j<n-—1}. Amalga-
mation graf G yang dinotasikan dengan Amal(W,,v = 1,7), maka untuk n > 3
dan r > 3, himpunan titik dan sisi dapat disajikan V(Amal(W,,v=1,r))= {A}
U{zi;;1 <i<rl<j<n}dan E(Amal(W,,v = 1,7))= {Az; ;1 < i <
1 <j<n}U{zzij+131<i<ml<j<n—1}U{zzi;1<i<r}
|[V(Amal(W,,v =1,7))|=nr + 1, |E(Amal(W,,v = 1,7))|= 2nr.

Amal(Wy,v = 1,4)

Gambar 4.27 Contoh Operasi Amal(Wy,v = 1,4)

Bukti. Definisi 2.4.5 menjelaskan bahwa G= Amal(W,,,v = 1,r). Misalkan G
adalah suatu keluarga graf berhingga dan setiap W,, mempunyai suatu titik v; yang
disebut titik terminal. Dari Gambar 4.24 didapatkan V(Amal(W,,v = 1,1))=
{A} U {z;;;1 <i<r1l<j<n}dan E(Amal(W,,v =1,r))= {Az; ;1 <i <
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1 <j<n}U{zzij;1<i<nrml<j<n—1}U{z,zi1;1 <i<r},
[V(Amal(W,,v = 1,7))|=nr + 1, |E(Amal(W,,,v = 1,r))|= 2nr. O
Gambar 4.27 mengilustrasikan bahwa untuk menggambar graf Amal(W,,,v =

1,7) diawali dengan menggambar menggambar graf roda C,, dan diduplikasi se-
banyak r, kemudian semua duplikasi tersebut dilekatkan pada titik A dan menjadi
titik terminalnya. Untuk mengekspannya tinggal menambah jumlah titik dan sisi
pada graf tersebut atau menambah duplikasi dari graf roda dan melekatkan titik

A di titik terminal.

O Observasi 4.1.16. Misal diketahui graf Amal(W,,v = 1,r) dari Observasi
4.1.15 didapatkan V(Amal(Wy,,v = 1,7))= {A} U{z; 51 <i<r1<j<n}
dan E(Amal(W,,v = 1,7))={Az;;;1 <i<r;1 <j<n} U {zz;41;1 <i<
ml<j<n-—1} U{zinzi1;1 <i <r} dan graf lintasan Py dengan V(P2)=
{Py, P2} dan E(Py)= {P,P»}. Cartesian product graf G yang dinotasikan dengan
G= ((Amal(W,,v = 1,r))0PF,), maka untuk n > 3 dan r > 3, himpunan titik
dan sisinya dapat disajikan dalam V((Amal(W,,v = 1,7))0P)= {A;, Ay} U
i1 <i<r1<j<n} dan E((Amal(Wy,v =

1<i<rl1<j<n}U{Az}

{z ”,1<7,<7’1<j<n}U{SL‘
1,r)OP)= {A; A} U {z}
j <n} U {A; $ 5Tt
{rl w1 <i<ryU{alal 31 <i<n1<j<n-1}U{zf 27 ;1 <i<r},
|V ((Amal(Wy,v = 1,r)0R)|=2nr+2, |E((Amal(W,,v = 1,r))0P,)|= 5nr+1.

1<i<nr1<

i, zga zy?

IS i | <\n} UMz 3 1<i<r;1<j<n-1} U

i,n 217

Bukti. Definisi 2.4.2 menjelaskan bahwa G= (Amal(W,,,v = 1,r))0PF; jika
V = Vi x Vs, dan dua titik (uq,us) dan (vy,v9) di G bertetangga jika dan hanya
jika salah satu dari dua hal berikut berlaku: u; = v; dan (ug, v9) € Ey atau ug = vy
dan (uy,v;) € E;. Dari Gambar 4.28 didapatkan V ((Amal(W,,v = 1,r))0P,)=
{Al,AQ}U{x”,1<z<r1<j<n}U{x ;1 <i<rl1l<j<n}dan
E(Amal(W,,v = 1,r))0P)= {A1A5} U {z; .«
{Ajz

1l <4<l <5 <n}U

1371<Z<’r1<j<n}U{A2x2]71<7'<r1<j<n}u{xzy 2]+171<
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i <l <j<n—1}U{zj,z;1 <0 <rpU{afel 1l <0<l <
j<n—1} U {af 2751 < i < r}, [V((Amal(Wy,v = 1,7))0P,)|= 2nr + 2,
|E((Amal(Wy,v = 1,7))0P,)|= 5nr + 1. O

Gambar 4.28 Contoh Operasi Amal(Wy,v =1,4) O P,
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Operasi cartesian product merupakan operasi perkalian, titik-titik pada graf
Amal(W,,v = 1,r) dikalikan sebanyak titik-titik pada graf lintasan atau se-
baliknya. Kemudian titik-titiknya dihubungkan sesuai dengan bentuk graf lin-
tasan dan graf Amal(W,,v = 1,r). Gambar 4.28 mengilustrasikan bahwa un-
tuk menggambar graf Amal(W,,v = 1,r) OP, diawali dengan menggambar graf
Amal(W,,v = 1,r) dengan A ditarik ke kiri, kemudian diduplikasi sebanyak 2
kali, dan titik-titik yang bersesuaian dihubungkan. Untuk mengekspannya ting-
gal menambah jumlah titik dan sisi pada graf Amal(W,,v = 1,r), sedangkan

ketetanggaannya dilakukan melalui cara yang sama.

Dari Observasi 4.1.16, ditentukan rainbow connection number dan fungsi
rainbow coloring pada graf G = (Amal(W,,,v = 1,r)) O P, yang disajikan dalam

teorema berikut.

O Teorema 4.1.13. Misal G adalah cartesian product dari Amal(W,,v = 1,r)
dan Py. Untuk n > 3 dan r > 3, rainbow connection number G = (Amal(W,,,v =

1,7)) O Py adalah re(Amal(W,,v =1,r) O P,) = 4.

Bukti. Sesuai dengan Observasi 4.1.16, didapatkan V= {A;, Ay} U {z} !
1 <i<r1l1<j<n}dan E= {AjA} U

{xzy 2]71<Z<T 1<j<n}U{A1$

| /\

i <1< < n}U el

1<i<r1<j<ntuU{d?;1<i<

Zj7 2]7

r1<j<n}U/{alz 1<i<rl<j<n-—1}U{zl zl;1<i<r}u

i,n 217

1<i<r}, |V|=2nr+2, |E|l=

3T g1
{g72,,51<i <1< <n—-1} U {z7,27,;
bnr+ 1. Berdasarkan Teorema 2.2.1 nilai rc¢ berada pada selang k(Amal(W,,,v =
L,r) O Py) < rc(Amal(Wy,v =1,r) O Py) < k(Amal(W,,v =1,r) O P) + 1.

Untuk n > 3 dan r > 3, (Amal(W,,v = 1,7)) O Wy berdiameter 3 maka
3 < re(Amal(W,,v = 1,r) O Wy) < 4. Diberikan pewarnaan sisi (Amal(W,,,v =

1,7) O P,) dengan fungsi berikut.
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71

@ —=—vwanal @ =wamna?2 @ =wana3 O = warna 4

Gambar 4.29 Contoh Rainbow Coloring Amal(W,,v =1,r) O Py

— A I T : : s

untuke:Alxij;l§i§T§1§j§”

untuk e = x5 075, Tt 1 << 1<j<n—1
untuke:Aﬂ%j;l <i<r;1<j<n

untuk e = A; A,

untuk e =z} 27 ;1 <i<r1<j<n
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Jelas bahwa f : E(Amal(W,,v = 1,r) O P) — {1, 2, 3, 4}. Sehingga,
re(Amal(W,,v = 1,7) O P,) = 4. Untuk membuktikan bahwa rc(Amal(W,,,v =
1,r) O P) = 4 adalah yang minimal. Dari Gambar 4.29 (a) menunjukkan
bahwa apabila menggunakan 3 warna maka ada lintasan yang warnanya sama
yaitu z} ; — xj,, 5, @7; — 27, ;. Sehingga, re(Amal(W,,v = 1,7)0P,) = 4.
4.2 Pembahasan

Dari hasil penelitian tentang penerapan rainbow connection pada graf-graf
hasil operasi, diperoleh 13 teorema baru mengenai rainbow connection, diantaranya
5 teorema dari operasi Joint, 1 teorema dari operasi Cartesian Product, 1 teorema
dari operasi Tensor Product, 3 teorema dari operasi Composition dan 3 teorema
dari hasil Amalgamation yang dioperasikan lagi dengan Cartesian Product.

Pada operasi (P, + C,, C, + Sy, P, + Wy, C,, + W,,, S,, + W,,) didapatkan
rainbow connection number rc(G)= 2. Dalam operasi Joint, pengoperasiannya
diperoleh dengan cara menghubungkan setiap titik pada graf pertama ke setiap
titik pada graf kedua. Sehingga diperoleh diameter dari graf hasil operasi Joint
adalah 2 dan didapatkan rc(G) dari operasi Joint (P, + C,, Cp, + Sy, By + W,
Cn +W,, S, +W,) adalah 2.

Pada operasi (P,,00W,,) didapatkan rainbow connection number:

n, untuk m =3
re(P,0OW,,) = n+1, untuk 4 <m <6

n+ 2, untuk m > 7

Dalam operasi Cartesian Product, pengoperasiannya diperoleh dengan cara mem-
bentuk sesuai dengan graf pertama dan graf kedua. Sehingga diperoleh diameter
dari graf hasil operasi Cartesian Product adalah diameter pada GG; ditambah di-

ameter pada Gy dan didapatkan rc(G) juga dari r¢(Gy) + re(Ga).


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

73

Pada operasi (P, ®C,,) didapatkan rainbow connection number rc(P,®C,,) =
n. Dalam operasi Tensor Product, dioperasikan dengan cara menghubungkan titik
yang sama-sama bertetangga pada graf pertama dan kedua. Sehingga, jika salah
satu graf yang dioperasikan dari graf lingkaran, maka hanya berlaku untuk n gan-
jil, karena untuk n genap graf menjadi tidak konektif.

Pada operasi (P,[Cy], Pu[Wil, P,[Snm]) didapatkan rainbow connection num-

ber:

n—l,untukn—lZ%

I, untuk n —1 < F dan m =3

Uy
2

21 4+ 1, untuk n — 1 < 2 dan m gangjil >3

untuk n —1 < % dan m genap

3, untuk n = 3
re(Po[Wh]) =
n—1, untuk n > 4

3, untuk n =3
eo(P,[SB]|) =
n — 1, untuk n > 4

Karena operasi Composition ini adalah gabungan dari operasi Cartesian Product
dan operasi Tensor Product, maka diperoleh diameternya adalah diameter mak-
simal dari graf pertama dan graf kedua, Sehingga rc(G) juga dari max(re(Gy),-
re(Gy)). Kecuali pada graf bintang, karena rc(S,,)= m, maka pengembangan
pada graf bintang tidak mempengaruhi rc(P,[Sy)])-

Pada operasi (Amal(C,,r) O Py, Amal(P,,r) O Py, Amal(C,,r) O P,) di-
dapatkan rainbow connection number rc(Amal(C,,, r) O Py)=n+1, rc(Amal (P, r)-
O Py)= 2n, rc(Amal(W,,r) O Py)= 4. Untuk Amal(C,,r) O P, didapatkan
diameter dari diameter graf pertama ditambah diameter graf kedua dan rc(G)

juga re(Gy) + re(Gsy). Untuk Amal(P,,r) O P, didapatkan diameter dari dia-
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meter graf pertama ditambah diameter graf kedua dan r¢(G)=rc(Gy) + re(Ga)+1
karena jika rc¢(G) sama dengan diameter maka ada lintasan yang berwarna sama,
sehingga diberi warna diameter ditambah satu. Untuk Amal(W,,r) O P, di-
dapatkan diameternya adalah 3 dan rc¢(G)= 4, karena jika rc¢(G)= 3 maka ada

lintasan yang berwarna sama, sehingga diberi empat warna.
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-
pulkan bahwa Rainbow Connection Number pada graf hasil operasi P, + C,,
Cn+Sn, Po+ W, Cp,+W,, S,+ W, adalah 2. Pada graf hasil operasi (P,00W,,)
adalah n untuk m = 3, n 4+ 1 untuk 4 < m < 6, n + 2 untuk m > 7. Pada graf
hasil operasi (P, ® C,,) adalah n. Pada graf hasil operasi (P,[C,,]) adalah n — 1
untuk n—1 > Z, 1 untuk n—1 < 3 dan m = 3, 7 untuk n—1 < 7 dan m genap,
md 4+ 1 untuk n — 1 < %2 dan m ganjil > 3. Pada graf hasil operasi (P,[W,,])
adalah 3 untuk n = 3, n—1 untuk n > 4. Pada graf hasil operasi (P,[5,,]) adalah
3 untuk n = 3, n — 1 untuk n > 4. Pada graf hasil operasi (Amal(C,,r) O P,)
adalah n + 1. Pada graf hasil operasi (Amal(P,,r) O P,) adalah 2n. Pada graf
hasil operasi (Amal(W,,,r) O P,) adalah 4.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai rainbow connection pada operasi graf
khusus yaitu dari graf lintasan, lingkaran, bintang dan roda, maka peneliti mem-
berikan saran kepada pembaca agar melakukan penelitian tentang rainbow connec-
tion pada operasi Joint (P, + Cp,, Cp+ Sp, Pn+ Wi, Co+ Wi, S+ W), Tensor
Product (P, ® Cy,), Amal(C,,r) O P, Amal(P,,r) O P,,, Amal(C,,,r) O P,

dan graf-graf hasil operasi yang lainnya.
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