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RINGKASAN

Super (a,d)-H Antimagic Total Covering pada Graf Triangular Ladder;
Nur Asia Jamil, 101810101010; 2014: 67 halaman; Jurusan Matematika, Fakultas

Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Graf adalah salah salah kajian dalam matematika diskrit. Graf digunakan
untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek
diskrit tersebut. Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek
kajiannya berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan sisi
serta himpunan bagian bilangan cacah yang disebut label. Terdapat berbagai
jenis tipe pelabelan dalam graf, salah satunya adalah super (a,d)-H antimagic
Total Covering (SHATC), dimana a bobot sisi terkecil dan d nilai beda.

Salah satu jenis graf yang belum diketahui super (a,d) antimagic adalah
graf triangular ladder. Graf triangular ladder yang dinotasikan dengan L, adalah
sebuah graf yang memiliki bentuk menarik yang merupakan pengembangan dari
graf ladder, dimana menambahkan sisi w;v;1; untuk 1 < ¢ < n — 1. Gabun-
gan diskonektif graf triangular ladder merupakan gabungan saling lepas dari m
duplikat graf triangular ladder dan dinotasikan dengan mL,,.

Graf triangular ladder mempunyai titik V(mL,) = {uj v i1<i<n1<

j <m} dansisi E(mL,) = {ufvf 1<i<n,1<j<m} U{ufufﬂ,vgvfﬂ,ugvgﬂ :
1<i<n-1,1<j<m}. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah
deskriptif aksiomatik yaitu dengan menurunkan lemma yang telah ada tentang
nilai batas d, kemudian diterapkan dalam super (a,d)-H antimagic total covering
pada graf L, dan mL, dan metode pendeteksian pola yaitu untuk menentukan
pola umum super (a,d)-H antimagic total covering pada graf triangular ladder.
Hasil penelitian ini berupa lemma dan teorema baru mengenai super (a,d)-H
antimagic pada Graf L, dan mL,. Teorema dan lemma yang dihasilkan adalah

sebagai berikut:

1. Lemma 4.1.1 Jika sebuah graf G (V,E) adalah pelabelan super (a,d)-H

antimagic total covering maka d < (pG_pH)p’;ﬁqG_qH)qH untuk S = |H;|,

X



v =V, aa = |E|, pu = V|, qu = |E'].
2. Teorema 4.1.1 Graf triangular ladder L, memiliki super (16n — 3,0) - Cs

antimagic total covering pada untuk n > 2

3. Teorema 4.1.2 Graf triangular ladder L, memiliki super (15m —1,1) - Cs

antimagic total covering pada untuk n > 2

4. Teorema 4.1.3 Graf triangular ladder L, memiliki super (12n + 3,2) - C3

antimagic total covering pada untuk n > 2

5. Teorema 4.1.4 Graf triangular ladder L, memiliki super (11n+5,3) - Cs

antimagic total covering pada untuk n > 2

6. Teorema 4.1.5 Graf triangular ladder L, memiliki super (10n + 6,4) - Cs

antimagic total covering pada untuk n > 2

7. Teorema 4.1.6 Graf triangular ladder L, memiliki super (9n + 8,5) - Cjs

antimagic total covering pada untuk n > 2

8. Teorema 4.1.7 Graf triangular ladder L, memiliki super (10n + 6,6) - Cs

antimagic total covering pada untuk n > 2

9. Teorema 4.1.8 Graf triangular ladder L, memiliki super (6n + 12,9) - Cs

antimagic total covering pada untuk n > 2

Dari kajian diatas ada beberapa batasan m dan n yang belum ditemukan

sehingga dalam penelitian ini diajukan masalah terbuka.

1. Masalah terbuka. Super (a,d)-H antimagic total covering pada graf tri-
angular ladder L, untuk n > 2 dengan d = 7 dan d = 8.

2. Masalah terbuka. Super (a,d)-H antimagic total covering pada gabun-
gan graf triangular ladder (mL,), dengan n > 2 dan m > 2 untuk d €
{1,3,5,7,8,9}.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Salah satu cabang matematika aplikasi yang saat ini banyak dikembangkan
adalah Teori Graf. Teori Graf bermula dari masalah jembatan Konigsberg, sebuah
kota di Prusia (sekarang Kaliningrad, Rusia) merupakan masalah yang pertama
kali menggunakan graf yang diperkenalkan oleh matematikawan yang berasal dari
Swiss yaitu Leonhard Euler pada tahun 1736. Masalah jembatan Konigsberg
adalah kemungkinan bisa atau tidak melewati ketujuh jembatan yang ada di kota
Konigsberg masing-masing tepat satu kali dan kembali lagi ke tempat semula.
Euler memecahkan masalah tersebut dengan membuktikan yang sederhana den-
gan mempresentasikan masalah tersebut dengan menggunakan titik sebagai rep-
resentasi untuk daratan dan sisi sebagai representasi untuk tiap-tiap jembatan
yang menghubungkan setiap daratan. Untuk selanjutnya, representasi titik dan
sisi yang diperkenalkan oleh Euler tersebut dinamakan dengan graf.

Salah satu topik dalam teori graf yang banyak berkembang adalah pela-
belan graf. Pelabelan graf muncul pertama kali pada pertengahan tahun 1960-
an, diperkenalkan oleh Sedlacek (1964), Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970).
Berdasarkan elemen-elemen yang dilabeli maka pelabelan dibagi kedalam tiga je-
nis, yaitu pelabelan titik (vertex labeling), pelabelan sisi (edge labeling), dan pela-
belan total (total labeling). Pelabelan titik pada graf adalah pelabelan dengan
daerah asalnya berupa himpunan titik yang memenuhi sifat tertentu. Pelabelan
sisi pada graf adalah pelabelan dengan daerah asalnya berupa himpunan sisi yang
memenuhi sifat tertentu. Sedangkan pelabelan total pada graf adalah pelabelan
dengan daerah asalnya berupa himpunan titik dan sisi yang memenuhi sifat ter-
tentu (Kotzig dan Rosa,1970). Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf,
salah satunya adalah pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic (SEATL). Pela-
belan ini diperkenalkan oleh Simanjutak, Bertault, dan Miller pada tahun 2000
(Dafik, 2007).
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Berdasarkan elemen-elemennya pelabelan berkembang menjadi pelabelan
ajaib dan anti ajaib. Pelabelan ajaib (magic) adalah jika semua sisi mempunyai
bobot yang sama. Sedangkan pelabelan anti ajaib (antimagic) adalah pengem-
bangan dari pelabelan ajaib (magic) yang dilakukan oleh Hartsfield dan Ringel,
1994. Hartsfield dan Ringel, 1994, mendefinisikan bahwa suatu graf G yang memi-
liki verteks sebanyak vg = |V| = |[V(G)| dan edge sebanyak eq = |E| = |E(G)|
disebut antimagic jika masing-masing edge dilabeli dengan 1,2, 3, ..., e sehingga
bobot verteksnya saling berbeda pairwise distinct, dengan sebuah bobot verteks
dari verteks v, verteks v adalah jumlah label dari semua edge yang incident den-
gan v. Bisa disimpulkan bahwa pelabelan antimagic adalah mempunyai bobot sisi
yang berbeda dan membentuk barisan aritmatika dengan a sebagai suku pertama
dan d sebagai nilai bedanya,dimana d akan dicari nilai batas atasnya. Sedangkan
pelabelan super adalah pelabelan titik dan sisi dimana label titik kurang dari
label sisi (|[V(G)| < |E(G))).

Pengembangan dari pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic (SEATL)
adalah pelabelan super (a,d)-H antimagic total covering (SHATC). Pada tahun
2009, Inayah dkk mengembangakan suatu pelabelan super H antimagic total
covering (SHATC'), dengan penjelasan bahwa suatu pelabelan selimut (a, d)-H-
antimagic pada graf G adalah sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat jumlahan
yang merupakan deret aritmatika a,a + d,a + 2d,...,a + (t — 1)d. Pelabelan
super (a,d)-H antimagic total covering merupakan fungsi bijektif karena label se-
limut untuk tiap selimut pasti berbeda maka label selimutnya selalu berbeda dan
berurutan serta setiap label selimut yang merupakan range dan semuanya adalah
kodomain diperoleh dari melabeli setiap selimut pada graf dengan bilangan beru-
rutan setelah label titik terbesar. Setelah itu pada tahun 2010, Simanjuntak dkk
juga meneliti tentang pelabelan total selimut super (a,d)-H Antimagic pada graf
Shackle tunggal.

Pada penelitian ini dibahas tentang super (a, d)-H-antimagic covering (se-
limut) pada graf triangular ladder. Dimana penelitian ini merupakan pengem-
bangan pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic (SEATL) pada graf triangular
ladder (Fuad, 2009). Graf triangular ladder tunggal dinotasikan L,, dengan n > 2
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adalah sebuah graf yang diperoleh dengan melengkapi graf ladder dengan menam-
bahkan sisi w;v;11 untuk 1 <i <n — 1. Adapun gabungan graf triangular ladder
mL,, didefinisikan sebagai gabungan saling lepas dari sebanyak m graf triangular
ladder yang mempunyai titik V(mL,) = {ul,v/ : 1 < i < n,1 < j < m} dan
sisi E(mL,) = {ulv] : 1 <i < n,1<j<m}uful,,vlv],,uvl,, 1<
i <n-—1,1 <7 <m}. Nilaid tidaklah tunggal, d < t dengan ¢ bilangan bulat
non negatif yang merupakan nilai terbesar untuk nilai d. Selain nilai d terdapat
fungsi bijektif yang digunakan untuk menemukan (a,d) dengan pelabelan yang

telah ditemukan.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah dalam

penelitian ini yaitu:

a. berapa batas atas super (a,d)-H antimagic covering pada graf triangular

ladder tunggal (konektif) dan gabungan saling lepas (diskonektif)?

b. bagaimana fungsi bijektif super (a,d)-H antimagic covering pada graf tri-

angular ladder tunggal (konektif) dan gabungan saling lepas (diskonektif)?

1.3 Batasan Masalah
Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, maka

dalam penelitian ini permasalahannya dibatasi pada:

a. graf berhingga yang sederhana, yaitu graf yang tidak mempunyai loop dan

sisi ganda.

b. super (a,d)-H antimagic covering pada graf triangular ladder disimbolkan

dengan L, dan mL, dimana m > 2 dan n > 2.

1.4 Tujuan
Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang di atas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
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menentukan batas atas super (a,d)-H-antimagic covering pada graf trian-

gular ladder tunggal (konektif) dan gabungan saling lepas (diskonektif).

menentukan fungsi bijektif super (a, d)-H-antimagic covering pada graf tri-

angular ladder tunggal (konektif) dan gabungan saling lepas (diskonektif).

Manfaat

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam
ruang lingkup selimut graf, yaitu mengetahui fungsi bijektif super (a, d)-H-

antimagic covering pada graf triangular ladder konektif dan diskonektif.

memberi motivasi pada peneliti lain untuk meneliti super (a, d)-H-antimagic

covering pada graf dan jenis yang lain.

hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan atau
perluasan ilmu dan aplikasi dalam masalah super (a, d)-H-antimagic cover-

ing.



BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Definisi Graf dan Terminologi Graf

Graf tak berarah atau sebuah graf G diartikan sebuah struktur G = (V(G),
E(G)), dimana V(G) adalah himpunan tidak kosong dari elemen yang disebut
titik (vertex), dan E(G) adalah himpunan boleh kosong dari pasangan tak teru-
rut dua titik vy, vy dimana titik vy, vy € V' yang disebut sisi (edges). V' disebut
himpunan titik dari G dan E disebut himpunan sisi dari G. V(G) adalah him-
punan titik dari graf G dan E(G) adalah himpunan sisi dari graf G. Jumlah titik
pada graf G disebut order dari G dinotasikan |V(G)| sedangkan jumlah sisinya
disebut size dari G dinotasikan |E(G)|. Graf yang mempunyai order p = |V(G)|
dan size ¢ = |E(G)| dapat ditulis (p, ¢)-graf (Hartfield dan Ringel, 1994). Contoh
graf disajikan pada Gambar 2.1.

(a) (b)

Gambar 2.1 Contoh (a) graf H dan (b) graf G

Dalam pengertian graf di atas dinyatakan bahwa V' tidak boleh kosong, se-
dangkan F boleh kosong. Sehingga sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai
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sisi satu buahpun, tetapi titiknya harus ada minimal satu. Graf yang hanya
mempunyai satu buah titik tanpa sebuah sisi pun dinamakan graf trivial.

Dari definisi mengenai graf yang telah disebutkan diatas dapat dimungkinkan
tentang adanya sebuah graf G yang tidak memiliki sisi tetapi hanya berupa titik.
Apabila titik titik ini berkelompok dan membentuk suatu himpunan titik tanpa
sisi maka disebut sebagai null graph atau graf kosong seperti yang disajikan dalam
definisi berikut.

Graf kosong (null graph atau empty graph) dinotasikan dengan N,,, dimana
n adalah jumlah titik pada graf, titik tersebut membentuk sebuah himpunan
titik tanpa sisi maka disebut dengan graf kosong (Lipschutz dan Lipson, 2002).
Gambar 2.1 (a) graf H mempresentasikan contoh graf kosong dengan 3 titik yang
dinotasikan dengan Nj.

Titik pada graf dapat dinomori dengan huruf, dengan bilangan asli, atau
dengan menggunakan huruf dan angka ( bilangan asli ). Misalkan v; dan v; adalah
titik pada suatu graf, maka sisi yang menghubungkan titik v; dan v; dinyatakan
dengan pasangan (v;,v;) atau dengan lambang eq,eq, €3, ...,e,. Sebuah graf G
mungkin mengandung loop, yaitu sisi yang berbentuk {v;v;} atau sisi ganda,
yaitu sisi yang menghubungkan sepasang titik yang sama lebih dari satu. Untuk
menyederhanakan notasi, sebuah sisi {v;v;} sering dinotasikan v;v;.

Misal u dan v adalah titik pada sebuah graf GG. Titik u pada graf G dikatakan
bertetangga (adjacent) pada v, jika terdapat sisi e diantara v dan v ditulis e = uw.
Dengan kata lain u dan v bersisian (incident) dengan sisi e. Sebagai contoh pada
Gambar 2.1(b) graf G titik v; bertetangga dengan titik ve, vs, v7, vs, titik vg
bersisian dengan sisi v4vg, v10s, Ugtg, dan vsvg, maka tetangga dari titik vg adalah
vy, U1, Vg dan vs, tetangga dari vz adalah vg, vs, v7, dan vg, sedangkan pada Gambar
2.1(a) graf H semua titik tidak bertetangga.

Banyaknya sisi yang bersisian pada titik v disebut derajat (degree) titik v
pada graf, dinotasikan d; (indekx i menunjukkan titik ke-i pada graf) (Hartsfield
dan Ringel, 1994). Jika titik v mempunyai derajat 0 artinya tidak mempunyai
tetangga dengan titik yang lain, maka titik v disebut titik terisolasi (isolated

vertex). Titik yang mempunyai derajat satu disebut titik akhir (end vertex)
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atau daun (leaf). Jika semua titik pada graf G mempunyai derajat yang sama
d maka dikatakan graf regular d (Dafik dkk, 2009). Jika pada graf G mempun-
yai derajat yang tidak sama maka graf tersebut dikatakan non-reguler. Derajat
terkecil dari suatu graf G yang dinotasikan dengan §(G) adalah derajat terkecil
yang dimiliki suatu titik diantara titik-titik yang lain. Derajat terbesar dari suatu
graf G yang dinotasikan dengan A(G) adalah derajat terbesar yang dimiliki suatu
titik diantara titik-titik yang lain.

Jalan (walk) dari suatu graf, dinotasikan dengan Aje;, Ases, Ases, Asey, ...,
Aper adalah barisan titik dan sisi terhingga dan bergantian dari titik-titik dan
sisi-sisi dalam suatu graf dengan ketentuan setiap sisi e; menempel pada A; dan
A; dan A; # A, jika e; bukan merupakan sebuah loop (Hartsfield dan Ringel,
1994). Jalan pada suatu graf dibentuk dari barisan titik dan sisi terhingga dan
bergantian dari titik-titik dan sisi-sisi dalam suatu graf, dimana titik dan sisinya
boleh diulang. Jalan yang demikian disebut dengan lintasan seperti pada definisi
berikut.

Sebuah jalan merupakan sebuah trail jika jalan tersebut tidak memiliki sisi
yang berulang (Hartsfield dan Ringel, 1994). Sedangkan sebuah jalan dikatakan
lintasan (path), jika titik-titik dan sisi-sisi pada jalan Ajeq, Ases, Ases, Agey, . . .,
Aper semuanya berbeda, dengan kata lain path merupakan tra:l yang tidak memi-
liki titik yang berulang (Hartsfield dan Ringel, 1994).

Panjang (length) dari sebuah jalan adalah banyaknya sisi pada jalan terse-
but. Sebuah lintasan dikatakan tertutup, jika A; = Aj yang biasa disebut sikel
(cycle) (Hartsfield dan Ringel, 1994). Pada Gambar 2.1(b) graf G yang mem-
punyai 8 titik, dimana vy, v, v3, vs, Vg, U2, Vg, U7, V3 adalah jalan yang mempun-
yai panjang 8 yang bukan lintasan, vy, ve, v4, U5, Ug, U7, V3, Vg adalah lintasan yang
mempunyai panjang 7, dan vs, vg, v7, v3, v5 adalah sikel yang mempunyai panjang
4.

Jarak (distance) dari titik u ke titik v dinotasikan dist(u, v) adalah panjang
lintasan terpendek dari titik u ke titik v. Untuk titik u, v, w pada G mempunyai
jarak dist(u,w) < dist(u,v) + dist(v,w) dan jika dist(u,v) > 2 kemudian ada
titik z di G maka dist(u,v) = dist(u, z) + dist(z,v). Sebagai contoh jarak titik v,
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ke titik vg pada Gambar 2.1(b) graf G adalah 2. Eksentrisitas (eccentricity) dari
v dinotasikan ec(v) didefinisikan ec(v) = max{dist(u,v) : u e V,u # v} dan radius
dari G dinotasikan rad G didefinisikan rad G = min{ec(v) : v € V'}. Diameter dari
graf GG adalah jarak maksimum antara sembarang dua titiknya dan dinotasikan
diam G = max{ec(v) : v e V}. Girth dari graf G adalah panjang siklus terpendek
graf GG, sebagai contoh graf pada Gambar 2.1(b) graf G mempunyai diameter 2
dan girth 4.

Sebuah graf H adalah subgraf dari GG jika setiap titik pada H adalah titik
G dan setiap sisi pada H adalah sisi pada G. Dengan kata lain V(H) C V(G)
dan F(H) C E(G). Sebuah subgraf H merupakan spanning subgraph dari graf
G jika graf H memuat semua titik dari graf G atau V(H) = V(G). Misalkan
H = H(V' FE) adalah subgraf dari G = G(V, FE), maka H dikatakan subgraf
penuh dari G jika £’ mengandung semua sisi dari F yang titik-titik ujungnya
ada di V'. Dalam hal ini H disebut subgraf dari G yang dibangun oleh V' (
Lipschutz dan Lipson, 2002). Gambar 2.2 menunjukkan contoh graf, spanning
subgraph, dan subgraf. Graf F; merupakan spanning subgraf dari graf GG karena
mengandung semua titik dari graf GG. Graf F;, merupakan subgraf penuh dan Fj
adalah subgraf dari graf G tetapi bukan subgraf penuh (karena pada Fj titik vg, vg
¢ V(G) tetapi tidak ada sisi diantara titik tersebut).

(w) () (@) ) ()

G F F F;

Gambar 2.2 Contoh graf G dan subgraf dari G
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Misal e adalah sebuah sisi pada graf G maka G — {e} adalah sebuah graf
yang dihasilkan dari G’ dengan menghapus sisi e. Jika G — {e} tidak terhubung
maka e disebut jembatan (bridge) (Chartrand dan Oellermann, 1993). Secara
umum, jika F; adalah himpunan sisi dalam G maka G — E; adalah graf yang

dihasilkan dari G dengan menghapus semua sisi F.

G G _ {61} G — {’04}
Gambar 2.3 Graf Terpotong

Misal v adalah titik pada sebuah graf G, dengan G — {v} adalah sebuah graf
yang dihasilkan dari G' dengan menghapus titik v dan semua sisi yang bertetangga
pada v. Jika G — {v} adalah tak terhubungn maka v disebut titik potong (cut
verter) (Chartrand dan Oellermann, 1993). Jika V; dalah himpunan titik pada
G maka G — V; adalah graf yang dihasilkan dari G dengan menghapus semua
titik pada V; dan semua sisi yang bertetangga pada titik tersebut. Gambar 2.3
menunjukkan contoh graf G — {e;} adalah hasil penghapus sisi e, dari G dan
G — {vg} adalah hasil penghapusan titik vg dari G.

Misalkan G; dan G5 adalah sembarang graf. Dua graf G; dan G disebut
isomofis, jika ada pemetaan satu-satu dan pada f : V(G;) — V(G3) yang me-
nunjukkan semua keterhubungan (adjacencies), yaitu {f(u), f(v)} € E(G2) jika
dan hanya jika {u,v} ¢ G; (Hartfield dan Ringel, 1994). Pada Gambar 2.4 me-
nunjukkan bahwa graf G isomorfis dengan graf G dibawah pemetaan f(u;) = v;
untuk setiap ¢ = 1,2, ..., 10. Graf G; dan G3 tidak isomorfis karena (G berisi si-
klus yang panjangnya 3 sedangkan (G5 panjangnya 4 akibatnya tidak ada pemetaan
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satu-satu.
U3 /U? A\Us
K
Gl G2 G3

Gambar 2.4 Keisomorfisan graf

Matriks ketetanggaan (adjacency matriz) graf G adalah matrik dwimatra
yang berukuran nxn. Bila matrik tersebut dinamakan A = [a;;], maka a;; = 1 jika
titik ¢ dan j bertetangga, sebaliknya a;; = 0 jika titik 7 dan j tidak bertetangga.
Pada Gambar 2.5 memperlihatkan graf 8 titik dengan matrik ketetanggaannya.

0601 00 1 00O
1 01 1 01 11
060100 1 00 O
060100 1 00 O
1 01 1 01 11
0601 00 1 00 O
0601 00 1 00 O
0601 00 1 00O

Gambar 2.5 Graf dengan matriks ketetanggaannya

Suatu graf dikatakan terhubung (connected), jika ada lintasan dari u ke v

dan jika tidak ada lintasan dari u ke v disebut graf tak terhubung (disconnected).
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Gabungan dua graf atau lebih G;...G,, dinotasikan G;J...|JG,, didefinisikan
sebagai gabungan saling lepas graf yang mempunyai titik Vi J...|JV,, dan sisi
EyJ...\UE,. Jenis graf tersebut disebut graf diskonektif dan sering dikenal

dengan graf yang mempunyai m komponen.

2.2  Fungsi

Suatu fungsi f dari himpunan A ke himpunan B adalah sebuah himpunan
f dari pasangan terurut A x B sedemikian hingga untuk setiap a ¢ A terdapat
secara tunggal b € B dengan (a,b) € f, dengan kata lain jika (a,b) € f dan (a,V') €
f, maka b =¥. Himpunan A dinamakan daerah asal (domain) dan himpunan B
dinamakan daerah kawan (kodomain). Sedangkan himpunan nilai yang diperoleh
dari fungsi f dinamakan daerah hasil (range).

Berikut ini dijelaskan fungsi khusus yang berhubungan dalam penelitian

pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic, yaitu:

1. Fungsi f: A — B disebut fungsi satu-satu atau fungsi injektif < V a; dan

az € A, a1 # ay = f(a1) # f(az).

2. Fungsi f: A — B disebut fungsi kepada atau fungsi surjektif < Vb € B 3
a € A = f(a) =b. Dengan kata lain, suatu kodomain fungsi surjektif sama

dengan kisarannya (range).

3. Fungsi f: A — B disebut fungsi bijektif apabila fungsi tersebut merupakan
fungsi injektif sekaligus surjektif. Gambar 2.6 menunjukkan fungsi injektif,

surjektif dan bijektif.

Barisan yang dibentuk dengan cara menambah atau mengurangi suku
sebelumnya dengan suatu bilangan tetap tertentu disebut barisan aritmatika.
(a)25,30,35,40,45, ...
(b)24, 20,16, 12,8, ...
Barisan (a) mempunyai beda, b = 5. Barisan (a) disebut barisan aritmetika naik
karena nilai suku-sukunya makin besar. Barisan (b) mempunyai beda, b = —4.

Barisan (b) disebut barisan aritmetika turun karena nilai suku-sukunya makin
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(o0 ® )-*
(00 06 )=

(c)

Gambar 2.6 (a) fungsi injektif, (b) fungsi surjektif dan (c) fungsi bijektif

kecil. Suatu barisan Uy, Uy, Us, . .. disebut barisan aritmetika jika selisih dua suku
yang berurutan adalah tetap. Nilai untuk menentukan suku ke-n dari barisan a-
ritmetika, perhatikan kembali contoh barisan (a). 25, 30, 35, 40, 45, ..., misalkan
Uy, Us, Us, ... adalah barisan aritmetika tersebut maka

Up =25 =25+ 5(0)

Uy =30=25+5=25+5(1)

U3 =35=25+4+5+5=25+5(2)

Up=25+5(n—1)
Secara umum, jika suku pertama (U;) = a dan beda suku yang berurutan adalah
b maka dari rumus U,, = 25+ 5(n — 1) diperoleh 25 adalah a dan 5 adalah b. Oleh
sebab itu, suku ke-n dapat dirumuskan

U,=a+0bn—-1)
Barisan aritmetika yang mempunyai beda positif disebut barisan aritmetika naik,

sedangkan jika bedanya negatif disebut barisan aritmetika turun.
Uy, Uy, Us, ..., U,_1,U, disebut barisan aritmatika, jika Uy — U; = Us — Uy =
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...=U, — U,_1 = konstanta.

2.3 Pelabelan Graf
2.3.1 Definisi Pelabelan Graf

Pelabelan graf adalah suatu pemetaan satu-satu dan onto(fungsi bijektif)
yang memetakan himpunan dari elemen-elemen graf (titik dan sisi) ke himpunan
bilangan bulat positif. Secara umum, fungsi f yang memetakan himpunan A ke
dalam B disebut fungsi satu-satu jika setiap elemen dalam A mempunyai baya-
ngan yang berbeda pada B dan disebut onto jika dan hanya jika range f sama de-
ngan B. Secara lebih singkat, f : A — B adalah satu-satu jika f(a) = f(a’) maka
a = a' dan merupakan onto jika f(A) = B (Baca, 2001). Sehingga, fungsi yang
memetakan himpunan elemen-elemen graf ke himpunan bilangan bulat positif
disebut fungsi bijektif jika tidak ada dua buah elemen yang berbeda pada graf
yang mempunyai bayangan yang sama atau dengan kata lain semua elemen pada
graf dinomori dengan bilangan bulat positif yang berbeda. Secara matematik,

definisi pelabelan graf dapat dituliskan sebagai berikut:

Pelabelan graf G = (V, E') adalah suatu pemetaan : D — N, dimana D : domain,
N : himpunan label dari G, jika;

a. D =V maka disebut pelabelan titik
b. D = E maka disebut pelabelan sisi
c. D =V U FE maka disebut pelabelan total

Pada pelabelan titik, jumlah label titik lebih dari dua yang saling menempel
disebut bobot selimut. Jika semua selimut mempunyai bobot selimut yang sama
maka disebut pelabelan titik selimut ajaib. Jika semua selimut mempunyai bobot
selimut yang berbeda dan himpunan bobot selimut dari semua selimut membentuk
barisan aritmatika dengan suku pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut
disebut pelabelan titik selimut anti ajaib atau HAVC (H antimagic vertex Cove-
ring)(Simanjutak dan Salman, 2010). Oleh karena itu pelabelan dalam penelitian

ini termasuk fungsi bijektif. Dikarenakan fungsi yang akan dicari merupakan
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Gambar 2.7 (i) Pelabelan titik, (ii) Pelabelan sisi, (iii) Pelabelan total

fungsi yang injektif sekaligus surjektif. Domain dalam fungsi ini merupakan label
titik dan bobot selimut, sedangkan range-nya adalah label selimut yang diperoleh
berdasarkan nilai beda d yang berbeda.

Pelabelan super (a,d)-H antimagic total covering dikatakan fungsi injektif
karena label selimut untuk tiap selimut pasti berbeda sesuai definisi pelabelan
selimut anti ajaib di atas maka label selimutnya selalu berbeda dan berurutan.
Dikatakan surjektif karena setiap label selimut yang merupakan range dan se-
muanya adalah kodomain diperoleh dari melabeli setiap selimut pada graf de-
ngan bilangan berurutan setelah label titik terbesar. Sehingga jelas jika pelabelan
dalam penelitian ini merupakan fungsi bijektif karena merupakan fungsi injektif
sekaligus surjektif.

Sedangkan dalam pelabelan total, bobot selimut diartikan sebagai jumlah
label selimut dan label lebih dari dua titik yang menempel dan membentuk suatu
selimut. Jika semua selimut mempunyai bobot selimut yang sama maka pelabelan
tersebut disebut pelabelan total-selimut-ajaib. Jika semua sisi mempunyai bobot
selimut yang berbeda dan himpunan bobot selimut dari semua sisi membentuk
barisan aritmetika dengan suku pertama a dan beda d maka pelabelan terse-
but disebut pelabelan total selimut anti ajaib (pelabelan total selimut antimagic)
(Maryanti dkk, 2010).
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2.3.2 Pelabelan Super-H Antimagic Total Covering

Pelabelan pada suatu graf adalah pemetaan atau fungsi yang memasangkan
unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan bulat. Jika domain dari peme-
taan adalah titik, maka disebut pelabelan titik (vertex labeling). Jika domainnya
adalah sisi, maka disebut pelabelan sisi (edge labeling), dan jika domainnya titik
dan sisi maka disebut pelabelan total (total labeling). Salah satu pelabelan to-
tal yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah pelabelan selimut-H-antiajaib
super.

Pelabelan selimut-H anti ajaib (antimagic) super pada graf G dengan v
titik dan e sisi didefinisikan sebagai fungsi bijektif dari titik-titik dan sisi-sisi pada
himpunan bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi, secara matematis
ditulis dalam bentuk f : V(G)J E(G) — {1,2,3, ..., |[V(G)|+|E(G)|} dengan sifat
bahwa setiap subgraf dari G yang isomorfik dengan H dimana H juga subgraf dari
G mempunyai total label w(H) yang berbeda, w(H) = Xy () f (V) + Xeenm) f ().
Graf G dikatakan memiliki pelabelan H anti ajaib super jika himpunan titik V' (G)
merupakan pemetaan bijektif f ke himpunan {1,2,3,...,|V(G)|} ( Gutierrez dan
Llado, 2005).

2.4 Graf-Graf Khusus
Terdapat beberapa jenis graf ditinjau dari definisi graf secara umum, di-
antaranya adalah graf lintasan, graf lengkap, graf siklus, graf kipas, graf ladder,

graf prisma, generalisasi graf Petersen, dan masih banyak famili graf yang lainnya.

1. Graf Roda (Wheel Graph)
Graf roda dinotasikan W,, dengan n > 3 adalah graf yang dibentuk dari graf
sikel (), dan satu titik yang disebut titik pusat yang bertetangga dengan
semua titik di sikel C), (Gallian,2009). Jadi, W,, terdiri dari n+1 titik dan

2n sisi. Pada Gambar 2.8 merupakan contoh graf roda.

2. Graf Siklus (Cycle)
Graf siklus adalah graf sederhana yang setiap titiknya berderajat dua. Graf
siklus dengan n titik dilambangkan dengan (), (Gallian,2009). Jika titik-

titik pada C,, adalah vy, vy, ..., v,, maka sisi-sisinya adalah (vy,vs), (v2, v3),
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Gambar 2.8 Graf Roda Wy

ety (Up_1,v,) dan (v,,v1). Hal ini menunjukkan bahwa ada sisi yang meng-
hubungkan titik terakhir v, dengan titik pertama v;. Graf siklus C), hanya
dapat terbentuk jika n > 3. Berikut contoh graf siklus pada Gambar 2.9

o0
OO
Gambar 2.9 Graf Siklus
3. Graf Kipas (Fan)

Graf kipas F,(n > 3) adalah graf yang didapat dengan menghubungkan
semua titik dari graf lintasan P, dengan suatu titik yang disebut pusat
(Karyanti, 2012). Jadi, F), terdiri dari n + 1 titik dan 2n — 1 sisi. Mis-
alkan ¢, vy, v9,...,v, adalah titik pada graf kipas E, dengan ¢ merupakan

titik pusat, maka cvq, cvo, ..., cv,, V109, Vovs3, ..., V,_1v, adalah sisi-sisi dari F),.

Untuk contoh, perhatikan E, pada Gambar 2.10.

4. graf Bintang (Star Graph)
Graf bintang yang dinotasikan S,, dengan n > 3 adalah graf yang terdiri dari

satu titik pusat yang berderajat n dengan n titik dan n — 1 sisi (Slamin,
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© O

Gambar 2.10 Graf Kipas Fy

2005). Pads Gambar 2.11 merupakan contoh graf bintang.

©

O

Gambar 2.11 Graf Bintang Sg

5. Graf Petersen (Petersen Graph)

Graf Petersen adalah graf Petersen standar yang pertama kali dike-
nalkan, yaitu P(5,2). Graf Petersen berbeda dengan graf Generalized Pe-
tersen. Graf Generalized Petersen P(n,m) adalah sebuah graf yang ter-
diri atas sebuah outer-cycle yo,y1, Y2, ..., Yn—1, sebuah himpunan n jeruji
yir;,0 <1 <n—1, dan n sisi ;2;1m,0 < i < n — 1, dimana semua indeks
titik diambil pada modulo n, dengan syarat n > 3 dan 1 < m < % (Sugeng,
2005). » menunjukkan banyaknya titik bagian luar maupun bagian dalam,
sedangkan m menunjukkan besar lompatan titik untuk membentuk n sisi

T;Tiym. Pada graf P(n,m), setiap titik y; bagian luar dihubungkan dengan
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dua titik bagian luar yang lain, yaitu titik y;_; dan y;,; (karena membentuk
siklus), serta dihubungkan pada suatu titik bagian dalam, yaitu titik x;. Se-
tiap titik x; bagian dalam dihubungkan pada titik bagian dalam yang lain,
yaitu titik x;_,, dan x;.,,, serta dihubungkan dengan satu titik bagian luar,
yaitu titik y;. Graf Generalized Petersen adalah graf regular berderajat tiga.
Untuk contoh, perhatikan pada Gambar 2.12.

Gambar 2.12 Graf Siklus Generalized Petersen

. Graf Ladder

Graf Ladder yang dilambangkan dengan L,, adalah sebuah graf dengan
titik V(L) = {us,v; - 1 < i@ < n} dan E(L,) = {wui, 0041 1 1 < i <
n—1}U{uwv; : 1 <i<n} (Sugeng, 2005). Graf ladder mempunyai 2n titik,
dan 3n — 2 sisi. Gambar 2.13 menunjukkan satu contoh graf Ladder dengan

n =>5.

() () ()

N\ N\ N\

Gambar 2.13 Graf Ladder

Graf triangular ladder dinotasikan L,,, n > 2 adalah sebuah graf yang

diperoleh dengan melengkapi graf ladder dengan menambahkan sisi u;v;41



19
untuk 1 <i <n —1 (Sugeng, 2005). Pada Gambar 2.14 merupakan contoh

dari graf triangular ladder dengan n = 5.

() () ()

N\ N\ N\

Gambar 2.14 Graf triangular ladder Lj

2.5 Aplikasi Graf

Teori graf merupakan cabang ilmu matematika yang perkembangannya me-
luas dengan sangat pesat. Hal ini disebabkan oleh banyaknya aplikasi yang sering
ditemukan dalam kehidupan sehari-hari. Salah satunya yaitu pembuatan sandi di
kantor CIA, dimana sandi tersebut sangat dibutuhkan untuk misi rahasia. Central
Intelligence Agency (CIA) adalah salah satu badan intelijen pemerintah federal
Amerika Serikat dan merupakan lembaga eksekutif yang berada dibawah Director
of National Intelligence. Markas CIA terletak di Langley, Virginia, beberapa mil
di sebelah barat Washington, D.C. Karyawan-karyawannya bekerja di kedutaan
A.S. dan sejumlah lokasi lain di seluruh dunia. Pada kantor CTA, teknik kodefikasi
sandi tingkat tinggi diperlukan sehingga sandi yang dihasilkan merupakan sandi
yang rumit dan kompleks.

Misalnya suatu tugas tertentu harus diselesaikan bersama tiga orang agen
rahasia dan dimungkinkan terdapat dua orang agen menyelesaikan tugas yang
sama. Data awal penyelesaian tugas dapat diakses atau disimpan oleh anggota
agen rahasia apabila tiga agen rahasia memasukkan kodenya sehingga total kode
yang dimasukkan memiliki sifat yang unik, baik untuk tugas tertentu maupun
untuk keseluruhan tugas, bila tidak tugas tidak dapat diselesaikan. Disamping
itu kode harus dapat diperbaharui setiap saat oleh anggota atau autoritas CIA,
agar rahasia sebuah tugas tidak mudah terungkap.

Untuk mengembangkan kode tersebut dibutuhkan representasi sebuah graf.
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Misalnya saja graf kipas, pada selimut graf kipas terdapat tiga titik dan tiga sisi.
Untuk menghasilkan kode-kode tersebut maka bisa menggabungkan ketiga titik
dan ketiga sisi pada selimut graf kipas. Bentuk kode bisa berubah sesuai dengan
pelabelan graf kipas yang didapat. Berikut merupakan contoh gambar graf kipas
(33,1)-C5 yang bisa menghasilkan kode untuk agen CIA :

Gambar 2.15 Pelabelan selimut super (33,1)-C'3 antimagic pada graf kipas

Dari Gambar 2.15 bisa dibangun kode rahasia sebagai berikut:
A;:1-9-2-10-3-8 B;:1-8-3—-11-4-7 (Cy:1-7—4-12—-5-6
Ay:9—-1-10—-2—-8—-3 By:7—-3-8—-4—-11-1 (Cy:4—1-7—-5—-6-—12
A3:2-9-3-1-8-10 B3:8—4—-7-3-1—-11 (C3:7-5—-4—-12—-6-1
Bila Gambar 2.15 diperluas maka hasilnya seperti Gambar 2.16.

2.6 Hasil-Hasil Pelabelan Selimut Super (a,d)-H-Antimagic

Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman hasil pelabelan selimut super
(a, d)-H antimagic yang dapat digunakan sebagai rujukan penelitian ini. Rangku-
man yang tersedia pada bagian ini merupakan hasil penelitian yang diterbitkan
pada tahun 2009 dan 2012. Hasil-hasil rangkuman ini merupakan ringkasan pela-

belan selimut super (a, d)-H-antimagic untuk graf tunggal.
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Gambar 2.16 Pelabelan selimut super (63,1)-C'3 antimagic pada graf kipas

Tabel 2.1: Ringkasan pelabelan selimut super (a,d)-H-

antimagic.
Graf a d Hasil
GP, (Generalized Petersen ) | 13n+4 — [n/2] d=2 (a,d) — Ky 3

(Karyanti, 2012)
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Graf a d Hasil
F,.(Graf Kipas ) 12+ 4n + |n/2] d=4 (a,d) — Cs
8+ 61+ [n/2] d=2 (a,d) — Cj
23 24
(Karyanti, 2012)
13n+4 d=1 (a,d)—K13
€
®
G- @
@
/
@ €] (Karyanti, 2012)
W,.(Graf Roda) 3hn +5 d=3 (a,d) — Cs
2hn +3h +n d=1 (a,d) — Cjs
(Inayah, 2009)




BAB 3. METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah Metode deduktif ak-
siomatik yaitu dengan menurunkan aksioma atau teorema yang sudah ada yaitu
lemma 4.1.1, kemudian diterapkan dalam super (a, d)-H antimagic total covering
baik yang tunggal maupun yang gabungan saling lepasnya. Dalam penelitian ini,
terlebih dahulu akan ditentukan nilai beda d pada graf triangular ladder, selan-
jutnya nilai d tersebut diterapkan dalam super (a,d)-H antimagic total covering
pada graf triangular ladder. Jika terdapat super (a,d)-H antimagic total cove-
ring, maka akan dirumuskan bagaimana pola pelabelan super (a,d)-H antimagic
total covering pada graf triangular ladder tersebut dengan menggunakan metode
pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pola umumnya.

Langkah selanjutnya adalah menentukan nilai beda d pada gabungan sa-
ling lepas graf triangular ladder, selanjutnya nilai d tersebut diterapakan dalam
pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering pada gabungan saling lepas graf
triangular ladder. Jika terdapat pelabelan super (a,d)-H antimagic total cove-
ring, maka akan dirumuskan bagaimana pola pelabelan super (a,d)-H antimagic
total covering pada gabungan saling lepas graf triangular ladder tersebut dengan

menggunakan metode yang sama untuk menentukan pola umumnya.

3.1 Definisi Operasional
Definisi operasional variabel digunakan untuk memberi gambaran secara
matematis dalam penelitian dan untuk menghindari terjadinya perbedaan penger-

tian makna. Definisi operasional variabel yang dimaksud adalah sebagai berikut:

3.1.1 Pelabelan Super (a,d)-H Antimagic Total Covering
Pelabelan selimut-H anti ajaib super pada graf G dengan v titik dan e sisi
didefinisikan sebagai fungsi bijektif dari titik-titik dan sisi-sisi pada himpunan

bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi, secara matematis ditulis
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dalam bentuk f : V(G)J E(G) — {1,2,3, ..., |[V(G)|+|E(G)|} dengan sifat bahwa
setiap subgraf dari G yang isomorfik dengan H dimana H juga subgraf dari G
mempunyai total label w(H) yang berbeda, w(H) = E,ev ) f(v) + Beepm) f(€).
Graf G dikatakan memiliki pelabelan H anti ajaib super jika himpunan titik V' (G)
merupakan pemetaan bijektif f ke himpunan {1,2,3,....|V(G)|}.

3.1.2 Graf Triangular Ladder L,

Graf triangular ladder dinotasikan L,, dengann > 2 adalah sebuah graf den-
gan titik V' (L,) = {u;,v; : 1 <1 < n} dan sisi (L) = {wjwir1, vvie1, uivieg 2 1 <
i <n—1} {ui,v; - 1 < i < n}. Graf triangular ladder tunggal juga disebut
sebagai graf triangular ladder konektif. Gambar 3.1 merupakan graf triangular
ladder L,,.

Gambar 3.1 Graf triangular ladder L,

3.1.3 Gabungan Saling Lepas Graf Triangular Ladder mL,

Adapun gabungan saling lepas graf triangular ladder mL,, didefinisikan se-
bagai gabungan diskonektif sebanyak m salinan graf triangular ladder yang mem-
punyai titik V(mL,) = {ul,v/ : 1 <i < n,1 < j < m} dan sisi E(mL,) =
{ul,v] 1 <i<n1<j<m}Uludul,,,vlv]wlvl, 1 <i<n1<j<m}
Dalam penelitian ini peneliti membatasi pada mL, untuk n > 2 dan m > 2.
Gambar 3.2 adalah gabungan saling lepas graf triangular ladder dengan m = 3

dan n = 5.

3.2 Teknik Penelitian
Penelitian ini dilakukan pada graf triangular ladder baik tunggal maupun

gabungan saling lepasnya, jika pada graf tersebut ditemukan pelabelan super
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Gambar 3.2 Pelabelan super C3 antimagic total covering pada mLs

25
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H antimagic total covering maka dilanjutkan dengan pendeteksian pola (pattern

recognition). Adapun teknik penelitian adalah sebagai berikut:

1.

menghitung jumlah titik pg dan sisi q; pada graf triangular ladder L,,, serta
menghitung jumlah selimut titik pgy, jumlah selimut sisi ¢y, dan jumlah

selimut pada graf triangular ladder L,, .

. menentukan batas atas nilai beda d pada graf triangular ladder L, sesuai

dengan Lemma.

. menentukan label HAVC ( 'H Antimagic Vertex Covering) atau pelabelan

titik(a, d)-H antimagic pada selimut graf triangular ladder L,,.

apabila label HAV C berlaku untuk beberapa graf baik secara heuristik
maupun deterministik maka dikatakan pelabelan itu expandable sehingga

dilanjutkan menentukan algoritma HAV C' pada graf triangular ladder L,,.

. menentukan fungsi bijektif HAV C' pada graf triangular ladder L,,.

. melabeli gabungan graf triangular ladder mL,, dengan SHATC (Super H

Antimagic Total Covering) atau pelabelan super (a,d)-H antimagic total

selimut dengan nilai beda d yang feasible.

menentukan fungsi bijektif pelabelan super (a, d)-H antimagic total selimut

pada gabungan graf triangular ladder mL,,.

Penelitian ini akan menemukan berbagai pola pelabelan super (a,d)-H an-

timagic total covering dengan berbagai nilai awal a serta nilai beda d yang diten-

tukan berdasarkan Lemma 4.1.1. Sehingga penelitian ini juga dapat dinyatakan

dalam pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering pada graf triangular lad-

der.

Teknik penelitian yang dilakukan pada gabungan saling lepas dar graf tri-

angular ladder juga sama dengan teknik penelitian seperti yang telah disebutkan

diatas namun teknik tersebut diterapkan pada gabungan saling lepas graf triangu-

lar ladder. Secara umum, langkah-langkah penelitian di atas dapat juga disajikan

dalam bagan alir pada Gambar 3.3



Menghitung jumlah titik p Menentukan batas atas nilai
dan sisi ¢ pada L, "™ beda d sesuai lemma
Menentukan label HAV C
A
unexpandable : expandable

|
Menentukan algoritma Menentukan algoritma
fungsi bijektif dari bobot fungsi bijektif HAV C

selimut HAVC

!

Melabeli selimut dan menentukan

fungsi bijektifnya pada gabungan graf triangular

ladder mL,, untuk setiap nilai d bersesuaian

i

Menentukan fungsi
bijektif SHATC

!

Kesimpulan

Keterangan:

—» : Aliran kegiatan utama

——————— » : Aliran pengecekan algoritma

Gambar 3.3 Rancangan Penelitian
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan dijelaskan hasil penelitian terkait pelabelan selimut su-
per ‘H antimagic pada graf triangular ladder dengan hasil akhir berupa teorema
pelabelan selimut super H antimagic pada graf triangular ladder. Penelitian ini
yaitu menentukan nilai batas atas (d), menentukan HAV dan bobot selimut HAV
kemudian menentukan SHATC' dan selanjutnya bobot selimut total SHATC un-
tuk membuktikan bahwa gabungan graf ini merupakan SHATC.

Hasil utama dari penelitian yang akan dibahas terkait dengan pelabelan
selimut super (a,d)-H antimagic pada graf L, adalah lemma dan teorema yang
diberi tanda . Terdapat 1 lemma dan 12 teorema baru yang ditemukan secara
eksperimental dalam penelitian ini. Format penyajian temuan penelitian dalam
bab ini diawali dengan pernyataan lemma setelah itu teorema kemudian dilan-
jutkan dengan bukti dan contoh gambar atau ilustrasi sebagai visualisasi kebe-
naran pembuktian teorema. Berikut ini akan dijelaskan tahap-tahap bagaimana
teorema tersebut ditemukan sekaligus menjawab rumusan masalah yang telah di-

sajikan sebelumnya.

4.1 Super (a,d)-H Antimagic Total Covering pada Graf Triangular

Ladder Konektif

Penentuan batas atas d merupakan hal yang paling penting dalam penelitian
ini. Batas atas ini adalah titik penting yang mengisyaratkan seberapa banyak ni-
lai beda yang mungkin dimiliki oleh graf triangular ladder maupun gabungannya
dalam pelabelan selimut super antimagic. Untuk menentukan nilai-nilai d terse-
but, perlu diketahui jumlah titik (pg) dan jumlah sisi (¢o) pada graf triangular
ladder tunggal maupun gabungannya, serta perlu diketahui jumlah titik (py) dan
jumlah sisi (qg) pada subgraf atau selimut triangular ladder tunggal maupun
gabungannya beserta jumlah selimutnya (s).

Berdasarkan definisi, graf triangular ladder adalah sebuah graf yang dino-
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tasikan dengan L, dimana V(L,) = {u;,v; : 1 < i < n} dan sisi E(L,) =
{uiivr, vivig, uviny © 1 < i <n—1} U {u,v 0 1 <i <n}. Nilai n yang di-
maksudkan adalah banyaknya expand triangular ladder yang terdapat pada graf
triangular ladder dari samping kiri ke kanan. Gambar 4.1 merupakan sebuah ilus-

trasi untuk menentukan jumlah titik dan jumlah sisi pada graf triangular ladder
L,.

n =2

—)
Jumlah titik = 4
@ @ Jumlah sisi = 5

(a) Jumlah titik dan sisi graf pada Ly

Jumlah sisi = 9

u /’l_,L\ us n=23
\:i\ Jumlah titik = 6
U1 \’l{y V3

(b) Jumlah titik dan sisi graf pada L

(ug—(ug)

n=4
jumlah titik = 8

(vg) (v3) jumlah sisi = 13

(c) Jumlah titik dan sisi graf pada L,

Gambar 4.1 Jumlah titik dan sisi graf pada Lo (a), Ls (b), dan Ly (c)

Berdasarkan pola pada Gambar 4.1 dan setelah memperhatikan graf tria-
ngular ladder, didapatkan hasil: untuk n = 1 jumlah titik adalah 2, untuk n =
2 jumlah titik adalah 4, untuk n = 3 jumlah titik adalah 6, untuk n = 4 jumlah
titik adalah 8, untuk n = 5 jumlah titik adalah 10. Berdasarkan rumus suku
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ke n yaitu U, = a + (n — 1)b (telah disampaikan pada subbab 2.2), dimana a
adalah nilai awal dan b adalah beda, maka U, =2+ (n —1)2 =2+ 2n— 2 =
2n, sehingga rumusan jumlah titik pada graf triangular ladder L,, adalah 2n. Se-
dangkan jumlah sisi pada graf triangular ladder L,, merupakan jumlah seluruh sisi
yang menghubungkan sebuah titik dengan titik yang lainnya pada graf tersebut
sesuai definisi yang diberikan. Untuk n = 1 jumlah sisi adalah 1, untuk n = 2
jumlah sisi adalah 5, untuk n = 3 jumlah sisi adalah 9, untuk n = 4 jumlah sisi
adalah 13, untuk n = 5 jumlah sisi adalah 17, dengan menggunakan rumus suku
ke n dengan a = 1 dan b = 4 diperoleh U, =1+ (n—1)4 =1+4n—4 = 4n — 3.
Sehingga rumusan jumlah sisi pada L, adalah 4n — 3.

Selimut pada graf triangular ladder L, berupa subgraf dari graf triangular
ladder yang berbentuk segitiga yang isomorfis, maka jumlah titik selimut adalah
pr = 3, sedangkan jumlah sisi selimut adalah ¢z = 3. sedangkan jumlah selimut
dapat diketahui, untuk n = 1 maka jumlah selimutnya adalah 0, untuk n = 2
jumlah selimut adalah 2, untuk n = 3 jumlah selimut adalah 4, untuk n = 4
jumlah selimut adalah 6, untuk n = 5 jumlah sisi adalah 8, dengan menggunakan
rumus suku ke n dengan a = 0 dan b = 2 diperoleh U,, =0+ (n—1)2 = 0+42n—2
= 2n — 2. Sehingga rumusan jumlah selimut pada L, adalah 2n — 2.

Apabila menggunakan prinsip induksi matematika, maka hasilnya sebagai
berikut:

Jumlah titik pg pada L,, adalah 2n dengan n > 2 membentuk barisan aritmatika
yaitu 2,4, ...,2(n — 1), 2n dan akan ditunjukkan dengan langkah induksi sebagai
berikut:
(i) Basis induksi : pg(n) = benar, karena untuk n = 2 diperoleh:
Jumlah titik pada Ly = 2.n
=22
=1
(ii) Langkah induksi : pg(n) bernilai benar bilamana pg(k) benar untuk setiap
2 < k < n, dengan k elemen bilangan bulat, untuk £ = n — 1 maka:
Jumlah titik pada Ly = 2.k
=2(n—-1)
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=2n—2

karena 2n — 2 terletak dalam barisan titik L,, maka terbukti benar untuk

pc (k).

Langkah (i) dan (ii) telah terbukti benar, maka jumlah titik ps pada L, adalah
2n.

Sedangkan jumlah sisi q¢ pada L, adalah 4n — 3 dengan n > 2 membentuk
barisan aritmatika yaitu 5,9,....,4n — 7,4n — 3 dan dapat ditunjukkan dengan
langkah induksi sebagai berikut:

(i) Basis induksi : gg(n) = benar, karena untuk n = 2 diperoleh:
Jumlah sisi pada Ly = 4n — 3
=4.2-3
=5
(ii) Langkah induksi : go(n) bernilai benar bilamana g (k) benar untuk setiap
2 < k < n, dengan k elemen bilangan bulat, untuk £ = n — 1 maka:
Jumlah sisi pada Ly = 4k — 3

=4(n—-1)-3
=4n -7
karena 4n — 7 terletak dalam barisan sisi L, maka terbukti benar untuk

qc (k).

Langkah (i) dan (ii) telah terbukti benar, maka jumlah sisi ¢z pada L, adalah
dn — 3.

Sedangkan jumlah selimut s pada L,, adalah 2n—2 dengan n > 2 membentuk
barisan aritmatika yaitu 2,4,...,2n — 4,2n — 2 dan dapat ditunjukkan dengan
langkah induksi sebagai berikut:

(i) Basis induksi : s(n) = benar, karena untuk n = 2 diperoleh:
Jumlah selimut pada Ly = 2n — 2
= 2.2-2
=2
(ii) Langkah induksi : s(n) bernilai benar bilamana s(k) benar untuk setiap
2 < k < n, dengan k elemen bilangan bulat, untuk £ = n — 1 maka:

Jumlah selimut pada L = 2k — 2
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Lpy=2n—-1)—2
=2n—4
karena 2n — 4 terletak dalam barisan selimut L,, maka terbukti benar untuk
s(k).
Langkah (i) dan (ii) telah terbukti benar, maka jumlah selimut s pada L, adalah
2n — 2.
Untuk menentukan batas atas nilai beda d super (a,d)—H antimagic total

covering dapat ditentukan dengan lemma berikut ini.

O Lemma 4.1.1. Jika sebuah graf G (V, E) adalah pelabelan super (a,d)-H an-

timagic total covering maka d < (pG_pH)pifqu_qH)qH untuk S = |Hy|, pa = |V,

dc = |E|7 PH = |V/|7 qH = |El|

Bukti. f(V) =123, .,pc dan f(E) = pc+1,pc + 2, pc + 2, ...pc + qc-
Misalkan graf (pg,qe) mempunyai pelabelan super (a, d)-H antimagic total cove-
ring dengan fungsi total f(total) = {1,2,3,4,5,6,...,p5 + g5} maka himpunan
bobot selimut sebuah graf adalah {a,a+d,a+2d, ..., a(s—1)d} dimana a meru-

pakan bobot selimut terkecil maka berlaku:

I+2+. . +pa+ e+t D)+ pa+2)+...+(otaqn) < a
BL1+pu) +aupe + 51 +aqu) < a
2 2
Pu | Pg qu | 4u
LA : EA L S
5 T TaEpe T S a

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a+(s—1)d < pg+pec—1+pc—2+..4+(pc— (pu—1))+ (pc + 9c)
+pe+ae—1)+ (pc+9c—2)+ ...+ (pc + ¢c — (qu — 1))

p —
= PHDG — H2 (1+ (pg — 1)) + qupc + qupc
qa — 1
20 (g~ 1))
H—1 qa — 1
= DHDG — (pu) + qupc + qupc — (qm)

2



PH — qg — 1
(s—=1)d < pupa— 5 (pu) + qupc + qupc — 5 (qu) —a
pH_l qH—l
< puDPG — 5 (pu) + qupc + qupc — 5 (qu) —
2 2
Pg D qH q
(7+7H+QHPG+7+7H)
2 2 2
_ _Pu  pPH 9 94 _PH  Pp 94 | 9u
= pHPG 2+2+QHPG 2+2 (2+2+2+
= pHpG‘i‘QHQG_p%{_Q?{
= puPc — Py + awdc — 4y
= (pec —pu)pu + (q¢ — qu)qu
J < (rc — pu)pu + (qa — qu)qu

(s —1)

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d < (

pc—pu)pa+(9qc—qm)qn

s—1
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jika

graf G memiliki pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut dari berbagai

famili graf (Dafik, 2014).

O

Diketahui dengan jumlah titik pg = 2n dan sisi ¢¢ = 4n — 3, sedangkan

jumlah titik selimut adalah py = 3 dan jumlah sisi selimut adalah ¢y = 3 dengan

jumlah selimut s = 2n — 2. Batas atas nilai beda d tersebut adalah :

<

(pe — pu)pe + (96 — qu)qu

s—1
(2n —3)3 + (4n — 3 —3)3
2n—2-—1
(2n —3)3 + (4n —6)3
2n — 3
6n —9+12n — 18
2n — 3
18n — 27
on—3
9(2n — 3)
n—3
9

Karena pelabelan SHAT selalu menggunakan bilangan bulat positif, maka nilai
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d > 0 dan d adalah bilangan bulat, sehingga d € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Selan-

jutnya penentuan fungsu bijektif pelabelan selimut super (a, d)-H-antimagic akan
disesuaikan dengan nilai d yang telah ditetapkan.

Untuk menentukan pelabelan selimut super H antimagic pada graf triangu-
lar ladder digunakan metode yang terdiri dari beberapa langkah. Metode ini di-
awali dengan menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menen-
tukan pelabelan yang berlaku pada batas ¢ yang telah ditemukan. Untuk penen-
tuan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi barisan aritmatika, fungsi ini pada
akhirnya merupakan fungsi bijektif pada graf yang diteliti. Setelah fungsi bijek-
tif diketahui selanjutnya dilakukan pembuktian secara deduktif matematik untuk
membuktikan kebenaran dari teorema yang didapat. Sebagai catatan, teorema
dalam penelitian ini adalah bukan teorema yang biimplikatif atau karakteristik
sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah.

Berdasarkan hasil penggabungan pola melalui (pattern recognition) dan kon-
sep barisan aritmatika, maka diperoleh beberapa teorema dan akibat sebagai
berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal
(berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (ez-
istence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah menen-
tukan pelabelan total selimut super ‘H antimagic dengan terlebih dahulu menen-
tukan fungsi bijektif melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan a-
ritmatika dari titik dan sisi graf triangular ladder L,,, dimana V' (L,,) = {w;, v; : 1 <
i <n}dan E(L,) = {wir1, 0vi1, wivig - 1 <i <n—1} J{u,v 0 1 <i<n}
untuk n > 2.

O Teorema 4.1.1. Graf triangular ladder L, memiliki super (16n — 3,0)-C5 an-

timagic total covering untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder L,, dengan fungsi bijektif
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f1 sebagai berikut:

filw;)) = 20, untukl <i<n

filv;)) = 2i—1,untuk1 <i<n
fi(ujuiy) = 4n—2i—1Luntuk 1 <i<n-—1

)
)
)
fiviviyr) = 4n—2iuntuk 1 <i<n-—1
fi(uiv;)
)

fl (uzvz—l—l

= 6n—2i—Luntuk 1 <i<n

= 6n—2i—2,untuk 1 <71 <n-—1

Dengan mudah dapat dilihat bahwa f; adalah sebuah fungsi bijektif dari
fi: V(L,)UE(L,) —{1,2,3,...,6n — 3}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot
total selimut dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan
penjumlahan 3 titik dan 3 sisi yang bersisian dari H = (5 yang menjadi covering
pada graf triangular ladder L,,. Bilangan 1 dan 2 pada w]lc1 dan w]%l bukan pangkat,
melainkan bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda bobot total selimut
wy, untuk tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas ¢ yang berbeda dimana

1 <17 < n. Sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

wi, = O A+ filvie) + fi(w) + filuv) + fvwi) + fi(uoi)
i=1
= 21—14+24+2—-14+21+6n—21—14+4n—21+6n — 2t — 2

= 16n—3
wjzﬁ = (Z Ji(ui) + fi(uis1)) + fr(vigr) + fr(uipvien) + fi(uai) + fir(wivige)

i=1
= 2+2+24+2+2-146n—-21—-2—-14+4n—-21—14+6n—2¢—2

= 16n—3

Berdasarkan hasil diatas, dapat diperhatikan bahwa himpunan bobot total
selimut w} = w} = 16n — 3, dengan demikian (J,_, w§ = {16n — 3,16n —
3,...,16n —3}. Karena U, =a+ (n—1)b=16n -3+ (2n —2 —1)0 = 16n — 3,
dapat disimpulkan bahwa graf triangular ladder L, dengan n > 2, mempunyai

pelabelan super (a,d)-C5 antimagic total covering dengan a = 16n-3 dan d =
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0, dengan kata lain graf triangular ladder L, mempunyai super (16n — 3,0)-Cj

antimagic total covering. 0

Gambar 4.2 merupakan contoh super (77,0)-C3 antimagic total covering
SHATC pada graf triangular ladder Ls

> 17 @D 15 /‘6\ 13 /‘8\ 11 T
77 77 77 77
5o N26 o5 Nou f23 N2 |y 20 |19
7 77 77 77
Vg Oy O Iy @

Gambar 4.2 Super (77,0)-C5 antimagic total covering pada Ls

O Teorema 4.1.2. Graf triangular ladder L, memiliki super (15n — 1,1)-C5 an-

timagic total covering untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder L, dengan fungsi f,
sebagai berikut:

fo(w;)) = 20, untukl1 <i<n

)
fo(v;)) = 2i—1,untukl1 <i<n
folwui) = 4n—2i—1,untuk 1 <i<n-—1
fo(vivig1) = 4n—2i,untuk 1 <i<n-—1
foluv;)) = bn—i—1untuk 1 <i<n
fo(uvip)) = 6n—i—2untuk 1 <i<n-—1

Dapat dilihat bahwa f; adalah sebuah fungsi bijektif dari fo : V/(L,) U
E(L,) — {1,2,3,...,6n — 3}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut
dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumlahan
3 titik dan 3 sisi yang bersisian dari H = C5 yang menjadi covering pada graf tri-

angular ladder L,,. Bilangan 1 dan 2 pada w}z dan wj%z bukan pangkat, melainkan
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bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda bobot total selimut wy, untuk
tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas ¢ yang berbeda Sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

wi, = (O fo(vi) + folvigr)) + folu) + foluivy) + fo(vivisr) + foluiviin)
i=1
= 21—14+24+2—-14+2i+5n—1—1+4n—214+6n—17—2

= 1dn+2i—3
wi, = (O folw) + folwisn)) + folvie1) + foluiavig) + fo(wiuipr) + fo(uivi)

i=1
= 24+2+24+2i1+2-1+5n—i+1-1+4n -2t —-14+6n—17—2

= 1dn+2i—2

> 17 @ 15 /‘6\ 13 /‘8\ 11 T
75 77 79 81
93 27 929 2 21 25 20 24 19
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Gambar 4.3 Super (74,1)-C5 antimagic total covering pada Ls

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wy, = {w},, w} }. Dengan de-
mikian (J;_, w’]‘ﬁ2 = {15n — 1,15n,15n + 1,15n + 2,...,17n — 4} sehingga dapat
diperhatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh w}Q untuk ¢
= 1, bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh w]%z untuk ¢+ = n — 1. Karena
U=a+n—-1)b=15n—-14+2n—-2-1)1=1mn—-1+2n—-3 = 17Tn — 4,
dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder L, memiliki
super (a,d)-C3 antimagic total covering dengan a = 15n — 1 dan d = 1 atau graf
triangular ladder L, mempunyai super (15n — 1,1)-C3 antimagic total covering
dengan n > 2. Sehingga terbukti bahwa total selimut fo(u;), fo(v;) untuk 1 < i <
n, fo(wisr), fo(vivir), fa(uvigr) untuk 1 <i<n—1, fo(ww;) untuk 1 <i<n
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adalah super (a, 1)-C5 antimagic total covering jika n > 2. O

Gambar 4.3 merupakan contoh super (74,1)-C3 antimagic total covering
SHATC pada graf triangular ladder Ls

¢ Teorema 4.1.3. Graf triangular ladder L, memiliki super (12n + 3,2)-C3 an-

timagic total covering untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder L, dengan fungsi f3
sebagai berikut:

fa(w;)) = 2i,untukl1 <i<n
fs(v;) = 2i—1,untukl <i<n
fs(uiuip1) = 4dn+2i—1Luntuk 1 <i<n-—1
fs(viviyr) = 4n+2i—2,untuk 1 <i<n-—1
fa(ww;)) = 4n—2i+ 1L,untuk 1 <i<n
f3(uvis1) = 4n—2i,untuk 1 <i<n-—1

Dapat dilihat bahwa f3; adalah sebuah fungsi bijektif dari f5 : V(L,) U
E(L,) — {1,2,3,...,6n — 3}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut
dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumlahan
3 titik dan 3 sisi yang bersisian dari H = C5 yang menjadi covering pada graf tri-
angular ladder L,,. Bilangan 1 dan 2 pada w}3 dan wf% bukan pangkat, melainkan
bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda bobot total selimut wy, untuk

tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas ¢ yang berbeda. Sehingga dapat
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dirumuskan sebagai berikut:

wy, = (Z fs(ui) + f3(vit1)) + f3(wi) + fs(wivi) + fs(viviea) + fa(wivita)

= 21—142i+2—-1+2i+4n—2i+14+4n+2i —2+4n — 2i
= 12n+41—1
w12”3 = (Z fa(w;) + f3(uig1)) + f3(vier) + f3(wip1viv1) + fa(wirisr) + f3(uwvign)

i=1

= 204+214+24+214+2-1+4n—-20 -2+ 14+4n+21—1+4n— 21

— 12n44i+1
21 23 25 27
2 D (o) ('8) 10
65 23 77
18 14 12 11
19 1 15 13
63 71 75
1
0 T, O U U@

Gambar 4.4 Super (63,2)-C5 antimagic total covering pada Ls

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wy, = {w},,w},}. Dengan demi-
kian J,_, w’]‘ﬁg ={12n+3,12n+5,12n+ 7,12n+9,...,16n — 3} sehingga dapat
diperhatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh w}s untuk ¢
= 1, bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh wj%g untuk ¢+ = n — 1. Karena
U,=a+n—-1)b=12n+3+(2n—2—-1)2 = 12n+3+4n —6 = 16n — 3 dimana
1 <4 < n, dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder L,
memiliki super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 12n 4 3 dan d = 2
atau graf triangular ladder L, mempunyai super (12n + 3,2)-C3 antimagic total
covering dengan n > 2. Sehingga terbukti bahwa total selimut f3(u;), f3(v;) untuk
1 <1< n, f3(wuir), f3(vvier), fs(uvir) untuk 1 < i <n —1, f3(uv;) untuk
1 <4 < n adalah super (a,2)-C5 antimagic total covering jika n > 2. O

Gambar 4.4 merupakan contoh super (63, 2)-C5 antimagic total covering
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SHATC pada graf triangular ladder Ls

¢ Teorema 4.1.4. Graf triangular ladder L, memiliki super (11n + 5, 3)-C3 an-

timagic total covering untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder L, dengan fungsi f4
sebagai berikut:

falw;)) = 20, untukl1 <i<n

)

falv;)) = 2i—1, untukl1 <i<n

fa(uuis) = 6n—2i—2,untuk 1 <i<n—1
)
)
)

fa(viviy) = 6n—2i—1,untuk 1 <i<n-—1

Ja(uv;

f4(u Vi+1

= 2n+iiuntuk 1 <i<n

= 3n+iuntuk 1 <i<n-—1

Dapat dilihat bahwa f; adalah sebuah fungsi bijektif dari f, : V/(L,) U
E(L,) — {1,2,3,...,6n — 3}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut
dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumlahan
3 titik dan 3 sisi yang bersisian dari H = C5 yang menjadi covering pada graf tri-
angular ladder L,,. Bilangan 1 dan 2 pada wjlf . dan wj% . bukan pangkat, melainkan
bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda bobot total selimut wy, untuk
tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas ¢ yang berbeda. Sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

wi, = O falwi) + falvign)) + falws) + faluivs) + fa(vvien) + fa(uivien)
i=1
= 21—14+24+2-14+21+2n+1+6n—-21—14+3n+1

= 1lIln+6i -1

wi, = (Z fa(ui) + fa(uirr)) + fa(vier) + fa(uinvien) + fa(uivin) + fa(uivig)
i=1
= 204+2+24+2+2-1+2n+i+1+6n—-20 -2+ 3n+1

= 1lln+6i+2
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Gambar 4.5 Super (60,3)-C5 antimagic total covering pada Ls

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wy, = {wy,, w?,}. Dengan demi-
kian [ J;_, w’}4 ={1ln+5,11n+8,11n+11,11n+14,...,17n —4} sehingga dapat
diperhatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh w}4 untuk ¢
= 1, bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh wj2c4 untuk ¢ = n — 1. Karena
U,=a+n—-1)b=1In+5+(2n—2—-1)3 =1ln+5+6n—9 = 17n — 4 dimana
1 < i < n, dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder L,,
memiliki super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 11n + 5 dan d = 3
atau graf triangular ladder L,, mempunyai super (11n + 5,3)-C5 antimagic total
covering dengan n > 2. Sehingga terbukti bahwa total selimut fy(u;), fi(v;) untuk
1 <i<mn, falwwisr), fa(vvier), fa(uvsg) untuk 1 <7 <n—1, fi(uv;) untuk
1 <4 < n adalah super (a, 3)-C5 antimagic total covering jika n > 2. O

Gambar 4.5 merupakan contoh super (60, 3)-C5 antimagic total covering
SHATC pada graf triangular ladder Ls

O Teorema 4.1.5. Graf triangular ladder L,, memiliki super (10n + 6,4)-C5 an-

timagic total covering pada untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder L, dengan fungsi fs



42

sebagai berikut:

fs(w;)) = 20, untukl1 <i<n
fs(v)) = 2i—1, untukl1 <i<n
fs(ujuiy) = 6n—2i—2untuk 1 <i<n-—1
fs(viviy) = 6n—2i—1,untuk 1 <i<n-—1
fs(wv;)) = 2n+2i—1,untuk 1 <i<n
fs(uivigr) = 2n+2iuntuk 1 <i<n-—1

Dapat dilihat bahwa f5 adalah sebuah fungsi bijektif dari f5 : V(L,) U
E(L,) — {1,2,3,...,6n — 3}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut
dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumlahan
3 titik dan 3 sisi yang bersisian dari H = C5 yang menjadi covering pada graf tri-
angular ladder L,,. Bilangan 1 dan 2 pada w}s dan wj%s bukan pangkat, melainkan
bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda bobot total selimut wy, untuk
tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas ¢ yang berbeda. Sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

wjl% = (Z fs(vi) + f5(vig1)) + fs(wi) + fs(uvi) + f5(vivigr) + f5(uivie)
i=1
= 20— 1+4+214+2-1+2i+2n+2{ —14+6n—2i —1+2n+2i

= 10n+8 —2
wh, = O fs(w) + fo(uirn)) + fo(visn) + fs(uisavien) + f(uitisn) + f5(uivi)

i=1
= 204+2i+2+21+2-1+42n+2i+2—-1+6n—21 —2+2n+ 21

= 10n+ 8+ 2

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wy, = {w},w},}. Dengan demi-
kian (J,_, w’}s = {10n+6,10n+10,10n+14,10n+18, ..., 18n—6} sehingga dapat
diperhatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh w}s untuk ¢ =
1, bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh wJ%5 untuk ¢ = n — 1. Karena
Uo=a+n—1)b=10n+6+(2n—2—-1)4 = 10n+6+8n— 12 = 18n — 6 dimana
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Gambar 4.6 Super (56,4)-C5 antimagic total covering pada Ls

1 <4 < n, dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder L,
memiliki super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 10n + 6 dan d = 4
atau graf triangular ladder L, mempunyai super (10n + 6,4)-C3 antimagic total
covering dengan n > 2. Sehingga terbukti bahwa total selimut f5(u;), f5(v;) untuk
1 <1< n, fs(wui), fs(vvier), fs(uvir) untuk 1 < i <n —1, f5(uv;) untuk

1 <4 < n adalah super (a,4)-C3 antimagic total covering jika n > 2. O

Gambar 4.6 merupakan contoh super (56, 4)-C5 antimagic total covering
SHATC pada graf triangular ladder Ls.

¢ Teorema 4.1.6. Graf triangular ladder L, memiliki super (9n + 8,5) - C3

antimagic total covering pada untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder L, dengan fungsi fg
sebagai berikut:

fo(uw;)) = 2i,untukl1 <i<mn

fe(vi) = 2i—1,untukl <i<n
fe(viviz1) = 4n+2i—2,untuk 1 <i<n-—1

fﬁ(uz (%

fG (uzvz—l—l

)
)
fo(uiui1) = 4n+2i—1untuk 1 <i<n-—1
)
) = 2n+iuntuk 1 <i<n
)

= 3n+i,untuk 1 <i<n-—1

Dapat dilihat bahwa fs adalah sebuah fungsi bijektif dari fs : V(L,) U
E(L,) — {1,2,3,...,6n — 3}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut
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dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumlahan
3 titik dan 3 sisi yang bersisian dari H = C5 yang menjadi covering pada graf tri-
angular ladder L,,. Bilangan 1 dan 2 pada w}G dan wf% bukan pangkat, melainkan
bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda bobot total selimut wy, untuk
tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas ¢ yang berbeda. Sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

w}ﬁ = (Z fo(vi) + fo(vig1)) + fo(wi) + fo(uivi) + fo(vivipr) + fo(uivier)
i=1
= 20—14+2+2-14+2i+2n+i+4n+21 =2+ 3n+1

= 9n+ 107 — 2
wjzfﬁ = (Z fo(ui) + fo(wirr)) + fo(vier) + fo(wir1viza) + fo(winivr) + fo(uivig)

i=1

= 2+2+2+2+2-142n+14+14+4dn+2i —14+3n+1
= 9n+10:+3

> 21 @D 23 /‘6\ 25 FS\ 27 T
58 68 78 88
53 63 73 83
Vo Ty gy Iy ¢

Gambar 4.7 Super (53,5)-C5 antimagic total covering pada Ls

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wy, = {w}b,,w?%}. Dengan de-
mikian J;_, w?{s ={In+8,9In+13,9n+18,9n+23,...,19n — 7} sehingga dapat
diperhatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh wjlcﬁ_ untuk ¢
= 1, bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh wf% untuk ¢ = n — 1. Karena
U=a+n—1)b=9n+8+(2n—2—-1)5=9n+8+10n — 15 = 19n — 7 dimana
1 < i < n, dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder L,,
memiliki super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 9n + 8 dan d = 5

atau graf triangular ladder L, mempunyai super (9n + 8,5)-C5 antimagic total
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covering dengan n > 2. Sehingga terbukti bahwa total selimut fg(u;), fs(v;) untuk
1 <i<n, fo(uitivr), fo(vivigr), fo(uivipr) untuk 1 <4 <n —1, fs(uv;) untuk
1 <i < n adalah super (a,5)-C3 antimagic total covering jika n > 2. O

Gambar 4.7 merupakan contoh super (56, 4)-C5 antimagic total covering
SHATC pada graf triangular ladder Ls.

O Teorema 4.1.7. Graf triangular ladder L,, memiliki super (10n + 6,6)-C5 an-

timagic total covering pada untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder L, dengan fungsi f;
sebagai berikut:

fr(u;)) = 2i,untuk1 <i<n
fz(v;) = 2i—1,untukl <i<n
fr(wuir) = 2n+2i,untuk 1 <7 <n—1
fr(vviy1) = 2n+2i—1,untuk 1 <i<n-—1
fr(uv;)) = 4n+2i—3,untuk 1 <i<n
fr(uvip1) = dn+2i—2 untuk 1 <i<n-—1

Dapat dilihat bahwa f; adalah sebuah fungsi bijektif dari f; : V(L,) U
E(L,) — {1,2,3,...,6n — 3}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut
dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumlahan
3 titik dan 3 sisi yang bersisian dari H = C5 yang menjadi covering pada graf tri-
angular ladder L,,. Bilangan 1 dan 2 pada w}7 dan w% bukan pangkat, melainkan
bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda bobot total selimut wy, untuk

tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas ¢ yang berbeda. Sehingga dapat
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dirumuskan sebagai berikut:

wy, = (Z fr(vi) + fr(vig1)) + fa(wi) + fr(uwi) + fr(vivigr) + fr(uivie)

= 21—-14+2i+2-14+2i1+4n+2i—-3+2n+21 —1+4n+2i — 2
= 10n+12: -6

w]%? = (Z fr(w) + fr(uig1)) + fr(vier) + fr(wiprvivr) + fr(wnir) + fr(uwvig)

i=1

= 21+2+2+21+2-1+4n+21+2—-3+2n+2i+4n+2i -2

— 10n+12i
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Gambar 4.8 Super (56,6)-C5 antimagic total covering pada Ls

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wy, = {w},,w},}. Dengan demi-
kian [ J;_, w’}7 = {10n+6,10n+12,10n+18,10n+24, . .., 22n—12} sehingga dapat
diperhatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh w}7 untuk ¢
= 1, bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh w% untuk ¢+ = n — 1. Karena
Up,=a+(n—1)b=10n+6+(2n—2—-1)6 = 10n+6+12n—18 = 22n—12 dimana
1 <4 < n, dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder L,
memiliki super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 10n + 6 dan d = 6
atau graf triangular ladder L, mempunyai super (10n + 6,6)-C3 antimagic total
covering dengan n > 2. Sehingga terbukti bahwa total selimut f7(u;), f7(v;) untuk
1 <1< n, frluwui), fr(vi), fr(uvig) untuk 1 < i <n —1, f7(uww;) untuk
1 <4 < n adalah super (a, 6)-C5 antimagic total covering jika n > 2. O

Gambar 4.8 merupakan contoh super (56, 6)-C5 antimagic total covering
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SHATC pada graf triangular ladder Ls.

¢ Teorema 4.1.8. Graf triangular ladder L, memiliki super (6n + 12,9)-C3 an-

timagic total covering pada untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder L, dengan fungsi fg
sebagai berikut:

fs(w;)) = 2i,untukl1 <i<n

fs(v;) = 2i—1,untukl <i<n

fs(uiuip1) = 2n+4i;untuk 1 <i<n-—1

fs(iviyr) = 2n+4i—2,untuk 1 <i<n-—1

fs(uv;

f8 (u Vi+1

= 2n+4—3,untuk 1 <7< n

)
)
)
)
)
) = 2n44i—1Luntuk 1 <i<n-—1

Dapat dilihat bahwa fg adalah sebuah fungsi bijektif dari fg : V/(L,) U
E(L,) — {1,2,3,...,6n — 3}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut
dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumlahan
3 titik dan 3 sisi yang bersisian dari H = C5 yang menjadi covering pada graf tri-
angular ladder L,,. Bilangan 1 dan 2 pada w}g dan wffg bukan pangkat, melainkan
bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda bobot total selimut wy, untuk
tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas ¢ yang berbeda. Sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

w}g = (Z fs(vi) + fs(vig1)) + fe(wi) + fs(uvi) + fe(vivigr) + fs(uivie)
i=1
= 21— 1+2i4+2-1+4+2i+2n+4—-3+2n+4—-2+2n+4i -1

= On+18i—6

wi, = (O felws) + fs(uirn)) + fs(virr) + fe(uiavig) + fs(wuin) + fs(uivig)
i=1
= 2+2+2+2+2-142n+4+4+-3+2n+41+2n+4i -1

= O6n+ 181+ 3
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Gambar 4.9 Super (42,9)-C5 antimagic total covering pada Ls

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wy, = {w} , w},}. Dengan demi-
kian (J,_; w}, = {6n+12,6n+21,6n+30,6n+39,...,24n — 15} sehingga dapat
diperhatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh w}s untuk ¢
= 1, bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh wj%s untuk ¢ = n — 1. Karena
Up,=a+(n—1)b=6n+124+(2n—2—-1)9 = 6n+12+18n—27 = 24n—15 dimana
1 < i < n, dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder L,,
memiliki super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 6n + 12 dan d = 9
atau graf triangular ladder L,, mempunyai super (6n + 12,9)-C5 antimagic total
covering dengan n > 2. Sehingga terbukti bahwa total selimut fs(u;), fs(v;) untuk
1 <i<mn, fs(wuwi), fs(vvirr), fe(uwiag) untuk 1 <7 <n—1, fs(uv;) untuk

1 <4 < n adalah super (a,9)-C3 antimagic total covering jika n > 2. O

Gambar 4.9 merupakan contoh super (42, 9)-C5 antimagic total covering
SHATC pada graf triangular ladder Ls.

4.2 Pelabelan Super (a,d)-H Antimagic Total Covering pada Gabun-

gan Graf Triangular Ladder Diskonektif

Selanjutnya peneliti melakukan penelitian untuk gabungan graf triangular
ladder mL,,. Penelitian ini merupakan pengembangan dari graf triangular ladder
tunggal. Gabungan graf triangular ladder didefinisikan sebagai graf graf triangular
ladder dengan salinan sebanyak m. Dalam hal ini graf-graf tersebut diletakkan
dalam posisi sejajar kebawah seperti pada Gambar 3.2. Gabungan graf triangular
ladder mL, didefinisikan sebagai V(mL,) = {uf,oF : 1 <i < n,1 < k < m}

dan sisi E(mL,) = {ufuf ,ofof ufof 01 <i<n-11<k < m}U

(2



49

{ub oF 1 <i<n1<k<m}

Sama seperti graf triangular ladder tunggal, untuk menentukan batas atas d
pada gabungan graf triangular ladder, perlu diketahui pula rumusan jumlah titik
(pe) dan jumlah sisi (¢g) pada gabungan graf triangular ladder. Jumlah titik
dan jumlah sisi pada mL, dapat ditentukan dengan terlebih dahulu mencermati
definisi gabungan pada suatu graf. Gabungan m graf triangular ladder yang
dinotasikan mL,, didefinisikan sebagai gabungan saling lepas dari m buah salinan
graf triangular ladder L, dengan 1 < j <m, ditulis: L, U L2 U L} U... U L™
Sehingga jumlah titik graf mL,, adalah m kali jumlah titik graf L,, dapat dituliskan
dalam pg = m(2n) = 2nm dan jumlah sisi graf mL, adalah m kali jumlah sisi
graf L, dapat dituliskan dengan gz = m(4n — 3) = 4nm — 3m. Sedangkan
jumlah titik pada selimut graf mL, adalah m kali jumlah titik pada selimut graf
L,, yaitu pgy = m(3) = 3m dan jumlah sisi pada selimut graf mZL, adalah m
kali jumlah sisi pada selimut graf L,, dapat ditulis dengan ¢y = m(3) = 3m.
Jumlah selimut graf mL,, adalah m kali jumlah selimut graf L,,, dapat dituliskan
s =m(2n — 2) = 2nm — 2m.

Batas atas d gabungan graf triangular ladder mL, juga dapat ditentukan
dengan menggunakan Lemma 4.1.1. Diketahui jumlah titik pada graf mL,, adalah
pe = 2nm dan jumlah sisi g = 4nm — 3m. Sedangkan jumlah titik pada selimut
graf mL, adalah pgy = 3m dan jumlah sisi pada selimut ¢z = 3m dengan jumlah
selimut mL, adalah s = 2nm —2m untuk m adalah jumlah salinan graf triangular
ladder dari atas ke bawah dan n adalah banyaknya expand graf triangular ladder

dari samping kiri ke kanan. Dengan demikian batas atas nilai beda d tersebut
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adalah:
d < (re — pu)pe + (9 — qu)qu
s—m

_ (2nm — 3m)3m + (4nm — 3m — 3m)3m
N 2nm —2m —m
_ (2nm — 3m)3m + (4nm — 6m)3m
N 2nm — 3m
_ 6nm® — 9m? + 12nm? — 18m?
n 2nm — 3m
_ 18nm?* — 2Tm?
n 2nm — 3m
_ 9m(2nm — 3m)
n 2nm — 3m
< 9m

Sesuai dengan pelabelan selimut SHAT pada graf triangular ladder tung-
gal, gabungan graf triangular ladder juga menggunakan bilangat bulat positif,
sehingga nilai d > 0 dan d adalah bilangan bulat. Dengan demikian dapat disim-
pulkan d € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}m. Selanjutnya akan ditentukan fungsi bijektif
super (a,d)-H antimagic total covering sesuai dengan nilai d yang telah ditetap-
kan.

Sama seperti graf triangular ladder tunggal, metode yang digunakan dalam
menemukan pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering pada gabungan graf
triangular ladder mL,, terdiri dari beberapa langkah yang diawali dengan menggu-
nakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pelabelan yang
berlaku sampai dengan batas 4,7 dan k yang telah ditemukan. Kemudian untuk
menentukan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi dalam barisan aritmatika
untuk menentukan fungsi bijektifnya. Setelah fungsi bijektif diketahui maka harus
dibuktikan secara deduktif matematik untuk membuktikan kebenaran dari teo-
rema tersebut.

Perlu diketahui bahwa teorema dalam penelitian ini adalah bukan teorema

yang biimplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan
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satu arah. Dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan kon-
sep barisan aritmatika, maka diperoleh teorema dan akibat sebagai berikut. Teo-
rema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal (berkenaan de-
ngan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (ezxistence but not
unique).

Untuk menentukan pelabelan super (a,d)-H antimagic total covering pada
gabungan graf triangular ladder mL,,. Terlebih dahulu harus diketahui batas atas
nilai d untuk gabungan graf sebanyak m graf triangular ladder, dengan menggu-

nakan rumus yang telah ada.

O Teorema 4.2.1. Gabungan graf triangular ladder mL, memiliki super (16nm—

6m + 3,0) - C3 antimagic total covering untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi gabungan graf triangular ladder mL,, dengan
fungsi bijektif f; sebagai berikut:

fiul) = 2mi+j—m, untukl <i<n,1<j<m

fl('UZ) = 2mi+j—2m,untuk1 <1 <n, 1 <j53<m

Aulul ) = 4nm—j—2mi—m+1,untuk 1<i<n—1,1<j<m
filvwin) = 4dnm—j—2mi+ 1 untuk 1 <i<n—1<j<m
filuv;) = 6nm—j—2mi—m+1L,untuk 1<i<n 1<j<m
filuvipn) = 6nm —j —2mi—2m+ Luntuk 1 <i<n—1,1<j<m

Dengan mudah dapat dilihat bahwa f; adalah sebuah fungsi bijektif dari
fi V(mL,)UE(mL,)— {1,2,3,...,6nm — 3m}. Jika wy, didefinisikan sebagai
bobot total selimut dari pelabelan total selimut pada gabungan graf triangular
ladder berdasarkan penjumlahan 3 titik dan 3 sisi dari ‘H = (5 yang menjadi
covering pada gabungan graf triangular ladder m/L,. Bilangan 1 dan 2 pada
w}l dan szﬁ bukan pangkat, melainkan bilangan tersebut hanya merupakan kode

pembeda bobot total selimut wy, untuk tiap selimut yang berlainan dengan syarat
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batas i dan j yang bersesuaian. Sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

wj, = Zfa )+ Ail)) + fulud) + Alalv]) + uwlvl) + Ailudol,
= 2mz+j—2m+2mz’—|—2m—|—j—2m+2mi+j—m+6nm—j—2mz’
—-m+1+4nm —j—=2mi+14+6nm—7—2mi —2m +1
= 16nm 6m + 3

wi, = Zfl )+ fi(ul ) + fu(vl) + Al vly) + Alduly) + fi(ulvl)

= 2mz+j—m+2mz’+2m+j—m+2mi+2m+j—2m+6nm—j
—2mi—2m—-—m+1+4dnm —7—=2mi—m+ 14+ 6nm — j —2mi
—2m +1

= 16nm —6m+ 3

Berdasarkan hasil diatas, dapat diperhatikan bahwa w} = wJ% = 16nm —
6m + 3. Rumusan tersebut dapat pula dituliskan sebagai [ wy = {16nm —
6m + 3,16nm — 6m + 3,...,16nm — 6m + 3}. Karena U, = a + (s — 1)b =
16nm —6m+ 3+ (2nm —2m —1)0 = 16nm — 6m + 3, sehingga dapat disimpulkan
bahwa gabungan graf triangular ladder mL,, dengan n > 2 dan m > 2, mempunyai
pelabelan super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 16nm —6m+3 dan
d = 0, dengan kata lain gabungan graf triangular ladder mL, mempunyai super

(16nm — 6m + 3,0)-C5 antimagic total covering. 0J

Gambar 4.10 merupakan contoh super (225, 0)-C5 antimagic total covering
SHATC pada gabungan graf triangular ladder 3Ls.

O Teorema 4.2.2. Gabungan graf triangular ladder mL,, memiliki super (12nm—

m + 4,2)-Cy antimagic total covering untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi gabungan graf triangular ladder mL,, dengan



Gambar 4.10 Super (225,0)-C3 antimagic total covering pada 3Ls
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fungsi fy sebagai berikut:

folul) = 2mi+j—m, untukl <i<n,1<j<m

fz(vf) = 2mi+j—2m,untuk1 <1 <n, 1 <j3<m
folulul,)) = 4nm +j+2mi—2m,untuk 1 <i<n—1,1<j<m
fa(vivipr) = Anm +j + 2mi — 3m, untuk 1 <i <n—,1<j <m
fo(wv;)) = dnm —j5—=2mi+m+ Luntuk 1 <i:<n,1<j<m
foluivipyr) = dnm—j —2mi+1luntuk 1<i<n—-11<j<m

Dapat dilihat bahwa fy adalah sebuah fungsi bijektif dari fo : V(mL,) U
E(mL,) — {1,2,3,...,6nm — 3m}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot to-
tal selimut dari pelabelan total selimut pada gabungan graf triangular ladder
berdasarkan penjumlahan 3 titik dan 3 sisi dari ‘H = C3 yang menjadi covering
pada gabungan graf triangular ladder mL,. Bilangan 1 dan 2 pada w}z dan w]%z
bukan pangkat, melainkan bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda
bobot total selimut wy, untuk tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas ?

dan j yang bersesuaian. Sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

wy, = Zfz )+ fo(v)) + fo(d) + fo(wlv]) + fo(vlv])) + folulv),,
= 2mz+j—2m+2mi+2m+j—2m+2mi—|—j—m+4nm—j—2mi
+m+1+4Anm+j+2mi —3m+4nm — 5 —2mi —2m + 1
= 12nm—|—4mz’—l—2j—5m+2

wi, = Zfz )+ foul ) + fo(viey) + folulyvly)) + folwlul,y) + foulvl))

= 2mz+j—m—|—2mi+2m—|—j—m+2mi+2m+j—2m+4nm—j
—2mi—2m+m+1+4dnm + 75+ 2me —2m +4nm — j —2mai + 1
= 1l6nm —6m+3

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wy, = {w},,w?,}, dengan demi-

kian (J;™ wh, = {12nm — m + 4,12nm — m + 6,12nm — m + 8,12nm + m +
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4,...,16nm — 5m + 2} sehingga dapat diperhatikan bahwa bobot total selimut
terkecil terdefinisikan oleh w}z untuk ¢ = 1 dan 57 = 1, bobot total selimut terbesar
terdefinisi oleh w3, untuk i = n—1 dan j = m. wy,. Karena U, = a+ (s —1)b =
12nm—m~+4+(2nm—2m—1)2 = 16nm—5m~+2 dimanal <i <ndanl < j < m,
dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa gabungan graf triangular ladder mL,
memiliki super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 12nm—m-+4 dan d =
2 atau gabungan graf triangular ladder mL,, mempunyai super (12nm —m+4, 2)-
C3 antimagic total covering dengan n > 2 dan m > 2. Sehingga terbukti bahwa
total selimut fo(u?), f2(v!) untuk 1 < i <ndanl < j <m, folulul,,), f2(vv],,),
fo(ulvl, ) untuk 1 < i <n—1dan 1 < j <m, folulv]) untuk 1 < i < n dan
1 < 7 < 'm adalah super (a,2)-C3 antimagic total covering jika n > 2 dan m > 2.
O

Gambar 4.11 merupakan contoh super (181, 2)-C5 antimagic total covering

SHATC pada gabungan graf triangular ladder 3Ls.

O Teorema 4.2.3. Gabungan graf triangular ladder mL,, memiliki super (10nm+

m + 5,4)-Cs antimagic total covering untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi gabungan graf triangular ladder mL,, dengan
fungsi f3 sebagai berikut:

fs(ul) = 2mi+j—m,untukl <i<n,1<j<m
fg(vf) = 2mi+j—2m,untuk1 <i<n,1<j<m
f3(u! Z+1) = 6nm—j—2mi—2m+1luntuk 1 <i<n—-1,1<j<m
fs(vivig) = 6nm—j7—2mi—m+ Liuntuk 1 <i<n— 1<j<m
fa(wv;)) = 2nm+742mi—2m,untuk 1 <i<n,1<j<m
fs(uiviyr) = 2nm+j+2mi—myuntuk 1 <i<n—-1,1<j<m

Dapat dilihat bahwa f3 adalah sebuah fungsi bijektif dari f3 : V(mL,) U
E(mL,) — {1,2,3,...,6nm — 3m}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot to-

tal selimut dari pelabelan total selimut pada gabungan graf triangular ladder



Gambar 4.11 Super (181,2)-C3 antimagic total covering pada 3Ls
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berdasarkan penjumlahan 3 titik dan 3 sisi dari H = C3 yang menjadi covering
pada gabungan graf triangular ladder mL,,. Bilangan 1 dan 2 pada w}a dan wj%g
bukan pangkat, melainkan bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda
bobot total selimut wy, untuk tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas :

dan j yang bersesuaian. Sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

w, = ng = Fa(ol) + falud) + falulol) + fi(ofvl) + falulvls
= 2mz+j—2m+2mi+2m—|—j—2m+2mi—i—j—m+2nm+j+2mi
—2m+6nm —j —2mi—m—+ 1+ 2nm+ j + 2mi —
= 10nm+8mi—|—4j—7m+1

wj%s = Zf3 +f3 z+1))+f3( z+1)+f3( z+lvz+1)+f3( i z+1)+f3( 7 H—l)

= 2mz+j—m—|—2mi+2m—|—j—m+2mi+2m+j—2m+2nm+j
+2mi+2m —2m +6nm — 7 —2mi —2m + 1+ 2nm + j + 2mi —
= 10nm—8mi+47 —3m+1

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wy, = {w}s, wj%s}, dengan demi-
kian (.7 wf, = {10nm +m + 5,10nm + m + 9, 10nm + m + 13, 10nm + 5m +
5,...,18nm — Tm + 1} sehingga dapat diperhatikan bahwa bobot total selimut
terkecil terdefinisikan oleh w}a untuk 7 = 1 dan 7 = 1, bobot total selimut terbesar
terdefinisi oleh w7, untuk ¢ = n — 1 dan j = m. Karena U, = a + (s — 1)b =
10nm+m~+5+(2nm—2m—1)4 = 18nm—Tm+1dimanal <i <ndanl < j < m,
dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa gabungan graf triangular ladder mL,,
memiliki super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 10nm-+m-+5 dan d =
4 atau gabungan graf triangular ladder mL,, mempunyai super (10nm+m+5,4)-
C3 antimagic total covering dengan n > 2 dan m > 2. Sehingga terbukti bahwa
total selimut f3(u]), f3(v!) untuk 1 <i <ndanl < j <m, f3(ulul,,), f3(vlvl,,),
fa(ulvl, ) untuk 1 <i<n—1dan1<j<m, fs(ulv!) untuk 1 <i < n dan
1 < j < m adalah super (a,4)-C5 antimagic total covering jika n > 2 dan m > 2.
O
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Gambar 4.12 merupakan contoh super (158, 4)-C5 antimagic total covering
SHATC pada gabungan graf triangular ladder 3L;.

Gambar 4.12 Super (158,4)-C3 antimagic total covering pada 3Ls

¢ Teorema 4.2.4. Gabungan graf triangular ladder mL, memiliki super (6nm +

20m + 6,6)-C5 antimagic total covering untuk n > 2 dan m > 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi gabungan graf triangular ladder mL,, dengan
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fungsi f4 sebagai berikut:

f4(ug) = 2mi+j—m,untuk1 <i<n,1<j<m
f4(vf) = 2mi+j —2m,untuk1 <i<n,1<j<m
f4(ufug+1) = 2nm+j+2mi—muntuk 1 <i<n-—-1,1<j57<m
fa(vivigyr) = 2nm+j+2mi—2myuntuk 1 <i<n—1<j<m
fa(wv;)) = 2nm+j+2mi+6m,untuk 1 <i<n,1<j<m
fa(uivigyr) = 2nm+j+2mi+Tmyuntuk 1 <i<n—-1,1<j<m

Dapat dilihat bahwa f; adalah sebuah fungsi bijektif dari f; : V(mL,) U
E(mL,) — {1,2,3,...,6nm — 3m}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot to-
tal selimut dari pelabelan total selimut pada gabungan graf triangular ladder
berdasarkan penjumlahan 3 titik dan 3 sisi dari ‘H = C3 yang menjadi covering
pada gabungan graf triangular ladder mL,,. Bilangan 1 dan 2 pada w}4 dan w]%4
bukan pangkat, melainkan bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda
bobot total selimut wy, untuk tiap selimut yang berlainan dengan syarat batas ?

dan j yang bersesuaian. Sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

wy, = Zf4 )+ Fa(vl) + ) + fi(wdv]) + Al + Al
= 2mz+j—2m+2mi+2m—|—j—2m+2mi—i—j—m+2nm+j+2mi
+6m + 2nm + j + 2mi — 2m + 2nm + j + 2mi + Tm
= 6nm—|—12mi—|—6j+8m

wi, = Zf4 )+ fulul ) + fu(vl) + fielovly) + Aldely) + filulvl)

= 2mz+j—m—|—2mi+2m—|—j—m+2mi+2m+j—2m+2nm+j
+2mi + 2m + 6m + 2nm + j 4+ 2mi — m + 2nm + j + 2mi 4 Tm
= 6nm+4 12mi + 65 + 14m

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wy, = {w}4, wi} dengan demi-

kian (J;" wh, = {6nm 4 20m + 6,6nm + 20m + 12,6nm + 20m + 18, 6nm +
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26m+6,...,18nm+8m} sehingga dapat diperhatikan bahwa bobot total selimut
terkecil terdefinisikan oleh wjlf . untuk ¢ = 1 dan j = 1, bobot total selimut terbesar
terdefinisi oleh w3, untuk ¢ = n — 1 dan j = m. Karena U, = a + (s — 1)b =
6nm+20m+6+ (2nm—2m—1)6 = 18nm —8m dimana 1 <i <ndanl1l < j <m,
dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa gabungan graf triangular ladder mL,
memiliki super (a,d)-C5 antimagic total covering dengan a = 6nm + 20m + 6
dan d = 6 atau gabungan graf triangular ladder mL,, mempunyai super (6nm +
20m + 6,6)-C3 antimagic total covering dengan n > 2 dan m > 2. Sehingga
terbukti bahwa total selimut fy(u/), fi(v/) untuk 1 < i < ndan 1 < j < m,
Fuutudys), Fu(viel,n), Fauud,y) wntk 1< < n— 1 dan 1< 7 < m, fy(ulod)
untuk 1 < i < n dan 1 < j < m adalah super (a,6)-C3 antimagic total covering
jikan > 2 dan m > 2. O

Gambar 4.13 merupakan contoh super (156, 6)-C5 antimagic total covering

SHATC pada gabungan graf triangular ladder 3Ls.

4.3 Hasil dan Pembahasan

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui batas atas nilai d sehingga graf
triangular ladder tunggal L,, maupun gabungannya mL, mempunyai super (a, d)-
‘H antimagic total covering, selanjutnya dicari pelabelan pada graf tersebut dan
ditentukan kontruksi fungsi bijektifnya. Berdasarkan hasil perhitungan diperoleh
nilai d yang mungkin untuk super (a, d)-H antimagic total covering pada graf tria-
ngular ladder tunggal L,, maupun gabungannya mL, adalah d € {0, 1,2,3,4,5,6,7,-
8,9}. Setelah menentukan nilai d, peneliti mencari pelabelan sesuai dengan nilai
d yang telah ditentukan tersebut.

Dari hasil penelitian pada beberapa nilai d tersebut diatas, diperoleh 12 (dua
belas) teorema baru tentang pelabelan graf triangular ladder tunggal L,, maupun

gabungannya mL,, yaitu:



Gambar 4.13 Super (156,6)-Cs antimagic total covering pada 3Ls
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Tabel 4.1: Hasil Penelitian super (a,d)-C3 Antimagic Total
Covering pada Graf Tunggal Triangular Ladder (Konektif)

Teorema a d
4.1.1 16n—-3 0
4.1.2 bn—-1 1
4.1.3 12n 43 2
4.1.4 1In+4+5 3
4.1.5 10n+6 4
4.1.6 9n + 8 )
4.1.7 10n+6 6
4.1.8 6n+12 9

Tabel 4.2: Hasil Penelitian super (a,d)-C3 Antimagic Total
Covering pada Gabungan Saling Lepas Graf Triangular Lad-
der (Diskonektif) .

Teorema a d
4.2.1 16nm —6m+3 0
4.2.2 12nm —m+4 2
4.2.3 10nm +m +5 4
4.2.4 6nm+20m+6 6

Berdasarkan hasil penelitian tersebut, dapat diketahui bahwa jika diketahui
nilai batas atas d yang berlainan maka nilai awal a juga akan berlainan. Namun
demikian seluruh label titik dan seluruh label sisi yang digunakan sama baik untuk
semua nilai beda d, label titik yang digunakan adalah dari 1 hingga ps dimana pg
adalah jumlah titik pada graf sedangkan label untuk sisi yang digunakan adalah

dimulai dari pg + 1 hingga pg + q¢ dimana g merupakan jumlah sisi, sehingga
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pe + q¢ merupakan jumlah titik dan sisi pada graf. Jika kedua label tersebut
digunakan untuk melabeli sebuah graf dengan aturan yang diberikan diatas maka
pelabelan tersebut disebut sebagai pelabelan total. Pada graf triangular ladder
tunggal L, dan gabungan graf triangular ladder mL,, kesepuluh nilai d tersebut
berlaku pada syarat yang sama yaitu n > 2. Berdasarkan hasil penelitian yang
telah dilaksanakan, peneliti telah mendapatkan SHATC (Super H Antimagic
Total Covering) untuk graf triangular ladder tunggal untuk d € {,1,2,3,4,5,6,9}
dan SHATC untuk gabungan graf triangular ladder d € {0,2,4,6}.

Penelitian SHATC gabungan graf triangular ladder mL,, untuk d € {1, 3, 5,9}
masih belum ditemukan dikarenakan pola pelabelan yang telah ditemukan pada
pelabelan graf triangular ladder tunggal L,, tidak bisa diterapkan pada pelabelan
gabungan graf triangular ladder. Hal ini berarti harus ditemukan pola pelabelan
baru terlebih dahulu untuk menentukan pelabelan super (a, d)-H antimagic total
covering pada gabungan graf triangular ladder mL,, untuk d € {1, 3,5,9}. Peneliti
juga mengalami kesulitan dalam mencari SHATC' graf triangular ladder L, un-
tuk d € {7,8} sehingga SHATC pada gabungan graf triangular ladder mL,, untuk
d e {7,8} juga belum bisa ditemukan.

Penentuan nilai kebenaran sebuah rumus bijektif pada bidang teori graf
hanya ditentukan melalui pendeteksian pola (pattern recognition) yang kemu-
dian dikembangkan menjadi sebuah teorema. Teorema ini kemudian juga dikem-
bangkan dengan menggunakan pendeteksian pola pada gabungan graf yang berlaku
sampai batas m dan n yang ditemukan peneliti kemudian baru menentukan fungsi
bijektifnya. Dalam hal ini, penulis tidak mencamtumkan bagaimana cara mem-
peroleh fungsi bijektif tersebut, tetapi pembuktian kebenaran teorema tersebut
telah dipaparkan serta diberikan pula beberapa contoh pelabelan sebagai visuali-
sasi dari kebenaran teorema.

Berdasarkan hasil perhitungan dan penelitian yang telah dilakukan sebelum-
nya, peneliti kesulitan untuk menemukan pelabelan super (a, d)-H antimagic to-
tal covering pada gabungan graf triangular ladder m/L,. Namun peneliti mem-
berikan beberapa visualisasi pelabelan pada graf triangular ladder yang telah

peneliti peroleh, dengan demikian diharapkan hasil tersebut dapat digunakan se-
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bagai rujukan untuk penelitian rujukan atau membantu peneliti lain yang akan
melakukan penelitian sejenis. Beberapa pelabelan yang belum ditemukan oleh

penulis disajikan pada masalah terbuka berikut:

Masalah terbuka. Super (a,d)-H antimagic total covering pada graf triangular
ladder L, untuk n > 2 dengan d = 7 dan d = 8.

Masalah terbuka. Super (a,d)-H antimagic total covering pada gabungan graf
triangular ladder (mL,,), dengan n > 2 dan m > 2 untuk d € {1,3,5,7,8,9}.



BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa:

1. Graf triangular ladder tunggal (L,,) memiliki pelabelan super (a,d)-H an-
timagic total covering untuk d = 0,1,2,3,4,5,6,9. Hasil penelitian ini
dibuktikan pada teorema bahwa graf triangular ladder (L,,) terdapat fungsi
bijektif pelabelan super yaitu (16n — 3,0), (15n —1,1), (12n+3,2), (11n+
5,3), (10n + 6,4), (9n + 8,5), (10n + 6,6), dan (6n + 12,9)-C3 antimagic

total covering untuk n > 2.

2. Gabungan saling lepas graf triangular ladder (mL,,) memiliki pelabelan su-
per (a,d)-H antimagic total covering untuk d = 0, 2, 4, 6. Hasil penelitian ini
dibuktikan bahwa gabungan graf triangular ladder (mL,,) terdapat fungsi
bijektif pelabelan super yaitu (16nm — 6m + 3,0), (12nm — m + 4,2),
(10nm + m + 5,4), dan (6nm + 20m + 6,6)-C5 antimagic total covering
untuk n > 2 dan m > 2.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai super (a,d)-H antimagic total co-
vering pada graf triangular ladder (L,) serta mengacu pada open problem dari
hasil penelitian yang telah ditemukan, maka peneliti memberikan saran kepada
pembaca agar dapat melakukan penelitian pada super (a,d)-H antimagic total
covering pada graf triangular ladder L,, dengan n > 2 untuk d = 7 dan d = 8.
Serta untuk super (a, d)-H antimagic total covering pada gabungan graf triangular
ladder (mL,), dengan n > 2 dan m > 2 untuk d € {1,3,5,7,8,9}.
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