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MOTTO

“Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan.
Maka apabila kamu telah selesai (dari suatu urusan), kerjakanlah
dengan sungguh-sungguh (urusan) yang lain,
dan hanya kepada Tuhanlah hendaknya kamu berharap”
(QS. Alam Nasrah: 6-8)

“Barang siapa yang menghendaki dunia, maka carilah dunia dengan ilmu.
Barang siapa menghendaki akhirat, maka carilah akhirat dengan ilmu.
Dan barang siapa menghendaki keduanya maka carilah keduanya dengan ilmu”

( Khutbatul Ali Rodliyallahu ‘anhu )
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RINGKASAN

Pelabelan Edge Graceful pada Beberapa Graf Terhubung; Mochamad Ansori,
061810101020; 2011; 57 halaman; Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan

[Imu Pengetahuan Alam Universitas Jember.

Misal graf G dengan p titik dan ¢ sisi. Pelabelan edge graceful pada graf G
adalah pemberian nilai pada sisinya dengan bilangan bulat positif {1, 2, 3, ..., g}
sedemikian hingga titiknya mendapat label dari penjumlahan label sisi yang

menempel pada titik tersebut dalam modulo p yang berbeda semua, yaitu

f (v): Z f (uv) (mod p) untuk setiap v eV . Dengan demikian pelabelan titiknya

uvekE
memenuhi sifat bijektif dari himpunan J(G) ke himpunan bilangan bulat tak negatif
{0, 1, 2, ..., p-1}. Syarat perlu dari suatu graf G dengan p titik dan ¢ sisi memenuhi

pelabelan edge graceful adalah {p_(p;_l) = q(q + 1)} (mod p). Sebuah graf G

dikatakan edge graceful jika setiap sisi dan titik pada graf G dapat diberi label
menurut aturan edge graceful.

Tujuan yang ingin dicapai adalah mengetahui apakah graf roda W , graf
(m)

superstar S, 5, graf dragon D;,, graf grid P,xP,, dan graf kincir angin K,
merupakan graf edge graceful. Merumuskan pelabelan edge graceful secara umum
pada kelas-kelas graf tersebut jika kelas-kelas graf tersebut merupakan graf edge
graceful.

Langkah-langkah untuk mencapai tujuan diatas sebagai berikut. Langkah
pertama, menyelidiki syarat perlu pelabelan edge graceful pada graf G dengan p titik

dan ¢ sisi. Jika memenuhi maka melanjutkan ke langkah kedua. Akan tetapi, jika

syarat perlu pelabelan edge graceful tidak terpenuhi maka graf G tersebut bukan graf

vii



edge graceful. Langkah kedua, memberi label setiap sisi pada graf G dengan
himpunan bilangan bulat positif 1, 2, 3, ..., ¢ yang berbeda semua. Langkah ketiga,

memberi label pada setiap titik dengan cara menjumlahkan label sisi yang menempel

pada titik tersebut, yaitu f(v)= z f(uv)(mod p) untuk setiap ve¥ . Langkah

uvek
keempat, menyelidiki label titiknya, jika berbeda semua yaitu memenubhi sifat bijektif
dari himpunan titik 7(G) ke himpunan bilangan bulat tak negatif {0, 1, 2, ..., p-1}
maka graf G adalah graf edge graceful dan proses pelabelan selesai, tetapi jika ada
label yang sama maka kembali ke langkah kedua. Jika proses melabeli sisi pada
langkah kedua sudah dilakukan sebanyak ¢! dengan label berbeda tetapi tidak
ditemukan label titik yang berbeda semua dengan label 0, 1, ..., p-1 maka graf G
bukan merupakan graf edge graceful. Langkah kelima, membentuk suatu perumusan
secara umum untuk label sisi dan label titik yang didapat dari langkah tiga dan empat.

Hasil dari penelitian ini adalah sebagai berikut. Kelas graf yang tidak

memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful yaitu graf roda W, untuk n # 3, graf
grid P,x P, untuk n=3,4, graf superstar S, ; untuk m ganjil, graf dragon D,

untuk » genap, dan graf kincir angin K ,(,’”) untuk setiap m dan n. Dengan demikian

kelas-kelas graf tersebut bukan graf edge graceful. Kelas graf yang merupakan graf
edge graceful yaitu graf roda W,, graf grid P, x P, untuk n=3,4, graf superstar

S,,; untuk m genap, dan graf dragon D, untuk n ganjil.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam perkembangan ilmu matematika saat ini, teori graf telah menjadi
salah satu bidang ilmu dalam matematika yang paling banyak diminati dan banyak
mengalami perkembangan. Salah satu topik yang menarik dan mendapat perhatian
dalam teori graf adalah pelabelan graf. Menurut Gallian (2009) model-model yang
ada pada pelabelan graf berguna untuk aplikasi yang luas, seperti dalam masalah
dekomposisi graf, kriptografi, teori koding, kristalografi sinar-x, radar, sistem alamat
jaringan komunikasi, dan desain sirkuit.

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sadlack (1964), kemudian
Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Pelabelan graf merupakan fungsi dari
himpunan titik atau himpunan sisi graf ke himpunan bilangan bulat yang memiliki
aturan tertentu. Pelabelan graf ada beberapa macam, yaitu pelabelan titik, pelabelan
sisi, serta pelabelan titik dan sisi (pelabelan total). Pada skripsi ini pelabelan graf
yang dibahas adalah pelabelan sisi yaitu pelabelan edge graceful. Pada tahun 1985,
Lo memperkenalkan pelabelan edge graceful pada graf G dengan p titik dan ¢ sisi
yang dapat diartikan sebagai pemberian nilai pada sisi-sisinya dengan bilangan bulat
positif {1, 2, ..., ¢} sedemikian hingga titiknya mendapat label dari penjumlahan sisi
yang menempel pada titik tersebut dalam modulo p yang berbeda semua. Dengan
demikian pelabelan titiknya memenuhi sifat bijektif dari himpunan titiknya ke
himpunan bilangan bulat tak negatif {0, 1, 2, ..., p-1}.

Beberapa penelitian telah dilakukan untuk pelabelan edge graceful pada
beberapa kelas graf. Pada tahun 2005, Alifah telah mengkaji ulang pelabelan edge
graceful pada graf lintasan P,, graf sikel C,, graf bintang S,, dan graf superstar S4,
sehingga diperoleh hasil bahwa kelas-kelas graf yang merupakan graf edge graceful
yaitu graf lintasan P, untuk n ganjil, graf sikel C, untuk »n ganjil, graf bintang S,



untuk 7 ganjil, dan graf superstar Ss, untuk setiap n. Selanjutnya, Kasumasari (2009)
mengkaji ulang pelabelan edge graceful pada graf lengkap K,,, graf matahari M,,, graf
double star DS,, graf kipas F,, graf buku B,, graf friendship f,, graf bipartit lengkap
Ky n, graf bunga matahari SF,, serta gabungan dari graf sikel dan graf lintasan
(C, U P,). Hasil penelitian yang diperoleh, kelas-kelas graf yang merupakan graf
edge graceful yaitu graf lengkap K, untuk »n =3, 4, 5, dan 7, graf kipas F>, F3, dan
Fy, graf (Cn U P3) untuk n =6, 8, 12, dan 14, dan graf bunga matahari SF,, untuk »
=4, 6, 8, dan 10.

Hal menarik yang dikaji dalam pelabelan edge graceful ini, yaitu bagaimana
mendapatkan label sisi dan titik yang memenuhi sifat bijektif dan berpola sehingga
dapat dirumuskan. Hingga saat ini studi analisis mengenai pelabelan sisi pada graf
untuk pelabelan edge graceful pada graf baru belum banyak diteliti dan dari
penelitian yang pernah dilakukan diatas diketahui bahwa tidak semua graf dapat
dilabelkan dengan aturan pelabelan edge graceful. Oleh karena itu pada skripsi ini,
penulis tertarik untuk meneliti mengenai pelabelan edge graceful pada beberapa kelas

graf yang berbeda yaitu graf roda W,, graf superstar S, , khususnya untuk n=3,

graf dragon D,,, khususnya untuk m =3, graf grid P, x P, khususnya untuk m =4,

dan graf kincir angin K"

n

yang semuanya termasuk dalam graf terhubung.
1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

a. Menunjukkan apakah graf roda W,, graf superstar S, , khususnya untuk n =3,

graf dragon D, , khususnya untuk m =3, graf grid P, x P, khususnya untuk

m

(m)

m =4, dan graf kincir angin K"’ merupakan graf edge graceful atau bukan.



b. Menentukan perumusan pelabelan edge graceful pada graf roda W, , graf

superstar S, Khususnya untuk n=3, graf dragon D, , khususnya untuk

m =3, graf grid P, x P, khususnya untuk m =4, dan graf kincir angin K () iika

n

kelas-kelas graf tersebut merupakan graf edge graceful.

1.3 Tujuan
Tujuan dari skripsi ini antara lain:
a. Mengetahui apakah kelas-kelas graf yang telah disebutkan dalam perumusan
masalah merupakan graf edge graceful atau bukan.
b. Merumuskan pelabelan edge graceful secara umum pada kelas-kelas graf yang
telah disebutkan dalam perumusan masalah jika kelas-kelas graf tersebut

merupakan graf edge graceful.

1.4 Manfaat
Manfaat yang diharapkan dalam penulisan skripsi ini adalah menambah
pengetahuan baru dalam bidang teori graf yaitu pelabelan graf khususnya dalam

pelabelan edge graceful pada graf roda W, , graf superstar S, ;, graf dragon D;,,

graf grid P, x P, dan graf kincir angin K %

n



BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijelaskan definisi tentang konsep dasar graf, perbedaan
graf terhubung dan graf tak terhubung, operasi pada graf yang diperlukan pada skripsi
ini, kelas-kelas graf yang akan dibahas pada skripsi ini, dan pelabelan edge graceful.
Definisi diambil dari Chartrand dan Lesniak (1996) kecuali jika disebutkan

sumbernya.

2.1 Definisi dan Terminologi Dasar Graf
Sebuah graf G didefinisikan sebagai pasangan dua himpunan (V(G), E(G)),
yaitu himpunan tak kosong V(G) yang anggotanya disebut titik (vertex) dan

himpunan E(G) yang anggotanya boleh kosong dari pasangan tak terurut (u,v) = uv

dari titik-titik # dan v di V(G) yang disebut sisi (edge). Kardinalitas p = ‘V(G)

, yaitu

banyaknya titik yang ada di G adalah orde dari G, sedangkan kardinalitas g = ‘E (G)

yaitu banyaknya sisi yang ada di G adalah ukuran dari G. Sebagai ilustrasi, Graf G
dengan  himpunan titikk  V(G)={v,,v,,v;,v,,v5,v,; dan himpunan sisi
E (G) = {el,ez,e3 ,€,,€5,64,€; ,eg,e9} dapat  direpresentasikan  seperti  pada

Gambar 2.1.

Gambar 2.1 Graf G



Dari Gambar 2.1 terlihat bahwa e, =v,v,, e, =vv,, e, =v,v,, e, =Vv,v;, e =V,v,,
e, =ViVs, €, =VV,, € = Vv,V ,dan e, =v;v, . Jadi pada graf G kardinalitas himpunan
titik dan sisinya adalah [V'(G) =6 dan |E(G)=9.

Misalkan titik # dan v adalah titik pada G, titik # dan v dikatakan bertetangga
(adjacent) jika terdapat sisi e=uv yang menghubungkan kedua titik tersebut.

Sedangkan sisi e=uv dikatakan menempel (incident) dengan titik u dan v. Pada

Gambar 2.1 titik v, bertetangga dengan titik v,,v,,dan v, sedangkan titik v, tidak
bertetangga dengan titik v dan sisi e, menempel pada titik v, danv, tetapi tidak
menempel pada titik v, .

Derajat dari titik v di graf G adalah banyaknya sisi yang menempel

dengan titik v di G, dan dapat dinotasikan sebagai d(v) atau deg (v). Derajat

masing-masing  tittik pada graf G pada  Gambar 2.1  adalah
d(v)=d(v,)=d(v;)=d(v,)=d(v;)=d(vs)=3. Sebuah titik v yang memiliki
derajat nol (berarti v tidak bertetangga dengan semua titik lainnya di G) disebut titik
terisolasi. Sebuah titik yang berderajat satu disebut titik ujung. Pada Gambar 2.2 titik
v disebut titik ujung dan titik v; disebut titik terisolasi. Jika setiap titik v di G
mempunyai derajat yang sama, maka graf G dinamakan graf reguler. Gambar 2.1
adalah graf reguler dimana derajat setiap titiknya adalah 3, sedangkan Gambar 2.2
bukan graf reguler, karena ada titik di G yang mempunyai derajat tidak sama yaitu

d(v,)=2 sedangkan d(v,)=4.

V2

V4 V7

V1 [ ]
V3

Vs Ve

Gambar 2.2 Bukan graf reguler



Loop pada graf G adalah sisi yang menghubungkan sebuah titik v di G dengan
dirinya sendiri. Sisi rangkap (multiple edge) terjadi apabila terdapat lebih dari satu
sisi yang menghubungkan dua titik yang sama di G. Sebuah graf G yang mengandung
loop atau sisi rangkap (multiple edge) disebut graf tidak sederhana, sedangkan sebuah
graf G yang tidak mengandung loop dan sisi rangkap (multiple edge) disebut graf
sederhana. Untuk selanjutnya, graf yang dibahas dalam skripsi ini adalah graf
sederhana. Gambar 2.3 adalah contoh yang menunjukkan e; adalah /loop dan ey,

e, e3 adalah sisi rangkap.

Gambar 2.3 Graf untuk mengilustrasikan /oop dan sisi rangkap

Misalkan G, = (V;,E,)dan G, =(V,,E,). G, dikatakan subgraf dari G,, jika
V, <V, (himpunan titik ;, merupakan himpunan bagian dari himpunan titik 7, ) dan
E, c E, (himpunan sisi £, merupakan himpunan bagian dari himpunan sisi E,).
Untuk selanjutnya, G, subgraf dari G, dinotasikan dengan G, < G,. Misalkan graf
G dengan p titik dan ¢ sisi, kemungkinan subgraf dari graf G sebanyak 27 —1.
Gambar 2.4 menunjukkan graf /' dan H merupakan subgraf dari graf G.

Vs Ve Vs Ve

s es V2

V2 V4

(4] e4
Vi

Vi

Gambar 2.4 Graf G dengan beberapa subgrafnya

V4



2.2 Graf Terhubung dan Graf Tak Terhubung

Sebuah jalan (walk) di graf G yang dinotasikan W(() adalah barisan hingga
yang diawali dan diakhiri oleh titik, yang unsur — unsurnya bergantian antara titik dan
sisi, yaitu W(G)=v,,e,,v,,€,,..,v, ;,€.,v, (k=1) sedemikian hingga e, =v,v,,
adalah sisi untuk i=1,23,....,k—1. Jalan W(G) dikatakan tertutup jika v, =v, dan
terbuka jika v, #v, . Jejak (#rail) adalah jalan W(G) yang semua sisinya berbeda

(sisinya tidak berulang). Bila pada #rail titik awal sama dengan titik akhir (v, =v, ),
maka trail itu disebut trail tertutup atau sirkuit. Jika pada suatu trail semua titiknya
berbeda, maka frail itu disebut lintasan (path). Jika pada path titik awal sama dengan
titik akhir (v, =v, ), maka path itu disebut path tertutup atau sikel (cycle). Pada
Gambar 2.5 diberikan contoh suatu graf G dengan
V1,€,V1,6,,V,,65,V5,6,,V,,6, V5,6, Vs adalah jalan, v,,e,,v,,e,,v,,e,,v5,6,v,,e,,V;
adalah jejak, V,,€4,V3,65,V5,€5,V,,6,,V, adalah lintasan,
V,,€,5,V,,€5,V5,6¢,V,,65,V,,e,v, adalah sirkuit, dan v,,e,,v,,e,v,,¢,,v,,e,,v, adalah

sikel.

V1 (%) V4

€1 & és Vs

V2 €4 V3

Gambar 2.5 Graf untuk mengilustrasikan jalan, jejak, lintasan, sirkuit, dan sikel

Graf G = ( (G), E(G)) dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik u, v
berbeda di G, terdapat lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut. Sebaliknya,
jika tidak demikian maka graf G dikatakan graf tak terhubung. Sebagai contoh,
Gambar 2.5 adalah graf terhubung sedangkan Gambar 2.2 adalah graf tak terhubung

karena untuk titik v, dan v, tidak ada lintasan yang menghubungkan.



2.3 Hasil Kali Kartesius Dua Graf

Berikut diberikan operasi pada graf yang diperlukan pada skripsi ini.
Misalkan diberikan dua graf G, =(V;,E,) dan G, =(V,,E,). Graf hasil kali kartesius

G antara G, dan G, yang dinotasikan dengan G,xG, adalah suatu graf dengan
V(G) = V(Gl)x V(Gz) dan untuk setiap titik u = (ul,uz) danv = (vl,vz) di V(G), u
bertetangga dengan v di G jika

u, =v, dan v,u, € E(G,)
atau

u, =v, danvu, € E(G,).

Untuk memberikan gambaran tentang operasi hasil kali kartesius dari dua graf

akan ditunjukkan oleh Gambar 2.6. (u1,12) (v1,112)
[ Vi - %)
wi %)
G G, (u1,w2) (vi,w2)

(wi,w2)
G, xG,
Gambar 2.6 Operasi hasil kali kartesius dari dua graf

2.4 Klasifikasi Graf

Graf diklasifikasikan dalam beberapa kelas. Dalam skripsi ini, kelas graf yang
akan dibahas yaitu graf roda W,, graf superstar S, ;, graf dragon D, , graf grid
P, x P, dan graf kincir angin K ,E’") yang semuanya merupakan graf sederhana yang

terhubung. Berikut akan didefinisikan beberapa graf yaitu graf lintasan P,, graf sikel



C,, graf pohon T, graf bipartit, dan graf bintang S, untuk mendefinisikan graf-graf

yang akan dibahas.

Graf lintasan P, = (V,E) adalah graf berorde n dan titik-titiknya dapat
diurutkan menjadi barisan v;, v, v3, ..., v,;, v, sedemikian sehingga E = {v,v,, v,v;3,
e VuiVyt. Dalam hal ini v, v; ..., v,; dinamakan titik internal, dan v; dan v,

dinamakan titik ujung lintasan. Panjang lintasan didefinisikan sebagai banyaknya sisi
di lintasan (Taufik, 2008). Semua titik pada P, yang berderajat 2 disebut titik intenal
sedangkan kedua titik ujung lintasan berderajat 1. Dengan demikian graf lintasan P,

dengan n>2 mempunyai n tittk dan n-1 sisi. Contoh graf lintasan £,

ditunjukkan pada Gambar 2.7.
V4 Vs V12

Vi Vg V9

Gambar 2.7 Graf Lintasan B,

Graf sikel (V,E) adalah graf sederhana berorde n yang titik-titiknya dapat
diurutkan menjadi barisan vy, v,, v3, ..., v,;, v; sedemikian  sehingga E = { v; v,
V2 V3, ..., Va1 Vi, vy vi}. Dengan dimikian setiap titik pada graf sikel berderajat dua.
Ukuran atau panjang dari graf sikel dinyatakan dengan banyaknya titik atau
banyaknya sisi pada sikel. Jika banyaknya sikel adalah genap maka disebut sikel
genap, dan jika panjang sikel tersebut ganjil maka disebut sikel ganjil. Sikel dengan
panjang n, untuk n > 3 dinotasikan dengan C, (Zuchri, 2009). Pada Gambar 2.8, C;:

V1, V2, V3, Vg, Vs, Vg, V7, Vs, v; merupakan contoh sikel genap dengan panjang 8.

Vi

Vg V)

% V3
Ve V4

Vs
Gambar 2.8 Graf'sikel C
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Graf roda yang dinotasikan dengan W, adalah graf yang dihasilkan dari graf
sikel C, dan satu titik yang bertetangga dengan semua titik di C, yang disebut titik
pusat (Gallian, 2009). Dengan demikian graf roda W, dengan n >3 mempunyai
n + 1 titik dan 2# sisi. Gambar 2.9 adalah contoh dari graf roda Ws.

V2 V3
Ve Vs
Gambar 2.9 Grafroda Ws

Graf pohon 7, adalah graf terhubung berorde n yang tidak memuat sikel
sebagai subgrafnya. Titik-titik berderajat satu pada pohon dinamakan daun. Contoh

graf pohon 7 dapat dilihat pada Gambar 2.10.

V2
Vi V3 V4 Vs

Ve V7
Vs

Gambar 2.10 Graf pohon T

Suatu graf G dikatakan bipartit jika himpunan titik V(G) dapat dipartisi
menjadi dua himpunan yaitu Vi;(G) dan V,(G) sehingga setiap sisi dari G
menghubungkan sebuah titik di ¥ dan V5. Jika setiap titik di V| bertetangga dengan
setiap titik di V,, maka graf G disebut graf bipartit lengkap. Jika |V1| =m dan
|V2| =n, maka graf bipartit lengkap dinotasikan dengan K, ,. Gambar 2.11 (a)

merupakan contoh graf bipartit karena himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi dua

bagian dengan V,(G)={v,v,,vs} dan V,(G)={v,,v,,v;}, dan Gambar 2.11 (b)
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merupakan graf bipartit lengkap K> ¢ karena setiap titik di V; bertetangga dengan
setiap titik di V> dimana V] (G) = {v, ,vg} dan V, (G) = {vz,v3,v4,v5,v6,v7} .

Vi
Vi V3 Vs
ve EEE——
V4
Vs %) V4 Ve
\ %) V3
(a)
Vi Vg
V2 V3 V4 Vs Ve 1%
(b)

Gambar 2.11 (a) Graf bipartit dan (b) graf bipartit lengkap K, ¢

Graf bintang S, adalah graf pohon berorde n+1 dan memiliki 1 titik berderajat
n. Untuk mempermudah pembahasan, titik v € §, berderajat » dinamakan pusat
bintang, dan setiap P, < §, dinamakan sinar bintang (Taufik, 2008). Graf bintang S,
merupakan bentuk khusus dari graf bipartit lengkap K, atau K, ,. Pada Gambar
2.12 dapat dilihat graf bintang S, dengan pusat bintang v, dan 5 buah sinar bintang,
yakni vu,,vu,,vu,,vu, ,vus.

uj

Us U

Uy Uz

Gambar 2.12 Graf bintang S
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Graf superstar adalah graf yang dibentuk dari gabungan m buah graf lintasan

P, dengan satu titik pusat yaitu titik v, dimana tepat satu titik yang berderajat satu
dari m buah graf lintasan P, dihubungkan ke titik v. Dengan demikian Graf superstar
mempunyai satu titik berderajat m, m buah titik berderajat satu, dan m(n—1) buah
titik berderajat dua. Untuk selanjutnya graf superstar dinotasikan S, , dengan m
adalah banyaknya lintasan dan n adalah banyaknya titik di setiap lintasan, sehingga

graf superstar S, , mempunyai mn+1 titik dan mn sisi (Shiu, 1998). Contoh graf

n

superstar S, ; dapat dilihat pada Gambar 2.13.

[ 2%

Vil Vi3

Vs Vi4

Gambear 2.13 Graf superstar S,

Graf dragon D,,, adalah graf yang dibentuk dengan menempelkan salah satu
titik ujung pada graf lintasan P, untuk » > 2 dengan satu buah titik pada sebuah graf
sikel C,, untuk m >3 (Gallian, 2009). Dengan demikian graf dragon D,
mempunyai (m +n— 1) titik dan (m + pl - 1) sisi. Contoh graf dragon Dsu

diberikan pada Gambar 2.14.

Vs Ve

Vg V7

Gambar 2.14 Graf dragon D; ,
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Graf grid P, x P, adalah suatu graf yang terbentuk dari hasil kali kartesius

n

dua graf lintasan yaitu graf lintasan P,, dan graf lintasan P,. Graf grid P, x P, yang

terdiri dari m baris titik mempunyai mn titik. Gambar 2.15 adalah graf grid P, x P;.

Vi V2 V3 V4 Vs
? ® L 3 @ ®
A% Vg V9
%T P ® ¢ oV
V12 V13 %
Vil @ L L L L. ® V5

Gambar 2.15 Graf grid P, x P

Graf lengkap K, adalah sebuah graf sederhana yang setiap titiknya saling

bertetangga dengan titik lainnya dan masing — masing titik berderajat n — 1. Dengan
o ] Sy L nn-1 ..
demikian graf lengkap K, mempunyain titik dan {2 sisi. Gambar 2.16

merupakan contoh graf lengkap K.

!

V7 A%

Ve V3

Vs V4

Gambar 2.16 Graf lengkap K,

Graf kincir angin K (m) dengan m > 2 dan n> 3 adalah graf yang dibentuk dari

n

gabungan m buah graf lengkap K, dengan satu titik pusat yaitu titik v (Weisstein, 1999).
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(ﬂl )

Setiap graf lengkap K, pada graf kincir angin K"’ mempunyai n —1 sisi yang menempel

dengan titik pusat. Dengan demikian graf kincir angin K ,(l'”) mempunyai mn—m+1 titik

2
dan ﬂn—zﬂ sisi. Contoh graf kincir angin K 5(4) dapat dilihat pada Gambar 2.17.

Ve \ %

V1o

V11

Vis  Vi4
Gambar 2.17 Graf kincir angin K §4)

2.5 Fungsi

Suatu fungsi f/ dari himpunan 4 ke himpunan B adalah suatu relasi yang
memasangkan setiap elemen dari 4 secara tunggal dengan elemen pada B. Himpunan
A dinamakan daerah asal (domain) dari fungsi f dan himpunan B dinamakan daerah
kawan (kodomain) dari fungsi f, sedangkan himpunan dari semua peta di B
dinamakan daerah hasil (range) dari fungsi / (Bartle dan Sherbert, 2000).

Dengan memperhatikan elemen-elemen pada masing-masing himpunan 4 dan
B yang direlasikan dalam suatu fungsi, maka terdapat tiga sifat fungsi yaitu sebagai
berikut.
a. Fungsi satu-satu (injektif)

Fungsi f dikatakan satu-satu (injektif) apabila fungsi f tersebut mempunyai
sifat bahwa setiap elemen yang berbeda pada daerah asal memiliki peta yang berbeda

pada daerah hasil (range) sehingga untuk Vp,q € 4 jika p # ¢ maka f (p);t f (q)
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(Bartle dan Sherbert, 2000). Fungsi pada A={bilangan asli} yang didefinisikan
dengan f (x): 2x adalah fungsi satu-satu (injektif), sebab kelipatan dua dari setiap

dua bilangan yang berlainan di 4 adalah berlainan pula seperti yang diilustrasikan

dengan diagram panah pada Gambar 2.18.

AT /IR

Gambar 2.18 Contoh fungsi satu-satu (injektif)

b. Fungsi onto (surjektif)

Fungsi f dikatakan onto (surjektif) apabila f (A):B yang berarti setiap
elemen di B merupakan peta dari sekurang-kurangnya satu di 4, atau dengan kata lain
fungsi / dikatakan onto (surjektif) apabila fungsi f tersebut memiliki sifat bahwa
setiap elemen dari daerah kawan (kodomain) memiliki prapeta dalam daerah asal
(domain) (Bartle dan Sherbert, 2000). Misal A ={a,b,c,d}dan B = {x,y,z} dan
fungsi /:4 —» B yang didefinisikan dengan diagram panah pada Gambar 2.19 adalah
suatu fungsi onto (surjektif) karena daerah hasil (range) f adalah sama dengan daerah

kawan (kodomain) dari f (himpunan B).

P
—

%

A —> B

Gambar 2.19 Contoh fungsi onto (surjektif)
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c. Fungsi bijektif

Fungsi f dikatakan bijektif apabila fungsi tersebut memenuhi fungsi satu-satu
(injektif) dan fungsi onto (surjektif) (Bartle dan Sherbert, 2000). Relasi dari
A={a,b,c}danB={p,q,r} yang didefinisikan sebagai diagram panah pada
Gambar 2.20 adalah fungsi bijektif.

><

AT = FraeB

Gambar 2.20 Contoh fungsi bijektif

2.6 Pelabelan Edge Graceful

Pelabelan graf adalah fungsi yang mengaitkan himpunan titik atau sisi pada
graf ke himpunan bilangan bulat yang disebut label. Pada Bab 1 telah disinggung
beberapa jenis pelabelan yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi dan pelabelan total.
Pelabelan titik adalah pelabelan dengan domain himpunan titik. Pelabelan sisi adalah
pelabelan dengan domain himpunan sisi. Pelabelan total adalah pelabelan dengan
domain gabungan himpunan titik dan himpunan sisi. Salah satu pelabelan sisi yang
akan dibahas dalam skripsi ini adalah pelabelan edge graceful. Dalam Gallian (2009),
disebutkan bahwa pelabelan edge graceful diperkenalkan oleh Lo pada tahun 1985.
Definisi dan teorema tentang pelabelan edge graceful berikut ini diambil dari Gallian
(2009).
Definisi 2.1
Misal G graf dengan p titik dan g sisi. Pelabelan edge graceful pada graf G adalah
pemberian nilai pada sisinya dengan bilangan bulat positif {1, 2, 3, ..., g} sedemikian

hingga titiknya mendapat label dari penjumlahan label sisi yang menempel pada titik
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tersebut dalam modulo p yang berbeda semua, yaitu f (v) = Z f (uv) (mod p) untuk

wek
setiap veV . Dengan demikian pelabelan titiknya memenuhi sifat bijektif dari
himpunan V(G) ke himpunan bilangan bulat tak negatif {0, 1, 2, ..., p-1}. Sebuah graf
G dikatakan edge graceful jika setiap sisi dan titik pada graf G dapat diberi label
menurut aturan edge graceful.

Teorema 2.1

Syarat perlu dari suatu graf G dengan p titik dan q sisi memenuhi pelabelan edge
graceful adalah {@ = q(q = 1)} (mod p).

Bukti dari Teorema 2.1 dapat dilihat pada Alifah (2005).

Sebagai contoh, berikut akan diberikan pelabelan edge graceful pada graf
kipas F, yang sebelumnya telah dikaji oleh Kasumasari (2009). Graf kipas F;
mempunyai  himpunan  tittk  V(F;)={v,v,,v;,v,} dan  himpunan sisi
E(F3) = {el,ez,e3,e4,es} . Gambar 2.21 merupakan graf kipas F;.

V3
€4 es

Vi
Gambar 2.21 Graf kipas F,
Pada Gambar 2.20 graf kipas F; mempunyai 4 titik dan 5 sisi. Langkah-langkah yang
diperlukan untuk melabeli graf kipas F, dengan aturan pelabelan edge graceful

adalah sebagai berikut.
a. Menyelidiki apakah graf kipas F; dengan 4 titik dan 5 sisi memenuhi syarat perlu

pelabelan edge graceful atau tidak. Menurut Teorema 2.1 didapatkan
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1) Ruas kiri (titik)

—p(};—l) mod p =@ (mod 4)
=6 (mod 4)
=2

2) Ruas kanan (sisi)
q(g+1) modp=5(6) (mod4)
=30 (mod 4)
=%

karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka graf kipas F, memenuhi syarat

perlu pelabelan edge graceful.

. Karena graf kipas F;, memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful, maka
langkah selanjutnya memberi label pada setiap sisi pada graf kipas F, dengan
himpunan bilangan bulat positif {1,2,3,4,5} yang berbeda semua. Pada Gambar
2.20 sisi e, diberi label 5, sisi e, diberi label 1, sisi e; diberi label 4, sisi e,
diberi label 2, dan sisi e, diberi label 3 sehingga seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 2.22.

Gambar 2.22 Label sisi cara satu pada graf kipas £}

Memberi label pada setiap titik pada graf kipas F; dengan cara menjumlahkan

label sisi yang menempel pada titik tersebut.

F()=(f(a)+/(e)+f(e;))mod 4=(5+1+4)mod 4=2
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f(»)=(f(e)+f(e,))mod4=(5+2)mod 4=3
f(v)=(f(e,)+ f(e,)+ [ (es))mod 4=(1+2+3)mod 4 =2
f(v,)=(/(e;)+f(es5))mod 4=(3+4)mod 4=3

Dengan demikian pada Gambar 2.15 titik v, mendapat label 2, titik v, mendapat
label 3, titik v, mendapat label 2, dan titik v, mendapat label 3 seperti pada

Gambar 2.23 berikut.

Gambar 2.23 Label titik cara satu pada graf kipas F;,

Dari Gambar 2.23 terlihat pada setiap titik yang berbeda terdapat label yang sama
yaitu f(vz) = f(v4) = 3,f(v1) = f(v3) =2, sehingga label tititknya tidak
memenuhi sifat bijektif dari himpunan titik V(F3) ke himpunan bilangan bulat
tak negatif {0,1,2,3} )

Mengulangi langkah b yaitu memberi label kembali pada setiap sisi pada graf
kipas F, dengan himpunan bilangan bulat positif {1,2,3,4,5} yang berbeda
semua dengan cara yang lain yaitu pada Gambar 2.21 sisi e, diberi label 1, sisi

e, diberi label 2, sisi e, diberi label 3, sisi e, diberi label 4, dan sisi e, diberi
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label 5 sehingga seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.24.

Gambar 2.24 Label sisi cara dua pada graf kipas £}

f. Memberi label pada setiap titik pada graf kipas F; dengan cara menjumlahkan
label sisi yang menempel pada titik tersebut.
)=(f(e)+s(e,)+ f(e;))mod 4=(1+2+3)mod 4=2
)=(f(&)+/(e,))mod4=(1+4)mod4=1
( e,)+f(e,)+f(e;))mod4=(2+4+5)mod 4=3
f(v4) (f(es)+ f(es))mod 4=(3+5)mod 4=0
Dengan demikian pada Gambar 2.20 titik v, mendapat label 2, titik v, mendapat

label 1, titik v; mendapat label 3, dan titik v, mendapat label 0 seperti Gambar
2.25 berikut.

Gambar 2.25 Label titik cara dua pada graf kipas F,

g. Dari Gambar 2.25 terlihat setiap titik yang berbeda mendapat label yang berbeda
yaitu f(v1 ) = 2,f(v2) = l,f(v3) =3, danf(v4) =0. Dengan demikian label

titiknya memenuhi sifat bijektif dari himpunan titik ¥ (F;) ke himpunan bilangan

bulat tak negatif {0,1,2,3}. Jadi, graf kipas F, merupakan graf edge graceful.



BAB 3. METODE PENELITIAN

Pada bab ini akan dijelaskan prosedur untuk mendapatkan pelabelan edge

2
no

graceful pada graf roda W, , graf bintang yang diperumum S, graf dragon D, , graf

grid P,x P, dan graf kincir angin KIE'") dengan aturan pelabelan edge graceful.

3.1 Metodologi
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.
a. Metode deduktif aksiomatik
Metode ini dilakukan dengan menurunkan Teorema 2.1 (umum) ke graf

yang akan diselidiki pelabelan edge gracefulnya yaitu graf roda W, , graf superstar

S, graf dragon D, , graf grid P,xP,, dan graf kincir angin K" (khusus) untuk

mengetahui apakah syarat perlu pelabelan edge graceful pada graf-graf tersebut
terpenuhi atau tidak.
b. Metode coba dan salah (¢rial and error)

Metode ini digunakan setelah menggunakan metode deduktif aksiomatik
(jika syarat perlu terpenuhi), dimana metode ini mencoba kemungkinan-kemungkinan

dalam melabeli sisi pada graf roda W, , graf superstar S, ;, graf dragon D;, , graf

grid P,x P, dan graf kincir angin K ,Em) sedemikan hingga titiknya mendapat label

yang memenuhi aturan pelabelan edge graceful.
c. Metode pendeteksian pola (pattern recognition)
Apabila ditemukan label sisi dan titik yang memenuhi aturan pelabelan edge

graceful pada graf roda W, , graf superstar S, 5, graf dragon D, , graf grid P,xF,,

(m)

n

dan graf kincir angin K™/ maka metode yang selanjutnya digunakan adalah metode
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pendeteksian pola untuk merumuskan pola label sisi sehingga nantinya didapatkan

perumusan label titik pada graf roda W, , graf superstar S, ;, graf dragon D, , graf

grid P,x P, dan graf kincir angin K" secara umum.

3.2 Rancangan Penelitian

3.2.1 Penotasian Titik dan Sisi pada Graf Roda W,

Misalkan graf roda W, mempunyai himpunan titik V(W,) = {vy,vi, ..., Vu}
dengan deg(vy) = n dan deg(v;) =3 untuk i = 1, 2, 3, ..., n dan himpunan sisi E(W,) =
{a;, a, ..., ay, by, by, ..., b,} dengan a;= vy, untuk i=1,2, ..., n-1, a,=v,v; dan
bi =vevyuntuk i = 1, 2, ..., n. Pada Gambar 3.1 diberikan contoh penotasian titik

dan sisi pada graf roda Ws.

V1
ag
al
Ve
V2
as
ap
Vs
V3
ay a3
V4

Gambar 3.1 Penotasian titik dan sisi pada graf roda W

3.2.2 Penotasian Titik dan Sisi pada Graf Superstar S, ;

Misalkan  graf  bintang  superstar S, ;  mempunyai himpunan titik
V(8,5 )= VosVi1sVigses Vyoeess V5, dimana v, adalah titik ke-i dari lintasan ke~ untuk
i=123 dan j=12,...,n dengan deg(vij)zl untuk i=1, j=12,...,n, deg(vil.)z 2
untuk i=23,j=12,..,n, dan deg (vo): n dan himpunan sisi

E(SM):ell,elz,...,ey,...,e3n dimana e, adalah sisi ke-i dari lintasan ke-j untuk
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i=123 dan j=12,.,n dengan e, = ViViis); untuk =12, j=12,...,n dan

g J

e; =v,v, untuk i=3, j=12,..,n. Sebagai ilustrasi, Gambar 3.2 menunjukkan

penotasian titik dan sisi pada graf superstar S ,

Vis
®

€15
stT

€25
V3s@

€24

€34

® V)

€12
Vi3 L Vi1
V12
Gambar 3.2 Penotasian titik dan sisi pada graf superstar S

3.2.3 Penotasian Titik dan Sisi pada Graf Dragon D,

Misalkan  graf  dragon Dy, mempunyai  himpunan  titik
V(DM): {ul,uz,...,un_l,vl,vz,v3} dengan deg(ul):l, deg(ui): 2 untuk
i=23,...,n—1, deg (vl ) =3, dan deg (vl. ) =2 untuk i=273 dan himpunan sisi

E(Dln):{al,az,...,anfl,bl,bz,@} dengan a, =uu

i+l

untuk  i=12,...n—-2,

a,,=vu,,, b,=vv., untuk i=12, dan b, =v,v,. llustrasi penotasian titik dan

l

sisi pada graf dragon Dj, disajikan pada Gambar 3.3.
V3

b3

by ° ° ° ° ° )

b

V2
Gambar 3.3 Penotasian titik dan sisi pada graf dragon D,
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3.2.4 Penotasian Titik dan Sisi pada Graf grid P, x P,

Misalkan  graf  grid P, xP, mempunyai  himpunan titik
V(P4 xPn)= {v”,vlz,...,vij,...,vM} dimana v, adalah titik ke-i dari baris ke-j untuk
i=12,..,n dan j=1,2,3,4 dengan deg(vij)= 2 untuk i=1lrn dan j=14
a’eg(vi].)z 3 untuk i=23,..,n—1 dan j=14, deg(v!./.)z 3 untuk i=1n dan
j=2,3, dan deg(vi,.)= 4 untuk i=2,3,..,n—1 dan j=2,3. Sedangkan himpunan
sisi dari graf P, x P, adalah E(P,x P,)= {e”,elz,...,ey,...,e(n71)4,a”,alz,...,aﬁ,...,am}‘

dengan ¢, = ViViin), untuk i=1,2,..,n-1 dan j=1,2,3.4 dan q, = ViVie untuk

j+1)
i=12,.,n dan j=1,2,3. Gambar 3.4 mengilustrasikan penotasian titik dan sisi

dari graf grid P, x P, .

ai az asy as

v v
13@® e L 4 % L 4 1 ® V43

ais az ass as3

€14 €24 €34
® ® @ ®

V14 V24 V34 Va4

Gambar 3.4 Penotasian titik dan sisi pada graf grid P, x P,

3.2.5 Penotasian Titik dan Sisi pada Graf kincir angin K (m)

Misalkan graf kincir angin K}Em) mempunyai  himpunan  titik

V(K,(l'”)):(vn,vlz,... Viisees Y

> Vij o

_ )m) untuk 7= 1,2,...,(n - 1) dan j=1,2,...,m dengan
deg(v,)=(n—1)m dan deg(v,)=n—1 untuk i=23,...,mn—m+1 dan himpunan sisi

E(K,(l’")): {ell,elz,...,e(nfl)m,a“,alz,...,a(nfl)m} dengan e; =vv; untuk i=1,2,.,n-1



25

dan j=1,2,.,m dan a;= ViViis); (mod n —1) untuk i=1,2,..,n—1 dan

j=12,...,m. llustrasi penotasian titik dan sisi pada graf kincir angin Kf)

ditunjukkan pada Gambar 3.5.

1

Gambar 3.5 Penotasian titik dan sisi pada graf kincir angin K f)

3.3 Langkah-langkah Penelitian

Langkah-langkah penelitian yang dilakukan untuk memperoleh suatu
pelabelan edge graceful pada graf G dengan p titik dan ¢ sisi hingga mendapatkan
perumusan pelabelannya secara umum adalah sebagai berikut.

a. Menyelidiki apakah graf G dengan p titik dan ¢ sisi memenuhi syarat perlu
e :
pelabelan edge graceful yaitu: 5 _q(q+1) (mod p). Jika ya maka

melanjutkan ke langkah b, tetapi jika tidak maka graf G tersebut bukan graf edge
graceful. Jumlah titik dan sisi kelas-kelas graf yang akan diselidiki pelabelan
edge gracefulnya dalam skripsi ini akan disajikan dalam Tabel 3.1.



Tabel 3.1 Kelas-kelas graf dengan jumlah titik dan sisi

Kelas Graf Notasi Jumlah Titik Jumlah Sisi

Graf superstar S 3m+1 3m

Graf hasil kali kartesius P <L 4n Tn—4

dari graf lintasan P, dan

graf lintasan P,

b. Melabeli graf G dengan p titik dan g sisi dengan aturan pelabelan edge graceful

yang langkahnya sebagai berikut.

1) Memberi label pada setiap sisi pada graf G dengan himpunan bilangan bulat

\9}

W

positif {1, 2, 3,...,¢} yang berbeda semua.

Mendapatkan label pada setiap titiknya dengan cara menjumlahkan label sisi
yang telah diperoleh pada langkah 2) yang menempel pada titik tersebut, yaitu

f(v)= [Z f(uv)} (mod p) untuk setiap ve V.

uvek
Menyelidiki label titiknya, apakah berbeda semua yaitu memenuhi sifat
bijektif dari himpunan titik 7(G) ke himpunan bilangan bulat tak negatif {0, 1,
2, ..., p-1}. Jika ya maka graf G adalah graf edge graceful dan melanjutkan ke
langkah 4), tetapi jika tidak maka kembali ke langkah 2). Jika proses melabeli
sisi pada langkah 2) sudah dilakukan sebanyak ¢! dengan label berbeda tetapi
tidak ditemukan label titik yang berbeda semua dengan label {0, 1, 2, ..., p-1}
maka dapat disimpulkan bahwa graf G bukan merupakan graf edge graceful.
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4) Membentuk suatu perumusan secara umum untuk label sisi dan label titik
yang didapatkan dari langkah 2) dan 3).
Gambar 3.6 adalah flow chart untuk menyelidiki graf G dengan p titik dan ¢ sisi

merupakan graf edge graceful atau bukan.

Graf G dengan p titik dan ¢ sisi

Selidiki apakah graf G memenuhi syarat
perlu pelabelan edge graceful yaitu:

plp-1)
2

=q(g+1)| (mod p)

A 4

G bukan graf edge
graceful

Beri label sisi di graf G dengan label
1,2, ..., g yang berbeda semua

\ 4
Beri label titik di graf G dengan rumus

()= f(wv) (mod p)

uveE

Apa sudah
pengulangan ke -g!

Periksa apakah label titik di G
berbeda semua dengan label
0,1,..p-1

tidak

G graf edge graceful

o

Gambar 3.6 Flow chart untuk menyelidiki graf G dengan p titik dan g sisi

merupakan graf edge graceful atau bukan



BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas tentang bagaimana menentukan pelabelan edge

graceful pada graf roda W, , graf bintang yang diperumum S, graf kincir angin

K ,(1’"), graf dragon D,,, dan graf P, x P, . Berikut akan diselidiki apakah graf roda

(m
n

W, graf superstar S, ,, graf kincir angin K ks graf dragon D, , dan graf P, x P,

m,3

merupakan graf edge graceful atau bukan.

4.1 Pelabelan Edge Graceful pada Graf Roda IV,

Berikut diberikan Teorema 4.1 untuk membahas pelabelan edge graceful

pada graf roda W .

Teorema 4.1
Graf roda W, adalah graf edge graceful hanya untuk n = 3.
Bukti:
Graf roda W, memiliki n + 1 titik dan 2n sisi. Berikut diselidiki syarat perlu
graf roda I, memenuhi pelabelan edge gracefil atau tidak.
a. Untuk » ganjil.
Tulis n=2k+1 untuk suatu k=1,2,3,... . Dengan demikian p =2k +2 dan

q =4k + 2. Menurut Teorema 2.1, yaitu Teorema tentang syarat perlu suatu graf

G dengan p titik dan ¢ sisi memenuhi pelabelan edge graceful yaitu

[p(p—l)

5 =q(q+ l)} (mod p), didapatkan



1) Ruas kiri (titik)

p(pz—l) (mod p) = (2k + 2§(2k+ 1)
= (k+1)2k +1)

=2k +3k+1

= (k(2k +2))+k +1 (mod 2k +2)

2 untuk k=1
 lk+1 untuk k yang lain

2) Ruas kanan (sisi)

q(g+1) (mod p)=(4k +2)(4k +3)
=16k* +20k + 6

=((8k+2)2k+2))+2 (mod2k+2)

=2

29

Ruas kiri akan sama dengan ruas kanan hanya pada k =1, sehingga graf roda W,

untuk n ganjil yang memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful hanya pada

n =3 yaitu graf roda W,

. Untuk n genap.

Tulis n = 2k untuk suatu k£ = 2, 3, ... . Dengan demikian p = 2k+1 dan g = 4k.

Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

PO (g - G0

= (2k +1)k) (mod 2k +1)
0

2) Ruas kanan (sisi)

q(g+1) (mod p)=(4k)4k +1)
=16k* + 4k
=((8k—2)2k +1))+2 (mod 2k +1)
=2
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Karena ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan, maka graf roda W, untuk » genap

tidak memenuhi syarat perlu suatu graf memenuhi pelabelan edge graceful.

Dengan demikian, graf roda W, untuk n genap bukan graf edge graceful.
Selanjutnya diselidiki apakah graf roda W, merupakan graf edge graceful

atau bukan dengan cara melabeli graf roda W, dengan aturan pelabelan edge
graceful. Pelabelan edge graceful pada graf roda W, adalah fungsi bijektif dari
himpunan sisi E(W3) ke {1,2,...,6} sedemikian hingga titiknya mendapat label
{0, 1,2,3}. Label titik 0 didapat dari penjumlahan label sisi 1, 5, dan 6 dalam modulo

4. Label titik 1 didapat dari penjumlahan label sisi 3, 4, dan 6 dalam modulo 4. Label
titik 2 didapat dari penjumlahan label sisi 1, 2, dan 3 dalam modulo 4. Label titik 3
didapat dari penjumlahan label sisi 2, 4, dan 5 dalam modulo 4 seperti pada Gambar

4.1 berikut.

0

1 a 3

Gambar 4.1 Pelabelan edge graceful pada graf roda W,

Dari Gambar 4.1, terlihat bahwa pelabelan pada graf roda ; memenuhi aturan

pelabelan edge graceful. Dengan demikian graf roda W, adalah graf edge graceful.Ol

4.2 Pelabelan edge graceful pada Graf Grid P, x P,
Pelabelan edge graceful pada graf grid P, x P, dibahas pada Teorema 4.2

berikut.
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Teorema 4.2

Graf grid P, x P, adalah graf edge graceful hanya untuk n = 3 dan 4.

Bukti:

Graf grid P, x P,

4

memiliki 4 titik dan 7n —4 sisi. Berikut diselidiki syarat

perlu graf grid P, x P, memenubhi pelabelan edge graceful atau tidak.

a.

Untuk 7 ganjil.

Tulis n=2k+1 untuk suatu k=1,2,3,... . Dengan demikian p =8k +4 dan

q =14k +3 . Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

plp-1) iy = (8% +4)(8k +3)
2 2

= (4k +2)8k +3)
=32k* +28k +6
= ((8k +4)(4k +1))+ 4k + 2 (mod 8k + 4)
_ |6 untuk k=1
~ |4k+2 untuk K yang lain

2) Ruas kanan (sisi)
q(g+1) (modp)=(14k +3)14k +4)
=196k> + 98k +12
= ((8k + 4)24k))+ 4k* + 2k +12 (mod 8k + 4)
6 untuk k=1
B {4k2 +2k+12 untuk  k yang lain

Ruas kiri akan sama dengan ruas kanan hanya pada &k =1, sedangkan untuk &

yang lain akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.
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Andaikan 4k +2 =4k + 2k +12

&4k -2k +10=0.
Nilai diskriminan dari persamaan tersebut negatif, maka nilai & imajiner. Hal ini
tidak mungkin karena k& merupakan bilangan bulat positif. Dengan demikian
untuk & yang lain ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan. Jadi, graf grid P, x P,
untuk » ganjil yang memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful hanya pada

n =3 yaitu graf grid P, xP,.

Untuk n genap.
Tulis n = 2k untuk suatu k£ =1, 2, 3, ... . Dengan demikian p =8k dan
q =14k —4. Menurut Teorema 2.1 didapatkan
1) Ruas kiri (titik)
-1 -1
A=) (oa ) 8081

2 )
= (4k )8k 1)
=32k* =4k (mod 8k)
8 untuk k=2
3 {41{ untuk £ yanglain

2) Ruas kanan (sisi)
q(g+1) (mod p)=(14k —4)14k - 3)
=196k> — 98k +12

= ((8k )24k —12))+ 4k> — 2k +12 (mod 8k)
B 8 untuk k=2
|4k> -2k +12 untuk & yanglain

Ruas kiri akan sama dengan ruas kanan hanya pada k=2, sedangkan untuk &

yang lain akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.
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Andaikan 4k =4k’ -2k +12

&4k -6k+12=0.
Nilai diskriminan dari persamaan tersebut negatif, maka nilai & imajiner. Hal ini
tidak mungkin karena k& merupakan bilangan bulat positif. Dengan demikian
untuk & yang lain ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan. Jadi, graf grid P, x P,
untuk » genap yang memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful hanya pada
n =4 yaitu graf grid P, xP,.

Selanjutnya diselidiki apakah graf grid P, xP, dan graf grid P, xP,
merupakan graf edge graceful atau bukan dengan cara melabeli graf grid P, x P,
dan graf grid grid P, x P, dengan aturan pelabelan edge graceful. Pelabelan edge
graceful pada graf grid P, x P, adalah fungsi bijektif dari himpunan sisi £ (P4 X P3)
ke {1, 2,...,17} sedemikian hingga titiknya mendapat label {0,1,2,...,1 1}. Label titik 0
didapat dari penjumlahan label sisi 5, 15, dan 16 dalam modulo 12. Label titik 1
didapat dari penjumlahan label sisi 7, 13, dan 17 dalam modulo 12. Label titik 2
didapat dari penjumlahan label sisi 16 dan 10 dalam modulo 12. Label titik 3 didapat
dari penjumlahan label sisi 6, 10, dan 11 dalam modulo 12. Label titik 4 didapat dari
penjumlahan label sisi 11 dan 17 dalam modulo 12. Label titik 5 didapat dari
penjumlahan label sisi 2,12, dan 15 dalam modulo 12. untuk label titik 6.7,..., 11

didapat dengan cara yang sama seperti pada Gambar 4.4 berikut.

el Bl et
1 P 15 16
8 ) 5 10
61 % 3 o 6 7
9 4 7 11

14 5 13 17 3

Gambar 4.4 Pelabelan edge graceful pada graf P, x P,
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Dar1 Gambar 4.4, terlihat bahwa pelabelan pada graf grid P, x P, memenuhi aturan
pelabelan edge graceful. Dengan demikian graf grid P, x P, adalah graf edge
graceful.

Pelabelan edge graceful pada graf grid P, x P, adalah fungsi bijektif dari
himpunan sisi E(P, x P,) ke {1,2,...,24} sedemikian hingga titiknya mendapat label
{0, 1, 2,...,15}. Label titik 0 didapat dari penjumlahan label sisi 5, 21, dan 22 dalam

modulo 16. Label titik 1 didapat dari penjumlahan label sisi 13 dan 17 dalam modulo
16. Label titik 2 didapat dari penjumlahan label sisi 3, 4, 5 dan 6 dalam modulo 16.
Label titik 3 didapat dari penjumlahan label sisi 17 dan 18 dalam modulo 16. Label
titik 4 didapat dari penjumlahan label sisi 2, 3, 7 dan 8 dalam modulo 16. Label titik 5
didapat dari penjumlahan label sisi 12,20, dan 21 dalam modulo 16. untuk label titik
6,7,..., 16 didapat dengan cara yang sama seperti pada Gambar 4.5 berikut.

b | S
14 19 13
15 9 8 17
e o _ i 15
16 1 3 23
LRl 7 & el
13 12 5 24

TN LY Y

Gambar 4.5 Pelabelan edge graceful P, x P,

Dari Gambar 4.5, terlihat bahwa pelabelan pada graf grid P, x P, memenuhi aturan
pelabelan edge graceful. Dengan demikian graf grid P, x P, adalah graf edge
graceful.O
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4.3 Pelabelan Edge Graceful pada Graf Superstar S

m,3

Pelabelan edge graceful pada graf superstar S, dibahas pada Teorema 4.3

m,3

berikut.

Teorema 4.3
Graf superstar S, ; untuk m genap adalah graf edge graceful.
Bukti:

Graf superstar S, ; mempunyai 3m +1 titik dan 3m sisi. Berikut diselidiki
syarat perlu graf superstar S, ; memenuhi pelabelan edge graceful atau tidak.

a. Untuk m ganyjil
Tulis m =2k +1 untuk suatu k=1, 2, 3, ..., sechingga p =6k +4 dan g =6k +3.
Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

p(pz—l) (i D) (6k+4;(6k+3)
= (3k +2)6k +4)

=18k> + 21k +6
=((6k +4)3k+1))+3k+2  (mod 6k +4)
=3k+2

2) Ruas kanan (sisi)
q(g+1) (mod p)=(6k+3)6k+4)  (mod 6k +4)
=0

Karena ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan, maka graf superstar S, ; untuk

m ganjil tidak memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful. Dengan demikian,

graf superstar S, ; untuk n ganjil bukan graf edge graceful.

b. Untuk m genap
Tulis m = 2k untuk suatu k=1, 2, 3, ... , sehingga p =6k +1 dan g =6k .
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Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)
p(p2 -1) (mod p) (6k +1)(6k)

2
= (6k +1)(3k) (mod 6k +1)
=0
2) Ruas kanan (sisi)
q(g+1) (mod p)=(6k)6k +1) (mod 6k +1)
=0

Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka graf superstar S, , untuk m

genap memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful.

Selanjutnya diselidiki apakah graf superstar S, ; untuk m genap merupakan
graf edge graceful atau bukan. Untuk membuktikan bahwa graf superstar S, ,

untuk m genap merupakan graf edge graceful dengan cara melabeli graf superstar

S,; untuk m genap dengan aturan pelabelan edge graceful. Langkah yang pertama
dilakukan yaitu memberi label pada setiap sisi pada graf superstar S, ; untuk m

genap dengan himpunan bilangan bulat positif {1, Gl 3m}.
a. Label sisi

Perumusan label sisi secara umum pada graf superstar S, , untuk m

genap sebagai berikut. Cara memperolehnya dapat dilihat pada Lampiran A.

¢ 3j-2 untuk j=13,...m-1
f(el,j): . WO
kY untuk  j=2,4,...m

fles,)=3j-1 untuk j=1,2,...m

3j untuk j=13,..m-1
f( 3,1): . .
3j—-2 untuk j=2,4,..,.m
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Berikut dibuktikan bahwa setiap sisi memiliki label yang berbeda yaitu

untuk setiap € ;,€, ;.65 €L (SM) dengan €, %€, #e; maka

f(el_j)¢ f(e2j)¢ f(es_/)-

1)

2)

3)

Untuk j=13,...,m—1 dan [/ =2,4,...,m akan dibuktikan bahwa 3;—2 = 3/ .
Karena j bernilai ganjil , maka 3; merupakan bilangan ganjil sehingga 3 -2
bernilai ganjil. Selanjutnya 3/ merupakan bilangan genap karena / bernilai genap.
Jadi, terbukti bahwa 37 —2 # 3/ dengan j=1,3,...,m—1dan [ =2,4,...m.
Untuk j=13,...m—1 dan [ =1,2,...,m akan dibuktikan bahwa 3; -2 #3/—1.

Andaikan 3j—-2=3/—-1 dengan j=1,3,..,n—1dan [ =1,2,...,n, maka

3j-2=3l-1
< 37-31=1
1
N — —
3

Hal ini tidak mungkin, karena j dan / merupakan bilangan bulat positif sehingga

j—1 juga merupakan bilangan bulat positif. Sehingga pengandaian
3j—2=3/-1 dengan j=1,3,..m—1 dan [/=1,2,..,m tidak benar. Jadi,
terbukti bahwa 3 -2 #3/—1 dengan j=1,3,...m—1dan [ =12,...,m.

Dengan cara yang sama, pembuktian dengan cara kontradiksi tersebut dapat
digunakan untuk membuktikan bahwa:

a) 3j#3l—-1dengan [=2,4,..mdan [=1,2,...m

b) 3j-1#3/-2 dengan j=12,...,m dan [ =2.4,...,m

c) 3j—-1#3l dengan j=1,2,...m dan /[ =1,3,...,m—1

Untuk 3;-2#3/ dengan j,/=13,.,n—-1 dan 3;j#3/-2 dengan
Jl=2,4,..,n.

Nilai 3 =3/dipenuhi jika dan hanya jika j =/, maka untuk j =/ diperoleh

3j# 3l untuk setiap j,/=1,3,..,n—1 dan j,/=2,4,...,n. Kemudian karena
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—2#0, dapat disimpulkan bahwa 3;-2#3/ dengan j,/=1,3,...,n—1 dan
37#31-2 dengan j,/=2,4,...,n.

4) Jelas terlihat bahwa untuk 3;-2#3/-2 dengan j;=1,3,..,n—1 dan
[=2,4,..,n dan 3j# 3l dengan j=2,4,..,n dan [=1,3,...,n—1 karena untuk
setiap j #/ maka f(j);t f(l).

Dari 1), 2), 3) dan 4) terbukti bahwa pelabelan sisi pada graf superstar S, ,
untuk m genap memenuhi fungsi injektif karena untuk setiap e, ;,e, ;,e;; € E(Smﬁ)
dengan e #e,, #e,, maka f (elj);t A (ezj);t i (83].). Karena himpunan label
{1,2,...,3m} habis dipasangkan pada himpunan sisi £ (Smﬁ) maka pelabelan sisinya

juga memenuhi fungsi surjektif. Dengan demikian pelabelan sisinya memenuhi fungsi
bijektif dari himpunan sisi £ (Smj) ke himpunan bilangan bulat {1, 2,..4, 3m}.

b. Label titik
Setelah label sisinya didapatkan dan terbukti berbeda semua, selanjutnya

mendapatkan label titik dengan cara menjumlahkan label sisi yang menempel pada

titik tersebut, yaitu f(v)= {z i (uv)} (mod p).

uvek
1) Titik v, ;
Sisi yang menempel pada titik v,; hanya satu yaitu sisi e, ; dan titik v,
berderajat satu, sehingga didapatkan perumusan secara umum untuk titik v,

sebagai berikut.

3j-2 untuk j=13,.,m-1
f("l,j)zf(ehi)z{;' Eztuk ;:2,4,...,’:1

2) Titik v,
Sisi yang menempel pada titik v, ; yaitu sisi e, ; dan e, ;, sehingga didapatkan

perumusan secara umum untuk titik v, ; sebagai berikut.
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4)

a) Untuk j=13,..,m—1

f("z,j ) = (f(vl,jVZ,j )+ f(VZ,jv3,j )) (mod 3m +1)
N (f(el,j )+ f(ez,_]. )) (mod 3m+ 1)
=(3j-2)+(@3j-1) (mod 3m +1)
=6j-3 (mod 3m +1)

b) Untuk j=2,4,..m
f(v2,j)= (f(Vl,sz,(,» )+ f(vzj‘,-vi‘, » (mod 3m + 1)

(f(el,j )+ f(ez,j )) (mod 3m +1)
((3J )+(3/-1)) Emod 3m+ 1;

6j—-1 mod 3m +1

Titik v, ,

Sisi yang menempel pada titik v, yaitu sisi

€,

5]
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dan e, ;, sehingga

didapatkan perumusan secara umum untuk titik v, ; sebagai berikut.

a) Untuk j=13,..,m-1

f(v&j ) = (f(vzﬂjv&j )+ f(vovj )) (mod 3m+ 1)
o (f(elj )+ f(ea,/ )) (mod 3m + 1)
=((3/-1)+(3))) (mod 3m +1)
=6,/=1 (mod 3m +1)

b) Untuk j=2,4,..,m
f ("3,/) = (f (Vz, V3 )+ f (Vov_,- )) (mod 3m+1
~(fles )+ fley,)  (mod3m=+1
=(3/-1)+(/-2)

(
=6j-3 (mod 3m +1
Titik v,

Sisi yang menempel pada titik v, yaitu sisi e, ; dan titik v, berderajat m,

sehingga didapatkan perumusan secara umum untuk titik v, sebagai berikut.
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—

fles, )} (mod 3m +1)

~

63,1)+f(ez,z)"'f(e3,3)+f(ez,4)+---+f(e3,(m71))+f(e3,m )] (mod 3m +1)
3.)+(32-2)+(33)+(34-2)+..+(Bm-3)+(Bm-2)] (mod3m+1)

=
<
[}
N—
Il
M
3

—

=[B+4+9+10+...+(B3m—3)+(Bm-2)] (mod 3m +1)
=B+9+..+Bm=3)]+[4+10+..+ (3m-2)] (mod 3m +1)
={(3IZ j+[3m :2mﬂ (mod 3m +1)

:(WT—I_Z’”J (mod 3m+1)

= 2Tm(3m +1) (mod 3m +1)

=0

Dengan demikian, perumusan secara umum untuk pelabelan titik pada graf superstar

S,,; adalah sebagai berikut.
S (Vo ) =1

3j—2 untuk j=13,...m-1
f(vl,j): . et
3 untuk j=2,4,...m

1o, )= 6j-3 (mod3m+1) untuk j=1,3,.,m-1
277061 (mod3m+1) untuk j=2,4,...m

e 6j-3 (mod3m+1) untuk j=2,4,.,m
3777161 (mod3m+1) untuk j=1,3,.,m—1

Selanjutnya dibuktikan bahwa setiap titik memiliki label yang berbeda

semua yaitu untuk setiap v,,v, ;,v, ;,V; ; € V(Smﬁ) dengan v, #v, ; #v, ; #V,; maka

f(VO)if(Vl,j)i f(vz,_/)i f(VS,j)'
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a. Pembuktian bahwa label titik v, ; berbeda semua sebagai berikut.
Pelabelan f(vz’j ) =6j-3 (mod 3m+ 1) untuk j=13,...,m—1 dan
f(vz’,)z 6/—1 (mod 3m+ l) untuk / =2,4,....m.
Andaikan f (vz, ; ) =f (vz,] ) dalam mod (3m +1), maka
< 6j-3=6/-1
2
< j-1= y?
Hal ini tidak mungkin, karena j dan / merupakan bilangan bulat positif sehinggga
j —1 juga merupakan bilangan bulat positif. Jadi, f (vz’ A ) 7N (vz,, )
b. Pembuktian bahwa label titik v, ; berbeda semua sebagai berikut.
Pelabelan f(vlj ) =6/ —1(mod 3m +1) untuk j=L3,..,m-1 dan
f(v”): 6/-3 (mod 3m + 1) untuk / =2,4,...,m.
Andaikan f (V3, : ) =1 (v3J ) dalam mod (3m + 1), maka

©6j-1=61-3

@j—lz—%.

—% merupakan bilangan negatif yang tidak bulat. Hal ini tidak mungkin karena j

dan / merupakan bilangan bulat positif. Jadi, 1 (V3,j ) = f (vl, )
c. Pembuktian bahwa label titik v, ; dengan titik v, ; dan titik v, ; berbeda semua

sebagai berikut.
Pelabelan f(vl’j ) =3j-2 dan f(vz’, ) =6/-3 (mod 3m+ 1) untuk

Jl=13,...,m—-1.
Andaikan f (vl’ ) ) =f (vz,,) dalam mod (3m + 1), maka

&3j-2=61-3
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@j—zl:—%.

Nilai j—2/ merupakan bilangan negatif yang tidak bulat. Hal ini tidak mungkin
karena j dan / merupakan bilangan bulat positif. Jadi, f (vl’ ; ) = f (Vz,/ )

Dengan cara yang sama, pembuktian tersebut dapat digunakan untuk

membuktikan bahwa:

1) 3j-2#6/—1(mod3m+1)untuk j=1,3,..,m—1dan [=2,4,...,m

2) 3j#6[-3(mod3m+1)untuk j=2,4,..,m dan [=13,..,m—1

3) 3j#6l—1(mod3m+1) untuk j,/=2,4,..,m

dan juga membuktikan bahwa f (vl, g ) = f (vl, ), yaitu:

1) 3j-2#6l-3(mod3m+1) untuk j=1,3,....,m—1dan [=2.4,..m

2) 3j-2#6[—1(mod3m+1) untuk j,/=1,3,....,m—1

3) 3j#6l—3(mod3m+1)untuk j,I=2,4,..,m

4) 3j#6[—1(mod3m+1) untuk j=2,4,...m dan [ =1.3,...,m—1.

. Pembuktian bahwa label titik v, ; dan v, ; berbeda semua, yaitu f (vz,j);t f (vl,)

adalah sebagai berikut.

1) Jelas terlihat bahwa 6;-3 (mod 3m+ 1) # 6/ — 3(mod 3m+ 1) untuk
j=13,..,m—-1 dan [=2,4,...m, 6j—1(mod3m+1) 6/—1(mod3m+1)
untuk j=2,4,..,m dan [=13,..,m—1 karena setiap j#/ maka
()= 1) Jadi, flv,,)# f(vs,)-

2) Pelabelan f(vz,j): 6j—3(mod3m+1) dan f(v&, ) =6/ —1(mod 3m +1)
untuk j,/=13,..,m—1.

Dalam mod (3m + 1), nilai 6 = 6/ dipenuhi jika dan hanya jika j =/, maka
untuk j=#/ diperoleh 6 # 6/ untuk setiap j,/=13,...,m—1. Kemudian

karena -3#-1, dapat disimpulkan bahwa
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6j—3(mod3m+1)#6/—1(mod3m+1) untuk j,/=1,3,.,m—1. Jadi,
f(‘h,j)i f(V3,1)-

Dengan cara yang sama, pembuktian tersebut dapat digunakan untuk

membuktikan  bahwa 6 -1 (mod 3m+ 1) # 6/ — 3(mod 3m+ 1) untuk
J.l=2,4,.,m.
e. Karena f(v,)=0, jelas bahwa f(vo)if(vl’j), F(vy) f(vz,].), dan
()% flv,,) karena £(v,, ). f(v,, ) #(v, ;) bernilai tak nol.

Dari a, b, ¢, d, dan e didapatkan untuk setiap v,,v, ,v, ,v;; € V(Sms)
dengan v, #v,, #v, #v,, maka f(vo);tf(vl’j);t f(vzjj);t f(vlj). Karena itu,
pelabelan titiknya memenuhi fungsi injektif. Karena himpunan label {0, 1,2,3,...,3m}
habis dipasangkan pada himpunan titik V(Sm73) maka pelabelan titiknya juga

memenuhi fungsi surjektif. Dengan demikian pelabelan titiknya untuk memenuhi sifat

bijektif dari himpunan titik V(Smﬁ) ke himpunan bilangan bulat {0,1, 2,3,...,3m}.

Jadi, pelabelan sisinya memenuhi sifat bijektif dari himpunan sisi £ (Sm,3) ke
himpunan bilangan bulat {1, 2,3,...,3m} dan pelabelan titiknya memenubhi sifat bijektif
dari himpunan titik V (Sm,3) ke himpunan bilangan bulat {0,1,2,3,...,3m}. Dengan
demikian pelabelan graf superstar S, ; untuk m genap memenuhi aturan pelabelan
edge graceful, sehingga graf superstar S, ; untuk m genap adalah graf edge graceful.]

Gambar 4.2 merupakan contoh Pelabelan edge graceful pada graf superstar

S16; dengan label sisi dan label titik diperoleh dari perumusan yang telah dibuktikan

pada Teorema 4.3.
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Gambar 4.2 Pelabelan edge graceful pada graf superstar S,

4.4 Pelabelan Edge Graceful pada Graf Dragon D;

Pelabelan edge graceful pada graf dragon D;, dibahas pada Teorema 4.4
berikut.
Teorema 4.4
Grafdragon D, , untuk n ganjil adalah edge graceful.
Bukti:

Graf dragon D;, mempunyai n+2 titik dan n+2 sisi. Berikut akan

diselidiki syarat perlu graf dragon D;, memenuhi pelabelan edge graceful atau tidak.
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Tulis n =2k +1 untuk suatu k=1, 2, 3, ..., sehingga p =2k +3 dan g =2k +3.

Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

plp-1) (

2

2) Ruas kanan (sisi)

mod p)

_ (2K +3)2k+2)
(2k + 3)(2k +1) (mod 2k +3)

=0

q(g+1) (mod p)=(2k +3)2k +4) (mod 2k +3)

0

Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka untuk » ganjil graf dragon Dj,

memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful.

b. Untuk n genap.

Tulis n =2k untuk suatu k=1, 2, 3, ... , sehingga p=2k+2 dan ¢ =2k+2.

Menurut Teorema 2.1 didapatkan

1) Ruas kiri (titik)

p(p-1) ol ) (2k +2)2k +1)

2
= (k+1)2k +1)
=2k* +3k+1
= (k(2k+2)+k+1  (mod 2k +2)
=k+1
2) Ruas kanan (sisi)
q(g+1) (mod p)=(2k +2)2k +3) (mod 2k +2)

0
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Karena ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan, maka untuk » genap graf dragon

D;, tidak memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful. Dengan demikian,
graf dragon D, , untuk n genap bukan graf edge graceful.

Selanjutnya akan diselidiki apakah graf dragon D;, untuk n ganjil

merupakan graf edge graceful atau bukan dengan cara melabeli graf dragon D,

untuk n ganjil dengan aturan pelabelan edge graceful. Langkah pertama yang

dilakukan yaitu mendefinisikan suatu pelabelan untuk sisi-sisi graf dragon Dj,
FED,,)->{1,2,...n+2}.

a. Label sisi
Berikut akan diberikan perumusan label sisi yang cara mendapatkannya

dapat dilihat pada Lampiran B.
f(ai)z i untuk i=12,..,n-1

f(b)=i+n-1 untuk i=1,2,3

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa setiap sisi memiliki label yang berbeda
yaitu untuk setiap a,b € E (Dln) dengan a # b maka f(a)# f(b).
Untuk f(a,)=i dengan i=1,2,..,n—1 diperoleh 1< f(a,)<n—1 sedangkan untuk
f(bj): i+n—1 dengan j=1,2,3 diperoleh n< f(bj)g n+2, sehingga
f (ai)é n-l<n<f (b E ) Dengan demikian f (ai)< i (b j), sehingga terbukti bahwa
fla)= 1 @,).

Jadi, terbukti bahwa pelabelan sisi pada graf dragon D,, untuk n ganjil
memenuhi fungsi injektif. Karena himpunan label {1, 2,...,n+2} habis dipasangkan
pada himpunan sisi E (DM) maka pelabelan sisinya juga memenuhi fungsi surjektif.

Dengan demikian pelabelan sisinya memenuhi fungsi bijektif dari himpunan sisi

E (Dw ) ke himpunan bilangan bulat {l, 2,...,n+ 2}.



47

b. Label titik
Setelah label sisinya didapatkan dan terbukti berbeda semua, selanjutnya

mendapatkan label titik dengan cara menjumlahkan label sisi yang menempel pada

titik tersebut, yaitu f(v)= {z f (uv)} (mod p).

uveE
1) Titik u,
Sisi yang menempel pada titik u, yaitu sisi a, , dan a, , sehingga didapatkan
perumusan secara umum untuk titik u, sebagai berikut.
Untuk i=12,..,n-1

f(”i ) = [f(ai—l )+ f(ai )] (mOd n+ 2)
06 v fhod i)

=2i-1 (mod n +2)
2) Titik v,
Sisi yang menempel pada titik v, yaitu sisi b,, b,, dan a, ,, sedangkan sisi yang
menempel pada titik v, untuk i =2,3 yaitu sisi b, ; dan b,, sehingga didapatkan
perumusan secara umum untuk titik v, sebagai berikut.
a) Untuk i=1

F0)=1r@)+ 1)+ f(a,)] (mod n+2)
=[(n+1-1)+(n+3-1)+(n—1)] (mod n+2)

=[n+n+2+n-1] (mod n +2)
=3n+1 (modn+2)
b) Untuk i=2,3
S) =11 )+ 1)) (mod n+2)

=[(((-1)+n-1)+(+n-1)] (modn+2)
=2n+2i-3 (mod n +2)
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Dengan demikian, perumusan secara umum untuk pelabelan titik pada graf dragon

D, adalah sebagai berikut.

flu,)=2i-1 (modn+2) untuk i=1,2,..,n-1

()= 3n+1 (modn+2) untuk i=1
Y 2n+2i-3 (modn+2) untuk i=2,3

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa setiap titik memiliki label yang
berbeda semua yaitu untuk setiap u,v € V(Dln) dengan u #v maka f (u) =f (v)
(1) Pembuktian bahwa f(x,)=2i—1(mod n+2)# 3n+1(mod n +2)= f(vj) untuk
i=1,2,..,n—1 dan j =1 sebagai berikut
Andaikan f(u,)= f (v‘ : ) dalam mod (n + 2), maka
& 2i-1=3n+1

_n

< +1.

Karena n ganjil maka nilai i merupakan bilangan tidak bulat. Hal ini tidak
mungkin karena i merupakan bilangan bulat positif. Jadi, f (u ; ) = f (v i )
(2) Untuk i=12,..,n-1 dan K023 dibuktikan bahwa
fu,)=2i~1(mod n+2) = 2n+2;j~3(mod n+2)= f(v,).
Andaikan f(u,)= f (v " ) dalam mod (r +2), maka
< 2i-1=2n+2;-3
Si—j=n—-1.
Hal ini tidak mungkin karena untuk i=1,2,..,n—1 dan j=2,3 nilai
i—j<n—1. Jadi, f(u,)% f(v,).
(3) Pembuktian f(v,)=3n+1(mod n+2)# 20+ 2i—3(mod n+2)= f(v,) untuk

i=1dan j=2,3 sebagai berikut.
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Andaikan f(u,)= f (v i ) dalam mod (n +2), maka

<3n+1=2n+2i-3

<:>i=£+2.
2

Nilai i merupakan bilangan tidak bulat karena » ganjil. Hal ini tidak mungkin

karena i merupakan bilangan bulat positif. Jadi, f (ul. ) HE (vj )
Dari (1), (2), dan (3) didapatkan untuk setiap u,v e V(DM) dengan u #v
maka f (u);t f (v) Karena itu, pelabelan titiknya memenuhi fungsi injektif. Karena
himpunan label {0,1, 2,3,...,n+1} habis dipasangkan pada himpunan titik V(DM)

maka pelabelan titiknya juga memenuhi fungsi surjektif. Dengan demikian pelabelan
titiknya memenuhi sifat bijektif dari himpunan titik V(DS’H) ke himpunan bilangan
bulat {0,1,2,3,...,n +1}.

Jadi, pelabelan sisinya memenuhi sifat bijektif dari himpunan sisi £ (D”)
ke himpunan bilangan bulat {1, 2,3,...,n+ 2} dan pelabelan titiknya memenuhi sifat
bijektif dari himpunan titik ¥ (D, ,) ke himpunan bilangan bulat {0,1,2,3,...,n+1}.

Dengan demikian pelabelan graf dragon D, untuk n ganjil memenuhi aturan

pelabelan edge graceful, sehingga graf dragon D;, untuk n ganjil adalah graf edge

graceful.[]
14
15
I S S S
14 12 11 10 9 8
13 7
5 7 9 11 13
12 3 ® 7 ® s c
2
/

1
Gambar 4.3 Pelabelan edge graceful pada graf dragon D ,
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Gambar 4.3 merupakan contoh pelabelan edge graceful pada graf dragon
D;,; dengan label sisi dan label titik diperoleh dari perumusan yang telah dibuktikan
pada Teorema 4.4, sehingga didapatkan label sisi {1,2,3,...,13} dan label titik
{0,1,2,3,...,12}.

4.5 Pelabelan Edge Graceful pada Graf Kincir Angin K ,(l’”)
Teorema 4.5 berikut membahas mangenai pelabelan edge graceful graf
kincir angin K 5’") .
Teorema 4.5
Graf kincir angin K ™) bukan graf edge graceful untuk setiap m dan n.

n

Bukti:

(m

n

l’l’ll’l2 —mn

Graf kincir angin K ) dengan mempunyai mn—m +1 titik dan

sisi. Berikut diselidiki syarat perlu Graf kincir angin K ,(l’") memenuhi pelabelan edge
graceful atau tidak.
a. Untuk m dan n genap.
Tulis m =2r dan n=2s untuk suatu » =1, 2, ... dan s = 2, 3, ... , sehingga
p=4rs—2r+1 dan g =4rs> —2rs . Menurut Teorema 2.1 didapatkan
1) Ruas kiri (titik)

p(pz— l) (modp) (4rs —2 +21)(4rs o Zr)
(4rs —2r +1)2rs —7) (mod 4rs —2r +1)

0
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2) Ruas kanan (sisi)

(4rs - 2rsx4rs2 —2rs + 1)
= ((s(4rs —2r +1))=s)(s(4rs =27 +1))=s+1) (mod 4rs—2r+1)

o))

—S

q(q +1 modp

Kemudian akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.
Andaikan s° —5=0

= s(s - 1) =0.
Solusi dari persamaan tersebut adalah s =0 atau s =1. Hal ini tidak mungkin
karena s>2. Jadi, ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan. Dengan demikian

untuk m dan n genap graf kincir angin K ,5’") tidak memenuhi syarat perlu

pelabelan edge graceful, sehingga graf kincir angin K ,S’") untuk m dan n genap

bukan graf edge graceful.

. Untuk m dan n ganjil.

Tulis m =2r+1 dan n =2s5s+1 untuk suatur=1,2, ... dans =2, 3, ... , sechingga
p=4rs+2s+1dan g =4rs” +2rs +2s”> + 5. Menurut Teorema 2.1 didapatkan
1) Ruas kiri (titik)

p(pz— 1) (modp) (4rs s +21)(4rs + 2s)
(4rs +25+1)2rs+5)  (mod 4rs+2s+1)

2) Ruas kanan (sisi)
q(g+1) (modp)

(4rs +2rs+2s% + sx4rs2 +2rs+2s% +5+ 1)
(( (4rs + 25+ 1))+ 2rs)((s(4rs + 25+ 1))+ 2rs + 1) (mod drs +2s + 1)
= (2rs)(2rs + 1)

=4r%s? + 2rs

Kemudian akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.
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Andaikan 4r°s* +2rs =0

= (rs)(4rs + 2) =0
rs =0 atau rs = —2
4

Hal ini tidak mungkin karena » dan s merupakan bilangan bulat positif dengan

r>1 dan s>2. Jadi, ruas kiri tidak sama dengan ruas kanan. Dengan demikian

untuk m dan n ganjil graf kincir angin K ,E"’) tidak memenuhi syarat perlu

pelabelan edge graceful, sehingga graf kincir angin K ,S’”) untuk m dan n ganjil

bukan graf edge graceful.

Untuk m genap dan » ganjil.

Tulis m =2r dan n=2s+1 untuk suatu r =1, 2, ... dan s = 2, 3, ... , sehingga
p=4rs+1 dan g = 4rs*> + 2rs. Menurut Teorema 2.1 didapatkan
1) Ruas kiri (titik)

(4rs + 1)(4rs)
2
4rs +1)2rs) (mod 475 +1)

0

_p(pz—l) (modp)

2) Ruas kanan (sisi)

q(q + 1) (modp) = (4rs2 + 2rsx4rs2 +2rs + 1)
=16r°s* +16r’s’ +4r’s* + 4rs® + 2rs
= ((4rs3 +4rs® +7rs —sX4rs + 1))+ rs+s’ (mod 4rs + 1)

=rs+5°

Kemudian akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.
Andaikan rs+s° =0

< s(r+s)=0
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Solusi dari persamaan tersebut adalah s =0 atau » =—s. Hal ini tidak mungkin
karena » dan s merupakan bilangan bulat positif dengan s> 2. Jadi, ruas kiri

tidak sama dengan ruas kanan. Dengan demikian untuk m genap dan n ganjil graf

kincir angin K ) tidak memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful, sehingga

graf kincir angin K ,E’") untuk m genap dan n ganjil bukan graf edge graceful.

. Untuk m ganjil dan n genap.

Tulis m=2r+1 dan n=2s untuk suatu r =1, 2, ... dan s = 2, 3, ... , sehingga
p=4rs+2s—2r dan g = 4rs® —2rs + 2s° — 5. Menurut Teorema 2.1 didapatkan
1) Ruas kiri (titik)

p(pz— 1) (modp) _ (4rs 28 & 2r)(4;rs RESE 2= 1)
= (2rs +5— r)(4rs +25—2r— 1) (mod drs +2s — 2r)
= (2rs y Loy r)(— 1)
=-2rs—s+r

2) Ruas kanan (sisi)
q(q+1 modp :(4rs —2rs + 2s? —SX4I’S2—21"S+2S2—S+1)

((s(4rs i L= 2;’))— s)((s(4rs + 28¢ 2r))— s+ 1) (mod 4rs +2s — Zr)
( sN-s+1)

)

Kemudian akan dibuktikan apakah ruas kiri sama dengan ruas kanan atau tidak.
Andaikan —2rs—s+7r=5" -5

st +2rs—r=0
Solusi dari persamaan tersebut adalah s = —r + m atau s =—r—r(r+1).

Hal ini tidak mungkin karena s merupakan bilangan bulat positif. Jadi, ruas kiri

tidak sama dengan ruas kanan. Dengan demikian untuk m ganjil dan n genap



54

graf kincir angin K ) tidak memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful,

sehingga graf kincir angin K ,(l'”) untuk m ganjil dan n genap bukan graf edge

graceful.

(lﬂ
n

Jadi, untuk setiap m dan n graf kincir angin K ) bukan graf edge graceful.[]



BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Dari pembahasan sebelumnya dapat diambil kesimpulan bahwa:

a. Kelas graf yang bukan graf edge graceful yaitu graf roda W untuk n # 3, graf
grid P, x P, untuk n # 3,4, graf superstar S, ; untuk m ganjil, graf dragon D,

untuk » genap, dan graf kincir angin K () untuk setiap m dan n karena kelas-

n

kelas graf tersebut tidak memenuhi syarat perlu pelabelan edge graceful.

b. Kelas graf yang merupakan graf edge graceful yaitu graf roda W,, graf grid
P, x P, untuk n=3,4, graf superstar S, ; untuk m genap dan graf dragon D;,
untuk #n ganjil.

c. Perumusan pelabelan edge graceful pada graf superstar S, ; untuk m genap

sebagai berikut.

1) Label sisi

3ji-2Cuntuk - j=13,..,m =1
f(el,j): 3 il
¥ untuk j=2,4,...m

fle,,)=3j-1 untuk j=1,2,.,m

3 untuk j=13,..,m—1
f( 3,j): 3 .
j—2 untuk j=24,.,m

2) Label titik
f (Vo ) =0

3j-2 untuk j=13,..m-1
f(vl,j)z . .
3 untuk  j=2.4,...m
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o )= 6j-3 (mod3m+1) untuk j=13,..,m-1
277061 (mod3m+1) untuk j=2,4,...m

f( )_ 6j-3 (m0d3m+1) untuk j=2,4,..,m
77 16j-1 (mod3m+1) untuk j=1,3,.,m—-1

d. Perumusan pelabelan edge graceful pada graf dragon D;, untuk n ganjil sebagai

berikut.
1) Label sisi

fla,)=i untuk i=1,2,.,n-1

f(b,)=i+n—-1 untuk i=1,2,3

2) label titik
flu,)=2i-1 (modn+2) untuk i=12,..,n—1

3n+1 (modn+2) untuk i=1
f(vi):{ ( )

2n+2i-3 (modn+2) untuk ;=23

5.2 Saran
Masih terbuka kesempatan bagi peneliti lain untuk melakukan penelitian
mengenai pelabelan edge graceful pada kelas graf yang berbeda lainnya dan

disarankan untuk mengkaji pelabelan edge graceful pada kelas graf yang termasuk

graf tak terhubung seperti C, ., v C, , mP,, C US, , atau graf tak terhubung yang

lain.
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Lampiran A. Perumusan Pelabelan Edge Graceful pada Graf Superstar S

m,3

Berikut akan diberikan beberapa graf superstar S, ; dengan m genap yang telah

dilabeli menurut definisi pelabelan edge graceful untuk memperoleh pola label sisi
sehingga didapatkan perumusan pelabelan sisi secara umum seperti yang tertulis pada

pembuktian Teorema 4.3.

1) Pelabelan edge graceful pada graf superstar S, ,




3) Pelabelan edge graceful pada graf superstar S,

13
IB 18

4) Pelabelan edge graceful pada graf superstar S,

18¢

13 ? 19
100

59
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5) Pelabelan edge graceful pada graf superstar S, ;

719 24
18 19 24
18 8 16
4 20 ” 2525
17
Y{/] 26 20
13 w O 14
3 29 16NN/ 2273
14 — e
) 29
21 3 26 30
10 5 \g 28
5 30
23 11 17 9 2
12_13
8 5 3 :
15 11 ]
ke 6



6) Pelabelan edge graceful pada graf superstar S, ;

?24
19 24 25
19 #10 25
18 2
23 14 30
4 22
N,
21 270 20
13 27 2%= 15 33 32 31
S B T S S5 . 28 2%
21g10 /g 3
4 32 35
23 1 17 9 3
g 2 34 36
12
1 15 5 3 36
4 11+ ]
7 6 1
6o
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7) Pelabelan edge graceful pada graf superstar S, ;

2
24 5
25
19 24 30
s 30
19 4
18 & 29 317731
20
el 41 &2 M0y 3 %
33 N\222728
. & 322 36
13 27 29 16 / 34 36
——; — > < 9 26 28
40 8
10
21 AN .
23 11 17 9e 5@ 38\ 3
12 8 5 2
12 A 40\,
11 3
7 : 42
- 6
1
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Pelabelan edge graceful pada graf superstar S, , dengan m=2,4,6,8,10,12,14

diatas dapat dituliskan dalam bentuk tabel berikut yang berupa barisan label sisi

untuk mempermudah dalam mendapatkan perumusannya.

a) Labelsisi e, ; (sisi ke-1 lintasan ke-/)

Tabel L.A.1 Pola label sisi pada graf superstar S, ; untuk m genap

e .
Li €, €, €3 €4 €5 €, €, €3z €49 €, €, €, €,;3 €.

Berdasarkan Tabel L.A.1, untuk mempermudah membuat pola barisan label sisi ¢, ;

maka j dibedakan menjadi ganjil dan genap seperti yang ditunjukkan pada Tabel
L.A2.
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Tabel L.A.2 Pola label sisi e, ; pada graf superstar S,,; untuk m genap

i

- i
2 1 6

6 1,7,13 6,12, 18

10 1,7,13,19, 25 6,12, 18, 24, 30

14 LA 1301925, 91, 3 6,12, 18, 24, 30, 36, 42

pola fe;)=3j-2 fle;)=3j

Berdasarkan Tabel L.A.2, didapatkan permusan untuk label sisi e, ; dengan cara
sebagai berikut.
(1) Cara mendapatkan perumusan label sisi e, ; untuk j=1, 3, ..., m-1

Untuk barisan j, maka

g(/)=U;=a+(j-1p
=1% (-1

=2j-1 (A.1)
Untuk barisan label sisi e, ;, maka
(fogli)=U, =a+(j-1p

=1+(j-1)6
=6j-5 (A2)
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Jika f ( i ) dimisalkan dengan

f)=aj+b (A.3)
maka berdasarkan persamaan (A.1) dan (A.2) diperoleh hubungan:
(foghi)=rle(i))=r2j-1)

o 6j-5=al2j—1)+b
= 6j—-5=2aj—a+b (A4)
Dengan menggunakan sifat kesamaan suku banyak, dari persamaan (A.4)
diperoleh:
6="2a (A.5)
—a+b=-5 (A.6)

Dari persamaan (A.5), diperoleh a =3.
Kemudian subsitusikan a =3 ke persamaan (A.6), sehingga diperoleh:
b =-5

b=-2.

Selanjutnya, subsitusikan a=3 dan bh=-2 ke persamaan (A.3) sehingga

diperoleh perumusan label sisi e, ; untuk j =1, 3, ..., m-1 sebagai berikut.
fley)=r()=3j-2

Cara mendapatkan perumusan label sisi ¢, ; untuk j=2,4, ..., m

Untuk barisan j, maka

g(/)=U, =a+(j-1)p
=2+(j-12

=2 (A.7)

Untuk barisan label sisi e, ;, maka

(foghi)=U,=a+(j-1pb
=6+(j-1)6

=6 (A.8)
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Jika f ( j) dimisalkan dengan

1G)=aj+b (A.9)
maka berdasarkan persamaan (A.7) dan (A.8) diperoleh hubungan:
(/o g)s)=flg(1)=r(2/)

o 6j=a(2j)+b
= 6j=2aj+b (A.10)
Dengan menggunakan sifat kesamaan suku banyak, dari persamaan (A.10)
diperoleh:
6="2a (A.11)
b=0

Dari persamaan (A.11), diperoleh a =3.
Kemudian subsitusikan a =3 dan b =0 ke persamaan (A.9) sehingga diperoleh

perumusan label sisi e, ; untuk j=2,4, ..., m sebagai berikut.

fle,)=r()=3j
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b) Labelsisi e, ; (sisi ke-2 lintasan ke-)

Tabel L.A.3 Pola label sisi e, ; pada graf superstar S,,; untuk m genap

e
b
m Joer €, €3 €, €5 € €5 €5 €9 €, €, €

€13 €

Berdasarkan Tabel L.A.3, barisan label sisi e, untuk j=1,2,...m membentuk

barisan aritmatika maka perumusan untuk label sisi e, untuk j=1,2,.,m

didapatkan dengan cara sebagai berikut.

f(eZ,j):Uj :a+(j_1)b
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¢) Labelsisi e, ; (sisi ke-3 lintasan ke-j)

Tabel L.A.4 Pola label sisi pada graf superstar S, ; untuk m genap

e, .
3,j
2 €1 € €3 €4 €5 €5 €5 €3 €9 €0 €1 €2 €z €

Berdasarkan Tabel L.A.4, untuk mempermudah membuat pola barisan label sisi e, |

jika j dibedakan menjadi ganjil dan genap seperti yang ditunjukkan pada Tabel L.A.5.
Tabel L.A.5 Pola label sisi e, ; pada graf superstar S,,; untuk m genap

£3

10 3,9,15,21,27 4,10, 16, 22, 28

14 3,9,15,21,27,33,39 4, 10, 16, 22, 28, 34, 40

pola fes;)=3j fles;)=3j-2
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Berdasarkan Tabel L.A.5, didapatkan permusan untuk label sisi e, ; dengan cara
sebagai berikut.
(1) Cara mendapatkan perumusan label sisi e, , untuk j=1,3, ..., m-1

Untuk barisan j, maka

g(/)=U,=a+(j-1)p
=1+(j-1)2

=2j-1 (A.12)

Untuk barisan label sisi e; ;, maka
(foghs)=U;=a+(j-1p

=3+(j-1)6

=6j-3 (A.13)
Jika f(j) dimisalkan dengan
fU)=aj+b (A.14)
maka berdasarkan persamaan (A.12) dan (A.13) diperoleh hubungan:
(fogls)=rle()=r2j-1)

=S 6j—3 =al2j =1)+b
o Qi ="2agp= aifh (A.15)
Dengan menggunakan sifat kesamaan suku banyak, dari persamaan (A.15)
diperoleh:

6="2a (A.16)
—a+b=-3 (A.17)

Dari persamaan (A.16), diperoleh a =3.
Kemudian subsitusikan a =3 ke persamaan (A.17), sehingga diperoleh:
-3+b=-3
b=0.
Selanjutnya, subsitusikan a=3 dan =0 ke persamaan (A.14) sehingga

diperoleh perumusan label sisi e, ; untuk j=1, 3, ..., m-1 sebagai berikut.
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fles,)=r()=3j

(2) Cara mendapatkan perumusan label sisi e, ; untuk j=2,4,...,m

Untuk barisan j, maka

g(i)=U, =a+(j-1p
=2+(j-1)2

Q. (A.18)

Untuk barisan label sisi e, ;, maka
(fogli)=U, =a+(j-1)

=4+(j-1)6

=6j-2 (A.19)
Jika f ( j ) dimisalkan dengan
f()=aj+b (A.20)
maka berdasarkan persamaan (A.18) dan (A.19) diperoleh hubungan:

(fo)i)=r(e()=r(2))
o 6j—2=a(2j)+b

PN 6j—2=2aj+b (A.20)

Dengan menggunakan sifat kesamaan suku banyak, dari persamaan (A.20)
diperoleh:
6=2a (A.21)
b=-2
Dari persamaan (A.21), diperoleh a =3.
Kemudian subsitusikan a=3 dan b=-2 ke persamaan (A.20) sehingga

diperoleh perumusan label sisi e, ; untuk j =2, 4, ..., m sebagai berikut.

flen,)=r(j)=3j-2
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Lampiran B. Perumusan Pelabelan Edge Graceful pada Graf Dragon D;,

Berikut akan diberikan beberapa graf Dragon D, , dengan n ganjil yang telah dilabeli

menurut definisi pelabelan edge graceful untuk memperoleh pola label sisi sehingga
didapatkan perumusan pelabelan sisi secara umum seperti yang tertulis pada

pembuktian Teorema 4.4.

1) Pelabelan edge graceful pada graf dragon D,

4
5
a1 iV
4 2 1
3
2
2) Pelabelan edge graceful pada graf dragon D;
6
\
2 0 5 3 1
*— —e ® °
6 4 3 2 1
5
4
3) Pelabelan edge graceful pada graf dragon Dj,
8
9
4 2 0 7 5 3 1
8 & ° 5 ° 4 ° 3 v 2 1 °
7



4) Pelabelan edge graceful pada graf dragon D

10
11
6 4 2 /] 9 7
10 g T . .
9
8 [ ®
1 3 5
5) Pelabelan edge graceful pada graf dragon Dy,
12
13
e AV s B
12 10 9
11
i a2

6) Pelabelan edge graceful pada graf dragon D; |,

14
15
S S S ST
14 12 11 10
13
5 7 9 11 13
12 3 ® 7] . ®

72
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Pelabelan edge graceful pada graf Dragon D;, dengan n=3,5,7,9,11,13 diatas

dapat dituliskan dalam bentuk tabel berikut yang berupa barisan label sisi untuk

mempermudah dalam mendapatkan perumusannya.

a) Labelsisi g,

Tabel L.B.1 Pola label sisi a; pada graf Dragon D;, untuk n ganjil

pola fla,)=i untuk i=12,..,n—1
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b) Labelsisi b,

Tabel L.B.1 Pola label sisi b, pada graf Dragon D;, untuk n ganjil

pola  f(p)=i+n-1

Cara mendapatkan perumusan untuk label sisi b, pada graf Dragon D;, untuk n

ganjil sebagai berikut.

Untuk barisan n, maka
gn)=u, =3+(n—1)2
=2n+1 (B.1)

Berdasarkan Tabel L.B.1, barisan label sisi b, untuk beberapa n-nya dapat dituliskan

sebagai berikut.

e pn=3, >
b, =3 o4 (B.2a)
b, =4

b,=5



[ J n:S’
b =
: i1+2n—-6
b, =
b, =
[ ] n=7’ ,
b =17 i+2n—8
b, =
b, =
[ J n=9’
b =
: i+2n-10
b, =
b —
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(B.2b)

(B.2c)

(B.2d)

Dari persamaan B.2a — B.2d, barisan 4, 6, 8, 10, ... dibentuk rumusan sebagai

berikut.
(foghn)=u, =4+(n-1)2
=2n+2
Jika f ( j) dimisalkan dengan

fn)=an+b

maka berdasarkan persamaan (B.1) dan (B.3) diperoleh hubungan:

(fog)n)=f(gn))=f2n+1)

=N 2n+2=a2n+1)+b

& 2n+2=2aj+a+b

(B.3)

(B.4)

(B.5)

Dengan menggunakan sifat kesamaan suku banyak, dari persamaan (B.5) diperoleh:

2a =2
at+b=2

Dari persamaan (B.6), diperoleh a =1.

(B.6)
(B.7)
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Kemudian subsitusikan a =1 ke persamaan (B.7), sehingga diperoleh:
1+b=2
b=1

Selanjutnya, subsitusikan a =1 dan b =1 ke persamaan (B.4) maka diperoleh:

fln)=n+1 (B.8)

Dengan demikian dari persamaan (B.8), persamaan B.2a — B.2d menjadi sebagai
berikut.
(i+2n)—(n+l)
< 270 11 i 1
Si+n-1 (B.9)
Persamaan (B.9) merupakan perumusan untuk label sisi b; pada graf Dragon D;, untuk

n ganjil.
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