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ABSTRACT 

 

Felicitous labeling of a graph 𝐺 on 𝑞 edge is an injective function 𝑓: 𝑉(𝐺) → {0,1,2, … , 𝑞}, so that each edge gets a label from the sum of the two 

vertex labels adjacent to that edge modulo q. A graph G that obeys the rules of 

felicitous labeling is called a felicitous graph. This research discusses the felicitous 

labeling of folded snake graphs (𝐶4,2𝑘 (𝑟)). Folded snake graph is a graph obtained 

from the join of 𝑘-complate bipartite graphs 𝐾2,2𝑟 with a connecting point between 

the graph 𝐾2,2𝑟 to-𝑖 and 𝐾2,2𝑟 to-𝑖 + 1 which is vertebrae points 2. The purpose of 

this research is to find out whether the folded snake graph(𝐶4,2𝑘 (𝑟)) with 𝑘 ≥ 1 and 𝑟 ≥ 1 is a felicitous graph or not. The results of this research prove that the folded 

snake graphs (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) with 𝑘 ≥ 1 and 𝑟 ≥ 1 is a felicitous graph. 

 

Keywords: Felicitous Labeling, Folded Snake Graphs (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) 
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RINGKASAN 

Pelabelan  Felicitous pada Graf Ular Berlipat; Sella Septiana, 191810101014; 

2023; 15 halaman; Jurusan Matematika Fakultas matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam Universitas Jember. 

 

Pelabelan graf merupakan suatu fungsi yang memasangkan titik, sisi 

ataupun keduanya ke bilangan bulat tak negatif yang memeuhi syarat tertentu. 

Pemberian label pada titik dalam graf disebut pelabelan titik, pemberian label pada 

sisi disebut pelabelan sisi, dan pemberian label pada keduanya disebut pelabelan 

total. Salah satu jenis pelabelan yaitu pelabelan felicitous. Pelabelan felicitous pada 

graf dengan 𝑞 sisi didefinisikan sebagai fungsi injektif 𝑓: 𝑉(𝐺) → {0,1,2,3, … , 𝑞}, 

sehingga setiap sisi mendapatkan label dari penjumlahan dua label titik yang 

bersisian dengan sisi tersebut dalam modulo 𝑞. Penelitian ini membahas tentang 

pelabelan felicitous pada graf ular berlipat. Graf ular berlipat dinotasikan sebagai 𝐶4,2𝑘 (𝑟) merupakan graf yang diperoleh dari 𝑘-buah graf bipartit lengkap 𝐾2,2𝑟 

dengan titik penghubung antara graf 𝐾2,2𝑟 ke-𝑖 dan 𝐾2,2𝑟 ke-𝑖 + 1 yang disebut 

dengan titik vertebrae yang berjarak 2.  

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini yaitu melabeli setiap 

titik pada graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) yang memenuhi fungsi injektif. Selanjutnya, 

menghitung label sisi  dengan menjumlahkan dua label titik yang bersisian dengan 

sisi tersebut dalam modulo 𝑞. Kemudian, memeriksa apakah label sisi berbeda 

semua. Jika label sisi berbeda semua maka graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) merupakan graf 

felicitous. Tujuan dari penelitian ini yaitu membuktikan apakah graf ular berlipat (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1 merupakan graf  felicitous atau bukan. Hasil dari 

penelitian ini terbukti bahwa  graf  ular berlipat (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) dengan 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1 

merupakan graf felicitous. 
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BAB 1. PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Pelabelan graf merupakan suatu fungsi yang memasangkan titik, sisi 

ataupun keduanya ke bilangan bulat tak negatif yang memenuhi syarat tertentu. 

Pelabelan dibedakan menjadi tiga yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi, serta 

pelabelan sisi dan titik (pelabelan total). Pemberian label pada titik dalam graf 

disebut pelabelan titik, pemberian label pada sisi disebut pelabelan sisi, dan 

pemberian label pada keduanya disebut pelabelan total (Chartrand et al., 2019).  

Pelabelan yang digunakan dalam penelitian ini yaitu pelabelan felicitous. 

Menurut (Gallian, 2022), pelabelan felicitous pada graf 𝐺 dengan 𝑝 titik dan 𝑞 sisi 

merupakan pemetaan injektif 𝑓: 𝑉(𝐺) → {0,1,2,3, … , 𝑞}, sehingga setiap sisi 

mendapatkan label dari penjumlahan dua label titik yang bersisian dengan sisi 

tersebut dalam modulo 𝑞 yang harus berbeda semua. Secara matematis untuk 

mencari label sisi 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺), yaitu 𝑓∗(𝑢𝑣) = [𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣)](𝑚𝑜𝑑 𝑞). Graf yang 

memenuhi syarat pelabelan felicitous disebut graf felicitous. 

Beberapa penelitian yang telah dilakukan berkaitan dengan pelabelan 

felicitous diantaranya yaitu, (Lusianita, 2010) yang melakukan penelitian mengenai 

pelabelan felicitous pada graf piramida 𝑃𝑛 × 𝐶3 untuk 𝑛 ≥ 3, graf prisma 𝑃2 × 𝐶𝑛 

untuk 𝑛 ganjil, dan graf prisma 𝑃2 × 𝐶𝑛 untuk 𝑛 = 4, 6, dan 8. (Gomathi et al., 

2012) yang melakukan penelitian mengenai pelabelan felicitous pada graf lintasan 𝐻𝑛. (Selvaraju et al., 2013) yang melakukan penelitian mengenai pelabelan 

felicitous pada graf duplikasi 𝐷2(𝐾1, 𝑛) dan graf split bintang 𝑠𝑝𝑙(𝐾1, 𝑛).  

Pengkajian pelabelan felicitous termasuk materi dalam teori graf yang 

sederhana, hal ini menjadikan banyak peneliti tertarik untuk mengkaji pelabelan ini. 

Terdapat salah satu graf yang belum dilakukan pada pelabelan felicitous, graf 

tersebut yaitu graf ular berlipat.  Graf ular berlipat (𝐶4,2𝑘 (𝑟))  didefinisikan sebagai 

graf yang diperoleh dari 𝑘-buah graf bipartit lengkap 𝐾2,2𝑟 dengan titik penghubung 

antara graf 𝐾2,2𝑟 ke-𝑖 dan 𝐾2,2𝑟 ke-𝑖 + 1 yang disebut titik vertebrae yang berjarak 
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2.  Gambar 1.1, merupakan contoh graf ular berlipat (𝐶4,24 (2)).  Berdasarkan  hal 

tersebut,memilih  graf ular berlipat dan menentukan graf berlipat (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) dapat 

dilabeli dengan aturan pelabelan felicitous. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1. 1 Graf ular berlipat (𝐶4,24 (2)) 

1.2 Rumusan Masalah  

Berdasarkan latar belakang tersebut, rumusan masalah pada penelitian ini 

yaitu menyelidiki apakah graf ular berlipat (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) merupakan graf felicitous atau 

bukan graf felicitous. 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan pada penelitian ini yaitu membuktikan apakah graf ular berlipat (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) merupakan graf  felicitous atau bukan. 
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BAB 2. TINJAUAN TEORI 

2.1 Konsep Dasar Graf 

Graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 𝑉(𝐺) merupakan himpunan tak kosong dari unsur-unsur yang disebut titik (vertex) 

dan 𝐸(𝐺) merupakan himpunan sisi (edge) yang menghubungkan titik-titik di graf 𝐺, yaitu 𝑒 = (𝑢, 𝑣) dengan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) (Chartrand et al., 2016). Gambar 2.1 

merupakan salah satu contoh dari suatu graf dengan himpunan titik 𝑉 ={𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6} dan himpunan sisi 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6}. 

 

 

 

 

 
Gambar 2. 1 Graf dengan himpunan titik {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣6} 

 Dua titik 𝑢 dan 𝑣 pada graf 𝐺 dikatakan saling bertetangga (adjacent) jika 

kedua titik tersebut dihubungkan oleh sebuah sisi yaitu  𝑒 = (𝑢, 𝑣), sedangkan sisi 𝑒 pada suatu graf 𝐺 dikatakan bersisian (incident) dengan titik 𝑢 dan 𝑣. Pada 

Gambar 2.1 titik 𝑣1 bertetangga dengan titik 𝑣2 dan 𝑣3, tetapi titik 𝑣3 tidak 

bertetangga dengan titik 𝑣5, sedangkan sisi 𝑒2 bersisian dengan titik 𝑣1 dan 𝑣3, 

tetapi sisi 𝑒5 tidak bersisian dengan titik 𝑣1 dan 𝑣3. 

2.2 Graf Ular Berlipat 

Graf lingkaran merupakan graf sederhana terhubung yang setiap titiknya 

mempunyai derajat dua. Graf lingkaran dengan 𝑛 titik dinotasikan dengan 𝐶𝑛. 

Gambar 2.2 merupakan contoh graf lingkaran 𝐶3, 𝐶4, dan 𝐶𝑛. 

 

 

 

Gambar 2. 2 Graf lingkaran (a) 𝐶3; (b) 𝐶4; (c) 𝐶𝑛
𝑣3 
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Suatu graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸) merupakan bipartit jika himpunan titik 𝑉 dapat 

dipartisi menjadi dua himpunan bagian saling asling 𝑉1 dan 𝑉2 sehingga setiap sisi 

di 𝐸 menghubungkan sebuah titik di 𝑉1 dan 𝑉2. Graf 𝐺 dapat dikatakan bipartit 

lengkap jika terdapat sisi diantara setiap pasang titik 𝑉1 dan 𝑉2. Bipartit lengkap 

yang terdiri dari 𝑚 dan 𝑛 titik dinotasikan dengan 𝐾𝑚,𝑛, dengan 𝑚 = |𝑉1| dan 𝑛 =|𝑉2|. Contoh graf bipartit lengkap 𝐾2,2𝑟 dengan 𝑟 ≥ 1 dengan himpunan 𝑉1 yaitu {𝑢0 dan 𝑢1} dan himpunan 𝑉2 yaitu {𝑣1, 𝑤11,  𝑤21,  … , 𝑤𝑟1  dan 𝑣2, 𝑤12,  𝑤22,  … , 𝑤𝑟2} 

ditunjukkan pada Gambar 2.3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 2.3 Graf bipartit lengkap  𝐾2,2𝑟 

 

Graf ular berlipat (𝐶4,2𝑘 (𝑟))  dengan 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1 didefinisikan sebagai 

graf yang diperoleh dari 𝑘-buah graf bipartit lengkap 𝐾2,2𝑟 dengan titik penghubung 

antara graf 𝐾2,2𝑟 ke-𝑖 dan 𝐾2,2𝑟 ke-𝑖 + 1 yang disebut titik vertebrae yang berjarak 

2. Jadi, graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟)  mempunyai  𝑘(3 + 2𝑟) + 1 titik dan 4𝑘(1 + 𝑟) 

sisi. Gambar graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) dengan  titik vertebrae 𝑢1,𝑢2, … , 𝑢𝑘−1 

dengan jarak 2 ditunjukkan pada Gambar 2.4 
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Gambar 2.4 Graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) dengan  titik vertebrae 𝑢1,𝑢2, … , 𝑢𝑘−1 dengan jarak 

2 

2.3 Fungsi Injektif 

 Misalkan 𝐴 dan 𝐵 merupakan himpunan tak kosong. Pemetaan dari 

himpunan 𝐴 ke himpunan 𝐵 dinotasikan dengan 𝑓: 𝐴 → 𝐵 adalah suatu cara atau 

aturan yang memasangkan setiap anggota dari himpunan 𝐴 dengan tepat satu 

anggota himpunan 𝐵. Himpunan 𝐴 disebut juga daerah asal (domain) dan himpunan 𝐵 disebut juga daerah kawan (kodomain). Sedangkan nilai yang diperoleh dari 

himpunan fungsi 𝑓 disebut dengan daerah hasil (range). Salah satu sifat fungsi yaitu 

fungsi injektif, dapat dikatakan sebagai fungsi injektif jika setiap dua elemen yang 

berbeda di 𝐴 akan dipetakkan pada dua elemen yang berbeda di 𝐵. Fungsi injektif 

dapat dinotasikan dengan ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟹ 𝑥 = 𝑦 (Bartle dan Sherbert, 

2000). 

2.4 Pelabelan Felicitous 

 Pelabelan felicitous adalah sebuah pelabelan titik dengan bentuk fungsi 

domainnya berupa himpunan titik. Pelabelan felicitous pada graf 𝐺 dengan 𝑝 titik 

dan 𝑞 sisi merupakan suatu pemetaan injektif 𝑓: 𝑉(𝐺) → {0,1,2,3, … , 𝑞} maka 

setiap sisinya mendapatkan label dari penjumlahan dua label titik yang bersisian 

𝑤1𝑟,2
 

 𝑤12,2
 

 𝑤11,2
 

 𝑣12 

 𝑢0 

 

𝑢1 

 𝑣11 

 𝑤11,1
 

 𝑤12,1
 

 

𝑤1𝑟,1
 

 

𝑤2𝑟,2
 

 𝑤22,2
 

 𝑤21,2
 

 𝑣22 

 

𝑣21 

 𝑤11,1
 𝑤22,1
 

 

𝑤2𝑟,1
 

 

𝑤𝑖𝑟,2
 

 𝑤𝑖𝑟,2
 

 𝑤𝑖𝑟,2
 

 𝑣𝑖2 

 𝑢𝑘 

 𝑣𝑖1 

 𝑤𝑖𝑟,1
 

 𝑤𝑖𝑟,1
 

 

𝑤𝑖𝑟,1
 

 

 

𝑢2 

 

𝑢𝑘−1 
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dengan sisi tersebut dalam modulo 𝑞 sehingga menghasilkan label sisi yang berbeda 

semua, yaitu 𝑓∗(𝑢𝑣) = [𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣)](𝑚𝑜𝑑 𝑞). Graf 𝐺 yang memenuhi aturan 

pelabelan felicitous disebut graf felicitous (Gallian, 2022). Pada Gambar 2.4 dapat 

dilihat contoh pelabelan felicitous graf dengan 7 titik dan 8 sisi dengan label titik 

(0,1,2,3,4,6,7) dan label sisi (0,1,2,3,4,5,6,7), maka graf tersebut merupakan graf 

felicitous. 

 

 

 

 

 

Gambar 2.5 Pelabelan felicitous pada graf dengan 7 titik dan 8 sisi 

2.5 Penelitian Pelabelan Felicitous Terdahulu 

 (Gomathi et al., 2016) telah melakukan penelitian mengenai pelabelan 

felicitous pada graf 𝑃𝑚(𝐾4). Hasil yang diperoleh yaitu bahwa graf 𝑃𝑚(𝐾4)  

merupakan graf felicitous. Pelabelan dari graf 𝑃𝑚(𝐾4) diberikan pada Gambar 2.5. 

 

 

 

 

 

 
Gambar 2.6 Pelabelan felicitous pada graf 𝑃4(𝐾4) 

Hasil penelitian terdahulu pada graf dengan pelabelan felicitous dapat 

dilihat pada Tabel 2.1. 

Tabel 2. 1 Hasil penelitian pelabelan felicitous pada beberapa graf 

Graf Peneliti 𝐾𝑚,𝑛 untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 1 𝐾𝑛 jika 𝑛 ≤ 4 𝐶𝑛 untuk 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙 dan 𝑛 = 4𝑘, 𝑘 = 1,2, … 𝐶2𝑘+1 ⊙ 𝑆𝑚 untuk semua 𝑘 dan 𝑚  𝐶2𝑘+1 ∗ 𝑆𝑚 untuk semua 𝑘 dan 𝑚  𝑃𝑛 ∪ 𝐶2𝑘+1 untuk semua 𝑛 ≥ 4  

(Lee et al., 1991) 
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Graf Peneliti 𝑃𝑛 × 𝐶3 untuk 𝑛 ≥ 3 𝑃2 × 𝐶𝑛 untuk 𝑛 ganjil 𝑃2 × 𝐶𝑛 untuk 𝑛 = 4, 6, dan 8 

(Lusianita, 2010) 

𝑛 − 𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑐𝑢𝑏𝑒 𝑄𝑛 untuk 𝑛 ≥ 4 (Ichishima dan Oshima, 2010) 𝑇𝑚 untuk 𝑚 ≥ 1 (Selvam et al., 2011) 𝐻𝑛 dan 𝐻𝑛 ⊙ 𝑆𝑚 (Gomathi et al., 2012) 〈𝐶𝑛, 𝐾1,𝑚〉 untuk semua 𝑚 〈𝐶𝑛 ∗ 𝐾1, 𝑚〉 untuk semua 𝑚 (𝐶4𝐶4)2𝑛 untuk semua 𝑛 ≥ 1 𝐶𝑛 ⊙ 𝐾1,𝑛 untuk semua 𝑛 ≥ 3 

(Gomathi, 2012) 

𝑇(2𝑛) untuk 𝑛 ≥ 1 𝑆1(𝑃2𝑛)  (𝑃2𝑛; 𝑆𝑚) untuk 𝑛 ≥ 1  

(Gomathi et al., 2013) 

𝐷2(𝐾1, 𝑛)  𝑠𝑝𝑙 (𝐾1, 𝑛)  
(Selvaraju et al., 2013) 𝑃𝑚(𝐾4)  𝑆𝑝𝑙(𝐵𝑛,𝑛) untuk semua 𝑛 𝑃𝑙𝑚,𝑛  untuk semua 𝑚 dan 𝑛 𝐶2𝑘+1 ⊙ 𝑆𝑚 untuk semua 𝑘 ≥ 1 dan 𝑚 ≥ 1 

(Gomathi et al., 2016) 

(𝐶𝑛)𝑣 untuk 𝑛 ≥ 4 (𝐶𝑛)  untuk 𝑛 ≥ 4 𝐵𝑛,𝑛2  untuk 𝑛 ≥ 2 

(Gomathi dan Nagarajan, 

2016) 𝐶(5,2)∆𝑆𝑛 untuk setiap 𝑛 bilangan positif 𝐶(5,2)⨁𝑆𝑛 untuk setiap 𝑛 bilangan positif 𝐶(6,3)⨁𝑆𝑛 untuk setiap 𝑛 bilangan positif 𝐶(6,3)∆𝑆𝑛 untuk setiap 𝑛 bilangan positif 𝐾4⨁𝑆𝑛 untuk setiap 𝑛 bilangan positif 

(Sriram dan Kavithanandhi, 

2022) 
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BAB 3. METODOLOGI PENELITIAN 

Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini yaitu sebagai berikut. 

a. Melabeli setiap titik pada graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) dengan label yang 

memenuhi fungsi injektif, yaitu 𝑓: 𝑉(𝐺) → {0,1,2,3, … ,4𝑘(1 + 𝑟)}. 

b. Menghitung label sisi 𝑒 = 𝑢𝑣 dengan menjumlahkan dua label titik yang 

bersisian dengan sisi tersebut, yaitu 𝑓∗(𝑒) = 𝑓∗(𝑢𝑣) = (𝑓(𝑢) +𝑓(𝑣) (mod 4𝑘(1 + 𝑟)). 

c. Memeriksa apakah label sisi berbeda semua. Jika label sisi berbeda semua 

maka graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) merupakan graf felicitous dan proses pelabelan 

selesai. Jika ada label sisi bernilai sama, proses pelabelan kembali ke langkah 

pertama dengan mencari kemungkinan label titik yang lain, apabila tetap 

terdapat label sisi yang sama maka dapat disimpulkan bahwa graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) bukan graf felicitous.
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bab ini membahas tentang hasil penelitian yaitu perumusan pelabelan 

felicitous pada graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) dengan 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1. 

 Misalkan graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) dengan 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1 mempunyai 

himpunan titik 𝑉 (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) = {𝑢𝑖|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘} ∪ {𝑣𝑖𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑗 = 1,2} ∪{𝑤𝑖𝑟,𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟, 𝑟 ≥ 1, 𝑗 = 1,2} dan himpunan sisi 𝐸 (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) ={𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)𝑗 |0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑢𝑖𝑣𝑖𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑢𝑖𝑤(𝑖+1)𝑟,𝑗 |0 ≤ 𝑖 ≤𝑘, 𝑟 ≥ 1, 𝑗 = 1,2} ∪ {𝑢𝑖𝑤𝑖𝑟,𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑟 ≥ 1, 𝑗 = 1,2}. Ilustrasi penotasian titik 

graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) dapat dilihat pada Gambar 4.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4. 1  Notasi titik dari graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) 

 

Untuk menunjukkan bahwa graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) untuk 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1 

merupakan graf felicitous maka harus memenuhi sifat berikut, yaitu : 

a. Semua titik harus memiliki label yang berbeda, sehingga label titik 

didefinisikan dengan 𝑓: 𝑉 (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) → {0,1,2,3, … ,4𝑘(1 + 𝑟)}. 
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b. Label sisi diperoleh dari  𝑓∗(𝑢𝑣) = (𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) mod (4𝑘(1 + 𝑟)), label sisi 

didefinisikan dengan 𝑓∗: 𝐸 (𝐶4,2𝑘 (𝑟)) → {0,1,2,3, … ,4𝑘(1 + 𝑟1) − 1} dengan 

label yang berbeda semua. 

Berikut ini diberikan  teorema yang berkaitan dengan pelabelan felicitous 

pada graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟). 

Teorema 4.1 Graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) untuk 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1 adalah graf 

felicitous. 

Bukti : 

Untuk membuktikan pelabelan felicitous pada graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) untuk 𝑘 ≥1 dan 𝑟 ≥ 1, pertama didefinsikan fungsi pelabelan titik yaitu 𝑓: 𝑉(𝐺) →{0,1,2, … ,4𝑘(1 + 𝑟)} sebagai berikut. 𝑓(𝑢𝑖) = 𝑖,                                        untuk     0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘         ..................... (4.1)  𝑓(𝑣𝑖1) = 𝑘 + 𝑖,                                untuk     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘        ...................... (4.2) 𝑓(𝑣𝑖2) = 3𝑘 + 𝑖,                              untuk    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘         ..................... (4.3) 𝑓(𝑤𝑖𝑟,𝑗) = (2𝑗 + 4𝑟 − 1)𝑘 + 𝑖,   untuk     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ; 𝑗 = 1,2 .............. (4.4) 

Akan ditunjukkan bahwa setiap titik yang berbeda memiliki label yang berbeda. 

Berdasarkan Persamaan (4.1) sampai dengan Persamaan (4.2) diperoleh: 𝑓(𝑢𝑖) ∈ {0,1,2, … , 𝑘}  𝑓(𝑣𝑖1) ∈ {𝑘 + 1, 𝑘 + 2, … ,2𝑘}  𝑓(𝑣𝑖2) ∈ {3𝑘 + 1, 3𝑘 + 2, … , 4𝑘}  𝑓(𝑤𝑖𝑟,𝑗) ∈ {5𝑘 + 1, 5𝑘 + 2, … ,4𝑘(𝑟 + 1)}  

dengan demikian 𝑓(𝑢𝑖) < 𝑓(𝑣𝑖1) <  𝑓(𝑣𝑖2) < 𝑓(𝑤𝑖𝑟,𝑗). Jadi label titik berbeda 

semua. Terbukti bahwa 𝑓(𝑢𝑖), 𝑓(𝑣𝑖1), 𝑓(𝑣𝑖2), dan 𝑓(𝑤𝑖𝑟,𝑗) memenuhi syarat fungsi 

injektif. 

Setelah menjukkan fungsi pelabelan titik memenuhi fungsi injektif, langkah 

selanjutnya menghitung label sisi dengan cara menjumlahkan dua label titik pada 

Persamaan (4.1) sampai dengan Persamaan (4.2) yang bersisian dengan sisi tersebut 

sebagai berikut. 
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𝑓∗(𝑢𝑖𝑣𝑖1) = 𝑓(𝑢𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖1) (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
   = 𝑖 + 𝑘 + 𝑖 (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
   = 2𝑖 + 𝑘 (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
   = 2𝑖 + 𝑘  𝑓∗(𝑢𝑖𝑣𝑖2) = 𝑓(𝑢𝑖) + 𝑓(𝑣𝑖2) (mod 4𝑘(1 + 𝑟))    
   = 𝑖 + 3𝑘 + 𝑖 (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
   = 2𝑖 + 3𝑘 (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
   = 2𝑖 + 3𝑘  𝑓∗(𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)1 ) = 𝑓(𝑢𝑖) + 𝑓(𝑣(𝑖+1)1 ) (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
        = 𝑖 + (𝑘 + (𝑖 + 1)) (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
        = 2𝑖 + 𝑘 + 1 (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
        = 2𝑖 + 𝑘 + 1 𝑓∗(𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)2 ) = 𝑓(𝑢𝑖) + 𝑓(𝑣(𝑖+1)2 ) (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
        = 𝑖 + (3𝑘 + (𝑖 + 1)) (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
        = 2𝑖 + 3𝑘 + 1 (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
        = 2𝑖 + 3𝑘 + 1 𝑓∗(𝑢𝑖𝑤𝑖𝑟,𝑗) = 𝑓(𝑢𝑖) + 𝑓(𝑤𝑖𝑟,𝑗)(mod 4𝑘(1 + 𝑟))   

         = 𝑖 + (2𝑗 + 4𝑟 − 1)𝑘 + 𝑖 (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
      = (2𝑗 + 4𝑟 − 1)𝑘 + 2𝑖  (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   

  𝑓∗ (𝑢𝑖𝑤(𝑖+1)𝑟,𝑗 ) = 𝑓(𝑢𝑖) + 𝑓 (𝑤(𝑖+1)𝑟,𝑗 ) (mod 4𝑘(1 + 𝑟))    

           = 𝑖 + (2𝑗 + 4𝑟 − 1)𝑘 + 𝑖 + 1(mod 4𝑘(1 + 𝑟))   
           = (2𝑗 + 4𝑟 − 1)𝑘 + 2𝑖 + 1  (mod 4𝑘(1 + 𝑟))   

Dari penjumlahan label titik di atas diperoleh fungsi pelabelan sisi sebagai berikut. 𝑓∗(𝑢𝑖𝑣𝑖1) = 2𝑖 + 𝑘 ,                                                                            1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘       (4.5) 𝑓∗(𝑢𝑖𝑣𝑖2) = 2𝑖 + 3𝑘,                                                                          1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘       (4.6) 𝑓∗(𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)1 ) = 2𝑖 + 𝑘 + 1,                                                               0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1       (4.7) 𝑓∗(𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)2 ) = 2𝑖 + 3𝑘 + 1,                                                            0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1       (4.8) 𝑓∗(𝑢𝑖𝑤𝑖𝑟,𝑗) = ((2𝑗 + 4𝑟 − 1)𝑘 + 2𝑖) (mod 4𝑘(1 + 𝑟)),         1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘; 𝑗 = 1,2              (4.9) 𝑓∗ (𝑢𝑖𝑤(𝑖+1)𝑟,𝑗 ) = ((2𝑗 + 4𝑟 − 1)𝑘 + 2𝑖 + 1) (mod 4𝑘(1 + 𝑟)), 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1; 𝑗 = 1,2 (4.10) 
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Akan dibuktikan setiap sisi pada graf 𝐶4,2𝑘 (𝑟) 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1 memiliki label sisi 

yang berbeda yaitu sebagai berikut. 

Semua Persamaan (4.5) hingga Persamaan (4.10) membentuk barisan 

aritmatika dengan beda 2, dan suku pertamanya yaitu 𝑘 + 2 (Persamaan 4.5), 3𝑘 +2 (Persamaan 4.6), 𝑘 + 1 (Persamaan 4.7), 3𝑘 + 1 (Persamaan 4.8), 5𝑘 + 2 

(Persamaan 4.9), dan 5𝑘 + 1 (Persamaan 4.10).  Karena 𝑘 ≥ 1 maka 𝑘 + 2 ≠ 3𝑘 +2 ≠ 𝑘 + 1 ≠ 3𝑘 + 1 ≠ 5𝑘 + 1 ≠ 5𝑘 + 2, dengan demikian label sisi 𝑓∗(𝑢𝑖𝑣𝑖1), 𝑓∗(𝑢𝑖𝑣𝑖2), 𝑓∗(𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)1 ), 𝑓∗(𝑢𝑖𝑣(𝑖+1)2 ), 𝑓∗(𝑢𝑖𝑤𝑖𝑟,𝑗), dan 𝑓∗ (𝑢𝑖𝑤(𝑖+1)𝑟,𝑗 ) 

berbeda semua. Dengan demikian terbukti bahwa fungsi pelabelan titik memenuhi 

fungsi injektif. Jadi, graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) dengan 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1  merupakan 

graf felicitous.               ∎ 

Sebagai contoh, pelabelan felicitous graf ular berlipat 𝐶4,23 (3) diberikan 

pada Gambar 4.2 dan graf ular berlipat 𝐶4,24 (3) diberikan pada Gambar 4.3, dengan 

label titik dengan warna hitam dan label sisi dengan warna merah. Pelabelan sisi 

pada graf ular berlipat 𝐶4,23 (3) dalam modulo 48 dan pelabelan sisi pada graf ular 

berlipat 𝐶4,24 (3) dalam modulo 64. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 4.2 Pelabelan felicitous pada graf ular berlipat 𝐶4,23 (3) 
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Gambar 4.3 Pelabelan felicitous pada graf ular berlipat 𝐶4,24 (3) 

61 

 45 

29 

 13 

 0 

 

1 

 5 

 21 

 

53 

 

62 

 46 

 30 

 14 2 

 6 

 22 

 38 

 54 

 

7 

 

15 

 

23 

 

31 

 

39 

 

47 

 

55 

 

13 

 5 

 

14 

 

17 

 
16 

 

18 

 
15 

 6 

 

7 

 
9 

 

10 

 

29 

 
30 

 

31 

 

43 

33 

 

34 

 

21 22 

 

23 

 

24 

 

25 

 

26 

 37 

 53 

50 

 
46 

 

38 

 

39 

 

3 

 

40 

 
41 

 
42 

 

45 

 36 

 32 

 

35 

 

44 

 54 

 

55 

 

56 

 

57 

 
58 

 

47 

 

48 

 

0 

 49 

 

2 

 
48 

 

4 

 11 

 

12 

 
8 8 

 

16 

 19 20 

28 27 24 

 37 

 

32 

 

40 

 

52 

 
51 

 

56 

 

59 

 

60 

 

64 

 
63 

 62 

 

61 

 

63 

 

1 

 

4 

 

3 

 

DIGITAL REPOSITORY UNIVERSITAS JEMBER

DIGITAL REPOSITORY UNIVERSITAS JEMBER



 

14 

 

BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN 

5.1 Kesimpulan  

Berdasarkan hasil dan pembahasan, graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) untuk 𝑘 ≥ 1 

dan 𝑟 ≥ 1 dapat dilabeli dengan aturan pelabelan felicitous. Sehingga dapat 

disimpulkan bahwa graf ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) untuk 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1 merupakan 

graf felicitous. 

5.2 Saran 

Pada penelitian ini telah membahas mengenai pelabelan felicitous pada  graf 

ular berlipat 𝐶4,2𝑘 (𝑟) untuk 𝑘 ≥ 1 dan 𝑟 ≥ 1. Berdasarkan hasil yang telah 

diperoleh, pelabelan felicitous masih bisa dikembangkan lebih lanjut bagi peneliti 

lain untuk melabeli dengan graf yang lain. Peneliti juga memberikan saran kepada 

pembaca untuk dapat melakukan penelitian pada graf ular berlipat  𝐶𝑛,𝑚𝑘 (𝑟) dengan 𝑛 ≠ 4 dan 𝑚 ≠ 2. Sehingga, pelabelan graf dapat terus dikembangkan. 
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