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RINGKASAN 

 

Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf Lollipop 𝑳𝒎,𝒏; Irham Af’idatul Umam, 

161810101028; 2021: 28 halaman; Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan 

Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember 

 

Teori graf merupakan cabang ilmu matematika yang telah mengalami banyak 

perkembangan. Terdapat banyak topik yang dipelajari dalam teori graf, salah 

satunya adalah pelabelan graf. Secara umum, pelabelan graf membahas tentang 

pemberian label berupa bilangan bulat pada titik-titik graf, sisi-sisi graf, atau 

keduanya. Dalam perkembangannya, pelabelan graf ditambah dengan beberapa 

aturan yang berkaitan dengan jarak. Pelabelan graf dari pengembangan ini biasa 

disebut pelabelan 𝐿(ℎ, 𝑘). Kemudian, beberapa peneliti melanjutkan 

pengembangannya yaitu pelabelan 𝐿(2,1) dimana setiap dua titik berjarak satu 

harus memiliki mutlak selisih label minimal dua dan setiap dua titik berjarak dua 

harus memiliki mutlak selisih label minimal satu. Dalam penelitian ini, penulis 

membahas pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 𝐿𝑚,𝑛 dengan 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 bilangan 

bulat positif. Tujuan penelitian ini adalah menentukan nilai minimal span (mutlak 

selisih label terbesar dan terkecil) dari pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 𝐿𝑚,𝑛 

yang disimbolkan dengan 𝜆2,1(𝐿𝑚,𝑛), dan membangun program simulasi yang 

dapat digunakan untuk pelabelan hingga nilai 𝑚 dan 𝑛 yang sangat besar. 

Terdapat beberapa langkah utama yang dilakukan dlam penelitian ini yaitu 

pelabelan graf, membentuk fungsi dan teorema, serta membangun program dan 

dilanjutkan simulasi. Dalam membentuk teorema, langkah pertama yang dilakukan 

adalah melakukan penotasian titik pada graf. Kemudian dilanjutkan dengan 

pemberian label dan pendeteksian pola. Selanjutnya adalah membentuk fungsi 

pelabelan dan menyusun teorema berdasarkan pola yang diperoleh. Langkah 

terakhir adalah membuktikan teorema. Apabila teorema sudah terbukti, maka 

langkah selesai. Namun, jika teorema belum terbukti, maka mengulang kembali 

langkah pelabelan. Program simulasi yang dibangun dalam penelitian ini, dibuat 

dalam bentuk Graphical User Interface (GUI) sehingga mudah dioperasikan. 
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Graf lollipop yang disimbolkan dengan 𝐿𝑚,𝑛 merupakan graf yang dibentuk 

dari penggabungan dua graf yaitu graf komplit (𝐾𝑚) dan graf lintasan (𝑃𝑛) dengan 

sebuah sisi penghubung (bridge). Graf lollipop diberi penotasian himpunan titik 

dan sisi sebagai berikut, 𝑉 = {𝑢𝑖 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚} ∪ {𝑣𝑗  | 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛} dan 𝐸 =

{𝑢𝑖𝑢𝑘  | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1, 𝑖 + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚} ∪ {𝑢1𝑣1} ∪ {𝑣𝑗𝑣𝑗+1 | 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1}. 

Dari hasil pelabelan 𝐿(2,1) diketahui bahwa untuk sebarang graf lollipop (𝐿𝑚,𝑛) 

dengan 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 bilangan bulat positif, minimal span pada pelabelan 𝐿(2,1) =

2𝑚 − 2. Fungsi pelabelan yang digunakan untuk memperoleh nilai span tersebut 

adalah 𝑓(𝑢𝑖) = {2𝑚 − 2𝑖  |  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚} dan 𝑓(𝑣𝑗) = {1 | 𝑗 = 1} ∪ {3 | 𝑗 = 2} ∪

{2𝑎 | 3 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 dengan 𝑎 adalah sisa ketika 𝑗 − 3 dibagi 𝑚}. 

Berdasarkan hasil simulasi dari program yang didasarkan pada fungsi 

pelabelan, dapat diketahui bahwa mutlak selisih dari setiap dua titik berjarak satu 

adalah minimal dua dan mutlak selisih dari setiap dua titik berjarak dua adalah 

minimal satu. Selain itu, nilai span atau mutlak selisih dari label terbesar dan label 

terkecil pada hasil pelabelan merupakan nilai terkecil yang mungkin digunakan 

dalam pelabelan 𝐿(2,1) yaitu 𝜆2,1(𝐿𝑚,𝑛) = 2𝑚 − 2. Nilai minimal span graf 

lollipop sama dengan nilai minimal span graf komplit. 
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BAB 1. PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf merupakan cabang ilmu matematika yang mempelajari sifat-sifat 

suatu graf. Teori graf telah lama dikenalkan dan berkembang pesat hingga saat ini. 

Graf digunakan untuk merepresentasikan suatu objek diskrit serta hubungannya 

dengan objek lain. Sejarah teori graf diawali saat ahli matematika bernama Leonard 

Euler mampu menyelesaikan permasalahan jembatan Konigsberg pada tahun 1736. 

Jembatan Konigsberg yang sekarang bernama Kaliningrad berada di kedua sisi 

sungai Pregal yang mengalir ke pulau Kneiphof dan bercabang menjadi dua sungai. 

Permasalahan jembatan Konigsberg membahas kemungkinan melalui tujuh buah 

jembatan tepat satu kali dan kembali ke tempat semula. Leonard Euler menjadi 

orang pertama yang mampu menyelesaikan permasalahan tersebut kemudian 

memodelkannya ke dalam graf dengan menyatakan daratan sebagai titik dan 

jembatan sebagai sisi. 

Teori graf merupakan ilmu yang telah banyak dikembangkan, salah satunya 

yaitu teori pelabelan graf. Pelabelan graf dikenalkan oleh beberapa ilmuwan 

matematika dengan berbagai pokok bahasan. Secara umum, pelabelan graf 

membahas tentang suatu graf yang memiliki titik dan sisi serta pelabelan pada titik, 

sisi atau keduanya dengan menggunakan himpunan bilangan bulat non-negatif. 

Pelabelan graf salah satunya dapat digunakan dalam pengaplikasian frekuensi 

pemancar radio. Pembahasan ini mengkaji penentuan frekuensi di setiap pemancar 

radio, sehingga jika terdapat lebih dari satu pemancar maka akan memiliki 

frekuensi yang berbeda. Pengaplikasian ini menggunakan himpunan bilangan non-

negatif untuk saluran radio secara terstruktur pada setiap pemancar di lokasi 

tertentu. 

Pembahasan penentuan frekuensi pemancar radio membahas tentang 

pemberian frekuensi pada setiap pemancar radio sehingga jika terdapat dua 

pemancar yang berdekatan, maka pemancar tersebut diberikan frekuensi yang 

berbeda. Pemancar yang berdekatan harus menerima frekuensi dengan selisih yang 

cukup untuk menghindari gangguan. Permasalahan ini berawal dari pembicaraan 
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Fred Roberts dan Jerrold Griggs yang berencana menggunakan bilangan non-

negatif untuk mewakili saluran radio dalam mempelajari permasalahan penentuan 

saluran radio secara optimal pada pemancar di lokasi tertentu. Hasilnya, Griggs dan 

Yeh pada tahun 1992 memperkenalkan pelabelan 𝐿(ℎ, 𝑘), yaitu pelabelan yang 

diberikan pada titik suatu graf yang tidak hanya bergantung pada dua titik 

bertetangga (berjarak satu), tetapi juga berjarak dua. 

Kajian dan pembahasan mengenai teori pelabelan 𝐿(2,1) telah banyak 

dikembangkan oleh peneliti sebelumnya. Noviana membahas pelabelan 𝐿(2,1) 

pada graf hasil operasi comb antara graf lintasan dan graf sikel pada tahun 2017 

yang menghasilkan nilai minimal label terbesar. Fatimah dkk. membahas pelabelan 

𝐿(2,1) pada operasi beberapa kelas graf di tahun 2016. Prasetyo membahas 

pelabelan 𝐿(2,1) pada graf cycle, graf star dan graf wheel pada tahun 2011. Di 

tahun 2010, Miryawati membahas tentang pelabelan 𝐿(2,1) pada graf bidang ubin 

reguler dan graf outerplanar. Penelitian-penelitian tersebut menghasilkan 

penentuan nilai minimal span dengan aturan pelabelan 𝐿(2,1). 

Kajian graf yang digunakan sebagai objek pada teori pelabelan 𝐿(2,1) secara 

umum telah banyak dilakukan oleh beberapa peneliti. Secara garis besar materi 

pelabelan 𝐿(2,1) termasuk ke dalam cabang bidang ilmu teori graf yang dapat 

diinterpretasikan secara mudah. Dasar-dasar teori pelabelan 𝐿(2,1) dapat dianggap 

mudah dipahami dan dimengerti sehingga banyak beberapa peneliti memilih untuk 

menyelesaikan permasalahan pada kajian tersebut. Selain itu, terdapat beberapa 

kelas graf yang belum diinterpretasikan ke dalam teori pelabelan 𝐿(2,1), salah 

satunya adalah graf lollipop. Oleh karena itu, maka peneliti akan mengembangkan 

teori graf di bidang pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 𝐿(𝑚,𝑛). Selain itu, peneliti 

juga akan membuat program simulasi untuk memudahkan pelabelan 𝐿(2,1) pada 

graf lollipop 𝐿𝑚,𝑛.  
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang diperoleh permasalahan yaitu berapa nilai 

minimal span dari pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 𝐿(𝑚,𝑛) dan bagaimana 

program simulasi pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 𝐿(𝑚,𝑛). 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan yang ingin dicapai dari penelitian ini adalah untuk menentukan nilai 

minimal span dari pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 𝐿(𝑚,𝑛) dan untuk 

membangun program simulasi pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 𝐿(𝑚,𝑛). 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat serta dampak yang 

bernilai positif dengan paparan sebagai berikut. 

a. Bagi peneliti, diharapkan penelitian ini akan memberikan sebuah manfaat bagi 

peneliti berupa pembelajaran untuk memperoleh nilai minimal span dari 

pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 𝐿(𝑚,𝑛). 

b. Bagi mahasiswa, diharapkan penelitian ini akan memberikan dampak yang 

bernilai positif serta dapat menjadi referensi tambahan mengenai kajian ilmu 

teori graf pada teori pelabelan 𝐿(2,1). 
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA 

 

Pada bab ini, diuraikan beberapa dasar teori yang digunakan dalam penelitian 

ini yang antara lain meliputi: definisi dan terminologi graf, kelas-kelas graf, jarak 

dan lintasan pada graf, pelabelan graf, dan pelabelan 𝐿(2,1). 

 

2.1 Definisi dan Terminologi Graf 

Sebuah graf 𝐺 yang dinyatakan dalam (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) merupakan pasangan 

dari dua himpunan. 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} merupakan sebuah himpunan tak 

kosong dari elemen yang disebut titik dan 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛} merupakan 

sebuah himpunan yang mungkin kosong dari sebuah pasangan tak terurut {𝑣1, 𝑣2} 

dari titik 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉(𝐺) yang disebut himpunan sisi dari 𝐺 (Slamin, 2009). Berikut 

ditunjukkan contoh dari sebuah graf 𝐺 yang disajikan pada Gambar 2.1 dengan 4 

titik dan 6 sisi. 

 

Gambar 2.1 Contoh graf 𝐺 dengan 4 titik dan 6 sisi 

Menurut Chartrand dan Oellermann (1993), order dari 𝐺 didefinisikan 

sebagai banyaknya titik yang terdapat pada graf 𝐺, sedangkan size dari 𝐺 

didefinisikan sebagai banyaknya sisi yang terdapat pada graf 𝐺. Secara umum, 

penotasian-penotasian dari suatu graf 𝐺 dinyatakan sebagai 𝑝 atau 𝑝(𝐺) untuk  

notasi order dan 𝑞 atau 𝑞(𝐺) untuk size dari graf 𝐺. Sebagai contoh (lihat Gambar 

2.1), order dari graf 𝐺 tersebut adalah empat, dan size-nya adalah enam. Graf 

berdasarkan keterhubungannya (connectivity) dibagi menjadi dua, yaitu graf 

terhubung (connected graph) dan graf tak terhubung (disconnected graph). Graf 𝐺 

dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap pasangan titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗  di dalam 

himpunan 𝑉 terdapat lintasan dari 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗 , sedangkan graf 𝐺 dikatakan tak 
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terhubung (disconnected) jika ada pasangan titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗  di dalam himpunan 𝑉 

tidak terdapat lintasan dari 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗 .  

Dua buah titik pada graf 𝐺 dikatakan bertetangga (adjacent) apabila kedua 

titik tersebut terhubung secara langsung oleh sisi. Hal tersebut, dapat dilihat pada 

Gambar 2.1, bahwa titik 𝑥1 bertetangga dengan titik 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4. Titik 𝑣 dikatakan 

bersisian (incident) dengan sisi 𝑒 apabila titik 𝑣 adalah titik ujung dari sisi 𝑒, sama 

halnya dengan sisi 𝑒 dikatakan bersisian dengan titik 𝑣 apabila sisi 𝑒 memiliki ujung 

titik 𝑣. Sebagai contoh pada Gambar 2.1, sisi 𝑒2 bersisian dengan titik 𝑥1 dan 𝑥2. 

Selain istilah bertetangga dan bersisian, dalam graf juga dikenal istilah derajat 

(degree). Derajat dari suatu titik 𝑢 pada graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑑(𝑢) 

adalah banyaknya sisi yang bersisian dengan titik 𝑢. Jika suatu titik mempunyai 

derajat satu, maka titik tersebut disebut daun atau anting (Budayasa, 2007). 

 

2.2 Kelas-kelas Graf 

Pada subbab ini diberikan dan dijelaskan beberapa paparan jenis-jenis graf. 

a. Graf lintasan 

Penotasian graf lintasan (path graph) dapat dituliskan dengan 𝑃𝑛 dan dapat 

didefinisikan sebagai graf terhubung (connected) dalam suatu lintasan yang 

mengandung 𝑛 titik dan 𝑛 − 1 sisi dengan dua titik yang berada di ujung 

memiliki derajat yaitu 𝛿(𝑃𝑛) = 1 dan Δ(𝑃𝑛) = 2 (Gross dan Yellen, 2006). 

Gambar 2.2 merupakan contoh representasi dari graf lintasan dengan 𝑛 = 6. 

 

Gambar 2.2 Graf lintasan 𝑃6 

b. Graf lengkap 

Penotasian graf lengkap (complete graph) dapat dituliskan dengan 𝐾𝑛 dan 

didefinisikan sebagai graf yang memiliki 𝑛 titik yang setiap titiknya bertetangga 

dengan titik-titik yang lain serta memiliki derajat Δ(𝐾𝑛) = 𝑛 − 1. Berikut 

merupakan sebuah contoh graf lengkap 𝐾5 yang disajikan pada Gambar 2.3. 
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Gambar 2.3 Graf lengkap 𝐾5 

c. Graf Cycle 

Graf Cycle yang dinotasikan dengan 𝐶𝑚 adalah graf lintasan 𝑃𝑛 yang ujung-

ujungnya dihubungkan oleh sebuah sisi. Graf 𝐶𝑚 untuk 𝑚 ≥ 3 memiliki 𝑚 titik 

dan 𝑚 sisi. Gambar 2.4 merupakan contoh dari graf cycle yang memiliki 3 titik 

dan 3 sisi. 

 

Gambar 2.4 Graf cycle 𝐶3 

d. Graf lollipop 

Graf lollipop merupakan graf yang diperoleh dengan menggabungkan graf 

lengkap (complete graph) 𝐾𝑛 dengan graf lintasan (path graph) 𝑃𝑛 dengan suatu 

jembatan (sisi). Penotasian graf lollipop dapat dituliskan dengan 𝐿𝑚,𝑛 (Vijayan 

dan Nagarajan, 2015). Gambar 2.4 merupakan contoh dari graf lollipop 𝐿5,3. 
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Gambar 2.4 Graf lollipop 𝐿5,3 

 

2.3 Jarak dan Lintasan pada Graf 

Misalkan 𝐺 merupakan suatu graf dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) dan himpunan 

sisi 𝐸(𝐺). Jarak dari titik 𝑢 ke 𝑣 pada graf 𝐺 didefinisikan sebagai panjang suatu 

lintasan terpendek dari 𝑢 ke 𝑣 dan dinyatakan dengan 𝑑(𝑢, 𝑣). Lintasan merupakan 

suatu barisan berselang-seling pada suatu titik-titik dan sisi-sisi yang berbentuk 

𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒2, … , 𝑣𝑛−1, 𝑣0, 𝑒𝑛, 𝑣𝑛 sedemikian sehingga 𝑒1 = (𝑣0, 𝑣1), 𝑒2 =

(𝑣1, 𝑣2), … , 𝑒𝑛 = (𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛) merupakan sisi-sisi dari graf 𝐺. Dari Gambar 2.7, 

contoh lintasan adalah 𝑣1 − 𝑒2 − 𝑣2 −  𝑒3 −  𝑣3 −  𝑒4 −  𝑣4. 

 

Gambar 2.5 Graf dengan 5 titik dan 6 sisi 

Misalkan dari Gambar 2.5 dicari jarak dari titik 𝑣2 ke titik 𝑣2. Terdapat empat 

lintasan yang mungkin dilalui yaitu 𝑣2, 𝑒2, 𝑣1, 𝑒1, 𝑣4; 𝑣2, 𝑒2, 𝑣1, 𝑒6, 𝑣3, 𝑒4, 𝑣4; 

𝑣2, 𝑒3, 𝑣3, 𝑒4, 𝑣4 dan 𝑣2, 𝑒3, 𝑣3, 𝑒6, 𝑣1, 𝑒1, 𝑣4. Berdasarkan definisi jarak, maka dari 

empat lintasan tersebut diketahui bahwa jarak titik 𝑣2 ke titik 𝑣4 sama dengan dua, 

yaitu panjang lintasan 𝑣2, 𝑒2, 𝑣1, 𝑒1, 𝑣4 dan 𝑣2, 𝑒3, 𝑣3, 𝑒4, 𝑣4 karena hanya melewati 

dua sisi. 
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2.4 Pelabelan Graf 

Pelabelan pada suatu graf merupakan sebuah fungsi yang memetakan antara 

titik ataupun sisi atau keduanya pada suatu bilangan bulat non negatif dengan sifat 

tertentu. Pelabelan graf berdasarkan sebuah domainnya dibagi menjadi tiga jenis 

yaitu pelabelan sisi, pelabelan titik, dan pelabelan total. Pelabelan titik pada suatu 

graf didefinisikan sebagai pelabelan yang menggunakan domain himpunan titik 

(vertex labeling). Pelabelan pada sisi dinyatakan dengan pelabelan pada domain 

himpunan sisi (edge labeling). Pelabelan total berlaku kedua-duanya dan pelabelan 

ini menggunakan domain himpunan titik dan himpunan sisi (total labeling).  

 

2.4.1 Pelabelan 𝐿(2,1) 

Pelabelan 𝐿(2,1) pada graf 𝐺 menurut Griggs dan Yeh (1992) didefinisikan 

sebagai suatu fungsi 𝑓 yang memetakan himpunan titik 𝑉(𝐺) ke bilangan bulat non-

negatif sedemikian sehingga |𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑤)| ≥ 2 jika 𝑑(𝑢, 𝑤) = 1 dan |𝑓(𝑢) −

𝑓(𝑤)| ≥ 1 jika 𝑑(𝑢, 𝑤) = 2 dengan 𝑑(𝑢, 𝑤) adalah jarak antara titik 𝑢 dan 𝑤. 

Mutlak selisih dari label terbesar dan label terkecil dari graf disebut dengan span. 

Dalam pelabelan 𝐿(2,1) pada graf 𝐺, span minimum yang diambil dari semua label 

dikenal dengan istilah 𝐿(2,1)-labeling number, dan dinotasikan dengan 𝜆2,1(𝐺). 

Menurut Shao dkk. (2008), dengan mempertimbangkan bahwa pelabelan 𝐿(2,1) 

pada graf 𝐺 memuat bilangan nol (0), didefinisikan pelabelan 𝑘 − 𝐿(2,1) yaitu 

pelabelan 𝐿(2,1) dengan nilai terbesar label yang tidak melebihi 𝑘, maka 𝜆2,1(𝐺) 

adalah nilai minimum dari 𝑘 sedemikian sehingga graf 𝐺 dilabeli dengan pelabelan 

𝑘 − 𝐿(2,1). 

Teorema 2.1 (Lum, 2007) Jika 𝐻 adalah subgraf dari 𝐺, maka 𝜆2,1(𝐻) ≤ 𝜆2,1(𝐺). 

Teorema 2.2 (Lum, 2007) Untuk sebarang graf komplit 𝐾𝑛 dengan 𝑛 bilangan 

bulat positif, 𝜆2,1(𝐾𝑛) = 2𝑛 − 2. 

Teorema 2.3 (Lum, 2007) Untuk sebarang graf lintasan 𝑃𝑛 dengan 𝑛 ≥ 5, 

𝜆2,1(𝑃𝑛) = 4. 

Misalkan diberi sebuah graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4} 

dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑢1𝑢2, 𝑢1𝑢3, 𝑢1𝑢4, 𝑢2𝑢3, 𝑢3𝑢4}. Berikut diberikan 
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contoh pencarian nilai minimal span dari pelabelan 𝐿(2,1) pada graf 𝐺 tersebut dan 

direpresentasikan dalam Gambar 2.6. 

 

Gambar 2.6 Contoh pelabelan 𝐿(2,1) pada graf 𝐺 

 

Dari Gambar 2.6 (a) terlihat bahwa mutlak selisih dari label titik 𝑢3 dan 𝑢4 

adalah satu, sedangkan berdasarkan syarat pelabelan 𝐿(2,1) yaitu mutlak selisih 

dua titik berjarak satu adalah minimal dua. Hal ini berarti bahwa pelabelan graf 

pada Gambar 2.6 (a) bukan merupakan pelabelan 𝐿(2,1). Selanjutnya, apabila 

diperhatikan Gambar 2.6 (b) dan (c) telah memenuhi kedua syarat pelabelan 𝐿(2,1) 

yaitu mutlak selisih dua titik berjarak satu adalah minimal dua dan mutlak selisih 

dua titik berjarak dua adalah minimal satu. Pada Gambar 2.6 (b) terlihat bahwa label 

terkecilnya adalah nol (0) dan label terbesarnya adalah enam (6), sehingga span 

yang dihasilkan sama dengan enam (6). Pada Gambar 2.6 (c) dapat dilihat bahwa 

label terkecil dan terbesarnya berturut-turut adalah nol (0) dan lima (5), sehingga 

span yang didapatkan adalah lima (5). Berdasarkan hasil pelabelan pada Gambar 

2.6 (b) dan (c), dapat disimpulkan bahwa nilai span minimal dari pelabelan 𝐿(2,1) 

yaitu lima (5). 

 

2.4.2 Hasil Penelitian Terdahulu 

Berdasarkan penelitian sebelumnya, terdapat beberapa teorema mengenai 

nilai minimal span dari pelabelan 𝐿(2,1) pada beberapa kelas graf. Berikut hasil 

penelitian-penelitian terdahulu tersebut yang telah dirangkum dan disajikan pada 

Tabel 2.1. 
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Tabel 2.1 Hasil pelabelan 𝐿(2,1) penelitian terdahulu 

Graf Nilai Minimal Span Peneliti 

Graf Bintang 𝑆1,𝑛 𝜆2,1(𝑆1,𝑛) = 𝑛 + 1 
Griggs dan Yeh 

(1992) 

Graf Sikel 𝐶𝑛 𝜆2,1(𝐶𝑛) = 4, 𝑛 ≥ 3 Lum (2007) 

Graf Lintasan 𝑃𝑛 𝜆2,1(𝑃𝑛) = 4, 𝑛 ≥ 5 Lum (2007) 

Graf Komplit 𝐾𝑛 𝜆2,1(𝐾𝑛) = 2𝑛 − 2 Lum (2007) 

Graf Super Cycle 𝑆𝑐𝑛,𝑟 𝜆2,1(𝑆𝑐𝑛,𝑟) = 6, 𝑟 ≥ 2 Karimah (2016) 

Graf Kipas 𝐹𝑛 𝜆2,1(𝐹𝑛) = 𝑛 + 1 
Fatimah dkk. 

(2016) 

Graf Teratai 𝑇𝑛 𝜆2,1(𝑇𝑛) = 2𝑛 + 2 
Fatimah dkk. 

(2016) 

Graf Roda 𝑊𝑛 𝜆2,1(𝑊𝑛) = 𝑛 + 1 
Fatimah dkk. 

(2016) 

Graf 𝐾1⨀(𝑃𝑛⋃𝐹𝑛) 𝜆2,1(𝐾1⨀(𝑃𝑛⋃𝐹𝑛)) = 2𝑛 + 2 
Fatimah dkk. 

(2016) 

Graf Sierpinski 𝑆𝑛,2 𝜆2,1(𝑆𝑛,2) = 4,  𝑛 ≥ 3 Sagala (2016) 

Graf Sierpinski 𝑆𝑛,3 𝜆2,1(𝑆𝑛,3) = 4,  𝑛 ≥ 3 Sagala (2016) 

Graf Petersen 𝑃(𝑛, 1) 𝜆2,1(𝑆𝑛,3) = {
6 ; 𝑛 = 𝑃(3𝑘, 1)

7 ; 𝑛 = 𝑃(𝑙 + 12𝑘, 1)
 

Aminullah 

(2019) 

Graf Buku Segitiga 𝐾1,1,𝑛 𝜆2,1(𝐾1,1,𝑛) = 𝑛 + 1 
Komarullah 

(2020) 

Graf Kerucut 𝐶𝑚,𝑛 𝜆2,1(𝐶𝑚,𝑛) = 𝑛 + 5,  𝑚 ≥ 3 
Komarullah 

(2020) 

Graf Tadpole 𝑇𝑚,𝑛 𝜆2,1(𝑇𝑚,𝑛) = 4,  𝑚 ≥ 3 
Komarullah 

(2020) 

Graf Dumbbell 𝐷𝑚,𝑛,𝑜 𝜆2,1(𝐷𝑚,𝑛,𝑜) = 4 
Komarullah 

(2020) 

Graf 𝐾1,1,𝑚⨀𝑃𝑛 𝜆2,1(𝐾1,1,𝑚⨀𝑃𝑛) = 𝑚 + 3 
Komarullah 

(2020) 
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BAB 3. METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis dan Objek Penelitian 

Penelitian ini tergolong dalam penelitian eksploratif yang dimaksudkan untuk 

menambah wawasan serta memunculkan ide-ide baru, dan juga hasil dari penelitian 

ini dapat digunakan sebagai tambahan rujukan. Penelitian ini menggunakan metode 

pendeteksian pola, yaitu dengan mencari pola pelabelan 𝐿(2,1) sehingga diperoleh 

bentuk umumnya. Objek yang digunakan dalam penelitian ini adalah graf lollipop 

𝐿𝑚,𝑛. Graf ini di-expand dengan 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 bilangan bulat positif. 

 

3.2 Langkah-langkah Penelitian 

Langkah-langkah yang dilakukan untuk mencapai tujuan dalam penelitian ini 

adalah sebagai berikut. 

a. Pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 

Langkah pelabelan merupakan langkah utama yang dilakukan penulis dalam 

penelitian ini. Terdapat beberapa kegiatan yang dilakukan pada tahap ini, antara 

lain sebagai berikut. 

1) Melakukan penotasian titik pada graf lollipop 𝐿𝑚,𝑛 dengan 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 

bilangan bulat positif. 

2) Melakukan pelabelan 𝐿(2,1) terhadap graf lollipop 𝐿𝑚,𝑛. 

3) Mendeteksi pola pelabelan sebagai dasar pembentukan fungsi dan teorema. 

4) Membentuk fungsi pelabelan dan menentukan nilai span. 

5) Membuktikan span bernilai minimal berdasarkan batas bawah dan batas 

atas. Pembuktian batas bawah dapat dilakukan dengan menggunakan 

Teorema 2.1. Namun, untuk pembuktian batas atas dapat dilakukan melalui 

pengecekan selisih mutlak dari setiap label titik berjarak satu dan dua 

berdasarkan fungsi pelabelan yang telah dibuat. 

6) Apabila nilai span sudah minimal, maka langkah pelabelan selesai. Namun, 

jika nilai span belum minimal, maka mengulang langkah 2) sampai langkah 

5) hingga nilai span sudah minimal. 
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7) Membentuk teorema nilai minimal span pelabelan 𝐿(2,1) pada graf 

lollipop. 

Untuk memperjelas proses dari langkah-langkah pelabelan 𝐿(2,1) pada graf 

lollipop 𝐿𝑚,𝑛, maka diilustrasikan dalam diagram alir Gambar 3.1. 

 

Gambar 3.1 Diagram alir pelabelan 𝐿(2,1) graf lollipop 𝐿𝑚,𝑛 

b. Pembuatan program 

Pada tahap ini, penulis membuat program simulasi sebagai alat bantu pelabelan 

𝐿(2,1) pada graf lollipop 𝐿𝑚,𝑛. Program simulasi ini dibuat dengan bentuk 

Graphical User Interface (GUI). Pelabelan yang diterapkan dalam program ini 

disesuaikan dengan fungsi dan teorema yang telah diselesaikan pada tahap 

sebelumnya. Tujuan pembuatan program ini adalah agar pelabelan graf lollipop 

dengan expand nilai 𝑚 dan 𝑛 yang besar tidak perlu dilakukan secara manual. 

c. Simulasi program 

Setelah program selesai dibuat, pada tahap ini penulis melakukan simulasi 

pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 𝐿𝑚,𝑛 dengan beberapa nilai 𝑚 dan 𝑛. 

Pemilihan nilai 𝑚 dan 𝑛 yang digunakan merepresentasikan tiga hubungan dari 

dua nilai tersebut, yaitu 𝑚 < 𝑛, 𝑚 = 𝑛 dan 𝑚 > 𝑛. Pada simulasi ini juga 
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digunakan nilai 𝑚 dan 𝑛 yang besar untuk menguji bahwa teorema dan fungsi 

pelabelan yang telah terbentuk sebelumnya berlaku pada expand graf yang 

besar. 

d. Pembahasan hasil simulasi 

Pada tahap ini, hasil simulasi yang dilakukan dibahas kembali untuk menjawab 

rumusan masalah serta tujuan penelitian, hingga mendapatkan kesimpulan.  

Langkah-langkah penelitian secara sistematis diilustrasikan dalam diagram 

alir pada Gambar 3.2. 

 

Gambar 3.2 Diagram alir langkah penelitian 
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah diuraikan pada bab 4, dapat 

disimpulkan bahwa nilai minimal span dari pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop 

(𝐿𝑚,𝑛) adalah 2𝑚 − 2 dengan 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 bilangan bulat positif. Nilai minimal 

span graf lollipop sama dengan nilai minimal span graf komplit. Penelitian ini juga 

menghasilkan program simulasi pelabelan 𝐿(2,1) pada graf lollipop (𝐿𝑚,𝑛). 

Program tersebut dapat digunakan dengan memasukkan nilai 𝑚 dan 𝑛 kemudian 

menekan tombol, maka graf lollipop digambarkan beserta notasi dan pelabelannya. 

 

5.2 Saran 

Saran untuk penelitian selanjutnya adalah mengembangkan pelabelan 𝐿(2,1) 

titik maupun sisi pada beberapa kelas graf atau operasi graf lainnya. Selain itu, 

penelitian selanjutnya juga dapat mengembangkan pelabelan 𝐿(3,2,1) serta 

menerapkan pelabelan 𝐿(2,1) maupun 𝐿(3,2,1) dalam permasalahan di kehidupan 

sehari-hari. 
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LAMPIRAN 

 

function varargout = Lollipop(varargin) 
% LOLLIPOP MATLAB code for Lollipop.fig 
%      LOLLIPOP, by itself, creates a new LOLLIPOP or raises the 

existing 
%      singleton*. 
% 
%      H = LOLLIPOP returns the handle to a new LOLLIPOP or the 

handle to 
%      the existing singleton*. 
% 
%      LOLLIPOP('CALLBACK',hObject,eventData,handles,...) calls 

the local 
%      function named CALLBACK in LOLLIPOP.M with the given input 

arguments. 
% 
%      LOLLIPOP('Property','Value',...) creates a new LOLLIPOP or 

raises the 
%      existing singleton*.  Starting from the left, property 

value pairs are 
%      applied to the GUI before Lollipop_OpeningFcn gets called.  

An 
%      unrecognized property name or invalid value makes property 

application 
%      stop.  All inputs are passed to Lollipop_OpeningFcn via 

varargin. 
% 
%      *See GUI Options on GUIDE's Tools menu.  Choose "GUI allows 

only one 
%      instance to run (singleton)". 
% 
% See also: GUIDE, GUIDATA, GUIHANDLES 

  
% Edit the above text to modify the response to help Lollipop 

  
% Last Modified by GUIDE v2.5 06-Dec-2020 14:44:12 

  
% Begin initialization code - DO NOT EDIT 
gui_Singleton = 1; 
gui_State = struct('gui_Name',       mfilename, ... 
                   'gui_Singleton',  gui_Singleton, ... 
                   'gui_OpeningFcn', @Lollipop_OpeningFcn, ... 
                   'gui_OutputFcn',  @Lollipop_OutputFcn, ... 
                   'gui_LayoutFcn',  [] , ... 
                   'gui_Callback',   []); 
if nargin && ischar(varargin{1}) 
    gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1}); 
end 

  
if nargout 
    [varargout{1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:}); 
else 
    gui_mainfcn(gui_State, varargin{:}); 
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end 
% End initialization code - DO NOT EDIT 

  

  
% --- Executes just before Lollipop is made visible. 
function Lollipop_OpeningFcn(hObject, eventdata, handles, 

varargin) 
% This function has no output args, see OutputFcn. 
% hObject    handle to figure 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of 

MATLAB 
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA) 
% varargin   command line arguments to Lollipop (see VARARGIN) 

  
% Choose default command line output for Lollipop 
handles.output = hObject; 

  
% Update handles structure 
guidata(hObject, handles); 
clc; 
movegui(gcf,'center'); 
set(gcf,'Name','Pelabelan L(2,1) Graf Lollipop'); 
set(handles.edit1,'String',''); 
set(handles.edit2,'String',''); 
set(handles.text5,'String','L_m,n'); 
set(handles.text7,'String','2m-2'); 
cla(handles.axes1,'reset'); 
set(handles.axes1,'XTick','','YTick',''); 
% UIWAIT makes Lollipop wait for user response (see UIRESUME) 
% uiwait(handles.figure1); 

  

  
% --- Outputs from this function are returned to the command line. 
function varargout = Lollipop_OutputFcn(hObject, eventdata, 

handles)  
% varargout  cell array for returning output args (see VARARGOUT); 
% hObject    handle to figure 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of 

MATLAB 
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA) 

  
% Get default command line output from handles structure 
varargout{1} = handles.output; 

  

  
% --- Executes on button press in pushbutton1. 
function pushbutton1_Callback(hObject, eventdata, handles) 
% hObject    handle to pushbutton1 (see GCBO) 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of 

MATLAB 
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA) 
clc; 
set(handles.text5,'String','L_m,n'); 
cla(handles.axes1,'reset'); 
set(handles.axes1,'XTick','','YTick',''); 
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set(handles.pushbutton2,'UserData',[]); 

  
% Parameter 
m = str2num(get(handles.edit1,'String')); 
n = str2num(get(handles.edit2,'String')); 

  
% Membentuk titik 
U(:,1) = [0;0]; 
V = [(1:n);zeros(1,n)]; 
Theta1 = 90 * (m+2) / m; 
Theta2 = 180 * (m-2) / m; 
U(:,2) = [cosd(Theta1) -sind(Theta1);sind(Theta1) cosd(Theta1)] * 

(V(:,1)-U(:,1)) + U(:,1); 
for i = 3 : m 
    U(:,i) = [cosd(Theta2) sind(Theta2);-sind(Theta2) 

cosd(Theta2)] * (U(:,i-2)-U(:,i-1)) + U(:,i-1); 
end 

  
% Plot garis 
hold on 
for i = 1 : m-1 
    for k = i+1 : m 
        plot([U(1,i),U(1,k)],[U(2,i),U(2,k)],'k'); 
    end 
end 
plot([U(1,1),V(1,1)],[U(2,1),V(2,1)],'k'); 
for j = 1 : n-1 
    plot([V(1,j),V(1,j+1)],[V(2,j),V(2,j+1)],'k'); 
end 

  
% Plot titik 
for i = 1 : m 
    line(U(1,i),U(2,i),'Marker','o','MarkerFaceColor','b'); 
    if m >= 20 || n >= 20 
        text(U(1,i),U(2,i),sprintf(['u' num2str(i) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',8); 
    elseif (m >= 10 && m < 20) || (n >= 10 && n < 20) 
        text(U(1,i),U(2,i),sprintf(['u' num2str(i) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',10); 
    else 
        text(U(1,i),U(2,i),sprintf(['u' num2str(i) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',12); 
    end 
end 
for j = 1 : n 
    line(V(1,j),V(2,j),'Marker','o','MarkerFaceColor','g'); 
    if m >= 20 || n >= 20 
        text(V(1,j),V(2,j),sprintf(['v' num2str(j) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',8); 
    elseif (m >= 10 && m < 20) || (n >= 10 && n < 20) 
        text(V(1,j),V(2,j),sprintf(['v' num2str(j) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',10); 
    else 
        text(V(1,j),V(2,j),sprintf(['v' num2str(j) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',12); 
    end 
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end 
xmin = min(U(1,:))-0.5; 
xmax = n+0.5; 
ymin = min(U(2,:))-0.5; 
ymax = max(U(2,:))+0.5; 
set(handles.axes1,'XLim',[xmin xmax],'YLim',[ymin ymax]); 
set(handles.pushbutton2,'UserData',{U,V}); 
set(handles.text5,'String',['L_' num2str(m) ',' num2str(n)]); 

  

  
% --- Executes on button press in pushbutton2. 
function pushbutton2_Callback(hObject, eventdata, handles) 
% hObject    handle to pushbutton2 (see GCBO) 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of 

MATLAB 
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA) 
clc; 
set(handles.text7,'String','2m-2'); 
cla(handles.axes1,'reset'); 
set(handles.axes1,'XTick','','YTick',''); 

  
% Parameter 
m = str2num(get(handles.edit1,'String')); 
n = str2num(get(handles.edit2,'String')); 

  
% Data titik 
Titik = get(handles.pushbutton2,'UserData'); 
U = Titik{1}; 
V = Titik{2}; 

  
% Plot garis 
hold on 
for i = 1 : m-1 
    for k = i+1 : m 
        plot([U(1,i),U(1,k)],[U(2,i),U(2,k)],'k'); 
    end 
end 
plot([U(1,1),V(1,1)],[U(2,1),V(2,1)],'k'); 
for j = 1 : n-1 
    plot([V(1,j),V(1,j+1)],[V(2,j),V(2,j+1)],'k'); 
end 

  
% Plot titik 
for i = 1 : m 
    line(U(1,i),U(2,i),'Marker','o','MarkerFaceColor','b'); 
    if m >= 20 || n >= 20 
        text(U(1,i),U(2,i),sprintf(['u' num2str(i) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',8); 
    elseif (m >= 10 && m < 20) || (n >= 10 && n < 20) 
        text(U(1,i),U(2,i),sprintf(['u' num2str(i) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',10); 
    else 
        text(U(1,i),U(2,i),sprintf(['u' num2str(i) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',12); 
    end 
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end 
for j = 1 : n 
    line(V(1,j),V(2,j),'Marker','o','MarkerFaceColor','g'); 
    if m >= 20 || n >= 20 
        text(V(1,j),V(2,j),sprintf(['v' num2str(j) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',8); 
    elseif (m >= 10 && m < 20) || (n >= 10 && n < 20) 
        text(V(1,j),V(2,j),sprintf(['v' num2str(j) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',10); 
    else 
        text(V(1,j),V(2,j),sprintf(['v' num2str(j) 

'\n']),'Color','black','FontWeight','bold','FontSize',12); 
    end 
end 
xmin = min(U(1,:))-0.5; 
xmax = n+0.5; 
ymin = min(U(2,:))-0.5; 
ymax = max(U(2,:))+0.5; 
set(handles.axes1,'XLim',[xmin xmax],'YLim',[ymin ymax]); 

  
% Label 
for i = 1 : m 
    text(U(1,i),U(2,i),sprintf(['\n' num2str(2*m-

2*i)]),'Color','red','FontWeight','bold','FontSize',12); 
end 
for j = 1 : n 
    if j == 1 
        text(V(1,j),V(2,j),sprintf(['\n' 

num2str(1)]),'Color','red','FontWeight','bold','FontSize',12); 
    elseif j == 2 
        text(V(1,j),V(2,j),sprintf(['\n' 

num2str(3)]),'Color','red','FontWeight','bold','FontSize',12); 
    else 
        text(V(1,j),V(2,j),sprintf(['\n' num2str(2*(mod(j-

3,m)))]),'Color','red','FontWeight','bold','FontSize',12); 
    end 
end 

  
set(handles.text7,'String',['2m-2 = ' num2str(2*m-2)]); 

  

  
% --- Executes on button press in pushbutton3. 
function pushbutton3_Callback(hObject, eventdata, handles) 
% hObject    handle to pushbutton3 (see GCBO) 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of 

MATLAB 
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA) 
clc; 
movegui(gcf,'center'); 
set(gcf,'Name','Pelabelan L(2,1) Graf Lollipop'); 
set(handles.edit1,'String',''); 
set(handles.edit2,'String',''); 
set(handles.text5,'String','L_m,n'); 
set(handles.text7,'String','2m-2'); 
cla(handles.axes1,'reset'); 
set(handles.axes1,'XTick','','YTick',''); 
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function edit2_Callback(hObject, eventdata, handles) 
% hObject    handle to edit2 (see GCBO) 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of 

MATLAB 
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA) 

  
% Hints: get(hObject,'String') returns contents of edit2 as text 
%        str2double(get(hObject,'String')) returns contents of 

edit2 as a double 

  

  
% --- Executes during object creation, after setting all 

properties. 
function edit2_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
% hObject    handle to edit2 (see GCBO) 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of 

MATLAB 
% handles    empty - handles not created until after all 

CreateFcns called 

  
% Hint: edit controls usually have a white background on Windows. 
%       See ISPC and COMPUTER. 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 

get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
end 

  

  
function edit1_Callback(hObject, eventdata, handles) 
% hObject    handle to edit1 (see GCBO) 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of 

MATLAB 
% handles    structure with handles and user data (see GUIDATA) 

  
% Hints: get(hObject,'String') returns contents of edit1 as text 
%        str2double(get(hObject,'String')) returns contents of 

edit1 as a double 

  

  
% --- Executes during object creation, after setting all 

properties. 
function edit1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
% hObject    handle to edit1 (see GCBO) 
% eventdata  reserved - to be defined in a future version of 

MATLAB 
% handles    empty - handles not created until after all 

CreateFcns called 

  
% Hint: edit controls usually have a white background on Windows. 
%       See ISPC and COMPUTER. 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 

get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
end 
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