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Topik graf pada penelitian ini adalah pewarnaan titik. = Pewarnaan titik
merupakan pemberian warna pada setiap titik dimana titik yang bertetangga harus
mendapatkan warna yang berbeda. Bilangan asli seperti {1, 2, 3, ..., k} menunjukkan
warna seminimal mungkin pada pewarnaan titik suatu graf G yang disebut sebagai
bilangan kromatik chromatic number dan dinotasikan dengan x(G).

Pada penelitian ini menggunakan salah satu jenis pewarnaan titik yaitu pewarnaan
packing. Pewarnaan packing merupakan pemberian warna pada titik misal terdapat dua
buah titik yang tidak bertetangga yaitu titik = dan y diperoleh c¢(z) = ¢(y) = i dan
d(x,y) > i+ 1. Bilangan asli yang menunjukkan warna seminimal mungkin pada
pewarnaan packing suatu graf GG disebut bilangan kromatik packing dan dinotasikan
dengan x,(G).

Kemudian jenis penelitian ini adalah penelitian eksploratif. Latar belakang
digunakannya jenis penelitian eksploratif adalah proses dari awal hingga akhir
bertujuan untuk menemukan hal baru yang harapannya dapat digunakan sebagai dasar
penelitian selanjutnya sedangkan metode penelitian yang digunakan adalah metode
deduktif aksiomatik dan metode pendeteksi pola. Kedua metode tersebut mendukung
proses penelitian ini karena untuk mendapatkan bilangan kromatik packing dibutuhkan
proses pencarian pola pewarnaan packing setelah diperoleh bilangan kromatik packing
maka membuat dan membuktikan teorema bilangan kromatik packing.

Penelitian ini menghasilkan lima teorema tentang bilangan kromatik packing
pada famili graf pohon dan tiga teorema tentang bilangan kromatik packing pada graf

hasil operasi amalgamasi titik. Berikut teorema yang dihasilkan pada penelitian ini:

Teorema 1 Bilangan kromatik packing pada graf centipede C'p, untuk n > 2
adalah

viii
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3, untukn =2,3
Xp(Cpn) = 4, untuk4 <n <7
5, untukn > 8

Teorema 2 Bilangan kromatik packing pada graf kembang api £,,,,, untuk m > 2
dan n > 3 adalah
3, untukm =23
Xp(Fn ) =4 4, untuk4 <m <7
5, untukm > 8

Teorema 3 Bilangan kromatik packing pada graf sapu B} untuk d > 3 dan n —
d > 2 adalah 3.

Teorema 4 Bilangan kromatik packing pada graf bintang ganda .S,,,,,, untuk m >
2 dan n > 2 adalah 3.

Teorema 5 Bilangan kromatik packing pada graf pohon pisang B, ., untuk n > 3
dan m > 2 adalah 3.

Teorema 6 Bilangan kromatik packing pada graf hasil operasi amalgamasi titik
graf lintasan amal(P,, v, m) untuk n > 2 dan m > 2 adalah

2, untukn =2danm > 2
Xp(amal(P,,v,m)) =
3, untukn >2danm > 2

Teorema 7 Bilangan kromatik packing pada graf hasil operasi amalgamasi titik
graf sapu amal(B}, v, m) untuk d > 3,n — d > 2 dan m > 2 adalah 3.

Teorema 8 Bilangan kromatik packing pada graf hasil operasi amalgamasi titik

graf bintang amal(S,,, v, m) untuk n > 3 dan m > 2 adalah
4, untuk m > 2dann =3
Xp(amal(S,,v,m)) = -

m+1, untukm >2dann >3

X
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada kehidupan sehari-hari tidak terlepas dari adanya masalah. Permasalahan
yang kompleks dapat diselesaikan menggunakan kajian pada matematika diskrit yaitu
teori graf. Teori graf merepresentasi visual suatu objek diskrit sebagai titik dan
hubungan objek diskrit direpresentasikan sebagai sisi.

Salah satu contoh permasalahan di kehidupan sehari-hari yaitu, pembuatan
jadwal ujian beberapa mahasiswa dan dosen yang optimal, sedemikian sehingga tidak
terdapat waktu yang berbenturan satu sama lainnya. Penyelesaian dari masalah
tersebut memerlukan kajian teori graf. Berdasarkan permasalahan tersebut diperoleh
bahwa himpunan dosen dan mahasiswa direpresentasikan sebagai titik dan hubungan
mahasiswa dengan dosen direpresentasikan sebagai sisi. Kajian teori graf yang dapat
menyelesaikan permasalahan tersebut adalah pewarnaan graf.

Pewarnaan graf adalah salah satu bentuk pelabelan graf dengan memberikan
warna pada elemen-elemen graf dengan syarat elemen yang bertetangga tersebut
harus memiliki warna yang berbeda (Chartrand dkk, 2019:3). Bentuk penyelesaian
permasalahan pembuatan jadwal tersebut yaitu memberikan warna pada sisi
sedemikian sehingga tidak ada dua sisi yang terkait dengan satu titik yang sama
berwarna sama (Dafik, 2015:18-19). Maksud dua sisi saling terkait yaitu dua sisi
saling bertetangga karena dua sisi tersebut dihubungkan oleh sebuah titik.

Pada pewarnaan graf terdapat pewarnaan titik. Pewarnaan titik adalah pemberian
warna pada titik untuk setiap titik yang bertetangga mendapatkan warna yang berbeda
(Levin, 2019:268). Bilangan asli yang menunjukkan warna seminimal mungkin pada
pewarnaan titik suatu graf yang disebut sebagai bilangan kromatik atau chromatic

number dan dinotasikan dengan x((G) (Balakrishnan dan Ranganathan, 2012:144).
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Berdasarkan definisi tersebut diperoleh dua titik yang bertetangga atau berjarak satu
memiliki warna titik yang berbeda.

Jarak (radius) adalah panjang lintasan terpendek antara titik » dan titik v yang
dinotasikan dengan d(u,v) (Bondy dan Murty, 1976:16). Jadi, jarak merupakan
panjang dari suatu barisan berselang-seling antara titik dan sisi pada suatu graf serta
tidak terdapat pengulangan sisi. Jenis pewarnaan titik yang memiliki keunikan dengan
jarak yaitu pewarnaan packing. Keunikan yang dimaksud merupakan adanya aturan
mengenai jarak saat melakukan pewarnaan titik.

Berikut contoh tentang penerapan pewarnaan packing yaitu, pembuatan alur
penerimaan CPNS pada tahap seleksi kemampuan bidang (SKB) di empat kabupaten
dengan syarat hanya satu peserta yang lolos tes SKB di setiap kabupaten. Terdapat
tiga objek yaitu calon peserta lulus SKB, tempat tes dan tempat bagi peserta lolos
SKB direpresentasikan sebagai titik dan tahapan antar objek direpresentasikan sebagai
sisi. Kemudian calon peserta lulus SKB diwarnai dengan warna 1 untuk jarak setiap
peserta adalah 2, tempat tes diwarnai dengan warna 2 untuk jarak setiap tempat tes
adalah 4 dan tempat bagi peserta lolos SKB diwarnai dengan warna 3.

Selain contoh diatas terdapat contoh lain tentang penerapan pewarnaan packing
yaitu, pemasangan Wi-Fi di empat daerah untuk masing-masing daerah hanya dua
rumah yang memasang Wi-Fi dengan kecepatan berbeda dan masing-masing daerah
memiliki satu gardu. Permasalahan tersebut dapat dibentuk empat objek yaitu pusat
pemasangan Wi-Fi, gardu, rumah dengan kecepatan 10 mbps dan rumah dengan
kecepatan lebih dari 10 mbps dan direpresentasikan sebagai titik sedangkan kabel
penghubung antar objek direpresentasikan sebagai sisi. Kemudian pusat pemasangan
Wi-Fi yang diletakkan diantara keempat gardu diwarnai dengan warna 4, gardu
diwarnai dengan warna 1 untuk jarak setiap gardu adalah 2 dan rumah dengan
kecepatan 10 mbps diwarnai dengan warna 2 untuk jarak setiap rumah dengan
kecepatan 10 mbps adalah 4 dan rumah dengan kecepatan lebih dari 10 mbps diwarnai
dengan warna 3 untuk jarak setiap rumah dengan kecepatan 10 mbps adalah 4.

Berdasarkan dua ilustrasi permasalahan tersebut diperoleh bahwa pewarnaan packing
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merupakan pemberian warna pada titik, misal terdapat dua buah titik yang tidak
bertetangga diperoleh warna yang sama pada dua titik tersebut dan jarak dari kedua
titik tersebut lebih besar sama dengan warna ditambah satu.

Berikut hasil penelitian tentang pewarnaan packing yang telah diteliti antara lain
yaitu, Goddard dkk (2008) menjelaskan konsep pewarnaan packing melalui bilangan
kromatik broadcast dari suatu graf, BreSar dkk (2007) menjelaskan bilangan kromatik
packing pada graf hasil operasi kartesian, lattice heksagonal dan pohon, Finbow dan
Rall (2010) membuktikan bilangan kromatik packing graf lattice segitiga planar.
William dan Roy (2013) menemukan bilangan kromatik packing dari graf — graf
tertentu diantaranya yaitu graf hasil operasi comb, graf tangga sirkular, graf kincir
dan graf H. Roy (2017) mendapatkan bilangan kromatik packing dari graf kipas
tertentu dan keluarga graf roda. Kemudian Rajalakshmi dan Venkatachalam (2018)
menemukan bilangan kromatik packing untuk middle, line, total dan central dari graf
roda ganda. Dafik dkk (preprint) meneliti pewarnaan packing pada graf buku beserta
operasinya, Alfarisi dkk (preprint) menemukan bilangan kromatik packing pada graf
jahangir, Joedo dkk (2019) menemukan bilangan kromatik packing pada graf hasil
operasi edge corona kemudian Ariningtyas dkk (2020) menemukan bilangan kromatik
packing pada famili graf unicyclic.

Selain topik pewarnaan graf, pada teori graf terdapat pula topik mengenai operasi
graf. Operasi graf merupakan cara untuk mendapatkan graf-graf baru atau graf yang
berbeda dari graf asalnya. Pada penelitian ini, operasi yang digunakan adalah operasi
amalgamasi titik. Graf hasil operasi amalgamasi titik merupakan graf yang diperoleh
dari beberapa salinan suatu graf dan setiap graf tersebut dipilih masing-masing satu
titik yang ditempelkan pada titik tertentu yang disebut titik tetap.

Berikut hasil penelitian tentang operasi amalgamasi titik yang telah diteliti
antara lain yaitu, Fitriani dan Salman (2016) meneliti tentang bilangan koneksi pelangi
pada graf hasil operasi amalgamasi beberapa graf yaitu graf komplit, graf roda dan
graf kipas. Asmiati dkk (2011) menemukan bilangan kromatik lokasi pada operasi

amalgamasi graf bintang. Minarti dkk (2019) meneliti tentang pewarnaan r-dinamis
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pada graf hasil operasi amalgamasi titik keluarga graf pohon dan kaitannya dengan
keterampilan berpikir tingkat tinggi. Demikian juga Pancahayani (2017) meneliti
tentang dekomposisi super ajaib berbentuk lintasan dari amalgamasi graf siklus.
Berdasarkan hasil dari penelitian sebelumnya, diperoleh ide untuk mengkaji
lebih lanjut perihal pewarnaan packing pada famili graf pohon dan graf hasil operasi
amalgamasi titik. Latar belakang dipilihnya graf dari famili graf pohon yaitu
berdasarkan literatur review memberikan hasil bahwa belum sepenuhnya dari famili
graf pohon diteliti menggunakan pewarnaan packing dan latar belakang dipilihnya
operasi amalgamasi titik yaitu untuk menggeneralisasikan pengetahuan baru pada
topik pewarnaan packing sedangkan latar belakang dipilihnya topik pewarnaan
packing yaitu terdapat keunikan antara pewarnaan titik dan jarak pada suatu graf.
Penelitian ini dilakukan hingga diperoleh bilangan kromatik packing dalam bentuk
teorema dan pembuktiannya. Berdasarkan latar belakang tersebut penelitian ini diberi
judul “Pewarnaan Packing pada Famili Graf Pohon dan Graf Hasil Operasi

Amalgamasi Titik”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, dapat dirumuskan masalah pada penelitian ini yaitu,
bagaimana bilangan kromatik packing pada famili graf pohon dan graf hasil operasi

amalgamasi titik ?

1.3 Batasan Masalah
Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang dipecahkan, penelitian ini
dibatasi pada graf yang diteliti yaitu:
1. Famili graf pohon meliputi; graf centipede, graf kembang api, graf sapu, graf
bintang ganda dan graf pohon pisang;
2. Graf hasil operasi amalgamasi titik meliputi; graf hasil operasi amalgamasi titik
graf lintasan, graf hasil operasi amalgamasi titik graf sapu dan graf hasil operasi

amalgamasi titik graf bintang.
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1.4 Tujuan Penelitian
Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang diatas diperoleh tujuan dari
penelitian ini yaitu, menentukan bilangan kromatik packing pada famili graf pohon

dan graf hasil operasi amalgamasi titik.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini antara lain:

1. Meningkatkan pemahaman mengenai famili graf pohon, graf hasil operasi
amalgamasi titik dan pewarnaan packing;

2. Memberikan motivasi kepada penelitian berikutnya untuk melakukan penelitian
tentang pewarnaan packing pada keluarga graf lain;

3. Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan Kkontribusi terhadap
perkembangan pengetahuan baru pada permasalahan pewarnaan packing;

4. Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat menjadi pedoman untuk penelitian

berikutnya.

1.6 Kebaruan Penelitian

Kebaruan dari penelitian ini yaitu pengembangan topik mengenai bilangan
kromatik packing meliputi penggunaan graf pada famili graf pohon dan operasi
amalgamasi titik yang belum diteliti. Penelitian ini dilakukan hingga diperoleh
teorema bilangan kromatik packing dan pembuktiannya sehingga nantinya diharapkan
melalui penelitian ini diperoleh pembaharuan pada topik bilangan kromatik packing.
Pada penelitian ini dibatasi pada famili graf pohon dan graf hasil operasi amalgamasi
titik. Berikut jenis graf yang diteliti yaitu, graf centipede, graf kembang api, graf
sapu, graf bintang ganda, graf pohon pisang, graf hasil operasi amalgamasi titik
graf lintasan, graf hasil operasi amalgamasi titik graf sapu dan graf hasil operasi

amalgamasi titik graf bintang.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Teori graf sangat berperan dalam dunia matematika terapan modern. Tokoh
yang pertama kali memperkenalkan teori graf adalah Leonhard Euler pada tahun 1736.
Tokoh tersebut merupakan ahli matematika berkebangsaan Swiss dan dikenal sebagai
bapak Teori Graf melalui tulisannya yang berisi solusi dari permasalahan yang sangat
sulit untuk dipecahkan pada masa itu yaitu permasalahan jembatan Konigsberg
(Gambar 2.1 (a)).

Konigsberg merupakan nama kota yang berada di sebelah timur negara bagian
Prussia, Jerman dan saat ini bernama kota Kaliningrad. Terdapat sungai Pregal yang
mengitari pulau Kneiphof kemudian sungai tersebut bercabang menjadi dua buah
anak sungai. Jembatan tersebut menghubungkan empat wilayah yang dikelilingi
oleh Sungai Pregal, Eropa. Permasalahan jembatan Konigberg adalah menentukan
cara agar seseorang dapat melintasi tujuh jembatan dengan ketentuan jembatan
tersebut dilintasi tepat satu kali dan seseorang tersebut dapat kembali ke tempat awal

keberangkatan.

\ =
—— . X B0 3
NN '8

(@) ®)

Gambar 2.1 (a) Jembatan Konigberg (b) Representasi Euler
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Euler berpendapat bahwa tidak terdapat jalan untuk memecahkan permasalahan
tersebut karena bentuk susunan dari jembatan. Kemudian Euler merepresentasikan
setiap wilayah sebagai titik dan setiap jembatan sebagai sisi yang menghubungkan titik
yang bersesuaian seperti pada Gambar 2.1 (b). Menurut Euler solusi dari permasalahan
tersebut adalah dengan memberikan kriteria dimana setiap titik terhubung dan titik
tersebut bersisian dengan sisi yang banyaknya genap maka semua sisi dari graf tersebut
dapat dilalui tepat satu kali. Hal ini memberikan jawaban dari permasalahan jembatan
Konigberg yaitu seluruh jembatan tidak dapat dilalui hanya dengan tepat satu kali
(Munir, 2010:354-355).

Berdasarkan hasil penemuan teori graf, graf G didefinisikan sebagai pasangan
himpunan (V(G), £(G)) untuk elemen V(&) disebut titik dan elemen E(G) disebut
pasangan tak terurut dari V(G). V(G) = {v1, va, v3, ..., v, } merupakan himpunan titik
tak kosong berhingga sedangkan F(G) = {ey, e, €3, ..., €,, } merupakan himpunan sisi
boleh kosong berhingga (Hartsfield dan Ringel, 1990:7). Berdasarkan definisi tersebut
dapat dikatakan bahwa graf dapat terbentuk dengan minimal satu titik namun tidak
harus memiliki sisi. Kardinalitas dari himpunan titik suatu graf G' disebut order dari
graf G dan disimbolkan dengan |V ()| sedangkan kardinalitas dari himpunan sisi pada
graf G disebut size dari G' dan disimbolkan dengan |E(G)| (Chartrand dan Lesniak,
1996:1). Contoh graf dapat dilihat pada Gambar 2.2.

Yi Y2 Vi

Gambar 2.2 Graf Centipede Cpg

Pada Gambar 2.2 merupakan contoh dari graf centipede Cpg. Berdasarkan

gambar tersebut diperoleh bahwa graf Cpg memiliki himpunan titik V' (Cps) =

{21, 22, T3, T4, T5, T, T7, T3, Y1, Y2, Y3, Ya, Y5, Y6, Y7, Ys } dan himpunan sisi E(Cps) =
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{{xla x2}7 {1'27 1'3}, {.Tg, x4}a {ZE4, 15}7 {3357 xG}a {xﬁa x7}7 {x77 378}7 {xlv yl}a {x27 y2}7
{373, y3}7 {I4, ZJ4}7 {xfn y5}7 {x67 yﬁ}a {l’7, y7}7 {.leg, yS}} Order dan size pada graf
V(Cps)| = 16 dan |E(Cps)| = 15.

centipede C'pg masing-masing yaitu,

Suatu sisi e = {u, v} menghubungkan titik u dan titik v untuk titik « merupakan
titik awal dari sisi e yang disebut ekor dan titik v disebut titik akhir dari sisi e yang
disebut kepala. Jika e = {u, v} adalah sisi pada graf G maka titik « dan titik v disebut
bertetangga atau adjacent karena terdapat sebuah sisi yang menghubungkan titik « dan
v. Jika e = {u, v} maka titik v dengan sisi e = {u, v} atau titik v dengan sisi e = {u, v}
disebut bersisian atau incident karena titik u merupakan titik awal dari sisi e = {u, v}
atau titik v merupakan titik akhir dari sisi e = {u,v} (Jensen dan Gutin, 2007:2-3).
Pada Gambar 2.2 titik 2; dan x5 merupakan titik yang saling bertetangga sedangkan
sisi {x1,y1} dan {21, x5} merupakan sisi yang saling bertetangga. Kemudian titik x5
dengan sisi {9, x3} atau titik x3 dengan sisi {z», r3} merupakan titik yang bersisian
dengan sisi {zy, x3}.

Berikutnya pada graf terdapat istilah lainnya seperti derajat suatu titik pada graf.
Menurut (Munir, 2010:366) derajat (degree) suatu titik pada graf adalah banyaknya
titik yang bertetangga dengan titik tersebut. Derajat titik v dinotasikan sebagai d(v).
Titik yang berderajat satu disebut pendant vertex (Balakrishnan dan Ranganathan,
2012:10-11).

Pada graf juga terdapat istilah jalan. Jalan (walk) adalah barisan bergantian
berhingga antara titik dan sisi untuk titik dan sisi yang sama boleh muncul lebih dari
satu kali. Panjang dari jalan adalah banyaknya sisi pada jalan tersebut. Jalan yang
tidak memiliki pengulangan sisi disebut jalur (zrail) sedangkan jalan yang titik - titik
yang dilaluinya berbeda disebut lintasan (path). Namun, jalan yang titik awal dan titik
akhirnya sama disebut sirkuit. Panjang lintasan adalah banyaknya sisi pada lintasan
tersebut. Oleh karena hal tersebut path pasti sebuah trail (Jungnickel, 2008:5-6). Pada
Gambar 2.2 terdapat jalan y; — y3 yaitu yq, r1, T2, T3, T4, T3, Y3 dengan panjang jalan
5 sedangkan lintasan y; — ys yaitu yq, 1, T2, T3, T4, T5, Tg, L7, g, Ys memiliki panjang

lintasan 9.
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Selain jalan, jalur dan lintasan, pada suatu graf G terdapat jarak. Jarak (radius)
adalah panjang lintasan terpendek antara titik v dan titik v yang dinotasikan dengan
d(u,v) (Bondy dan Murty, 1976:16). Diameter dari graf G dinotasikan dengan
diam((G) yang merupakan jarak terbesar diantara sebarang dua titik pada graf G
(Chartrand dan Lesniak, 1996:30). Berdasarkan Gambar 2.2 diperoleh jarak antara
titik y; dan ys yaitu d(y;, y3) = 4 sedangkan diameter pada graf centipede C'pg yaitu
diam(Cps) = 9.

Istilah lain pada graf yang memiliki peranan tidak kalah pentingnya yaitu subgraf.
Graf H merupakan subgraf dari graf G apabila setiap titik pada graf H termasuk titik
dari graf G dan setiap sisi pada graf H termasuk sisi dari graf GG atau dapat dituliskan
sebagai V(H) C V(G) dan E(H) C F(G) (Hartsfield dan Ringel, 1990:13). Contoh
dari subgraf dapat dilihat pada Gambar 2.3

i

G

Gambar 2.3 Contoh graf G dan Subgrafnya

Pada Gambar 2.3, graf H;, H, dan H3 merupakan subgraf dari graf G. Setiap
titik pada graf H,, H, dan H3 merupakan titik dari graf GG begitu pula sisi pada graf
Hy, H, dan H3 merupakan sisi dari graf G.

Selain subgraf, terdapat pula istilah isomorfis pada suatu graf. Isomorfis diantara
dua buah graf G; dan GGy adalah sebuah fungsi bijektif f : 1, — V5 antara titik dari
graf sedemikian hingga {a, b} merupakan sisi graf GG; jika dan hanya jika { f(a), f(b)}
merupakan sisi graf G5 dan isomorfis dua graf dinotasikan dengan G; = G5 (Levin,
2019:236-237) atau dapat diartikan dua buah graf isomorfis apabila ada suatu
korespondensi satu-satu antaran himpunan titik maupun himpunan sisi dari kedua graf
sedemikian sehingga terdapat sisi-sisi bersesuaian antara kedua graf dan terdapat

titik-titik bersesuaian antara kedua graf (Bondy dan Murty, 1976:4). Berikut contoh
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dua graf yang isomorfis.

X, Vi Y, V3
X X3

X5 Va

G, G;

Gambar 2.4 Contoh Isomorfis

Berdasarkan Gambar 2.4, graf G; dan G saling isomorfis diperoleh f(x;) =
Yo, f(@2) = y1, f(x3) = ya dan f(z4) = ys.

2.2 Famili Graf Pohon

Famili graf pohon adalah keluarga graf terhubung yang tidak memiliki sirkuit,
memiliki n titik dan n — 1 sisi (Munir, 2010:444). Jadi, graf pohon yaitu graf untuk
setiap pasang titiknya dihubungkan oleh lintasan, tidak memiliki titik awal maupun titik
akhir yang sama.

Diantara banyak sekali konsep graf, konsep pohon berperan penting dalam
kehidupan. Pada kehidupan sehari — hari orang telah lama menggunakan pohon untuk
menggambarkan silsilah keluarga, struktur organisasi dan lain-lain sesungguhnya
pohon telah digunakan sejak tahun 1857 oleh Arthur Cayley seorang matematikawan
Inggris dimana Cayley menggunakan konsep pohon untuk menghitung jumlah
senyawa kimia (Munir, 2010:443). Contoh famili graf pohon sebagai berikut:

a. Graf Centipede

Graf centipede adalah graf hasil gabungan dari n titik yang terhubung melalui

sebuah sisi masing-masing terhadap titik pada graf P, sehingga membentuk

sebuah graf yang menyerupai hewan kaki seribu (Purnapraja dkk, 2014:228).

Contoh dari graf centipede dapat dilihat pada Gambar 2.5
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i Ya Vs Ve

|

Gambar 2.5 Contoh Graf Centipede C'pg

b. Graf Kembang Api (Firecricker Graph)
Graf kembang api adalah graf yang diperoleh dengan menggabungkan m buah
graf bintang dan menghubungkan salah satu daun pada masing-masing graf
bintang (Chen dkk, 1997). Contoh dari graf kembang api dapat dilihat pada
Gambar 2.6

Gambar 2.6 Contoh Graf Kembang Api F3,4

c. Graf Sapu (Broom Graph)
Graf sapu adalah graf dengan n titik yang memuat graf lintasan dengan d titik
dan n — d titik daun yang semuanya bertetangga dengan salah satu titik ujung
dari graf lintasan. Graf sapu dinotasikan dengan B} untuk d > 3dann —d > 2
(Sriram dkk, 2014:147). Contoh dari graf sapu dapat dilihat pada Gambar 2.7

Gambar 2.7 Contoh Graf Sapu B1(7)
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d. Graf Bintang Ganda (Double Star Graph)
Graf bintang ganda adalah graf yang memiliki dua titik sebagai titik central
sekaligus bukan sebagai titik akhir dan graf bintang ganda memiliki diameter
tiga. Graf bintang ganda dinotasikan dengan S,,,, untuk m > 2 dann > 2
(Chartrand dkk, 2019:16). Contoh dari graf bintang ganda dapat dilihat pada
Gambar 2.8

X2 J: }: Y2
X
X; @ ), ® ):
w L
X 4 X Va4
5 Vs

Gambar 2.8 Contoh Graf Bintang Ganda S5,5

e. Graf Pohon Pisang (Banana Tree Graph)
Graf pohon pisang adalah sebuah graf yang memuat titik y dan dihubungkan
dengan salah satu daun pada m salinan graf bintang (Maowa, 2016:37). Contoh

dari graf pohon pisang dapat dilihat pada Gambar 2.9

ol flole wbad-8 & 9. 3 & 8 4.4 4 g
Xy XpgX3 Xy X Xy X3 Xg XXy X3X, X X,%X5 X,

Gambar 2.9 Contoh Graf Pohon Pisang By,5
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f. Graf Lintasan(Path Graph)
Graf lintasan adalah graf pohon yang memiliki himpunan titik {vy, vs, .., v, } dan
himpunan sisi yaitu {v;v; 1} untuk 1 < ¢ < n — 1. Syarat minimal terbentuknya
graf lintasan adalah terdapatnya dua buah titik terhubung yang memiliki derajat
satu namun apabila terdapat titik-titik lainnya maka titik-titik tersebut berderajat
dua. Graf lintasan dinotasikan dengan P, dengan n > 2, order n dan size n — 1

(Maowa, 2016:23). Contoh dari graf lintasan dapat dilihat pada Gambar 2.10

Gambar 2.10 Contoh Graf Lintasan P~

h. Graf Bintang (Star Graph)
Graf bintang adalah graf pohon dengan n daun yang dihubungkan dengan satu
titik pusat (Maowa, 2016:50). Contoh dari graf bintang dapat dilihat pada

Gambar 2.11
X
Xg .1 X,
x? . . x3
X
x ¢ X 4
6 xi

Gambar 2.11 Contoh Graf Bintang Sg

2.3 Operasi Graf Amalgamasi Titik
Misalkan graf GG merupakan graf terhubung. Graf hasil operasi amalgamasi titik
dari suatu graf dinotasikan dengan G = amal(G,v,,n) untuk n > 2 dimana setiap

n copies atau salinan graf G memiliki sebuah titik v, yang disebut sebagai titik
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tetap (Lee dkk, 1991:208). Jadi, graf hasil operasi amalgamasi titik merupakan
graf yang diperoleh dari beberapa salinan suatu graf dan setiap graf tersebut dipilih
masing-masing satu titik yang ditempelkan pada titik tertentu yang disebut titik tetap.
Titik tetap artinya titik hasil rekatan beberapa titik yang telah dipilih di operasi
amalgamasi titik suatu graf. Berikut contoh graf bintang dan graf hasil operasi

amalgamasi titik graf bintang dapat dilihat pada Gambar 2.12

Y
Vi Vi
% H i
3 2
v, @ ® v,
Y
Vi vs

Gambar 2.12 (a) Graf S4 (b) Graf amal(S4, v, 3)

Gambar diatas merupakan contoh graf bintang S, dan graf hasil operasi
amalgamasi titik pada graf bintang S, dengan 3 salinan graf bintang S;. Graf bintang
S, memiliki titik daun gy, yang dijadikan sebagai titik tetap ketika menggunakan
operasi amalgamasi titik (Gambar 2.12 a). Pelabelan titik tetap 3, diubah menjadi titik
v. Hal ini dilakukan untuk mempermudah ketika melabeli titik pada graf hasil operasi
amalgamasi titik amal(Sy,v,3). Oleh karena nilai m = 3 diperoleh 3 copies atau
salinan graf S, untuk setiap titik 7, pada graf bintang S dengan 1 titik tetap yaitu titik
v (Gambar 2.12 b).

2.4 Pewarnaan Graf
Pewarnaan graf adalah salah satu bentuk pelabelan graf dengan memberikan
warna pada elemen-elemen graf dengan syarat elemen yang bertetangga tersebut harus

memiliki warna yang berbeda (Chartrand dkk, 2019:3). Terdapat tiga jenis pewarnaan
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suatu graf yaitu:
1. Pewarnaan Titik
Pewarnaan titik dari sebuah graf G adalah pemberian warna pada titik untuk
setiap titik yang bertetangga mendapatkan warna yang berbeda (Levin,
2019:268). Bilangan asli yang menunjukkan warna seminimal mungkin pada
pewarnaan titik suatu graf yang disebut sebagai bilangan kromatik atau
chromatic number dan dinotasikan dengan y(G) (Levin, 2019:268). Contoh

pewarnaan titik dapat dilihat pada Gambar 2.13

2 2
. O
2 3

2

Gambar 2.13 Pewarnaan Titik Graf Centipede Cpg

Berdasarkan Gambar 2.13, diperoleh x(Cps) = 2 artinya graf tersebut memiliki
warna minimal yaitu 2 warna. Warna 1 diwarnai dengan warna oranye dan
warna 2 diwarnai dengan warna biru. Hal tersebut sesuai dengan definisi
pewarnaan titik.

2. Pewarnaan Sisi
Pewarnaan sisi dari sebuah graf GG adalah pemberian warna pada sisi untuk setiap
sisi yang bertetangga mendapatkan warna yang berbeda. Bilangan bulat positif
yang menunjukkan warna seminimal mungkin pada pewarnaan sisi disebut indek
kromatik dinotasikan x'(G) (Levin, 2019:272). Contoh pewarnaan sisi dapat
dilihat pada Gambar 2.14

LULLLLL

Gambar 2.14 Pewarnaan Sisi Graf Centipede C'pg
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Berdasarkan Gambar 2.14, diperoleh diperoleh x'(Cps) = 3 artinya graf tersebut
memiliki warna minimal yaitu 3 warna. Warna 1 diwarnai dengan warna oranye,
warna 2 diwarnai dengan warna biru dan warna 3 diwarnai dengan warna hijau.
Hal tersebut sesuai dengan definisi pewarnaan sisi.
3. Pewarnaan Wilayah

Pewarnaan wilayah adalah pemberian warna pada wilayah untuk setiap wilayah
yang bertetangga memiliki warna yang berbeda. Jika terdapat minimal k£ warna
pada pewarnaan wilayah maka disebut k-pewarnaan wilayah (Chartrand dan

Lesniak, 1996:247). Contoh pewarnaan wilayah dapat dilihat pada Gambar 2.15

Gambar 2.15 Pewarnaan Wilayah Graf Tangga Lg

Berdasarkan Gambar 2.15, diperoleh nilai £ = 2 artinya graf tersebut memiliki

warna minimal yaitu 2 warna. Warna 1 diwarnai dengan warna kuning dan warna

2 diwarnai dengan warna biru. Hal tersebut sesuai dengan definisi pewarnaan

wilayah.

Terdapat beberapa aplikasi pewarnaan di kehidupan sehari-hari diantaranya
yaitu pemilahan bahan kimia yang diproduksi oleh perusahaan manufaktur sehingga
bahan kimia yang tidak dapat dipergunakan secara bersamaan dapat teratasi sehingga
tidak akan tejadi hal yang tidak diinginkan oleh perusahaan manufaktur tersebut
(Balakrishnan dan Ranganathan, 2012:143), pengaturan lampu lalu lintas di
perempatan jalan yang harus hidup secara bergantian untuk mencegah terjadinya
kecelakaan lalu lintas, pengaturan agar warna setiap wilayah yang bertetangga pada

suatu peta memiliki warna yang berbeda.
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2.5 Pewarnaan Packing

Salah satu contoh pewarnaan titik pada graf yaitu pewarnaan packing. Konsep
pewarnaan packing pertama kali ditemukan oleh Goddart dkk (2008). Konsep tersebut
dilatarbelakangi oleh munculnya permasalahan area penetapan frekuensi pada jaringan
nirkabel (wireless network) dengan nama pewarnaan siaran (broadcast coloring)
di stasiun radio. Hal tersebut mengakibatkan dua buah stasiun dengan penugasan
frekuensi sama harus ditempatkan pada jarak tertentu sehingga kedua siaran tersebut
tidak mengalami gangguan proses penerimaan siaran serta dapat memaksimalkan
kekuatan sinyal siaran.

Apabila graf G = (V(G), E(G)) merupakan graf terhubung dan k& bilangan
bulat positif £ > 1 maka pewarnaan k — packing dari graf G' adalah pemetaan 7 :
V(G) — {1,2,...k} sehingga dua buah titik memiliki warna ¢ minimal berjarak ¢ + 1
(Rajalakshmi dan Venkatachalam, 2018:2389). Bilangan bulat positif terkecil & dari
graf G yang memiliki k- pewarnaan packing disebut bilangan kromatik packing dan
dinotasikan dengan x,(G) = k (Bresar dkk, 2007:2303). Contoh pewarnaan packing
dapat dilihat pada Gambar 2.16

b
]

2 2 j 2
.._,« 4 3 b

Gambar 2.16 Pewarnaan Packing Graf Centipede Cp1¢

Gambar 2.16 merupakan contoh pewarnaan packing pada graf centipede (Cp;¢)
yang menghasilkan 5 warna dengan kata lain x,(Cp;6) = 5 untuk n = 16. Berdasarkan
definisi pewarnaan packing yaitu terdapat dua titik yang tidak bertetangga misal titik
x dan y diperoleh c¢(x) = c¢(y) = i dan d(z,y) > ¢ + 1. Berikut ini Tabel 2.1
untuk mengkaji ulang pola pewarnaan packing yang diperoleh dan disesuaikan dengan

definisi pewarnaan packing.

n@P—P
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Tabel 2.1: Pewarnaan Packing pada Graf Centipede Cpi¢

Jarak Antar Titik Pewarnaan Packing
d(xi, xiqp2) > 2 1, untuk ¢ gasal
d(yi, yi+1) >3 2,untuk 1 <i<n-—1

3, untuk ¢ = 2 (mod 4)
4, untuk 7 = 4 (mod 8)
5, untuk i = 0 (mod 8)

i )
Ti, Tit8)
)

d(x;, Tits

=9

(

d(wi, Tita
(
(

A\VARI\VARIVAN
=G, BTN

Pada tahap pembuktian teorema bilangan kromatik packing digunakan hal-hal penting
seperti berikut:

Lema 2.7.1 Jika graf H merupakan subgraf dari graf G maka berlaku x,(H) < x,(G)
(Goddard dkk, 2008).

Proposisi 2.7.1 Apabila d(u,v) = 2 maka berlaku c¢(u) = ¢(v) = 1 (Goddard dkKk,

2008).

24 2 S <93
Proposisi 2.7.2 x,(P,) = (Goddard dkk, 2008.)
3, n=>4

Proposisi 2.7.3 x,(S,) = 2 (Goddard dkk, 2008.)

2.6 Penelitian Sebelumnya

Pada bagian ini disajikan beberapa graf hasil penelitian mengenai perwanaan
packing yang dapat digunakan sebagai rujukan penelitian ini. Tabel 2.2 berikut
memaparkan hasil pewarnaan packing pada penelitian sebelumnya.

Tabel 2.2: Hasil Penelitian Tentang Pewarnaan Packing

Graf Hasil x,(G) Keterangan
. 2,2<n<3
Graf Lintasan Xo(Pn) = Goddard dkk, 2008.
3, n>4

3, n=23, n=0(mod 4)

4, n lainnya

Graf Lingkaran Xp(Cn) = { Goddard dkk, 2008.

Graf Bintang Xp(Sn) =2 Goddard dkk, 2008.

Graf Triangular Lattice  x,(T) = Finbow dan Rall,2010
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Graf Hasil x,(G) Keterangan
Graf Hasil Xp(PnOK;) <5, n>8 William dan Roy,
Operasi Comb 2013.
Graf Tangga Sirkular Xp(CLyp) <5, n=0(mod6),n > 6 William dan Roy,2013
Graf H Xp(H(r)) <5, rgenapr > 4 William dan Roy,2013
Graf Kincir @) = { e William dan Roy, 2013
4, n bukan kelipatan 4

Graf Kipas Tertentu Xp(SFp) 23 +n(r—[5]—-1),n>4 Roy, 2017

r>5
Graf Roda Tertentu Xp(KW(n,7)) >4 +n[(r+1) - 5] — 2] Roy, 2017

—1,n>51r2>6
Middle Roda Xp(L(DWy)) =3n+1, n>3 Rajalakhmi dan
Ganda Venkatachalam, 2018
Line Roda Xp(L(DWy)) =3n+1, n>3 Rajalakhmi dan
Ganda Venkatachalam, 2018
Total Roda Xo(T(DWy,) = { o, n ganjil Rajalakhmi dan

on + 1, n genap
Ganda Venkatachalam, 2018
Central Roda Xp(C(DWy) = { ::22’ n ganjl Rajalakhmi dan
5, 1 genap
Ganda Venkatachalam, 2018
Graf Buku Xp(Bn) =n+2 Dafik dkk, preprint
Middle Buku Xp(M(Br)) =2n+3 Dafik dkk, preprint
Line Buku Xp(L(Br)) =2n+1 Dafik dkk, preprint
Total Buku Xp(T(Bp)) <2n+5 Dafik dkk, preprint
Central Buku Xp(C(Bn)) =2n+3 Dafik dkk, preprint
5, n ganjil dan k = 1(mod 4)
Graf Jahangir Xp(Jnok) = 4, n genap dan k = 1(mod 4) Alfarisi dkk, preprint
ataun > 3 dan k = 3(mod 4)

,n > 3, k ganjil
Graf Jahangir Xp(Jnsk ) <+ 2, ngenap, k =2 Alfarisi dkk, preprint
Graf Hasil Operasi Xp(P2oPy) = |5]+3, n>2 Joedo, 2020
Edge Corona
Graf Hasil Operasi n+3, nganjil Joedo, 2020

Xp(Ps 0 Py) = ,n > 2
n+ 4, n genap
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Graf Hasil x,(G) Keterangan
Edge Corona
3n ..
Bn) 43, 1
Graf Hasil Operasi Xp(PioP,) = 3] 48 nganiil Joedo, 2020
[32] + 4, n genap
Edge Corona
Graf Hasil Operasi Xp(P2oSp) =4, n>2 Joedo, 2020
Edge Corona
Graf Hasil Operasi Xp(P30S,) =6, n>2 Joedo, 2020
Edge Corona
Graf Hasil Operasi Xp(P1oSp) =7, n>2 Joedo, 2020
Edge Corona
. . 5, n = 0(mod 4)
Graf Hasil Operasi Xp(P2 o Cp) = ,m >3 Joedo, 2020
6, n =1,2,3(mod 4)
Edge Corona
[2]+6,n=3
. . A n = 0(mod 4)
Graf Hasil Operasi Xp(Ps0Cr) = Joedo, 2020
[2]1 47, n=1,2(mod 4)
An=3(mod4), n>T7
Edge Corona
3n
3744
Graf Hasil Operasi 3] Eger 3 Joedo, 2020

Edge Corona

X P4<>Cn ~
ol ) {[3;]+5,nganjil

4, n=3,4
Graf Sun Xp(Sn)=1<¢ 5, n=5,6,8 ,n>3 Ariningtyas, 2020
6,n=7n>9
3, m=2,n=3dan
Graf Cricket Xp(CTmyn) m = 3(mod 4),n = 0(mod 4) Ariningtyas, 2020
4, m,n lainnya
m>2,n>3
2, m=2
Graf Peach Xp(Cl) =< 3, m=3,m=0(mod4) ,m>2 Ariningtyas, 2020

4, m lainnya
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Graf Hasil x,(G) Keterangan
3, m = 0(mod 4),n = 3(mod 4)
Graf Tadpole Xp(Trm,n) = 4, m,n lainnya Ariningtyas, 2020
5, m = 5(mod 8),n = 4(mod 8),
dan m = 3(mod 4),n = 2(mod 4)
,m>3,n>2
Graf Net Xo(N3,m) =4,m >3 Ariningtyas, 2020
Graf Bull Xp(Bs,m) =4,m > 2 Ariningtyas, 2020
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan pada penelitian ini yaitu penelitian eksploratif.
Penelitian eksploratif adalah jenis penelitian yang bertujuan untuk menemukan hal
baru yang ingin diketahui kemudian hasilnya dapat digunakan sebagai dasar penelitian

selanjutnya.

3.2 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif aksiomatik
dan metode pendeteksi pola (pattern recognition). Berikut penjelasan dari setiap
metode:
1. Metode deduktif aksiomatik
Metode deduktif aksiomatik adalah metode penelitian yang menggunakan
prinsip-prinsip pembuktian deduktif yang berlaku pada logika matematika
dengan menggunakan aksioma atau teorema yang telah ada kemudian
diterapkan pada pewarnaan packing pada famili graf pohon dan graf hasil
operasi amalgamasi titik.
2. Metode pendeteksi pola (pattern recognition)
Metode pendeteksi pola (pattern recognition) merupakan metode untuk mencari
serta menemukan pola pewarnaan dan bilangan kromatik sedemikian hingga
diperoleh bilangan kromatik packing pada famili graf pohon dan graf hasil

operasi amalgamasi titik.
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3.3 Prosedur Penelitian

Prosedur penelitian merupakan uraian mengenai langkah-langkah yang dilakukan
sebagai pedoman pada pelaksanaan penelitian untuk memperoleh hasil yang dicapai
sesuai dengan tujuan penelitian. Prosedur penelitian yang dilakukan untuk menentukan
bilangan kromatik packing pada famili graf pohon dan graf hasil operasi amalgamasi

titik diilustrasikan pada Gambar 3.1

Menentukan graf dari famili graf pohon yang
dioperasi menggunakan amalgamasi titik

\/

Menentukan kardinalitas pada famili graf pohon dan
graf hasil operasi amalgamasi titik

Menentukan graf dari famili graf pohon

Menentukan pola pewarnaan packing -
pada graf yang diteliti

|
v !
W |
Memenuhi definisi I
pewarnaan packing

Tidak — — =

Menentukan bilangan kromatik packing

v

Membuat teorema

v

Membuktikan teorema

Keterangan:
—> = Alur kegiatan utama
===P = Alur kegiatan pengecekan

> = Kegiatan awal

dan akhir
1 = Proses kegiatan
< = Keputusan

Gambar 3.1 Alur Penelitian
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Berikut penjelasan dari prosedur penelitian untuk menentukan bilangan kromatik
packing pada famili graf pohon dan graf hasil operasi amalgamasi titik adalah sebagai

berikut:

1) Menentukan graf yang diteliti meliputi;

a. graf centipede, graf kembang api, graf sapu, graf bintang ganda, graf pohon
pisang;

b. graf hasil operasi amalgamasi titik graf lintasan, graf hasil operasi amalgamasi
titik graf sapu dan graf hasil operasi amalgamasi titik graf bintang.

2) Menentukan kardinalitas graf yang diteliti yaitu graf centipede, graf kembang
api, graf sapu, graf bintang ganda, graf pohon pisang, graf hasil operasi
amalgamasi titik graf lintasan, graf hasil operasi amalgamasi titik graf sapu dan
graf hasil operasi amalgamasi titik graf bintang;

4) Menentukan pembentukan pola pewarnaan packing yang telah diperoleh;

5) Mengkaji ulang pola pewarnaan packing yang telah diperoleh dengan
menyesuaikan terhadap definisi pewarnaan packing;

6) Menentukan bilangan kromatik packing pada graf yang diteliti;

7) Membuat teorema mengenai bilangan kromatik packing;

8) Membuktikan kebenaran dari teorema yang telah diperoleh pada penelitian ini.

3.4 Observasi Awal Penelitian
Langah awal pada penelitian ini yaitu, menentukan graf yang digunakan. Tujuan
dilakukannya hal tersebut adalah untuk memberikan batasan permasalahan yang

dibahas serta untuk menduga bilangan kromatik packing pada suatu graf.

3.4.1 Jenis Graf yang Diteliti
Jenis graf yang diteliti yaitu, famili graf pohon meliputi; graf centipede, graf
kembang api, graf sapu, graf bintang ganda, graf pohon pisang dan graf hasil operasi

amalgamasi titik meliputi; graf hasil operasi amalgamasi titik graf lintasan, graf hasil
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operasi amalgamasi titik graf sapu dan graf hasil operasi amalgamasi titik graf bintang.

Berikut definisi setiap graf yang diteliti:

1. Graf Centipede Cp,,

Graf centipede adalah graf hasil gabungan dari n titik yang terhubung melalui
sebuah sisi masing-masing terhadap titik pada graf P, sehingga membentuk
sebuah graf yang menyerupai hewan kaki seribu (Purnapraja dkk, 2014:228).
Contoh graf centipede dapat dilihat pada Gambar 3.2

Vi ¥z Ts 14 ¥s Yg Va
xl x2 X3 x4 X5 X6 X,

Gambar 3.2 Graf Centipede Cp,,

. Graf Kembang Api / Firecracker Graph F,,,,

Graf kembang api adalah graf yang diperoleh dengan menggabungkan m buah
graf bintang dan menghubungkan salah satu daun pada masing-masing graf
bintang (Chen dkk, 1997). Contoh graf kembang api dapat dilihat pada Gambar
33

Gambar 3.3 Graf Kembang Api Fy,,p,
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3. Graf Sapu / Broom Graph B}
Graf sapu adalah graf dengan n titik yang memuat graf lintasan dengan d titik
dan n — d titik daun yang semuanya bertetangga dengan salah satu titik ujung
dari graf lintasan. Graf sapu dinotasikan dengan B} untuk d > 3dann —d > 2
(Sriram dkk, 2014:147). Contoh graf sapu dapat dilihat pada Gambar 3.4

Gambar 3.4 Contoh Graf Sapu B}

4. Graf Bintang Ganda / Double Star Graph S,, ,,
Graf bintang ganda adalah graf yang memiliki dua titik sebagai titik central
sekaligus bukan sebagai titik akhir dan graf bintang ganda memiliki diameter
tiga. Graf bintang ganda dinotasikan dengan S,,,, untuk m > 2 dann > 2
(Chartrand dkk, 2019:16). Contoh graf bintang ganda dapat dilihat pada Gambar
3.5

Yo

® )

Yo Ya

Gambar 3.5 Graf Bintang Ganda .S, ,,

5. Graf Pohon Pisang / Banana Tree Graph B,,,,

Graf pohon pisang adalah sebuah graf yang memuat titik y dan dihubungkan


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

27

dengan salah satu daun pada m salinan graf bintang (Maowa, 2016:37). Contoh

graf pohon pisang dapat dilihat pada Gambar 3.6

1,1 .1 1 & 2.2 2 33 3 3 m_m_m __m
x]x2x3x4 Xi X X3 X, X)X X5 XX X X5 X,

Gambar 3.6 Graf Pohon Pisang B,;,,,

6. Graf Hasil Operasi Amalgamasi Graf Lintasan amal(P,, v, m)
Graf hasil operasi amal(P,,v, m) merupakan graf lintasan yang dioperasikan
dengan amalgamasi titik dengan n > 2 dan m > 2. Contoh graf amal(P,,v, m)

dapat dilihat pada Gambar 3.7
o
@

Gambar 3.7 Graf Hasil Operasi Amalgamasi Titik Graf Lintasan amal (P, v, m)
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7. Graf Hasil Operasi Amalgamasi Titik Graf Sapu amal(B}}, v, m)
Graf hasil operasi amal(B},v, m) merupakan graf sapu yang dioperasikan
dengan amalgamasi titik dengan d > 3,7 — d > 2 dan m > 2. Contoh graf

amal (B}, v, m) dapat dilihat pada Gambar 3.8

Gambar 3.8 Graf Hasil Operasi Amalgamasi Titik Graf Sapu amal (B}, v, m)

8. Graf Hasil Operasi Amalgamasi Titik Graf Bintang amal(.S,,, v, m)
Graf hasil operasi amal(S,,,v, m) merupakan graf bintang yang dioperasikan
dengan amalgamasi titik dengan n > 3 dan m > 2. Contoh graf amal(S,,, v, m)

dapat dilihat pada Gambar 3.9

¥a )
y]l . yrr—l
Il
.x
x3
3 -
Yna . Y1
¥

Gambar 3.9 Graf Hasil Operasi Amalgamasi Titik Graf Bintang amal(S,,, v, m)
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3.4.2 Contoh Observasi Awal

Pada bagian ini dilakukan observasi awal pada salah satu graf yaitu graf
kembang api [g,,. Tujuan dari observasi awal tersebut adalah menduga hasil
penerapan definisi pewarnaan packing pada graf dan menentukan pola warnanya
hingga akhirnya diperoleh bilangan kromatik packing. Langkah-langkah pada

observasi awal adalah sebagai berikut:

1. Mendefinisikan graf kembang api F§,4.
2. Menentukan kardinalitas dari graf kembang api Fg,4.
3. Menentukan pola pewarnaan packing sesuai definisi pewarnaan packing pada
graf kembang api Fg, 4.
4. Mengkaji kembali pola pewarnaan yang diperoleh sehingga memenuhi definisi
pewarnaan packing.
5. Menentukan bilangan kromatik packing pada graf kembang api Fg, 4.
Berdasarkan langkah-langkah diatas, berikut penjelasan dari masing-masing
langkah tersebut yaitu graf kembang api Fg,, merupakan graf yang diperoleh dengan
menggabungkan 6 buah graf bintang dan menghubungkan salah satu daun pada
masing-masing graf bintang S;. Contoh dari graf kembang api F%,4 dapat dilihat pada
Gambar 3.10

4 5 6

I 2 3 :
2 2 2 4 4

ylr Va y! y]E ¥ y? y]3 YV y33 v YV, 3 }’15 Y y; ylﬁ V) y§'
Xy X5 Y Xy X,

Gambar 3.10 Contoh Graf Kembang Api Fg,4

Kemudian kardinalitas dari himpunan titik dan himpunan sisi graf kembang api
Fg,4 masing-masing yaitu, |V (Fg,4 )| = 30 dan |E(Fg,4 )| = 29. Setelah menentukan
kardinalitas titik dan kardinalitas sisi berikutnya menentukan pola pewarnaan packing.

Berikut pola pewarnaan packing pada graf kembang api Fg,4 dapat dilihat pada Gambar
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3.11

1 1 1
1 11 11 1 1 L, L 11 L
1 3 1 4 1 3

Gambar 3.11 Pewarnaan Packing pada Graf Kembang Api Fg,4

Selanjutnya mengkaji pola pewarnaan packing pada graf kembang api Fg,4.
Tabel 3.1 menjelaskan pola pewarnaan yang disesuaikan dengan definisi pewarnaan
packing dan diperoleh x,(F%,4 ) = 4 untuk m = 6.

Tabel 3.1: Pengecekan Pewarnaan Packing pada Graf Kembang

Api Fg,4
Jarak Antar Titik Pewarnaan Packing
d(zi, xip2) > 2 1, untuk ¢ gasal
Ak Y1) > 2 Luntukl <i<mdanl<j<n-—2
d(yi, yi+1) > 3 2, untuk 1 < i <m
d(x;, Tiya) > 4 3, untuk ¢ = 2 (mod 4)
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BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada Bab 4, dapat disimpulkan bahwa
penelitian ini menghasilkan lima teorema tentang bilangan kromatik packing pada
famili graf pohon dan tiga teorema tentang bilangan kromatik packing pada graf hasil

operasi amalgamasi titik yaitu:

1. Bilangan kromatik packing pada graf centipede C'p,, untuk n > 2 adalah
3, untukn =23
Xp(CPn) = 4, untuk4 <n <7

5, untukn > 8

2. Bilangan kromatik packing pada graf kembang api F,,,,, untuk m > 2 dann > 3

adalah
3, untukm =23

Xo(Fmm) =194 4, untuk4d<m<7
5, untukm > 8

3. Bilangan kromatik packing pada graf sapu B} untuk d > 3 dann —d > 2 adalah
3.

4. Bilangan kromatik packing pada graf bintang ganda S,,,, untuk m > 2 dan
n > 2 adalah 3.

5. Bilangan kromatik packing pada graf pohon pisang B,,,, untuk n > 3 danm > 2
adalah 3.

6. Bilangan kromatik packing pada graf hasil operasi amalgamasi titik graf lintasan

amal(P,,v,m) untuk n > 2 dan m > 2 adalah

50
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2, untukn =2danm > 2
Xp(amal(P,,v,m)) =
3, untukn >2danm > 2

7. Bilangan kromatik packing pada graf hasil operasi amalgamasi titik graf sapu

amal(B},v,m)untuk d > 3,n — d > 2 dan m > 2 adalah 3.

8. Bilangan kromatik packing pada graf hasil operasi amalgamasi titik graf bintang

amal(Sy,v, m) untuk n > 3 dan m > 2 adalah

4, untuk m > 2dann =3
Xp(amal(S,,v,m)) =
m+1, untukm >2dann >3

5.2 Saran
Berdasarkan hasil penelitian mengenai pewarnaan packing, terdapat beberapa
keluarga graf seperti keluarga graf grid, keluarga graf dengan operasi lainnya seperti

operasi amalgamasi sisi, comb, cartesian dan sebagainya yang masih belum ditemukan

pola pewarnaan packingnya.
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