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(QS. AL-Bagarah : 216)"

") Departemen agama republik indonesia. 1998. Al Qur’an dan Terjemahannya. Semarang: PT Kumudasmoro
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Universitas Jember.

Pewarnaan graf adalah pewarnaan objek pada graf sedemikian sehingga
setiap objek yang bertetangga tidak memiliki warna yang sama. Misalkan G adalah
graf terhubung dengan V (G) adalah titik titik dari graf G, maka minimal banyaknya
warna yang dapat diberikan pada graf G disebut bilangan kromatik (y(G)). Banyak
cara berbeda untuk pemberian warna pada graf G dengan k warna disebut
Polinomial kromatik yang dinotasikan f (G, k). Tahun 2004, Kurniawati meneliti
polinomial kromatik titik dari graf terhubung yaitu graf lengkap, graf sikel dan graf
lintasan. Dwijayanti (2011) juga meneliti polinomial kromatik titik pada beberapa
graf sederhana lain yaitu graf bintang, graf roda dan graf tangga. Pada penelitian
ini, kami mengkaji polinomial kromatik dari graf kipas.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode induktif. Metode
induktif adalah metode yang digunakan untuk menentukan polinomial kromatik
suatu graf dari bentuk khusus ke bentuk umum.. Misalnya pada kasus graf kipas E,
ini, mencari polinomial kromatik pada graf kipas F;, F,, dan Fs. Dari beberapa graf
tersebut akan didapatkan pola yang diperoleh dari polinomial kromatik dari graf
tersebut dan akan diketahui polinomial kromatik graf Kipas F,, untuk setiap n > 3.

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan dapat disimpulkan
bahwa polinomial graf kipas F;, F,, Fs, secara berturut-turut adalah P(F;, k) =
Jk(k—1)(k—2)2, P(F, k) = k(k—1)(k—2)3, dan P(Fs, k) = k(k —1)(k —
2)*. Sedangkan polinomial kromatik graf kipas F, untuk setiap n = 3 adalah
P(E, k) = k(k —1)(k—2)"1.

Vi
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika memiliki banyak manfaat
karena teori yang terdapat pada teori graf dapat diterapkan untuk menyelesaikan
permasalahan dalam kehidupan sehari hari. Teori graf pertama kali diperkenalkan
oleh matematikawan asal Swiss bernama Leonhard Euler pada tahun 1736. Euler
berhasil memecahkan masalah jembatan yang berada di kota Koinsberg (Chartrand
dan Oellerman, 1993).

Pewarnaan graf adalah pewarnaan objek pada graf sedemikian sehingga setiap
objek yang bertetangga tidak memiliki warna yang sama. Objek tersebut dapat
berupa titik, sisi, maupun wilayah. Suatu graf dapat diwarnai dengan sejumlah ¢t
warna. Minimal banyaknya warna yang dapat diberikan pada suatu graf disebut
bilangan kromatik. Dalam perkembangannya, cara yang digunakan untuk mewarnai
suatu graf adalah Algoritma Welch-Powell. Hal sangat menarik dari kajian
pewarnaan graf adalah berapa banyak cara untuk mewarnai suatu graf dengan k
warna yang disediakan. Pemasalahan ini dibahas dalam polinomial kromatik yang
dinotasikan f (G, k), dengan k adalah banyaknya warna yang disediakan.

Polinomial kromatik pertama kali diperkenalkan oleh George David Birkhoff
pada tahun 1912 dan dilanjutkan oleh Whitney pada tahun 1932. Birkhoff dan lewis
mendapatkan polinomial kromatik dari graf planar dan membuat dugaan kuat
mengenai teorema empat warna yaitu setiap graf planar membutuhkan maksimal 4-
warna.

Kajian polinomial kromatik telah dibahas oleh beberapa peneliti. Kurniawati
(2004) yang meneliti polinomial kromatik titik dari graf terhubung yaitu graf
lengkap, graf sikel dan graf lintasan. Dwijayanti (2011) juga meneliti polinomial
kromatik titik pada beberapa graf sederhana lain yaitu graf bintang, graf roda dan
graf tangga. Pada proposal ini, penulis tertarik untuk membahas tentang
menentukan polinomial kromatik titik pada graf kipas F,, graf ini merupakan
pengembangan dari graf lintasan B, yang sudah diteliti sebelumnya. Pengembangan

tersebut berupa operasi join antara graf lintasan P, dan graf lengkap Kj.
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1.2 Rumusan Masalah
Masalah yang akan dibahas pada skripsi ini adalah bagimana menentukan

polinomial kromatik titik dari graf kipas F, dengan n > 3.

1.3 Tujuan
Penulisan proposal ini bertujuan untuk mendapatkan persamaan polinomial

kromatik titik dari graf kipas F, dengan n > 3.

1.4 Manfaat
Manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

a. Menambah pengetahuan dalam bidang teori graf mengenai polinomial
kromatik titik pada graf kipas F,,.

b. Menambah motivasi pada pembaca dan peneliti lain untuk melanjutkan

penelitian ini pada graf lainnya.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Graf G didefiniskan sebagai pasangan himpunan (V,E) dengan V
merupakan himpunan tak kosong yang elemennya disebut sebagali titik dan E
merupakan himpunan yang boleh kosong dari pasangan tak terurut (u, v) untuk
u,v € V(G), yang disebut sebagai sisi. Banyaknya unsur yang berada di V
disebut order dari G. Sedangkan banyaknya unsur di E disebut size dari G. Graf
dengan order berhingga dinamakan graf berhingga, sedangkan graf yang hanya
memiliki satu buah titik disebut graf trivial. (Chartrand and Lesniak, 1996). Pada
Gambar 2.1 diberikan contoh graf dengan 5 titik dan 7 sisi.

V1

es U3
€6
e €2 €5
v
Vg 5
(D) €4
€7

Gambar 2.1 Graf dengan 5 titik dan 7 sisi

Dua titik u dan v pada graf G dikatakan bertetangga jika dihubungkan oleh
sebuah sisi e. Sisi e dikatakan menempel pada titik u dan v dan sebaliknya jika
u dan v merupakan titik ujung dari sisi e. Loop dalam suatu graf adalah sebuah
sisi yang menghubungkan sebuah titik dengan dirinya sendiri. Dua sisi atau lebih
yang menghubungkan pasangan titik yang sama pada suatu graf disebut sisi
paralel. Pada gambar 2.1 titik v, bertetangga dengan v, sisi e, menempel pada
titik v, dan v, e; dan e, adalah sisi paralel, e; adalah loop.

Graf sederhana (simple graph) adalah graf yang tidak memiliki loop dan sisi

paralel. Graf ganda (multiple graph) adalah graf tak sederhana yang mengandung
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sisi paralel. Graf semu (pseudo graph) adalah graf tak sederhana yang
mengandung loop.

Derajat (degree) suatu titik v pada graf G adalah banyaknya sisi yang
menempel pada titik v dan dinotasikan dengan deg(v). Jika dalam suatu graf G
setiap titiknya memiliki derajat yang sama maka graf G disebut graf regular.
Derajat dari sebuah loop v adalah deg(v) = 2. Pada Gambar 2.1 deg(vs) = 1,
deg(v,) = 4, deg(v,) = deg(v,) = deg(v;) = 3.

Sebuah graf dikatakan terhubung jika setiap dua titik u dan v di G, terdapat
lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut. Sedangkan graf dikatakan tak
terhubung. jika terdapat dua titik u« dan v yang tidak mempunyai lintasan.
Sebagai contoh, Gambar 2.2 merupakan contoh graf terhubung dan graf tidak
terhubung.

G: v H: w1 us

Uz

Uy

(a) (b)
Gambar 2.2 (a) Graf terhubung sederhana G dan (b) Graf tak terhubung sederhana H

2.2 Operasi pada Graf

Operasi graf yang dibahas diantaranya adalah operasi union, operasi join dan

operasi dot. Union dari G; dan G, yang dinotasikan dengan G; U G, adalah graf
union memiliki |V (G, U G,)| = [V (Gy)| + |V(G,)| dan |E(G, U G,)| = |E(Gy)| +

|E(G,)|. Gambar 2.3 menunjukan graf hasil operasi union.
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A A

Gambar 2.3 Graf hasil operasi Union

Join dari G, dan G, yang dinotasikan G, + G, adalah graf yang terdiri dari
union G; UG, dan semua sisi yang menghubungkan v; € G; dan v; € G,
sedemikian sehingga setiap v; bertetangga dengan setiap v;. Berdasarkan hal ini
maka |V(G, + G,)| = [V(G)| + |V(G,)| dan |E(G,+ G,)| = |E(Gy)| +
|E(G,)| + |V (Gy)| |[V(G,)|. Pada Gambar 2.4 merupakan contoh graf yang
dihasilkan oleh operasi join.

uy Ul

U2 us Uy U3

Gambar 2.4 Graf hasil operasi join

Misalkan u, v € V(G), maka operasi dot pada graf G dengan titik u dan v,
dinotasikan dengan G -uv, adalah graf yang diperoleh dari graf G dengan
menghapus titik u dan v, kemudian digantikan dengan sebuabh titik baru w dengan
tetap mempertahankan ketetanggaan antara u dan v, begitu juga dengan
ketetanggaan titik yang lain pada graf tersebut. Dengan demikian V(G - uv) =
V(G|{u,v}) U {w}dan E(G - uv) = E(G). Berdasarkan hal ini maka |V (G - uv)| =
|[V(G)| —1dan |E(G - uv)| = |E(G)]. Jika u dan v bertetangga maka sisi uv akan
menjadi loop yang menempel pada titik baru w. Gambar 2.5 menunjukkan graf hasil

operasi dot.
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G: U1 Uy G- Uiuy ¢
Uug

Ug ug Ug ug

Uus Uy

Gambar 2.5 Graf hasil operasi dot G - u;u,

2.3 Kelas-kelas Graf

Graf diklasifikasikan dalam beberapa kelas, tetapi pada subbab ini hanya
dibahas beberapa kelas graf sederhana diantaranya adalah graf lintasan P,, graf
lengkap K,, dan graf kipas F,. Adapun penjelasan graf-graf tersebut adalah
sebagai berikut.

Graf lintasan adalah graf terhubung sederhana yang semua titik dan sisinya
terletak pada lintasan tunggal. Graf lintasan dengan n titik dinotasikan sebagai P,
dengan V(B,) = vy, V3, ..., vy} dan E(B,) = {v;v;41 | 1 <i < n — 1}. Titik v, dan
v, merupakan titik ujung dari B, dengan deg(v;) = deg(v,) = 1 dan titik v,
merupakan titik dalam B, dengan deg(v;) =2 untuk 2 <i <n—1. Graf B,
memiliki n titik dan (n — 1) sisi. Pada Gambar 2.6 diberikan contoh graf lintasan
dengan 7 titik, P7.

Gambar 2.6 Graf lintasan P,

Graf lengkap dengan n titik yang dinotasikan K,, adalah graf sederhana yang
setiap titiknya bertetangga dengan titik lainnya. Jadi graf lengkap K,, adalah graf

reguler n — 1. Graf lengkap memiliki @ sisi. Pada Gambar 2.7 diberikan

beberapa contoh beberapa graf lengkap.
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AR B

K

Gambar 2.7 Graf lengkap K; hingga K,

Graf kipas dinotasikan F, merupakan graf terhubung sederhana yang
dihasilkan oleh operasi join K; dan P, yaitu K; + P, dengan n > 1. Graf kipas F,
memiliki n + 1 titik dan 2n — 1 sisi. Karena graf F; = K, dan graf F, = K;
sehingga penelitian ini hanya membahas polinomial kromatik F, dengan n >

3. Contoh graf kipas diberikan pada Gambar 2.8.
V2 ()

v Vg4

Vo

Gambar 2.8 Graf kipas F,

2.4 Pewarnaan Graf

Pewarnaan titik dari graf G adalah sebuah pemetaan himpunan titik V(G) ke
himpunan warna sedemikian sehingga titik yang bertetangga mempunyai warna
yang berbeda. Graf G berwarna n jika terdapat sebuah pewarnaan dari G yang
menggunakan n warna.

Dalam pewarnaan titik erat kaitannya dengan penentuan bilangan kromatik,
yaitu masalah menentukan banyak warna minimum yang diperlukan untuk
mewarnai titik-titik pada graf sehingga dua titik yang saling bertetangga
mempunyai warna yang berbeda. Bilangan kromatik dari graf G, dinotasikan

dengan y(G). Jika y(G) = k maka G dapat diwarnai dengan k warna tetapi
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tidak dapat diwarnai dengan (k — 1) warna. Berikut diberikan beberapa teorema

pewarnaan titik.

Teorema 2.1 (Chartrand and Lesniak, 1996) Sebuah graf G dengan order n
memiliki bilangan kromatik sama dengan n jika dan hanya jika
G = K,.

Teorema 2.2 (Chartrand and Lesniak, 1996) Jika graf H adalah subgraf dari
suatu graf G maka y(H) < x(G).

Untuk mewarnai suatu graf dibutuhkan suatu cara atau metode agar lebih
mudah untuk mewarnai graf tersebut. Salah satunya adalah Algoritma Welch-
Powell. Algoritma Welch-Powell ini adalah suatu cara yang sering digunakan
untuk mewarnai sebuah graf G. Langkah-langkah dalam algoritma Welch-
Powell :

a. Urutkan titik pada graf dengan derajat titik yang paling tinggi ke derajat titik
yang paling rendah misalkan urutan titiknya v,,v,,vs,..,v, dimana
deg(vy) = deg(vy) = ... = deg(vy,)

b. Memberikan warna pertama pada titik yang derajat titiknya paling tinggi
dan pada titik yang tidak adjacent dengan titik tersebut.

c. Memberikan warna kedua pada titik dengan derajat tertinggi yang belum
diwarnai dan pada titik yang tidak adjacent dengan titik tersebut.

d. Lanjutkan langkah seperti langkah c, jika masih terdapat titik yang belum

diwarnai dan berhenti jika semua titik telah diwarnai.
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Berikut diberikan ilustrasi untuk mewarnai titik pada suatu graf G menggunakan
Algoritma Welch-Powell.

1 o

L thy

Gambar 2.9 Contoh graf untuk menentukan pewarnaan graf

Langkah pertama adalah mengurutkan derajat titik dari yang terbesar sampai
yang terkecil yaitu u,, us, us, U, u,, Uy, dan ug dengan deg(u,) =5, deg(usz) =
deg(us) = deg(u,) =4, deg(u,) =deg(u,) =deg(ug) =3. Kemudian
berikan warna 1 pada titik u, dan titik yang tidak adjacent dengan u, diberikan
warna yang sama Yaitu titik u,. Selanjutnya, berikan warna 2 pada titik u; dan us,
warna 3 pada u, dan u, dan terakhir berikan warna 4 pada titik u,. Jadi graf pada

Gambar 2.9 dapat diwarnai dengan 4 warna.

2.5 Partisi Pewarnaan Pada Graf

Partisi dari sebuah himpunan A adalah sekumpulan himpunan bagian tak
kosong A4, A,, .... A, Dari A sedemikian sehingga,

e AjUAU..UA, =4

e A;NA; =@ untuk setiap i # j
(Purcell and Verberg, 1998)

Misalkan diberikan himpunan A = {2,4,6,8,10} maka {{2},{6,8}{10}}
adalah partisi A. Sedangkan {{2,4},{4,6},{8},{10}} bukan partisi dari A karena
A; N A, ={4}dengan A, = {2,4} dan A, = {4,6}, sehingga tidak memenuhi syarat

partisi himpunan.
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Sebuah partisi pewarnaan graf G adalah sebuah partisi dari V(G) yang terdiri
dari himpunan bagian dari V(G) yang saling bebas dengan titik yang memiliki
warna yang sama pada setiap himpunan bagiannya. Pada Gambar 2.10, jika titik
pada graf G diberikan warna yang berbeda semua maka diperoleh
{{u,}, {uy}, {us}, {uy}, {us}, {ue}} adalah sebuah partisi graf G dengan 6 himpunan
bagian yang saling bebas. Titik u; dan us tidak saling bertetangga sehingga kedua
titik tersebut dapat diwarnai dengan warna yang sama. Jika u,; dan us diwarnai
sama maka diperoleh {{u,, us}, {u,}, {us}, {us}, {ug}} adalah partisi graf G dengan
5 himpunan bagian yang saling bebas. Pada partisi pewarnaan ini, titik u; dan ug
tidak boleh berada dalam satu himpunan bagian karena u,; dan ug memiliki warna
yang berbeda akibat ketetanggaan kedua titik tersebut. Hal ini juga berlaku kepada
titik-titik yang lain.

Ui U2

Us Uy

Gambar 2.10 Contoh graf untuk menentukan partisi pewarnaan

2.6 Polinomial

Fungsi polinomial adalah sebarang fungsi yang dapat diperoleh dari fungsi
konstanta dan fungsi identitas dengan menggunakan operasi penambahan,
pengurangan, dan perkalian (Purcell dan Varberg, 1998). Secara matematis,
polinomial P(x) dengan koefisien bilangan bulat Z adalah sebuah penjumlahan
tak hingga P(x) = X2, a;x’ = ao + a;x + - + a,x™ dengan a; € Z. Unsur-
unsur a; disebut koefisien-koefisien dari P(x). Jika untuk setiap i > 0, a; = 0,
maka P(x) disebut polinomial konstan dan a, disebut suku konstan (Fraleigh,
1994).
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2.7 Polinomial Kromatik
Polinomial kromatik yang dinotasikan f (G, k) merupakan sebuah polinomial
darigraf G yang menghitung banyak cara berbeda untuk pemberian warna pada graf
G dengan k warna. Bilangan kromatik (y(G)) adalah minimal warna yang
diperlukan untuk mewarnai suatu graf G. Adapun maksimal warna yang digunakan
adalah sebanyak titik pada graf tersebut (Chartrand dan Oellerman, 1993).
Pada skripsinya, Kurniawati (2004) melakukan studi literatur polinomial
kromatik pada beberapa kelas graf terhubung, yaitu :
e Polinomial kromatik dari graf lengkap K, adalah P(K,, k) = k(k — 1)(k —
2)..(k—n+1).
e Polinomial kromatik dari graf lingkaran C, adalah P(C,, k) = (k—1)"+
(D" (k- 1).
e Polinomial kromatik dari graf lintasan P, adalah P(P,, k) = k(k — 1)1,
Dwijayanti (2011) melakukan studi literature untuk skripsinya tentang
polinomial kromatik pada graf bintang, graf roda, dan graf tangga, yaitu :
e Polinomial kromatik dari graf bintang S,, adalah P(S,)) = k(k — 1™
e Poliomial kromatik dari graf roda W, adalah P(W,, k) = k[(k —2)" +
(1" (k - 2)].
e Polinomial kromatik dari graf tangga L, adalah P(L,, k) = k(k — 1)(k? —
3k +3)" 1.

Teorema 2.3 (Dong dkk, 2005) Jika diberikan sebuah graf G dengan order n maka
polinomial kromatik dari graf G adalah P(G, k) = Y-, a(G,i)(k);
dengan a(G,i) adalah banyak kemungkinan partisi V(G) dalam i

himpunan bagian.

Misalkan sebuah graf G diwarnai sebanyak k warna dan ada (k); cara
mewarnainya, maka cara pewarnaan graf G dapat dipartisi sebanyak i warna dari
himpunan {1, 2,3, ..., k}. Sehingga pada setiap partisi himpunan pewarnaan titik

terhadap (k); cara untuk mewarnai graf G dengan k; = k(k — 1)(k — 2) ... (k —
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i + 1). Jadi, polinomial kromatik suatu graf G adalah penjumlahan dari banyaknya
partisi himpunan pewarnaan titik dikali dengan banyaknya cara untuk mewarnai

graf G tepat i warna.

Teorema 2.4 (Read, 1968) Polinomial kromatik P (G, k) dari graf G dengan n titik
dan e sisi memenuhi kondisi berikut.

a. Orde polinomial dari P(G, k)adalah n.

b. Koefisien dari k™ pada P(G, k)adalah 1.

c. Koefisien dari k™! pada P(G, k) adalah —e.

d. Suku konstan dari P(G, k)adalah 0.

e. Jika e # 0, maka jumlah koefisien pada P (G, k)alah 0.

Berikut diberikan Gambar 2.11 sebagai ilustrasi untuk mendapatkan

polinomial suatu graf G menggunakan teorema 2.3.

(5] (R

(e g

Gambar 2.11 Contoh graf G untuk mendapatkan polinomial kromatik

Langkah pertama untuk mendapatkan polinomial graf G adalah mencari semua
kemungkinan pewarnaan yang ada pada graf tersebut. Langkah berikutnya,
mempartisi kemungkinan pewarnaan tersebut sesuai warnanya. Tabel 2.1

menunjukkan kemungkinan pewarnaan dan partisi pewarnan pada graf G.
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Tabel 2.1 Kemungkinan pewarnaan dan partisi pewarnaan graf G

Kemungkinan

Jika v; dan v; Bentuk partisi himpunan ~ Banyak
diwarnai sama lain pewarnaan P
Vv, = Us UV, #F VU3 # Uy {vy, ve} {vy}, {vs), {va} 4
v, = Vg UV #E U3z E U {v,, v}, {v}, {vs) {va} 4
V3 = Vs VL F VUV FUy {v3, s}, {v1}, {vo}, (v} 4
BerbedaSemua 12TV TV 0y ) v fw,) fvg) O
5

Berdasarkan Tabel 2.1 diketahui bahwa a(G,1) = 0, a(G,2) = 0, a(G,3) =
0, a(G,4) = 3 dan a(G,5) = 1. Langkah berikutnya, menggunakan Teorema 2.3
seperti berikut ini.

P(G, k) = -, a(G, D) (k);
= Ok, + Ok, + Oks + 3k, + ks
=3(k(k — 1)(k —2)(k —3)) + k(k — 1) (k — 2)(k — 3)(k — 4)
= (k(k — D) (k — 2)(k —3))[3 + (k — 4)]
= k(k — 1) (k —2)(k — 3)(k— 1)
= k(k — 1)2(k — 2)(k — 3)
= kS — 7k* + 17k3 — 17k? + 6k (2.1)

Teorema 2.4 merupakan teorema yang menjelaskan tentang sifat-sifat
polinomial kromatik. Teorema 2.4 ini digunakan untuk membuktikan kebenaran
dari polinomial yang telah ditemukan menggunakan Teorema 2.3. Graf pada
gambar 2.11 memiliki 5 titik dan 7 sisi. Berikut akan dibuktikan bahwa pada
persamaan (2.1) benar menggunakan Teorema 2.4.

a. Orde polinomial dari P(G, k)adalah 5.

b. Koefisien dari k° pada P(G, k) adalah 1.

c. Koefisien dari k>~ pada P(G, k) adalah —7.
d. Suku konstan dari P(G, k)adalah 0.
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e. Banyak sisi pada Gambar 2.11 tidak sama dengan 0, maka jumlah koefisien
pada P(G,k) adalah1 -7 +17—-17+ 6 = 0.
Berdasarkan hal ini, terbukti bahwa persamaan (2.1) adalah benar.

Jika Gambar 2.11 diberikan 4 warna maka berdasarkan persamaan (2.1), terdapat
72 cara untuk mewarnai graf pada Gambar 2.11. Gambar 2.12 menunjukkan

ilustrasi 72 cara mewarnai Gambar 2.11 dengan 4 warna.

™

/
X
>
7

%

e

\ et - Q

i

O O

Gambar 2.12 llustrasi 72 cara mewarnai suatu graf
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BAB 3. METODE PENELITIAN

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai prosedur untuk mendapatkan
polinomial kromatik pada graf kipas F3, F,4, dan Fs Prosedur tersebut terdiri dari

metode penelitian, penotasian titik dan langkah-langkah penelitian.

3.1 Metodologi

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode induktif.
Metode induktif adalah metode yang digunakan untuk menentukan polinomial
kromatik suatu graf dari bentuk khusus ke bentuk umum.. Misalnya pada kasus graf
Kipas F, ini, mencari polinomial kromatik pada graf kipas F;, F,, dan Fs. Dari
beberapa graf khusus tersebut akan didapatkan pola yang dihasilkan oleh
polinomial kromatik dari graf khusus tersebut dan akan diketahui polinomial

kromatik graf kipas F, secara umum.

3.2 Penotasian Titik

Misalkan graf kipas F,, dengan n > 3 mempunyai himpunan titik V(F,) =
{vo, V1, V5, ... , Uy} dengan deg(vy) = n, deg(v,) = deg(v,) = 2 dan
deglv))=3 untuk 2<i<n-—1 dan himpunan sisi E(F,) =
{vovil1 <i <n}uU{vv;;1]1 < i <n-— 1}. Berikut ini adalah contoh penotasian

titik pada graf kipas F,.
V2 V3

U1 Vg

Vo

Gambar 3.1 Penotasian titik pada graf kipas F,
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3.3 Langkah-langkah Penelitian
Langkah-langkah yang dilakukan untuk mendapatkan polinomial kromatik
pada graf kipas F,, adalah sebagai berikut.

1. Mencari bilangan kromatik pada graf.
Bilangan kromatik didefinisikan sebagai jumlah minimal warna yang
diperlukan untuk mewarnai titik pada graf G. Dengan kata lain jika bilangan
kromatik pada suatu graf G adalah k maka graf G dapat diberi warna
sebanyak k warna tetapi tidak dapat diberi diwarnai sebanyak k — 1 warna.
Untuk bilangan kromatik dari graf kipas F, penulis masih perlu mencarinya.

2. Menentukan kemungkinan pewarnaan yang terjadi pada graf.
Suatu graf dapat diwarnai minimal sebesar bilangan kromatiknya dan
maksimal sebanyak titik pada graf tersebut. Sehingga menentukan
kemungkinan pewarnaan yang terjadi pada graf kipas F, dimulai dengan
warna sebanyak bilangan kromatik hingga warna sebanyak titiknya. Jika
kemungkinan pewarnaan tersebut berulang maka cukup pilih satu saja.

3. Mempartisi himpunan titik pada graf.
Setelah kita mendapatkan beberapa kemungkinan pewarnaan yang terjadi
pada graf kipas F,, kita akan mempartisi titik pada graf kipas F, dengan
aturan 2 titik atau lebih yang memiliki warna yang berbeda tidak boleh
berada pada himpunan bagian yang sama. Untuk lebih jelasnya, kita akan
membuat tabel partisi. Tabel partisi tersebut juga berisi kemungkinan
pewarnaan yang terjadi, bentuk partisi dan banyaknya pewarnaan yang
terjadi.

4. Mendapatkan polinomial kromatik suatu graf
Dari langkah-langkah yang sudah dilakukan sebelumnya, akan diperoleh
polinomial kromatik pada dari graf kipas F, dengan n = 3,4,5. Untuk
mendapatkan polinomial kromatik graf kipas F,, untuk setiap n > 3 akan

digunakan metode induktif.
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Berdasarkan langkah-langkah penelitian di atas, dapat ditunjukkan diagram

alur pada Gambar 3.2 sebagai berikut.

\ 4

Graf Kipas (F,)

v

Mencari Bilangan kromatik (y(F,))

=

\ 4

Menotasikan titik-titik V (E,) = {vg, V1, -, Un}

A

A 4

< k= x(Fn) >

\ 4

Mencari semua kemungkinan pewarnaan (E,, k) yang terjadi pada setiap titik V (F,)

\ 4

Mempartisi himpunan titik pada kemungkinan pewarnaan (F,, k)

Tidak

k=k+1

l'Ya

Memformulasikan fungsi khusus polinomial kromatik P(F,, k)
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L

Formula khusus fungsi polinomial
kromatik P (F,, k)

n=n+1

\ 4

Memformulasikan fungsi umum polinomial kromatik P(E,, k) untuk n > 3

\ 4

Formula umum fungsi polinomial
kromatik f(F,, k)

Y

Pembuktian Formula umum fungsi polinomial graf kipas dengan metode induksi

Gambar 3.2 Diagram alur penentuan polinomial kromatik Graf Kipas (F;,)
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan, untuk mendapatkan
polinomial kromatik graf kipas F, adalah dengan mencari semua kemungkinan
pewarnaan yang terjadi pada graf kipas F, dengan 3 <n <5 dan mempartisi
himpunan pewarnaan titiknya, kemudian dengan menggunakan Teorema 2.3 akan
diperoleh polinomial kromatik graf kipas F, dengan 3 <n < 5. Selanjutnya,
dengan melihat pola yang terdapat pada polinomial graf kipas F,, dengan 3 < n <
5 akan didapatkan polinomial graf F,, untuk setiap n = 3. Polinomial kromatik dari
graf kipas F, adalah

P(E, k) = k(k — 1)(k —2)"1

dengan k > 3

5.2 Saran

Penelitian mengenai polinomial kromatik dari suatu graf merupakan salah satu
permasalahan yang berkaitan dengan pewarnaan titik. Peneliti memberikan saran
kepada pembaca untuk mencari polinomial kromatik graf tak-terhubung dengan
metode yang sama atau metode yang lain. Serta dapat mengkaji mengenai

permasalahan pewarnaan graf lain seperti pewarnaan sisi dan wilayah.
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