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MOTTO

Matematika adalah sebuah bahasa.
(Josiah Willard Gibbs, 1839 - 1903)*

' Hastings, S. Charles. 1906. Biographycal Memories Josiah Willard Gibbs.
City of Washington : The National Academy of Science.
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RINGKASAN

Nilai Ekspetasi Atom Deuterium (2H) dengan Pendekatan Persamaan
Schrodinger; Nasrul Naimah, 150210102017; 2019: 46 halaman; Program Studi
Pendidikan Fisika Jurusan Pendidikan MIPA Fakultas Keguruan dan limu
Pendidikan Universitas Jember.

Jenis penelitian ini ialah penelitian pengembangan non eksperimen pada
bidang fisika teori yang berupa pengembangan teori Mekanika Kuantum. Teori
fisika yang dikembangkan yakni penentuan nilai ekspetasi dan energi atom
berelektron tunggal dengan pendekatan teori oerturbasi. Tujuan dari penelitian ini
adalah menentukan nilai ekspetasi atom Deuetrium dengan menggunakan
pendekatan persamaan Schrodinger.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah study literature, langkah
pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah menetukan fungsi gelombang
atom Deuterium untuk bilangan kuantum n < 3 dengan menggunakan pendekatan
persamaan Schrodinger. Persamaan Schrodinger adalah persamaan diferensial
parsial orde dua yang berguna untuk menganalisis perilaku dualism gelombang
partikel. persamaan Schrodinger dibentuk berdasarkan hukum kekekalan energi
serta azas terhadap hipotesis de Broglie. Metode yang digunakan untuk
menyelesaikan persamaan Schrodinger yaitu metode pemisahan variable dan akan
diperoleh solusi analitik kompleks berupa fungsi gelombang yang meliputi fungsi
gelombang Radial Ry (r) serta fungsi harmonik bola Y;,,,(8, ¢) yang merupakan

gabungan dari fungsi gelombang Polar ®,, (8) dan fungsi gelombang Azimuth @,
(). Persamaan Schrodinger yang digunakan ialah persamaan Schrodinger bebas
waktu untuk partikel tunggal pada koordinat bola (r,6, ¢).

Pada penelitian ini digunakan tiga jenis bahan validasi, yaitu simulasi fungsi
gelombang dan rapat probabilitas atom Hidrogen untuk n < 3, simulasi fungsi
harmonik bola, dan perhitungan matematis koreksi order-1 atom Hidrogen akibat
gangguan medan elektrostatis. Fungsi gelombang radial atom Hidrogen serta
fungsi harmonik bola disimulasikan dengan menggunakan softare aplikasi Scilab
6.0.0.

vii


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

Hasil penyelesaian persamaan Schrodinger pada atom Deuterium diperoleh

4megh?
pe?

persamaan jari-jari Bohr atom Deuterium vyaitu ay = Dengan

mensubstitusikan ketetapan-ketetapan dari literature maka diperoleh jari-jari Bohr
atom Deuterium a, = 5,293218342655585x10~11m. Bila bibandingkan dengan
jari-jari Bohr atom hidrogen yaitu a, = 5,29177663248x10~11m maka jari-jari
Bohr atom Deuterium lebih besar daripada jari-jari Bohr atom Hidrogen. Hal ini
dikarenakan massa tereduksi sistem elektron-deutron lebih kecil bila
dibandingkan dengan massa tereduksi sistem elektron-proton. Sehingga
mengakibatkan perbedaan antara atom Deuterium dengan atom Hidrogen yang
terletak pada ukuran jari-jari atom Bohrnya. Bentuk fungsai gelombang atom
Deuterium mirip dengan fungsi gelombang atom Hidrogen yang terdapat pada
buku teks namun terdapat perbedaan pada nilai simpangan gelombangnya dalam
skala amstrong.

Berdasarkan perhitungan nilai ekspetasi posisi elektron dalam atom
Deuterium pada keadaan n = 1 dan n = 2 diketahui bahwa bilangan kuantum
utama n ,bilangan kuantum azimuth I, bilangan kuantum polar m menunjukkan
bahwa semakain besar maka akan berakibat pada semakin kecilnya nilai ekspetasi
fungsi gelombang. Hal ini berarti elektron sudah mulai sulit untuk ditemukan lagi

pada bilangan kuantum yang semakin besar

viii
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada akhir abad kesembilan belas banyak fenomena fisika yang tidak dapat
dijelaskan oleh teori fisika klasik. Teori klasik terbentuk dari pengamatan-
pengamatan yang bersifat makroskopik dengan mengasumsikan bahwa parikel
dan gelombang merupakan pokok bahasan yang terpisah satu sama lain.
Kegagalan awal pada teori klasik yakni dalam menjelaskan spektrum radiasi
termal dari suatu benda suhu yang sangat tinggi yang biasa dusebut radiasi benda
hitam. Selain itu, teori gelombang pada fisika klasik gagal menjelaskan adanya
peristiwa pemancaran elektron dari permukaan logam yang disinari cahaya (efek
fotolistrik) dan juga hamburan cahaya oleh elektron-elektron (efek compton).

Permasalahaan diatas hanya dapat diselesaikan dengan beranggapan bahwa
partikel dan gelombang memiliki sifat dualisme yang saling berkaitan satu sama
lain. Menurut hipotesis Louis de Brodlie suatu partikel bergerak memiliki

momentum p dapat berperilaku sebagai gelombang dengan ciri adanya panjang

gelombang 4 =§ yang dikenal dengan panjang gelombang de Broglie dari suatu

partikel. Berdasarkan hal ini lah munculnya teori baru dalam fisika yang disebut
dengan mekanika kuantum.

Keterkaitan dualisme antara gelombang dan partikel dapat dijelakan secara
matematis dengan menggunakan differensial parsial orde dua yang dikenal
sebagai persamaan Schrodinger. Berdasarkan hukum kekekalan energi dan azas
terhadap hipotesis dari de Broglie dapat membentuk suatu persamaan
Schrodinger, sehingga dapat diperoleh suatu solusi analitik kompleks yang berupa
fungsi gelombang. Berdasarkan fungsi gelombangnya dapat diketahui sebagai
karakter dari partikelnya yakni: momentum sudut, harga ekspektasi, probabilitas,
maupun nilai rata-rata yang dimiliki oleh partikel dalam pengaruh suatu potensial
tertentu, dan bagaimana perilaku dari partikel tersebut. Fungsi gelombang yang
didapatkan harus ternormalisasi, secara fisis dapat diartikan sebagai peluang untuk
menemukan partikel disuatu tempat disuatu waktu harus bersifat tertentu, selain

itu fungsi gelombang juga harus memiliki nilai tunggal dan berhingga, yang
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berarti tidak akan mungkin ditemukan satu partikelpun yang identik dalam waktu
yang bersamaan dalam dua tempat yang berbeda.

Melihat dari sudut pandang karakteristik umum dari fungsi gelombang,
persamaan Schrodinger dibedakan menjadi dua jenis vyaitu, persamaan
Scrhodinger tak bergantung waktu atau dalam keadaan dimana fungsi
gelombangnya tidak memiliki suku waktu(t) biasa disebut dalam keadaan tunak
Bila dilihat dari sudut pandang arti fisisnya fungsi gelombang tersebut
dipengaruhi atau dibentuk oleh suatu potensial yang hanya bergantung pada
posisi(r) serta tidak mengalami perubahan pada setiap waktunya, kasus seperti ini
biasanya berlaku untuk kasus potensial yang sederhana non relativistik. Selain itu
terdapat fungsi gelombang Schrodinger yang bergantung waktu, dimana
persamaan ini menghasilkan fungsi gelombang yang mengandung suku waktu (t).
bila dilihat dari sudut pandang arti fisisnya fungsi gelombang dipengaruhi atau
dibentuk dari suatu potensial dimana bentuknya bias berubah-ubah disetiap
waktunya. Kasus ini dapat ditemukan pada kasus yang lebih rumit seperti halnya
pada model atom kuantum Sommerfeld dimana dijelaskan bahwa lintasan suatu
elektron tidak berbentuk lingakaran namun berbentuk elips serta bentuknya dapat
berubah-ubah pada setiap waktunya (Liboff,1980:243).

Deuterium dimanfaatkan untuk bahan pembuatan air berat. Dalam reaksi fisi
uranium, air berat digunakan sebagai moderator neutron. Fungsi moderator adalah
untuk memperlambat neutron dengan cara menyerap energi dan menumbuk
neutron tanpa kencenderungan menyerap partikelnya (Beiser, 1990:496). Atom
Deuterium memiliki jumlah proton yaitu 1 yang termasuk kedalam kelompok
atom hidrogenik. Atom hidrogenik hanya memiliki satu proton dimana terdapat
satu nukleus dengan satu elektron yang mengelilinginya. Terdapat beberapa
kelompok atom yang termasuk kedalam golongan atom hidrogenik, antara lain ion
Helium (He™) dimana atom helium merupakan atom yang kehilangan satu dari
dua elektronnya (Z = 2), ion Lithium (Li**) merupakan atom yang kehilangan dua
dari tiga elektronnya (Z = 3), serta atom Hidrogen (Z = 1) beserta isotopnya yaitu,
Deuterium (A = 2 dan Z = 1), dan Tritium (A = 3 dan Z= 1). Kelompok-kelompok

partikel yang berelektron tunggal seperti H, He*, Li** memiliki sifat serta
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karakteristik yang hampir sama baik dilihat secara fisis maupun matematisnya.
Interpretasi secara matematis yang berkaitan dengan atom Hidrogenik dapat
dijelaskan dengan melalui persamaan differensial orde dua yaitu persamaan
Schrodinger (Finn dan Alonso, 1968:111).

Menurut Beiser (1990:496) sejumlah manfaat Deuterium yaitu “Untuk
bahan pembuatan air berat. Pada reaksi fisi uranium, air berat ini digunakan
sebagai moderator neutron. Fungsi dari moderator ialah untuk memperlambat
neutron, caranya ialah dengan menyerap energi dan menumbuk neutron tanpa
kecenderungan menyerap partikelnya...” Menurut Sukarsono et al (2008) “Proses
pengayaan air berat bisa dilakukan dengan menggunakan metode destilasi,
elektrolisa, dan penukaran isotop...” Menurut Holmid (2013) “Deuterium juga
bermanfaat pada proses induksi-laser yang digunakan untuk mengamati partikel
dengan energi >10 MeV.”

Dalam penelitian sebelumnya menganai atom hidrogen telah dilakukan
beberapa penelitian antara lain: Rif’ati (2004) menyimpulkan fungsi gelombang
atom hidrogen merupakan kuantitas kompleks yang terdiri atas bagian radial dan
sebagai anguler serta distribusi rapat probabilitas menggambarkan penyebaran
kedudukan elektron dalam atom; Yusron et al (2007) menyimpulkan probabilitas
untuk menentukan elektron di ruang antar proton pada molekul H; bergantung
pada jarak antar proton dan fungsi gelombang yang membentuk ikatan kovalen
pada molekul H; adalah fungsi gelombang simetri; Lavenda et al (Tanpa Tahun)
menyimpulkan solusi persamaan Schrodinger pada dua atom hidrogen yang saling
bertumbukan menghasilkan deuterium; Supriyadi et al (2006) menyimpulkan
solusi numerik persamaan Schrodinger atom hidrogen dengan metode elemen
hingga memberi hasil yang cukup akurat bila dibandingkan dengan solusi analitik;
Ganesan dan Balaji (2008) menyatakan untuk menyelesaikan persamaan
Schrddinger pada atom elektron tunggal atau atom mirip hidrogen adalah dengan
mengubah koordinat kartesius menjadi koordinat polar dan membutuhkan
pemahaman tentang polynomial legendre dan lagurre.

Mengingat begitu pentingnya Deuterium sebagai salah satu sumber sekunder

bagi makhluk hidup, sehingga diperlukan penelitian lebih lanjut mengenai fungsi
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gelombang, nilai ekspetasi atom Deuterium dengan judul Nilai Ekspetasi Atom
Deuterium dengan Pendekatan Persamaan Schrodinger. Keterbaruan dari
penelitian ini terletak pada atomnya yaitu Deuterium dimana pada penelitian

sebelumnya menggunakan atom Hidrogen, serta nilai ekspetasi hingga ( r2).

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas maka dapat dirumuskan menjadi
permasalahan sebagai berikut:
a. Bagaimana bentuk fungsi gelombang keadaan dasar (1s) atom Deuterium
dengan pendekatan persamaan Schrodinger?
b. Bagaimana nilai ekspetasi elektron dari atom Deuterium pada keadaan n=1

dan n=2?

1.3 Batasan Masalah
Agar penelitian lebih terfokuskan dan dapat menjawab dari permasalahan
yang ada, maka penulis membatasi masalah sebagai berikut:

a. Persamaan Schrodinger yang digunakan adalah persamaan Schrodinger tak
bergantung waktu (pada keadaan tunak) dalam koordinat bola dengan asumsi
proton dan neutron dianggap diam.

b. Fungsi gelombang yang digunakan untuk membuat grafik yaitu berupa fungsi
gelobang radial.

c. Fungsi gelombang Deuterium memenuhi syarat normalisasi.

d. Fungsi gelombang yang diperoleh mengabaikan efek spin.

1.4 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan dari penelitian ini sebagai berikut :
a. Menentukan fungsi gelombang keadaan dasar (1s) atom Deuterium dengan
pendekatan persamaan Schrodinger
b. Menentukan nilai ekspetasi elektron dari atom Deuterium pada keadaan n=1

dan n=2
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1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah :

a. Bagi peneliti, dapat menambah wawasan, pengetahuan, dan pengalaman
tentang fisika kuantum khususnya aplikasi persamaan Schrodinger untuk
mengkaji atom hidrogenik dengan melibatkan teori gangguan.

b. Bagi pembaca, dapat dijadikan sebagai salah satu acuan dalam mempelajari
fisika kuantum khususnya dalam pokok bahasan atom hidrogenik dan
pendekatan Schrodinger baik dalam pembelajaran di perkuliahan maupun
penelitian lebih lanjut dengan tema serupa.

c. Bagi lembaga, dapat memberikan sumbangan penelitian dan bahan referensi
tambahan dalam pembelajaran di perkuliahan fisika kuantum dengan pokok

bahasan atom hidrogenik atau atom dengan elektron tunggal.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Dualisme Gelombang Partikel

Einstein pernah mengemukakan idenya yaitu misalkan terdapat suatu partikel
yang memiliki foton dengan energi hf (panjang gelombang A1 dan frekuensi f)
mempunyai momentum linier p yang arahnya searah dengan arah pergerakannya.

Besarnya p tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut:

=2 = 2 (Krane, 1982:102)..........ocooimimmirimieeeeee s 2.1)

c

A.H. Compton pada tahun 1923 membenarkan adanya ide ini melalui

eksperimen hamburan sinar-X dan elektron. Maka perilaku dari foton yang

mempunyai momentum linier ; dengan energi hf dapat diketahui. de Broglie pada

tahun 1923 telah mempostulatkan jika partikel bergerak dapat mempunyai panjang
gelombang dan momentum dimana hal ini biasa disebut panjang gelombang de
Broglie yang mana keduanya saling berhubungan sesuai dengan persamaan (2.1)(
Krane, 1982:126).

Namun hanya partikel yang berukuran atom atau inti atomlah yang dapat
diamati panjang gelombang de Broglie. Dari persamaan (2.1) didapatkan besarnya

panjang gelombang de Broglie yaitu :
h
A==
p

Dimana h adalah konstanta planck yang nilainya 6,63 x 10** Js
Untuk panjang gelombang de Broglie dapat ditulis :
v = Af (Beiser, 1990:91).
Pada perambatannya gelombang memindahkan sejumlah energi dari suatu subsistem
ke subsistem lainnya. Suatu gelombang yang merambat dalam arah tertentu misalnya

arah sumbu-x dalam suatu waktu memenuhi persamaan gelombang :

0%y 1 9%y

dx2 v2 0t2

= 0 (Pain, 2005:112).

Solusi dari persamaan diatas berupa suatu fungsi gelombang yaitu:
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Y(x,t) = Asin(wt —kx) + Bcos(Wt — KX) ..ooiiiiiiiiiiiiiiinnn, (2.2)
Fungsi gelombang ¥ merupakan kuantitas kompleks yang memberikan
karakteristik gelombang de Broglie. Harga fungsi ¥ tidak memiliki arti fisis secara
langsung namun dapat menyajikan informasi fisis jika partikel tersebut memiliki
gerak yang tak terbatas. Kuadrat harga mutlak dari fungsi gelombang |¥|? bisa
dikatakan sebagai kerapatan peluang P(r) menyatakan kemungkinan dari suatu
partakel misalnya elektron ditemukan pada posisi tertentu dalam sebuah atom (Beiser,
1990:91).

2.2 Persamaan Schrodinger

Persamaan Schrodinger adalah persamaan differensial parsial orde dua. Dimana
persamaan Schrodinger digunakan untuk memberikan informasi tentang sifat
gelombang dari suatu partikel. Bila dilihat dari karakteristik fungsi gelombangnya
persamaan Schrodinger dibedakan menjadi dua jenis yaitu persamaan Scrodinger tak
bergantung waktu dan persamaan Schrodinger bergantung waktu. Untuk
memecahkan masalah berkaitan dengan atom hidrogenik digunakan persamaan
Schrodinger tak bergantung waktu.
2.2.1 Persamaan Schrodinger Tak Bergantung Waktu (Keadaan Tunak)

Persamaan Schrodinger dapat dipecahkan apabila memenuhi 3 syarat sebagai
berikut:
a. Memenuhi hukum Kekekalan Energi

Hukum kekekalan energy menyatakan bahwa jumlah total dari energi ialah
energy kinetic dan energy potensial dari suatu partikel selalu memiliki sifat kekal.
Persamaan hukum kekekalan enrgi dari suatu partikel dapat ditulisakan sebagai
berikut ;

K+ V =E

Db V() = e 2.3)
Pada ruas Kiri terdapat suku pertama yang menyatakan energi Kinetik untuk suku

kedua menyatakan energi potensial. Pada ruas kanan adalah suatu tetapan dimana
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tetapan ini menyatakan energi total. Secara umum energi potensial merupakan energi
yang dimiliki suatu benda yang dikarenakan oleh kedudukannya. Pada sistem atom,
energi potensial muncul akibat adanya gaya elektrostatis coulomb antara inti atom
dengan elektron (Ashby, 1970:166)
b. Linier serta bernilai tunggal

Persamaan Schrodinger memiliki syarat, dalam pengertian matematis syarat ini
haruslah “berperilaku baik”. Solusi persamaan Schrodinger haruslah memberikan
informasi perihal probabilitas untuk menemukan partikelnya. Meskipun dapat pula
probabilitas berubah secara kontinu, partikelnya menghilang secara tiba-tiba dari
suatu titik dan muncul kembali di titik berikutnya. Akan tetapi tidak diperbolehkan
ada dua probabilitas untuk menemukan partikel di satu titik yang sama atau bisa
disebut sebagai fungsinya harus bernilai tunggal. Indikator dari sifat gelombang yang
berkelakuan baik dan linier adalah fungsi gelombangnya harus memiliki sifat
superposisi gelombang (Krane.1992:172).
c. Taat azas terhadap hipotesa de Broglie

Bentuk dari persamaan diferensial apapun haruslah taat azas hipotesa de
Broglie. Solusi secara matematis bagi sebuah partikel dengan momentum p harus
berbentuk sebuah fungsi gelombang dengan panjang gelombang A yang sama dengan

g . Sesuai dengan persamaan (2.1) dan (2.3) dimana diketahui bahwa p = hk

sehingga energi kinetik dari gelombang de Broglie untuk partikel bebas dirumuskan
sebagai barikut ini:

2 21,2
s Nl OV B » 30 v WS A (2.4)

2m 2m

Persamaan Schrodinger bisa didapatkan dengan mengambil turunan kedua dari fungsi

(2.2) terhadap x, sebagai berikut:

d?¥(x,t) N

BT —k* [Asin(wt — kx) + B cos(wt — kx)]

dz'l’(x) 2

— = KT () e (2.5)

Berdasarkan persamaan (2.4) didapatkan :
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= =
Untuk kasus potensial tak bergantung waktu diperoleh (x,t = 0) = ¥(x) :
axz l h2 v
h? d?¥(x)
— T E V) PO) =0 o (2.6)

Persamaan (2.6) adalah persamaan Schrodinger dalam keadaan tunak satu
dimensi atau biasa disebut persamaan Schrodinger tak bergantung waktu. Dalam
bentuk tiga dimensi persamaan (2.6) didapatkan :

h2 [0%¥(xyz | 0% P(yz | 02 l"(xyz)

%[ oz T ay2 ] ]"'(E Vixyz) Yayz =0
h2 [92 @

—m[ﬁ%— azz]"”<xyz>+(E Viry2) Py =0

Untuk secara umum persamaan Schrodinger keadaan tunak dapat dituliskan :
h? 2
=V %y + (B~ Viry)P a2 =0 . (2.7)

Dimana V2 adalah operator Laplace yang bergantung waktu pada koordinat yang
digunakan dalam memecahkan persamaan Schrodinger.
2.2.2 Persamaan Schrodinger pada Hidrogenik (Atom Berelektron Tunggal)
Persamaan Schrodinger pada atom yang berelektron tunggal bisa diselesaikan
dengan mengasumsikan bahwa atom mempunyai simetri bola, sehingga persamaan
Schrodinger haruslah disajikan salam koordinat bola (tiga dimensi). Maka operator
Laplace V2 dapat dituliskan sebagai berikut:
szli<r22>+ : a(smt9a>+;a—2
r? or dr/  r2sinf 06 060/  r?sin?6 dp?

Dengan mekalukan substitusi persamaan diatas kedalam persamaan (2.7) didapatkan

persamaan Schrodinger dalam keadaan tunak tiga dimensi sebagai berikut:

h? 1 0(20)+1a( 96) 1624, s
2mr2 | ar \" ar) " sin6 06 sin 20) ' sin20 9| = 09

(E-V) l‘U(r,tﬁ’,go) =0
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Pada sistem dua partikel dengan gaya sentral persamaan diatas dapat dituliskan

sebagai berikut :

h2 1 (o ( 5 0 )+ 1 0 ( 0 9 > 1 92 v N
2ur2 | or e or,/  sinfdo . 90/) ' sin20 d¢? (r.0,90)
(E - V)lzu(r‘g,(p) g 1 . - o (2.8)

Dimana r, adalah posisi pusat massa yang dituliskan sebagai berikut :

_rmgtrm;

- mi+ my

= —2rz (Gas10r0w1cz 1996:169) ....veiiiieeie e (2.9

Dimana u merupakan massa tereduksi.
Potensial untuk atom Hodrogen dengan Z=1 adalah fungsi dari jarak terhadap titik

asal yang diberikan, secara matematis dapat dituliskan :

V() =

1970:222) .o (2.10)

Pada persamaan (2.8) dapat dipecahkan dengan menggunakan metode pemisahan
variable sebagai berikut:
P(7) = ¥r,6,9)=R(r)0(6)D(¢)
Ataupun dapat dituliskan sebagai berikut :
Pr,0,0) =ROD ... (2.11)

Dengan substitusi persamaan (2.10) dan (2.11) kedalam persamaan (2.8) selanjutkan

dikalikan dengan maka didapatkan :

d ( aR>9¢+ ! a( 969)R®+ 2(I)R@+
dr, Te or, sinf 96 A 00 sin26 9?2
2y A e?

E + RODP =0

( 47T60TC)

Untuk penyederhanaan persamaan (2.11) pada tiap suku dibagi R@® dengan , maka
diperoleh :

1d/ ,0R 1 d/ 00 1 d?¢

Far (¥ o)+ o a8 "0 39) * meira agr
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B (B =) = 0 2.12)

h2 4TEYT,

Dari persamaan (2.12) dapat dilihat bahwa pada suku pertama dan suku
keempat hanya bergantung pada jari-jari rc, untuk suku kedua bergantung pada sudut
6, dan untuk suku ketiga bergantung pada ¢. penjumlahan antar suku-suku yang
hanya bergantung pada jari-jari r. dan sudut 6 serta ¢ akan selalu bernilai tetap untuk
sembarang nilai r, 8, ¢ (Purwanto, 2006:155).

Apabila masing-masing suku sama dengan konstan yang berharga +I(l + 1),

maka suku yang hanya bergantung jari-jari akan menjadi :

li (rcz a_R) + Zurcz (E +4 e

2

—)=11+1)

Rdr, are h2 e
a 2 OR 2ure? e? _
= (r. arc) FEEE+ DR =+ DR i (2.13)

Untuk suku yang mengantung 6 dan ¢ akan menjadi :
1 d(_66@)+ 1 d*®
0sing 6 \°""" 30) " ®sin26 de?
SIEONCH 1d%o
6 db @ dp?

= —11+1)
. 0 .
(sm@ £) + +I(l + 1)sin?6 =0

Untuk penyederhanaannya digunakan konstanta —m? dan m? maka akan diperoleh

persamaan diferensial biasa yakni :

sin@i o 6_@ ldz_‘i’ .2 — 2 2
P (sm@ 69) + ¥ + (L + 1D)sin“0 =—m“+m=*..............ceeeen (2.14)
Melalui pemisahan variable persamaan (2.14) bisa dijabarkan sebagai berikut :

d*o

TEFMIO =0 (2.15)
1 d . .00 20
Sineﬁ(sme )+ I+ 18 =T =0 oo (2.16)

Untuk memperoleh fungsi gelombang azimuth, fungsi gelombang polar, dan fungsi
gelombang radial dapat melalui penjabaran dari persamaan (2.13), (2.15), dan (2.16).
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2.3 Solusi Persamaan Schrodinger Atom Berelektron Tunggal

Solusi persamaan Schrodinger adalah solusi gabungan dari solusi azimuth,
solusi radial, dan solusi polar yang didapatkan melalui metode pemisahan variable.
Solusi dari gabungan ketiganya secara matematis dituliskan dalam persamaan (2.11).
solusi azimuth, radial dan polar secara lengkap akan dituliskan sebagai berikut:
2.3.1 Solusi Azimuth

Persamaan azimuth pada (2.15) menggambarkan gerak rotasi dari elektron pada
sekitar sumbu z dengan batasan rotasi antara 0 sampai 27. Pemilihan konstantan
negatif —m? supaya memberikan solusi berupa fungsi sinusoidal dan periodik.
Apabila digunakan konstanta positif m? akan diperoleh solusi berupa fungsi
eksponensial.

Solusi dari persamaan (2.15) yang merupakan persamaan diferensial biasa bisa
didapatkan dengan menggunakan permisalan % = D sebagai berikut :

d*o

2 —
107 +m“® =0
D?’®P+ m?®d =0
Persamaan differensial diatas memiliki solusi:

Dw="D0 € L s N e e e Y. eeeeineeanna, (2.17)
Mengingat mempunyai sutau hubungan yakni :
? (¢ +2m) = P(p)
p-im(@+2m) = ,—im(@) = p—im(2m) = |
Pada setiap bilngan bulat dipenuhi m =0, +1, £2, ... (Griffits, 1995:125).
Dengan menggunakan syarat Normalisasi, maka persamaan (2.17) akan

memberikan nilai konstanta Normalisasi:

Dengan demikian, persamaan (2.17) sebagai solusi Azimuth dapat dituliskan

menjadi:
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Dimana m adalah bilangan bulat magnetik.
2.3.2 Solusi Radial

Berdasarkan Persamaan Radial (2.13) didapatkan energi Eigen E. untuk
keadaan terkat dimana keadaan dengan energi negatif E = - |E|, pada persamaan

(2.13) dapat diselesaikan dengan menggunakan permisalan

= [8“'E' ...................................................................... (2.19)
|E| >
SU|E
dp SET P ae B J N @ (2.20)
Substitusikan persamaan (2.19) dan (2.20) kedalam persamaan (2.13) :
2 OR 2[11"5 i _
drc ( 67‘) (E + EOTC) R l(l i 1)R =0
1 d 2 OR 2p e? y 1(1+1)h? _
T2 dre ( Te 6TC) t h2 (E + 4TTEGT 2urg? )R =0
d 2 dR], 2u e? 1 [(I+1)h? 1 _
T R E + - = - O
[8;;|2E| 1p 24dp [ dp] h2 4TEQ [Blg_lel —% 2u [8;;|2E| 1p ,
8”' 1N sehingga diperoleh :

1
2 dR e’ 1 2u [8ulE|]"z _ L(+1) 5
de ] [M [ = lR =0..(2.21)

4meg p h2 h2
Untuk persoalan energi ikat dimana E = —|E| didapatkan :

L Lo -2 22 £ gl - 2R =0

p2dp dp 4  2meyp h
Sebagai penyederhanaan digunakan permisalan sebagai berikut :
21 d [ ,dR B _ WD _
[Zneoh] [8|E|] pZdp [ ] [ 2 ]R O i, (2.22)

Untuk menemukan solusi dari persamaan (2.22) akan diselidiki terlebih dahulu
perilaku persamaan tersebut pada dua daerah ekstrim yakni daerah pada pusat
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koordinat dan daerah jauh sekali. Untuk daerah yang jauh sekali dari pusat koordinat

dimana w — oo didapatkan :

d’rR 1 _ 0
dp? 4
Dengan solusi
R A €7 Z oo e (2.23)
Untuk daerah pada pusat koordinat atau pada titik pusat didapatkan:
R =R®
p

Dengan R(p ) dimisalkan dengan U maka,

dR _ d (U)_ldU 1

dp dp \p pdp p?
d dR d 1 dU 1 d?u
L] = G 2 - 50 4
dp dp dp p dp p? dp?

Dengan substitusi R = % maka persamaan (2.22) dapat dituliskan kembali menjadi :

1d[
pzdpp

Zd_R+[_l+i 1(1+1)

dp 4 p  p?

]R:O

dazu 1(1+1)

de p2

U+ (pi DU £ @ (2.24)

Untuk limit p = oo nilai (f — 1) U bisa diabaikan sehingga -

o dUu 1+ A1 v 1(1+1)
lim — o (— — —) U= — =0
poedp? s p 4 dp? p?
Solusi dari persamaan diferensial orde dua diatas dapat dituliskan sebagai berikut :
U =p I+1

Maka didapatkan :

p p
Dengan menggabungkan persamaan (2.23) dengan (2.25) akan didapatkan

bahwa solusi umum merupakan perkalian antara persamaan (2.23), (2.25), dan

konstanta Laguerre L yang bergantung pada fungsi p dapat dituliskan L(p ):

R(D)Z DL €T L(O) v (2.26)
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Persamaan (2.26) dapat dijabarkan dengan menggunakan polynomial Laguerre dari

persamaan (2.24) yakni :

au l(i:rzl)U_'_(i_l)U:O

dw? w 4

Dimana U = p '*1 e 7 L(p)
Untuk suku pertama di dapatkan :

d?u

= _[&x _P _P
dpzzL(p)[l(l+1)p(l De™2— (I+1ple Z+ope 2] +

oL - P71 9%L VA
% [Z(I +1)ple”z — pUtbe 2]+# [p +De 2] ...... (2.27)
Persamaan (2.22) dapat dituliskan kembali dalam bentuk :

p p P
L) |10+ 1p ©Ve 2= (+1)ple 2 +5p <l+1)e‘?]+"’g+f) |20+

_P _pL 92%L 42 1(1+1 A1
Dot = p e t] + B et -y 1 (2 o=

p p P
e (2.28)
Dimana :
Il+1 A1
( : )U _ (___)
p p 4
I(l+1
( 7 )+ %: B = konstanta

Sebagai bentuk penyederhanaan kalikan semua suku dari persamaan (2.28) dengan
ple T sehingga didapatkan :

p —aza;(f”a?,%f’) 20+1) = pl+LP)[B=CU+1)]=0.0ccorrennnn. (2.29)

Solusi deret dari persamaan (2.29) diatas adalah :

L Wiy 2 SR, Y e AR oyl SUE (2.30)
Akan didapatkan rumus Rekursi sebagai berikut :

a _ s+l+1-2
S*L ™ (s41)(s+21+2) S
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Deret akan menjadi berhingga apabila g merupakan bilangan bulat. Misalnya
B=n, akan tetapi as+; akan bernilai nol jikas =n —1-1 . Maka L(p ) merupakan

suatu deret polynomial. Untuk = n, berdasarkan persamaan (2.29) akan menjadi :

p af—fp(p) aL(p) RU+D = pl+L)n—(U+D]=0.cccce. (2.32)

Persamaan (2.32) adalah persamaan diferensial Laguerre Terasosiasi yang memiliki
bentuk umum sebagai berikut :

2L aLh
p S+ [p+1-plat+lg—plLh =0

Untuk solusinya biasa disebut dengan polinom Laguerre Terasosiasi Lfl yang

didapatkan dari rumus Rodrigues sebagai berikut :

2Zr

21+1 2A+1_(n+D! == dng —flir 2zr\n1-1
=L% (P)=(D) -t ¢ " d(zZr)n+l (e 0. (—) ) ..... (2.33)
nag

Solusi umum dari persamaan Radial didapatkan :
1
2

l
] 2| e naoLz”l (p) (Singh, 2009:237) ...(2.34)

nap

zz 3 (n-1-1)!
nao 2n [((n+D)!]3

Rni(r)= [
2.3.3 Solusi Polar
Pada persamaan Polar (2.16) biasa dikenal dengan persamaan diferensial
Legendre Terasosiasi. Solusi dari persamaan tersebut dapat diperoleh dengan
menggunakan metode Frobenius dan diberikan oleh deret berhingga yang dikenal
sebagai polinom Legendre terasosiasi. Apabila konstanta yang dipilih pada bersamaan
(2.16) bukan +1(1 + 1) maka akan didapatkan solusi deret tak hingga.

Solusi dari persamaan (2.16) dapat dituliskan sebgai berikut :

51:19%(3 2 ) m99:
O0) = Om(0) = Nim P (COS ) coninieieiiiiiieee e, (2.35)

Dimana adalah N, konstanta normalisai sehingga:

(Gim, Orw) = Nin* Ny [ P™(cos 8) P (cos 6)sinG d6 = 8y, 6mm

Dengan menggunakan sifat ortogonalitas didapatkan :
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_— ' . _ _2 (+m]!
Jo PI"(cos 0) Pii* (cos 6)sing df = —=— ="

611’6mm’
Sehingga diperoleh nilai konstanta normalisasi :
Nin* Npw- [ P (cos 8) P (cos 8)sing d6 = 1

2 (l+|m|)!] .

2|1
(Nim) 20+1 (I—=|m|)!

_ ’21+1 1—|m|)!
N|m = Tm ............ (236)

Substitusi persamaan (2.36) kedalam persamaan (2.35) sehingga didapatkan :

2141 (I-Im|)!
2 (I+|m])!

@Im (9) =

Bentuk eksplisit dari polinom P™ (cos8) didapatkan melalui rumus Rodrigues

seperti berikut ini :
dl+|m|

dcosltlmlg

Im|
P"(cos B) = % (1)(1 — cos?6)z (cos?0 — 1) ............. (2.38)
Berdasarkan rumusan diatas persamaan (2.37) sebagai solusi umum persamaan polar

dapat dituliskan menjadi :

dl+|m|

dcostimlg

e (2.39)

21+1 (I—-|m))!
2 (I+|m])!

Om (6) [2%' (D(1 - (:0526?)|2ﬂ (cos?6 — 1)!

2.4 Bilangan Kuantum

Berdasarkan teori Bohr, orbit dari elektron tersebut berbentuk lingkaran dengan
jari-jari tertentu. Orbital merupakan daerah 3 dimensi dengan peluang terbesar
menemukan elektron. Setiap orbital mempunyai ukuran, bentuk, dan orientasi tertentu
dalam ruang yang dinyatakan dengan bilangan kuantum.

2.4.1 Bilangan Kuantum Utama (n)

Bilangan kuantum utama (n) menyatakan ukuran dan tingkat energy orbital.
Nilai dari bilangan kuantum utama adalah bilangan bulat positif dan bilangan tidak
nol. n = 1,2,3 dan seterusnya, semakin bersar nilai n nya, maka akan semakin besar
ukuran orbital dan semakin tinggi tingkat energinya. Kelompok orbital dengan harga

n yang sama akan membentuk kulit atom.
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Dengan beranggapan bahwa elektron terikat sebagai atom, maka nilai eigen E harus
memiliki harga negatif (E = —|E|).

2
Dimana pada ulasan sebelumnya telah diketahui bahwa w == \/8 4 [E| = 2

2nmegh?

maka akan didapatkan persamaan energi sebagai berikut :

_ o pet (1
E= - 255 (25) oo (2.40)

2.4.2 Bilangan Kuantum Azimuth (I)

Bilangan kuantum Azimuth menyatakan bentuk lintasan atau orbital dari
elektron. Nilai dari bilangan Azimuth adalah bilangan cacah yakni | = 0 sampai | = n-
1. Bilangan kuantum Azimuth juga menyatakan kecepatan sudut dari elektron. Besar

dari momentum sudut elketron dapat dituliskan sebagai berikut :

L = /I + DR (Krane, 2011:201)....c.vveeeeees oo, (2.41)

Tabel 2.1 Notasi simbol keadaan atomik bilangan kuantum n dan |

Bilangan kuantum Azimuth (1)

Kulit Bilangan  kuantum 0 1 2 3 4
Elektron utama (n)
P d f g
K 1 1s
L 2 23 2p
M 3 3s 3p 3d
N 4 4s 4p 4d Af
@) 5 5s 5p 5d 5f 5¢

(Ohno, 2004:84).
2.4.3 Bilangan Kuantum Magnetik (m;)

Bilangan kuantum magnetik menyatakan orientasi ruang orbital maka disebut
juga dengan bilangan kuatum orientasi orbital. Untuk setiap harga dari |, akan
memiliki harga m sebanyak 21+1. Rentang nilai m = - | sampai m = +| termasuk nol
(- ...,0, ... +]).
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2.5 Normalisasi dan Probabilitas Fungsi Partikel
Untuk membuktikan bahwa partikel benar-benar berada dalam ruangan maka
diperlukan normalisasi terhadap fungsi gelombang ¥, yaitu

[Z 1W12dV = 1 (Beiser, 1990:169).........c.voviieoieiiieieeeeeeeeee. (2.42)

Persamaan diatas memiliki arti fisis bahwa peluang keboleh jadian P untuk
menentukan partikel adalah kedudukan partikel adalah 1.

Untuk ¥(.6,0) = R0 6)P () Maka akan didapatkan persamaan probabilitas sebagali

berikut:

Apabila persamaan diatas sama dengan nol maka artinya partikel tidak dapat
ditemukan dalam ruangan tersebut. Persamaan (2.44) memiliki arti fisis bahwa nilai
probabilitas dan nilai ekspetasi tidak bergantung pada fungsi sudut (fungsi Azimuth

dan fungsi Polar) tetapi hanya fungsi Radial.

2.6 Fungsi Gelombang Partikel

Persamaan Schrodinger telah dipecahkan untuk sebuah partikel dalam suatu
situasi fisis, fungsi gelombang ¥ yang dihasilkan mengandung semua informasi
partikel itu yang diizinkan oleh prinsip ketidakpastian. Informasi mengenai
kedudukan sebuah elektron dapat dicari dari harga ekspetasi dengan menggunakan
fungsi gelombang ¥ dengan menganggap bahwa elektron berada sepanjang sumbu X

maka harga ekspetasi kedudukan elektron adalah

(x) = [_x|¥|?dx (Beiser, 1990:175)

(x) = ffooo Y x@dx

() = [ W WAL i (2.45)

Fungsi gelombang partikel menggambarkan bahwa kedudukan elektron atau partikel
dalam suatu atom bisa memiliki berbagai keadaan, maka nilai rata-rata sutu fungsi

dapat ditentukan dengan nilai ekspetasi.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

20

2.7 Atom Deuterium

Menurut Krane (1992:419) “Deuterium adalah isotope stabil dengan
kelimpahan alami di bumi Kira-kira satu dari 6.500 atom Hidrogen. Maka dari itu
Deuterium merupakan 0,015% dari semua hidrogen yang terbentuk secara alami...”
Deuterium biasa disebut juga hidrogen berat, dimana deuterium ini merupakan salah
satu dari tiga bentuk isotop hidrogen yakni terdiri dari protium, deuterium, dan
tritium. Deuteron merupakan inti dari deuterium, dimana pada deuteron hanya
mengandung satu proton dan satu neutron. Dalam penelitian Lavenda et al (tanpa
tahun) menyatakan Deutron terbentuk dari reaksi fusi antara inti dua atom hidrogen
(penggabungan inti dua atom hidrogen). Reaksi fusi atom hidrogen ini melepaskan
energi yang sangat besar melebihi ledakan dinamit sebanyak + 50.000.000 unit atau
setara dengan = 500 bom atom (inti uranium).

Deuterium dimanfaatkan untuk bahan pembat air berat. Dalam reaksi fisi
uranium, air berat digunakan sebagai moderator neutron. Fungsi moderator adalah
untuk memperlambat neutron dengan cara menyerap energi dan menumbuk neutron
tanpa kecenderungan menyerap partikel (Beiser, 1990:496). Dalam pembangkit listrik
tenaga nuklir dengan reaktor tipe CANDU menggunakan uranium sebagai bahan
bakar dan air berat sebagai moderator neutron. Dalam reaktor tipe CANDU, air berat
dimasukkan dalam pipa kalandria yang terbuat dari bahan yang tidak menyerap
neutron.

Untuk mendapat air berat (D,O) dilakukan permisahan dari air biasa (H,O).
Proses pengayaan air berat dapat dilakukan dengan metode destilasi, elektrolisa,
pemisahan isotope dengan laser dan pertukaran isotope. Prinsip metode destilasi
didasarkan pada perbedaan titik didih dari komponen senyawa penyusun air alam.
Pemisahan dengan metode elektrolisis dilakukan berdasarkan perbedaan mobilitas ion
H* dan ion D" dalam sel elektrolisis. Sedagkan pemisahan dengan pertukaran isotope

dibedakan menjadi monotermal dan bitermal. Proses monotermal hanya melibatkan
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satu senyawa, sedangkan proses bitermal lebih komplek dengan menggunakan H,S
(Sukarsono et al, 2008).

Sifat fisik senyawa-senyawa deuterium dapat berbeda dari senyawa-senyawa
hidrogen yang analog dengannya, sebagai contoh D,O lebih kental daripada HO.
secara kimia, kelakuan deuterium sama dengan hidrogen biasa, tetapi ada perbedaan
dalam energi ikat. Ikatan yang melibatkan deuterium dan tritium sedikit lebih kuat
daripada ikatan serupa pada hidrogen ringan. Dengan spektroskopi inframerah dapat
membedakan senyawa yang bersifat deuterium, karena perbedaan frekuensi serapan
inframerah dapat terlihat dalam vibrasi sebuah ikatan kimia yang mengandung
deuterium (Britannica.2014.Heavyhydrogen.ww.britannica.com).

Menurut Bogdan Povh et al (2008:234) “The deuteron is simplest of all the
nucleon bound states, the atomic nuclei. It is therefor particularly suitable for
studying the nucleon-nucleon interaction. Experiments have yielded the following
data about the deuteron ground state :

Binding energy B =2.225 MeV
Spin and parity JP=+1

Isospin =0
Magnetic moment MH=0,857 uN ...”

The proton-neutron system is mostly made up of an I=0 state. If it ere a pure 1=0
state then the wave function would be sperycally symmetric, the quadrupole moment
would vanish and the magnetic dipole moment would be just the sum of the proton
and neutronmagnetic moment (supposing that the nucleonic magnetic moments are
not altered by the binding interaction). This prediction for the deuteron magnetic
moment.

Mpt Mo =2.792 uN — 1.913 uN = 0.879 pN
Differs slightly from the measured value of 0.857 puN. Both the magnetic dipole
moment and the electric quadrupole moment can be explained by the admixture of a

state with the same J? quantum numbers”.
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Berdasarkan cuplikan diatas bahwa deuteron merupakan inti atom yang
sederhana serta dodok untuk mempelajari interaksi antar inti. Data eksperimen
menunjukkann bahwa deuteron memiliki Energi ikat= 2,225 MeV, Spin= +1, Isospin
|=0, Momen magnetik= 0,857 uN, dan momen quadrupol elektron= 0.282 e.fm? ,
system proton-neutron terbentuk pada keadaan |=0. Pada kedaan I=0 fungsi yang
terbentuk adalah simetri bola, momen quadrupole akan hilang, momen dipol
magnetik akan menjadi jumlah dari momen magnetik proton dan neutron (dengan
anggapan bahwa momen magnet inti tidak diubah oleh interaksi ikatan). Hasil
prediksi momen magnetik deuteron 0,8979 pN sangat berbeda dari nilai yang
sebenarnya yaitu 0,857 pN. momen dipole magnetik dan momen quadrupol elektrik
dapat diperoleh dengan pencampuran dari kondisi dengan bilangan kuantum J? yang
sama. Karena deuteron memiliki spin +1 (triplet), sehingga merupakan sebuah
partikel boson.

Berdasarkan kesamaan massa dan sifat nuklir dari proton dan neutron, keduanya
dapat dipandang sebagai dua jenis objek dari sebuah nukleon yang memiliki
hubungan simetri. Hubungan simetri antara proton dan neutron dikenal sebagai
isospin dan dinotasikan sebagai I. proton dan neutronmembentuk isospin dublet,

dengan neutron sebagai spin turun dan proton sebagai spin naik.

2.9 Scilab

Scilab adalah salah satu perangkat lunak yang lisensinya bebas biaya. Perangkat
lunak ini hampir menyerupai Matlab, yang digunakan sebagai sebuah program
interaktif untuk komputasi numerik dan visualisasi data. Program tersebut pada
awalnya dikembangkan untuk menyelesaikan permasalahan sistem aljabar linear
simultan secara numerik, yang kemudian digunakan untuk menyelesaikan masalah
numerik lain yang lebih kompleks. Dasar dari penyelesaian sistem persamaan aljabar
linier simultan adalah matriks. Oleh karena itu, untuk perangkat lunak ini,
pengembangan dari variabelnya dilakukan melalui pendekatan matriks. Scilab
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dikembangkan oleh INRIA dan ENPC dari Perancis, dan selanjutnya dikelola oleh
konsorsium  Scilab, untuk  mengunduhnya pada  http://www.scilab.org
(Sasongko.2010:1).
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian non eksperimen. Penelitian ini akan
dilaksanakan pada semester 7 bulan Desember sampai bulan Februari 2019 di
Laboratorium Fisika Lanjut program Studi Pendidikan Fisika, Fakultas Keguruan
dan llmu Pendidikan Universitas Jember.

3.2 Definisi Operasional
3.2.1 Pendekatan Persamaan Schrodinger

Pendekatan persamaan Schrodinger adalah suatu pendekatan yang berupa
persamaan matematis orde dua, dimana persamaan ini menunjukkan hubungan
antara massa suatu partikel, energy potensial, energi kinetik serta fungsi dari
gelombang partikel yang berada dalam koordinat tiga dimensi.
3.2.2 Nilai Ekspetasi

Jika sutau fungsi gelombang telah didapatkan maka semua informasi tentang
partikel tersebut yang diizinkan oleh prinsip ketidakpastian, dapat diperoleh.
Informasi yang dapat diperoleh yakni berupa nilai ekspetasi dari kuantitas yang

hendak diukur, misalnya dimana partikel ini “sering” berada

3.3 Langkah Penelitian

Persiapan
v
Pengembangan Teori
v
Hasil Pengembangan Teori
v
Validasi Alat Simulasi
v
Simulasi/Pengambilan Data

¥
Pembahasan
2

Kesimpulan
Gambar 3.1 Bagan langkah — langkah penelitian

24
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Berdasarkan gambar 3.1 dapat dijelaskan sebagai berikut :

a.

Persiapan

Pada tahap ini mempersiapkan bahan — bahan yang akan dijadikan informasi
yaitu dengan cara mengumpulkan buku — buku tentang fisika matematika,
fisika modern, fisika atom,dan fisika kuantum, jurnal, serta berbagai sumber
berskala nasional maupun internasional yang relevan atau terkait dengan
fungsi gelombang serta nilai ekspetasi atom Deuterium dengan menggunakan
pendekatan persamaan Schrodinger.

Pengembangan Teori

Pada tahap ini peneliti mengembangkan teori yang sudah ada di berbagai buku
literatur berkenaan dengan aplikasi persamaan Schrodinger pada atom
berelektron tunggal dengan melibatkan teori gangguan. Teori yang
dikembangkan merupakan pengkajian fungsi gelombang serta nilai ekspetasi
untuk atom Deuterium. Langkah pertama yang akan dilakukan adalah
menentukan fungsi gelombang Deuterium untuk n < 3. Kemudian
menentukan fungsi gelombang pada masing — masing orbital 1s, 2s, 2p,, 2py,
2Dy, 35, 3Pz 30y, 3Px, 302z, 3dax, 3y, 3y — % 3dyy. Selanjutnya menentukan
nilai ekspetasi elektron.

Hasil Pengembangan Teori

Dari pengembangan teori yang telah dilakukan, didapatkan persamaan
matematis fungsi gelombang serta nilai ekspetasi elekton.

Validasi

Pada tahap ini peneliti membuat simulasi grafik fungsi gelombang serta grafik
rapat probabilitas radial atom hidrogen yang didapatkan dari hasil
pengembangan sebagai bahan validasi. Grafik tersebut selanjutnya dicocokkan
dengan grafik fungsi gelombang, nilai ekpetasi serta rapat probabilitas
Deuterium yang diperoleh dari berbagai buku literatur dan penelitian
sebelumnya yang terkait.

Simulasi

Tahap simulasi merupakan tahap perhitungan numerik untuk menentukan

fungsi gelombang serta nilai ekspetasi elektron Deuterium dengan
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menggunakan software Scilab 6.0.0. Output yang dihasilkan berupa grafik
simulasi fungsi gelombang Deuterium hingga n <3, grafik rapat
probabilitasnya, nilai rapat probabilitas menggunakan metode simpson’s rule,
serta nilai energi terkoreksi akibat pengaruh berbagai intensitas medan listrik.

f. Pembahasan
Hasil dari simulasi dan perhitungan akan dibahas lebih mendalam secara fisis
disertai dengan diskusi teori terkait fungsi gelombang, nilai probabilitas fungsi
gelombang radial serta nilai ekspetasi atom Deuterium.

g. Kesimpulan
Hasil dari pembahasan tersebut kemudian disimpulkan untuk menjawab
rumusan permasalahan dalam penelitian.

Pada penelitian ini menggunakan simulasi numerik dengan bantuan aplikasi

Scilab 6.0.0, secara umum flowchart untuk menentukan grafik fungsi radial atom

Deuterium, sebagai berikut:
/ INPUT ao, 1, n, | /

)

COMPUTATION

1

) = () oo [ L

nag/ 2n[(n+)!] nag

v

OUT PUT Grafik Fungsi
Radial Atom Deuterium

Gambar 3.2 Flowchart Grafik Fungsi Radial Atom Deuterium
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3.4 Teori Hasil Pengembangan
Teori yang digunakan dalam penelitian ini adalah :

a. Fungsi Gelombang

h? 1 6(26>+1a(_93>+162lp N
omrz|or \" ar) " sing 9 \*"" 39 sin20 ¢p?| = 09
(E=V) o0y = 0

1. Fungsi Gelombang Radial

1
_[f22\3 (m-1-1) ]2 [22r] —nZ—aT 2041
Ry (r) = [(n_ao) o [(n+l)!]3] [n_ao e oL n+l (P)

dengan rumus Rodrigues :

2zr n+l ¥ 2z, n—l-1
L21+1 (,0) e (_1)Zl+1 (n+D! enao L (e nao_(ﬂ) )

n+l —1-1)!
(n—1-1)! d( A >n+l nag
nag

2. Fungsi Gelombang Polar

2l+1)(1—m)!
Om () = ’—2+(1+m)1!n P cos(9)

) m o (+m)
dimana, P cos(8) = ﬁ (1 — cos?6)z d

dcos+m)g

(cos?6 —1)!

3. Fungsi Gelombang Azimuth

1 .
o) = [Eeie

4. Fungsi Gelombang Gabungan
Y(r09) = R(1)O0)P(p)

5. Nilai Ekspetasi Elektron
(r) = foao Y r Ydr

(r?) = foao Y r?2 ydr

3.5 Data Simulasi
Berikut merupakan tabel data simulasi yang digunakan untuk menentukan

fungsi gelombang ¥, :
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Tabel 3.1 Contoh data simulasi fungsi gelombang ¥, ,)

Bilangan
. l}ln lmy (T', 91 (P)
Kuantum | Orbital | Ru(r) | Yim, (6, ¢)
NTTT™ = Ry (1) Ylml(el ®)
100 S
00 S
2 0| P
1
e
Py
0|0 S
0 [oF%
1
by | P
Py
3 O dZZ
dZX
+1
2 dyz
d 2_ 2
2| -
dxy

Tabel 3.2 Contoh data nilai ekspetasi elektron dari atom deuterium

Bilangan Fungsi Gelombang Nilai

Kuantum

| (r) (r?)
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Dalam penelitian ini digunakan tiga jenis bahan validasi, diantaranya

simulasi fungsi gelombang dan rapat probabilitas radial atom Hidrogen untuk

n < 3, simulasi fungsi harmonik bola, serta perhitungan matematis koreksi order-

1 Atom Hidrogen akibat gangguan medan elektrostatis. Pemilihan fungsi

gelombang atom Hidrogen sebagai bahan validasi. Fungsi gelombang atom

hidrogen tersebut kemudian disimulasikan dengan menggunakan software Scilab

6.0.

3.7.1 Validasai Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogen

Berikut ini merupakan tabel fungsi gelombang Atom Hidrogen n < 3.

Tabel 3.5 Fungsi gelombang ¥z ¢,4) atom Hidrogen

n| I m R (1) Om(0) Dy (9)
1 O 0 _i —L i L
2a, 2e % V2 T
3
—= 1 1
0| 0 TN (W, T =73 — —
2 ( a, ¥ V2 21
_3 r 1
2 0 200 2 T ,"%ap 2 cos T=
\/§ Qg & b 2 P 27‘[
! e . iy ..
+1 Q0 27T ,"3ay FXsin 4= e*'?
L \/§ 0 e 2a9 + > (§) m
_3 2r
o 2(3aq) 2(2 - =4 . .
212 ) 6_% \/E 2T
27a4?
8 Srr r
3 = Gag (2 =) [ s
0 =Cc0S o ——
e_ﬁ; 2 V21
1 3
8 2(r r
+1 | 2 (300 (a__ 6a°2) F%sine L i
- _SL 2 V21
e 340
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0 4 (3 )—%i - 320 5 (3 2. 1) L
5 (340 " e - (3cos?e o
_4 R~ T (15 ___ ptio
2 | £l | 5=Ba) 2 5e | F /4smec039 Nor
4 32 vis LY
- Rl 3a 2 —_— pXilp
+2 T (Bay) 2 o e 3% - sin“e o e

Berikut ini merupakan perbandingan grafik fungsi radial untuk atom
hidrogen dari hasil Scilab 6.0.0 terhadap buku teks (Krane, 1992:206) :

2
5 *1
= 158:=— 8 z
B = oo n=1. 1=0
[
05— A
2 T T ' 3 IEBEE. Grgmermme
- e r < 6 0 2 4 B

r r=posisi elektron (a,)
Gambar 3.2 Perbandingan grafik fungsi gelombang radial atom Hidrogen n=1 dari
buku teks (kiri) dan simulasi Scilab 6.0.0 (kanan)

0.8

n=2, 1=1, 1=0

-0.2 T T T T ~Kligy T = T T
r r = posisi elektron (a,)
Gambar 3.3 Perbandingan grafik fungsi gelombang radial atom Hidrogen n=2 dari buku
teks (kiri) dan simulasi Scilab 6.0.0 (kanan)

o2-|/=9° n=3, 1=2, 1=1, I=0

R(r)

(o} 5 10 15 20 %5
r = posisi elektron (a,)

Gambar 3.4 Perbandingan grafik fungsi gelombang radial atom Hidrogen n=3 dari
buku teks (kiri) dan simulasi Scilab 6.0.0 (kanan)
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Berikut ini merupakan perbandingan grafik rapat probabilitas radial untuk
atom hidrogen dari hasil Scilab 6.0.0 terhadap buku teks (Krane, 1992:206) :

0.8 0.2

[:1 ]1:2
=1, 1=0
2 A1
o R dl
10

0 Ill T T 0 fll! Tl
0 1 2 = 4 5 0 2 4 6 8 10

r = posisi elektron (a,)

o.s

r = posisi elektron (a,)

12

¥ = posisi el;ktron (ag)

0.12
n=3
P=1
1=2 =0
0.06 —
/\A 210
0 - T II ”I T
0 5 10 15 20

0.55 4

o.as

o.a -

o.25

o.25 —

Probabilitas Radial

o.15 —

P(r)

o.a5 —

n=1, =0

T T
= 10

T
1=

r = posisi elektron (a,)
Gambar 3.5 Grafik rapat probabilitas Radial atom Hidrogen n=1, =0

T T
1= 15

o1
—_
= o.1s
'g 4
£ ona] n=2,1=0,1
w
<
= o.1z -
=
=
=
< o.1 -
=
o
p': o.o=s |
Il 1
—_ -
= 0.0
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Gambar 3.7 Grafik rapat probabilitas radial atom Hidrogen n=3, 1=0,1,2
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BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan data hasil penelitian dapat disimpulkan :

1. Fungsi gelombang atom Deuterium merupakan kuantitas kompleks yang
terdiri dari fungsi gelombang azimuth yang bergantung pada bilangan
kuantum magnetik, fungsi gelombang polar yang bergantung pada bilangan
kuantum azimuth dan bilangan kuantum magnetik dan juga fungsi gelombang
radial yang bergantung pada bilangan kuantum utama dan bilangan kuantum
azimuth. Pada grafik radial dapat disimpulkan bahwa bilangan kuantum n
akan terbentuk n buah grafik fungsi radial yang merupakan kombinasi dari
fungsi eksponensial dan fungsi polinomial berorde n-1. Dengan hubungan
simpangan berbanding terbalik dengan eksponensial posisi elektron dan
berbanding lurus dengan fungsi polinomial.

2. Berdasarkan tabel 4.4 menunjukka bahwa nilai ekspetasi akan semakin kecil
apabila bilangan kuantum semakin besar hal ini menunjukkan bahwa apabila
nilai kuantum utama n semakin besar maka elektron akan semakin jarang

ditemui.

5.2 Saran
Guna penyempurnaan serta pengembangan teori, penulis memberikan

beberapa saran, diantaranya :

a. Dalam pembelajaran fisika di SMA terkhusus pada mata pelajaran fisika
modern sebaiknya siswa juga diarahkan untuk mengetahui serta menjelaskan
aplikasi dan manfaat dari materi yang dipelajari dalam kehidupan sehari-hari.
Sebagai contoh, prinsip solar cell, penggunaan reaktor nuklir sebagai energi
terbarukan,,gejala fotolistrik, aplikasi Gelombang elektromagnetik, dan lain
lain.

b. Dalam pembelajaran fisika di Universitas terutama pada mata kuliah
Mekanika kuantum sebaiknya mahasiswa diajarkan untuk membuat grafik

43
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simulasi komputasibukan hanya diajarkan mengenai pembuktian secara
matematis sebagai contoh grafik fungsi gelombang, rapat probabilitas, dan
lain lain. Hal ini dimaksudkan agar mahasiswa dapat menjelaskan makna dari
persamaan — persamaan matematika yang telah dibuat dan juga mampu
menerapkannya dalam kehidupan nyata guna menunjang perkembangan
IPTEKS.

Sebagai variasi agar efek spin tidak diabaikan

. Sebagai pengembangan teori dapat dikaji perilaku partikel yang memiliki
elektron banyak (lebih dari satu elektron) dengan berbagai metode atau
pendekatan mekanika kuantum sebagai contoh metode variasi Ritz, atau WKB

(metode kuantisasi energi semiklasik).
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LAMPIRAN A. PERHITUNGAN JARI - JARI ATOM BOHR

Model atom atom Bohr dapat digunakan untuk menjelaskan perilaku
elektron bermassa m yang terus bergerak mengitari inti yang berjarak r dengan
kecepatan v. Gaya tarik coulomb yang ditimbulkan sebanding dengan gaya
sentripetal yang dihasilkan oleh elektron, dan dapat dituliskan sebagai berikut :

2

= 1 q19 1 e
F = 192 __ >

_ mv?

dme, 12 Amey 12 T
Untuk atom atau ion dengan nomor atom (Z) lebih dari 1 maka dapat

dituliskan persamaan diatas dalam bentuk :

2

1 qiqz _ 1 Ze? _ mv

ame, T2 4mey T2 r
dari persamaan diatas diperoleh hubungan :

2 _ 262

mv® =
4TTEGT

Energi kinetik elektron :

Ze?

8megr

1
K:Emvzz

Energi potensial elektron :

r o r 1 Ze?
U = el —
0 © 477€g T2

1 Ze?

4TTEY T

Energi total elektron dapat dituliskan :

E=K+U
Ze? 1 Zze? 1 Ze?
8megr 4mMEY T 8mey T

Vektor posisi ¥ yang menyatakan jarak relatif elektron terhadap inti atom
selalu tegak lurus dengan vektor momentum linier p sehingga menghasilkan suatu
momentum sudut L. Berdasarkan model atom Bohr momentum sudut atau
momentum anguler dari elektron selalu merupakan kelipatan bilangan bulat dari
h. Secara matematis dituliskan :

L=7xp=mvr=ni
Sehingga dapat diperoleh hubungan

nh

mr
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Subtitusikan persamaan diatas ke persamaan gaya tarik Coulomb sehinga

diperoleh :
(nh)z Ze?
ml—) =
mr 4TTEQT
n?n?2 _ Zze?
mr2  4meyr
4megn?h?
= 0 — = aonz
mZe

dengan a, merupakan jari — jari Bohr yang secara matematis dapat dituliskan,

__ 4megh? _ 0,0529nm
do = mze? z

Untuk Hidrogen dengan Z = 1, diperoleh jari — jari Bohr :

__ 4megh? _ 0,0529nm _ 0,0529nm
ay = -~ = =
mZe Z

dengan m merupakan massa elektron m exeron = 9,1095 x 10731 kg

=0,0529 nm = 0,529 x 10 m

Untuk atom Deuterium dengan Z = 1, diperoleh jari — jari Bohr :

4megh?  4meyh?
ao = =

uZe?  pue?
dengan u merupakan massa tereduksi yang diperoleh sebagai berikut :

_ (mdeuterium)(melektron) _ (mproton + mneutron)(melektron)

Maeuterium + Mejektron (mproton + mneutron) + Melektron

_ (1,6726x10727+1,6749x10727)(9,1095 x 10~31)
T (1,6726x10727+1,6749x1027)+(9,1095 x 10~31)

= 3,34748x1073kg

Diperoleh jari-jari untuk atom deuterium
ay, = 0,530625 nm = 0,53062510° m
Untuk menentukan energi total elektron subtitusikan persamaan (14) ke dalam

persamaan (8) sehingga diperoleh persamaan baru bagi energi sebagai berikut :

Persamaan energi diatas digunakan untuk menentukan energi tanpa gangguan

atom Deuterium dengan mengasumsikan bahwa mgjekeron = i (Massa tereduksi).
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LAMPIRAN B. MASSA TEREDUKSI ATOM HIDROGEN

Tinjau suatu sistem yang terdiri dari dua benda
brmassa m; dan m; yang berada di r; dan r;, dari titik asal O.
Untuk atom Hidrogen dapat dimisalkan m; dan m, masing —
masing adalah masa inti atom dan massa elektron.

Komponen gaya — gaya yang bekerja pada partikel tersebut

diantaranya adalah :
Gb B.1 posisi relatif elektron

F{ = gaya luar yang bekerja pada partikel m; terhadap inti atom

F2 = gaya luar yang bekerja pada partikel m;
F}, = gaya internal yang bekerja pada benda m; karena pengaruh dari m,
F},= gaya internal yang bekerja pada benda m, karena pengaruh dari m;

Menurut hukum 111 Newton gaya aksi reaksi didefinisikan sebagai berikut :

F=F,=-F;
Gaya luar total yang bekerja pada sistem adalah :
F’'=Ff +F;

Menurut hukum 11 Newton, gerak dua benda dalam kerangka laboratorium :

my ¥ = Ff + Fi m,#, = F5 + F};
Untuk menentukan massa tereduksi, persamaan pertama dikalikan dengan m, dan
persamaan kedua dikalikan dengan m,. Kemudian dilakukan eliminasi sehingga
diperoleh :

mym,(#y — ;) = myFf — m1er + myFf, — myFj

mym,(#y — ) = mym, |—— _] + (my+ my)F
Jika tidak ada gaya luar FY = F; = 0 maka diperoleh :

mym, (¥ — %) = 0+ (my+ my)F

mim; . .
= et m, )(T1 ),

Dengan, u = 12 disebut sebagai massa tereduksi.
mq
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LAMPIRAN C. PENJABARAN PERSAMAAN SCHRODINGER ATOM
HIDROGEN

Persamaan Schrodinger untuk Atom hidrogen dapat dituliskan :

hZ

V%050 + (E = Vixy.n) Py =0

hz
— o V%00 + ViynPyn = E Yy

keterangan :

2
vz=12 (rz i)+ 1 i(sineaa—g)+; J

r2 or ar r2sin6 06 125in20 dp?2

Dapat dituliskan secara lengkap menjadi :

_i{iz(rzf;_s:)Jr 1 1(singa_%")+;62‘”}+{—ez}qj=w

2m \r2 or r2sinf 06 00 r25in20 dp? 4TTEGT,
h21{a(zaW) 16(. arp) 1024/} {—eZ}

——=1— |- —(sinf — — Y=EY
2mr2 L or ar T sin6 06 a6 ) sin20 o¢? ¥ 4TTEQT,

Untuk mendapatkan solusi persamaan diatas digunakan metode pemisahan

variabel :
P(r) =¥, 6,0)=R(rO(0)P(p)

A2 () g (om0 2D) g [y - 5w =0

ar

2mr2 ar sinf 96 sin26 a_<p2 4TTE T,
9 26_’{') 1 i( . 6_'1’) 1 62_111} Zmrz{ e? } _
{67‘ (T‘ or U sin6 96 sing a6 i sin26 d¢? . n? E+ 4TTET, ¥=0
2 (2 2 Row) + -1 2 (sing 2 RO®) + 2 RO} + 2002
{ or (T‘ or RO ) sin6 06 sing a0 RO® ) + sin20 dp? RO®§ + n? E+
o2
}Ro® =0
4-TL'EOTC
3 ( 2 R 19 (.. ) RO %@\ | 2mr? e? _
{6r (T or 0(15) B sinf 06 (SlTlQR 06 (I)) i sin%6 6(/)2} + 7> {E =+ 47T60TC} poe =0

Sebagai penyederhanaan bagi tiap suku dengan R(r)®(8) @(¢) diperoleh :

E2 (28 2 (5ing20) + -T2 1 T fp g L= g

R Or or Osind 90 a0 ®sin20 02 n? 4TTEYT,
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LAMPIRAN D. PEMBUKTIAN NILAI KONSTANTA =0 1+ 1)

Dari persamaan (2.12) dapat dilihat bahwa suku pertama dan keempat
hanya bergantung jari — jari r, sedangkan suku kedua dan ketiga bergantung sudut

6 dan @. Sebagai penyederhanaan digunakan suatu konstanta C = g — 8 =0.

20 (7 50) + a5 (110 5) + g ) * 3 (F + ) =
{R or (T or +@sm666 sind +d>sin296<p2 + h2 E+4neor '8 ﬁ

Persamaan diatas dapat dikelompokkan menjadi dua persamaan diferensial orde

dua:

Persamaan pertama

16(26R)+2mr2 . e? 3
Rar \" or h? 4megr,| g

2 (&) e+ 2R = R

ar ar 4TTEQT,

Persamaan kedua
1 d ( 60) 1 0%

9_
Osinbd 00 Stg 96)  dsin?6 9¢p?

Fal

sinf 4 ( . 10°¢ . OF b
5 66(519 )+¢62+ﬁ5m0—0

Persamaan diatas dapat dijabarkan dengan subtitusi konstanta C = —m?2 + m? = 0

sin@ 0 . 19%
T£(519 )+——+ﬁsm 0 = —m? + m?

Dengan memisahkan tiap suku dapat diperoleh persamaan diferensial baru :

Suku pertama : Suku kedua :
sin6 0 g 20 . 2 -, 2 1 6205 s 2
5 aB(smeae)+ﬁsmH—m ooz M

Dengan demikian diperoleh 3 persamaan utama yang akan dijabarkan untuk

memperoleh solusi persamaan Schrodinger sebagai fungsi r, 8, ¢ sebagai berikut :

) 5 OR 2mr? e? _ .

e (r 5) + {E + 4n60rc}R =PBR ..o Persamaan Radial (r)
2

— aag (smH - 9) + 6O :;2@9 =0 e, Persamaan Polar (6)

z? FM2D =0 o Persamaan Azimuth (¢)

Persamaan diferensial dengan konstanta 8 dan m? atau persamaan Polar

dikenal sebagai persamaan diferensial legendre terasosiasi. Solusi dari persamaan
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ini dapat diperoleh dengan menggunakan metodefrobenius yang dinyatakan dalam
bentuk deret pangkat tinggi berhingga yang dikenal sebagai polinom legendre
terasosiasi. Sebagai bentuk penyederhanaan persamaan diferensial legendre
terasosiasi diubah menjadi persamaan legendre dengan menganggap m=0 yaitu :

1 0 . 20 _
sin@%(Slne %) + '8@ =0

Persamaan diatas dapat diselesaikan dengan menggunakan subtitusi variabel.

Dimisalkan :
dw .
w = cosf E——sm@
d d dw d
i = —_ 2 — =— = —gj e
sinf =v1—w 6= 2w s sm@dw

Subtitusikan ke dalam persamaan polar diatas sehingga diperoleh :

,L {—sin@%[sine(—sine %)6]}+ﬁ@:0

sin6
d . 9, d0 I
—a(—sm BE>+'3@_O

L (VT=w?)' %)+ po=0

d(1-w?) d@
aw dw

+ (1-w) -2+ O =0
—2w2—£+(1—w2)m+ﬁ@:0
Persamaan diatas merupakan bentuk umum dari persamaan diferensial
orde dua fungsi legendre. Persamaan diferensial fungsi Legendre dapat
diselesaikan menggunakan polinom Legendre Terasosiasi (penyelesaian bentuk
deret). Bentuk umum persamaan diferensial orde duanya :

aQ A B 0
W-I_ (CI)—+ (@Q =

Apabila q = go menyebabkan A(q) dan B(q) bernilai tertentu, maka titik q
= (o disebut sebagai titik ordinary. Penyelesaian persamaan diferensial dengan
menggunakan Polynom (deret pangkat tertinggi) yang dapat dituliskan :

Q(a) = Xn=0cn(q — qo)"

Apabila q = go menyebabkan A(q) dan B(q) bernilai tak hingga, maka titik q = qo

disebut sebagai titik regular singuler. Penyelesaiannya dapat dituliskan :
Q(a) = (g — qo)® Xn=0¢n(q — qo)"
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Persamaan diferensial fungi legendre dapat dituliskan kembali menjadi :

w2y e 5,90 -
1-w )dW2 2w ot BO =0
d?e 2w de B

W B (1+w)(1—w)ﬂ 1+w)(1-w)

untuk w=20

=0 BW=—~t—=—L__=p

_ 2w 2(0)
A(w) = A+w)(1-w) _ (1+0)(1-0)

A+w)(1—w) _ (1+0)(1-0)

maka untuk w = 0 yang merupakan titik ordinary, bentuk umum penyelesaian
persamaan diferensial fungsi Legendre adalah :

O(w) = Xa-ocn(w — 0)"

O(w) = ¢y + cyw + caw? + cgw3 + -

untuk w = +1
A(w) =

maka untuk w = x1 yang merupakan titik regular singular, bentuk umum

(1+W)(1 w) - B( )_ (1+w)(1 W)

penyelesaian persamaan diferensial fungsi Legendre adalah :
Ow)=WwW=x1) Yiocnw£1)"
OwW)=w=x1)[cg+ec;wx1)+c,(wt1)2+cs(wt1)3+ -]
Sebagai bentuk penyederhanaan digunakan bentuk penyelesaian dari titik
ordinary dengan mengambil w = 0. Persamaan diferensial fungsi Legendre
menjadi :
BOwy = Alco+ciw +caw? + csw? + - cw™)

—ZWZ—‘i = —=2w(c; + 2w + 3C3W2 + 4C4W3 25500 ncnwn—l)

2
1- WZ)% = (1 —w?)(2c, + 6¢c3w + 12¢,w? + 20csw3 + -+ n(n — 1)c,w™ 2)

0 =pfco+ 2¢c, + (Bcy — 2¢1 + 6c3)w + (Bey — 4cy — 205 + 12¢4)w? + (Acg —

6c3 — 603 — 20c5)w?
Persamaan diatas merupakan persamaan Polynomial atau identitas, maka
masing — masing koefisien dari semua pangkat w harus sama dengan nol.

Hubungan antara koefisien — koefisien dapat dituliskan sebagai berikut :
w2 (Bcy + 2¢,) =0 diperoleh, ¢, = —%¢,

wWH(Bcy —2¢, + 6¢3) =0 diperoleh,  ¢; =
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W2 (ﬁCZ - 6C2 + 12C4_) =0 dlper0|6‘h, Cy = _f;6 Cy
w3 (Bcs — 12¢c3 + 20cs) = O diperoleh, ¢ = % 5

—B+(n-1)(n-2)
n(n-1) Cn-2

diperoleh hubungan antar koefisien : ¢, =
Solusi @, dapat dipecah menjadi dua bagian yaitu solusi genap dan ganjil :
O(w) = (co + w2 + caw® + -+ cw?™) +
(caw + cz3w3 + csw? ... cpp_ w2 1)

Deret diatas baik genap atau ganjil akan terputus apabila pangkat tertinggi
dari deret ditentukan. Misalnya pangkat tertinggi adalah n maka nilai koefisien
Cn+2 dan seterusnya akan bernilai nol karena tidak diperbolehkan variabelnya
mempunyai pangkat yang lebih besar dari n. Berdasarkan uraian deret diatas
diperoleh bahwa pangkat tertinggi adalah n+2, maka bentuk hubungan antar

koefisien dituliskan :

_ —B+[(n+2)-1][(n+2)-2]
€+ T T e C(+2)-2

_ —B+(n+1)(n)
T m+2)(n+1) M

diperoleh :
O=—B+(n+1)n)
B =m+1Dm
dengann=0,1,2,3, ...
atau dapat pula dituliska untuk n = 1, dengan | disebut sebagai bilangan kuantum
orbital : g = (I + 1)(D)

Subtitusi nilai 8 kedalam persamaan Radial atom Hidrogenik diperoleh :

(2 ) L 2 gy @ R =I(1+ DR

dre \'¢ o h2 4megre
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LAMPIRAN E. PENJABARAN PERSAMAAN POLAR

Persamaan Polar dapat dituliskan kembali secara lengkap menjadi :

3] , 00 m2e _
sin@%(Slne %) T l(l T 1)0 B sin20 0

Persamaan Polar merupakan persamaan diferensial Legendre yang dapat
diselesaikan menggunakan banyak cara, beberapa diantaranya yaitu menggunakan
polynomial Legendre (solusi bentuk deret) serta menggunakan Rumus Rodrigues.

Solusi Persamaan Legendre melalui fungsi pembangkit Rodrigues

Penyelesaian persamaan diferensial Legendre menggunakan rumus

Rodrigues yaitu melalui fungsi pembangkit sebagai berikut :

1

Viczreree - 2m=0 PR
Koefisien pada ruas Kiri dapat dijabarkan :

lt] < 1

1

V1-2xt+t? -
Dapat dijabarkan menggunakan deret binomial (1 — x)? sebagai berikut :

1
2

(1—2xt+ tz)_% =[1—- 2xt — t?)]

1-(xt—t3)] Z=1+ (— %) [—(2xt — t2)] +

. WIS )
(_%)(_g)(_;)(_%) [_ (2xt — tZ)]n

n!

Bentuk koefisien suku terakhir dapat disederhanakan menjadi :

1 3 5

(D)) EDEDENE.I-r-1] _ (~DPWE)E)?)..[(2n-1)]
nl - nil2n - nl 2n

Penyebut dan pembilang persamaan diatas dikalikan dengan (2)(4)(6)(8)2n :

=D"(W)R)(B)(7)..[(2n-1)] (2)(4)(6)(8)2n _ (-1)"(2n)!
nl2n (2)(8)(6)(8)2n ~ n!2nnl2n

Subtitusikan ke persamaan deret binomial sehingga diperoleh persamaan :

[1— (2xt — t2)]" 3=X5_o CLC [ (2 — 2)]n

—VY nl2nnl2n

[1— (2xt — t2)] 2=y C2CD! (qynope — g2)n

n!2Mnl 2n
(2n)!
[1— (2xt — ¢2)] 7= osz 5 xt — )"

Ekspansi secara binomial dari fungsi (2xt — t2)™ akan menghasilkan :
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(2xt — t2)" = t"(2x — )" = ¢" [(22)" — n(22)" "} (=1) + "L (22)" 2 (—1)% + -+

MDD D) eyt (1))

Bentuk koefisien suku terakhir dapat disederhanakan menjadi :

n(n-1)(n-2)..(n-(k-1)) (n—-k)(n-(k+1))..3)(2)A) _ n!
k! (n—k)(n-(k+1))..(3)(2)(1) ~ k!(n—k)!

diperoleh :
(2xt — t2)" = t" Zﬁzoﬁikﬂ(ﬁ)"‘k (O (=1
Fungsi pembangkit dapat dituliskan kembali dalam bentuk :

(@2n)!
[1 = @t = )] 2= T g ot [t k),(Zx)” KO -1 |

s 2n)!
'R ZZzgnT(?u) e Gl el

n=0 k=0

Digunakan pendekatan bahwa nilai (£)"** ~ (t)™ sehingga diperoleh n+k
— n atau dapat pula dituliskan n —» (n — k). Subtitusi nilai n - (n — k) ke dalam

fungsi pembangkit sehingga diperoleh :

h 1 [2(n—K)]! 1 B BTN
(1= et =) Vi OZ)ZZ(” e ey w RGO M O M G
S 2= k)]
(n—2k) ne_1\k
0k—022(n BDn—k)'k!'(n— 2k)|(2x) )" (-1)

Dari rumus awal fungsi pembangkit diperoleh :

1
= z Pn(x)t"
V1 — 2xt + t2 -

[2(n — K)]! . g ~ .
ZZZZ(n B(n— k) k! (n — 2k)'(2x)( V(O (-1Dk = ZPn(x)t

n=0 k=0
Eliminasi ruas kiri dan kanan menghasilkan :

[2(n—-K)]! 1 -
Pnlx) = £ 220 (n = k)1 k! (n = 2K)! @O,
Pn(x) = [2(n — K)]! 2122k () (n=2K) (— 1)k

T 22n2-2k(n — k) k! (n — 2k)!
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n

Rn—k] 1 .
Pn(x) = ; 2n(n — k)l k! (n — 2k)! ()0 (=1)"

Agar diperoleh deret pangkat tertinggi fungsi Legendre parameter k diubah

menjadi r sehingga diperoleh rumus Rodrigues sebagai berikut :

n

2] 1 S .
Pn(x) = Z 2"(n=r)!rl(n—2r)! T (=1)

r=0
Untuk merubah bentuk deret menjadi bentuk persamaan diferensial, maka untuk

setiap n bilangan bulat berlaku :

dn

dx—nxzn_zr =@2n-2r)2n-2r-1)2n-2r—2)..2n—2r — (n — 1))x™ 2"
ﬁ 2n—-2r — 2(n=-1]!  n_2r

dxn (n—2r)!

Subtitusikan ke rumus Rodrigues diperoleh :

n

[2(n —1)]! 1 n-2r r
Pn(x) :Z (n—2r)! 2"(n—r)!r!(x)( =D

r=0
n
1 dan n!
- 2n—2
Pl = = (_1)TZ ot m
=0

n

1 d* n!
Pl = i g Z r(n—1)! xR
r=0

Sebagai penyederhanaan digunakan ekspansi deret binomial (x? — 1)™ berikut :

(x% — )" = x2" + n(x2)""1(=1) + n(nZ'_ D (x2)"2(=1)2 +
nn—-1)n-2)..(n—k+1)

(xZ)n—k(_l)k

k!
Bentuk koefisien suku terakhir dapat disederhanakan menjadi :

n(n-1)(n-2)..(n-(k-1)) (n—k)(n-(k+1))..(3)(2)(1) __
k! (n-Kk)(n-(k+1))..3)(2)(1) k!(n—kK)!

diperoleh :

t |
(xz _ 1)n — Z m (x2)n—k(_1)k
k=0

untuk k =r, diperoleh :
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n
(xz _ 1)n _ Zﬂ ( )' (x2)n r( 1)r
Dengan demikian dlperoleh bentuk rumus Rodrigues yang lebih sederhana yaitu :
— 2 _
Pn(x) = %dx_n (x=—=D"

Solusi Persamaan Legendre dengan menggqunakan Polinomial

Persamaan Polar dapat dituliskan kembali menjadi :

] , 006 m2e _

sin@ £(51n6 %) T l(l T 1)9 T sin?0
_ w2yl _ 5,90 _ m?e _
1-w )dw2 2de+l(l+1)@ > 17

Melalui pendekatan bahwa m = O diperoleh :
_w) e 5,98 a
1-w )dw2 2de+ I(l+1)6e=0
Persamaan diferensial Legendre dapat diubah menjadi persamaan

Legendre terasosiasi dengan cara mendiferensialkan persamaan tersebut sebanyak

m kali terhadap w. Dengan menggunakan rumus Leibnit z yaitu :

L IA@B@] = X0 S A = BG)() =

(n— s)'s'
Persamaan diferensialnya dapat dituliskan :
A" T — w2 de
dxm[(1 w ) L8 2wy l(z+1)@] =0
dapat dijabarkan kembali menjadi :
dm
dx_m (1 w )d B Ql(w) dxm — 2w @l(w) + l(l + 1)Ql(w) 0

Sebagai penyederhanaan digunakan pemlsahan variabel untuk menyelesaikan
persamaan diatas. Misalkan :

_am n
U=——0iw)

Suku pertama

am d2ey,, dz [dm
o (L= WA =2 = o |2 00y (1 - WD) =

dx dw? dw? Ldxm

Diferensiasi sebanyak m kali terhadap w akan diperoleh :
A" T — w2) 228 _ 5, 90 _
la-wh S —awZ 4 10+ 16| =0

dengan, A(w) = 0y,
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Bw) =1-—w?
dengan menggunakan notasi Leibnit 'z dapat diperoleh :
dm
L [(61)) (1 - w?)] == (1 - wD) 20l
_om o do oy 4T o ooml d? oy AT on
11(m-1)! dw (1 -w?) dwm-1 01(W)+2!(m—2)! awz (1= W) 30 Ol
dm dm dm—l
o [(an(w))(l - WZ)] = (1= w?) 25 Olw) + m(=2w) 225 Oy +
m(m 1)
( 2) dwm—2 Ql(w)

am am am~
o [(Ofw)) A = w)] = (1 = w?) = O, — 2mw ——= Of,,) —

am-
m(m_l)d - ZQI(W)

dengan demikian dapat dituliskan kembali dalam bentuk :

d? [dam 3 _
o | Oty (1 =~ w) | =
dz [ am dm—1 dm—2
dZ
2 [ O (1~ Wz)] =
dm+1 7 dm "
dwz (1 w )d m 6')l(W) 2m W_dwm+1 Ql(w) = m(m = 1) dw_mgl(w)
a2 [dm ,
dw? [dxm Ql(W)(1 )] =1 -w?U" -2mwU’' —m(m - 1)U
Suku kedua

dm
o (2W) 1 Oty = (~2w) 1o O]y =

Tinjau kembali persamaan pada notasi Leibnit z -

am am A" d"s
o (@) (1 = wh)] = A =w?) 25 6], — 2mw == 0],y — m(m — 1) = )

Apabila kedua ruas masing — masing diturunkan terhadap w dapat dituliskan :

d (dm _ d am dam-1

ae lawm (O =w2lp = T{a - wh) R0k, = 2mw o6l -
dm—Z n

m(m - 1) —dwm—z @l(w)}

am am am-

awm [(@{EW))(—ZW)] = (=2w) d‘,v_m@zrfw) —2m_— @l(w) m(m 1) w2 @l(w)

am am dam-1
[ (61tw) ) (=2w)] = (—2w) —— B},,) — 2m ———= O],

diperoleh :
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m-—1
dwdwm[(@z(w))( 2w)] = —[( ZW)d 0}, — 2m dd m_lgzn(w)]

d am-1
dW dwm [(OI(W))( ZW)] - ( ZW) dw dw m@l(W) Zmd dwm-1 Ql(w)

dW dwm [(Ql(W))( ZW)] - ( ZW) dw dw™ @l(w) 0

d dm
dw dw™ [(

Suku ketiga
am am
dx_ml(l-l-l)aln(w) == l(l+1)dx_m@ln(w) = l(l+1)U

Oltw))(—2w)| = (—2w)U’

Gabungan dari suku pertama kedua, dan ketiga dihasilkan :

dm

dxy

1- WZ)U” —2mwU' — m(m - 1)U . (—ZW)U’ + I(I+1D)U=0
1-wHU" =2wim+ DU —m(m-1DU+ I(I+ 1)U =0
A-wAHU" =2wm+ DU+ (—m* —m+ 1>+ DU =0

A-wHU" -2wm+ DU +({-m)(I+m+1DU =0

Persamaan diatas bukan merupakan persamaan self adjoint. Untuk

merubahnya menjadi persamaan self adjoint digunakan suatu permisalan :

V) = Uy (1 —w?)z Uw) = V) (1 —w?) "7
Sebagai penyederhanaan untuk selanjutnya dapat dituliskan w,, =u dan
Vw) = v. Nilai turunan pertama dan turunan kedua bagi u,dapat dijabarkan

sebagai berikut :

Turunan pertama

u' = %[v(l — WZ)_%]

! Z—Ed d 2—m
u' =(1-w?) 2 —v+ va(l—w) 2

wW=v1-w)z+mw(l-w?2)" 2z v

u' = [v + (mwv)] (1- WZ)_%

Turunan kedua

u” = %{["' + (lmvv;)] a- 2)_%}

Untuk menyelesaikan persamaan diatas diuraikan suku pertama dan suku kedua :
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Suku pertama

., _m -mq , ., d -m
E[v(l—wz) z]=(1—w2) Ly v (1 - w?) 3

i[17’(1 — WZ)_%] =v"(1- WZ)"% mwy! (1 w )——

dw
Suku kedua
d [ mwv 2 U] g
dw [(1—w2) (1 LY ) 2] -
misalkan,
— MWl (1 2y
A= ow?) B=(1-w?)""2
f_ Wy dm mw  dv mv_ dw r_ & A =2
A= 1-w2)dw (A-w2)dw (1A-w?2)dw B" = dw (1 w ) 2
f_ Wy dm mw_ dv da w r_(_m . 2_2_1_
A_(l—wz) daw  (1-w?2)dw mvdw(l—wz) B ( 2)(1 W) ? ( ZW)

—w? 2 _m_
A= 07 )+"“’ [(1 J_L—I)—iw B'=(1-w?) 2" (mw)
,_ mwv' mv 2mw?v , _ (mw) h — 2L
A= oo T aown T v B = (1—w2)(1 we)
diperoleh :
d _m 1A !
= —(1"1”‘;"2)(1—14;2) z]:AB+BA
_ mwv' 2Zmw“v 2
[(1 oL T wz) (- wz)Z](1 w?)"2
[(mw) (1- 2)—m mwuv
(1-w?) (1-w2)
mwv' 2mw2v mew<v 2 L
—w) T e w2) a—w2)z T - w2)2] (1-w) =

Gabungkan nilai diferensial suku pertama dan suku kedua sehingga diperoleh :

. mwv' N mwv' A mv A 2mw?v N m2w?v | oy

CEtaown Ta—wn tamwn Ta—wer Ta—wny U7

oo 2mwy’ mv 2mw?v m2w?v o i
u= [U + (1-w?) + (1-w2) ' (1-w?2)2 (1—w2)2] (1 w ) 2
diperoleh :

u=v(1-w?)"z

m
U= [ mwv ](1 w2)" 2
T, 2mwy’ mv 2mw2v m2w v] _m
u= [v + (1-w?2)  (1-w?2) (1—w2)2 (1-w?2)2 (1 w )

61
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Subtitusikan nilai u, u’, u"" kedalam persamaan self adjoint sehingga diperoleh :
A-wdHU" -2wm+ DU ' +({-m)(A+m+1DU=0
Agar menjadi persamaan Self Adjoint dapat diubah U = u; U' =u"; U" =u"

A-wdHu" —2wim+Du' +{-m)l+m+Du=0

2 n o 2mwy’ mv 2mw?v m2w?v -2
1-w? [U + (1-w?) g (1-w?) - (1-w?)? + (1—w2)2] 1-w) 2
2w(m + 1) [v’ + (1"?:;) 1-wd)"z2+(U-mU+m+1Dv (-

w?)"z =0
Dapat disederhanakan menjadi :
2mwv’ mv 2mw?v m2w?v
(1-w?) = (1-w?) = (1-w?)? = (1-w?2)?

(1-w? [v” -+ ] —2w(im+1) [v’ +

mwv
(1-w?)

]+(l—m)(l+m+1)v=0

v"'(1—w?) 4+ 2mwv’ + mv + ?ﬁv‘fg ZZ_V:/Z;; —2mwv' — Z(T_Z::j; -
2wy’ — ?ﬁwz;; +({U-m)({+m+1Dv=0

v"'(1-w?) +mv—%—2wv’ +(U{-m)({+m+1Dv=0
v"'(1-w?)+mv— gz_‘fvz;; —2wv'+ (P +1-m®»)v —mv =0
v"'(1—-w?) = 2wv' + :l(l +1)—m?— (T_Z::;)] v=0
v"(1—w?)=2wv' + :l(l +1) — mz(l_(‘f_z‘z/;)mzwz] =0
v"'(1—-w?) = 2wv' + :l(l +1)— (11—n;2)] v=20

dengan solusi :

m
U(W) = U(W) (1 - WZ)Z

dengan,

— — —_ dm n
Uw) =u=U =20

dari rumus Rodrigues yang telah diturunkan pada persamaan sebelumnya
diperoleh :

1 dl
QlTEW) = %m (W2 - 1)l
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Sehingga solusi dari persamaan self adjoint diatas dapat ditulis

am 1 dt I m
Vw) = 2 s g w? —1)! (1 —w?)z

qlrm
w? - 1)

— 2 Ut
U(W) - (1 - ) leldwl+m
Persamaan diatas merupakan persamaan yang identik dengan persamaan Polar

yang merupakan diferensial orde dua fungsi Legendre terasosiasi :

_ w22 5 de _ mle _
A-wH 22w 111+ 1)0 nzg-o
(1-w?)0" —2wo’ +|
(1-w?)e" —2we’ +| '

. 2 " __ ! _
(1-w?)0" — 2wo l(l +1) 29)]

diperoleh w = cos?8 maka solusi persamaan Polar diberikan :

O (cos2ey = (1 — 00529) (cos?0 — 1)

zlz' dcosltmg

dl+
le' dcosltmg

(cos?6 — 1)
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LAMPIRAN F. NORMALISASI PERSAMAAN POLAR

Fungsi gelombang Polar harus berkelakuan baik. Secara fisis dapat
diartikan fungsi gelombangnya harus memiliki probabilitas yang berhingga,
bernilai tunggal, dan linier. Oleh karena itu fungsi gelombang harus memenuhi

syarat normalisasi. Dapat dituliskan :

_ il m — m
@(9) - sz(e) = Nim® L (cos@) NimP L (cos®)

1
21! dcosttme

Ow) = Nim [ (1- (:0520)m (cos?6 — 1) ]

dengan N, merupakan konstanta Normalisasi yang diperoleh dengan
menggunakan syarat Ortogonalitas. Untuk menentukan konstanta Normalisasi
dapat dijabarkan sebagai berikut :

4

w
(i@, Curmr@)) = Nom * Nums j PT PT; Sin 6 df = 8y = 1
o (cos6) (cos6)
Syarat ortogonalitas :
Jika [ # I’ diperoleh &;;, =0
Jika l = 1" diperoleh &y, =1
Pembuktian syarat ortogonalitas dapat dijabarkan sebagai berikut :
Untuk T # I’
Dapat diperoleh pendekatan yang cukup baik dengan asumsi bahwa [ lebih besar

dari I" atau [ > I'. Dengan menggunakan integral parsial diperoleh :

1

JP“")PI’(") 2L 2001 f l ax) & 7D ] [( ) S/ ] "
-1

l U ,
(le!)(zll'!) f—11 Pl(X)Pl'(x) = f—11 [(%) (x2 — 1)1] [(;_x) (xZ — 1)1 ldx
-1 U

@D [ PPy =|(2) 2= D) [(j—x) (x? -

1)l,l |_11 - f_ll [(dd_x)l_l (x? — 1)1] I(%)l,-ﬂ (x% — 1)1’] dx
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Suku pertama ruas kanan

1+ ,
Pada suku pertama ruas kanan diperoleh bahwa (%) (x?2 — 1" = 0 karena
(x2 -1V merupakan suatu bentuk polynomial yang memiliki pangkat tertinggi
21" sehingga semua koefisien deret dengan pangkat lebih besar dari 21" akan

bernilai nol. Jika [ > I' maka [+!" > 21’. Dapat dijabarkan sebagai berikut :

[ I e (LR E S

Deret pangkat dapat diuraikan :

(x2—1D'=(x?2 - 1)(x?> =1 (x%? —1) ...(x? — 1) sebanyak | Kkali.
Turunan ke-0, 1, 2, 3, ... hingga |-1 akan menyisakan paling sedikit 1 faktor dari
(x% - 1).

0
Turunan ke nol  : %(x2 - D= (x? -1

Turunan pertama : ;—x (x? — 1! = 2lx(x? — D1

d2
" dx?

Dengan memasukkan batas integrasi dari -1 hingga 1 diperoleh :

GGl S

Suku kedua ruas kanan

Turunan kedua (x? = 1)t =21(x? — D" + 211 — 1)2x2(x? — 1)1

Persamaan pada ruas kanan dapat dijabarkan sebagai berikut :
1 d -1 d l’+1 ,
R CATe

1+ : /
Diperoleh nilai diferensial dari (:—x) (x2—1)" =0. (x> —1)" merupakan

polynomial dengan pangkat tertinggi 21’ dan semua koefisien dengan pangkat

diatas dari 21’ bernilai nol. Jika l # " maka [ + 1" > 2l', sehingga diperoleh :

168 - - or]ec-o

-1
Berdasarkan penjabaran diatas diperoleh suku pertama dan suku kedua pada ruas

kanan persamaan Normalisasi bernilai nol. Dengan demikian diperoleh :
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1
fpl(x)Plr(x) =O
-1

Untukl =1

Persamaan Normalisasi dapat dituliskan kembali menjadi :

1 1 ’
1 1 d\' d\' ,
fPl(x)Plr(x) = o ”(a) (x2 — 1)1] [(E> (x2% — 1)l]dx
-1 -1

(le!)(zll'!) f_ll PioyPypw = [(:—x)l_l (x? — 1)l] [(%)l, (x? —

e 1 [ra\i-1 : a\U+1 y
o 4- [ 0 - 0 [ o - 07 ex
Suku pertama ruas kanan merupakan suatu keadaan terikat (bound states) sama

-1
seperti kasus untuk [ # [' dimana (%) (x? —1)! = 0. Untuk suku kedua ruas

kanan, nilai integral tidak sama dengan nol. Nilai integral dapat dijabarkan :

* R | PGS
[ o)) e orfar-
-1

Untuk nilai [ = I’ diperoleh :

a1 gV d\2!
& \ETSE
Persamaan Normalisasi dapat disederhanakan menjadi :

21l

@ [[Peldr=c0t [62-0(5) - D'

Dengan menggunakan aturan Leibnit z diperoleh :

21 21l

@) o=@ wr-a

1 1
eADIeAD) J[Pl(x)]zdx =201 (-1) f(x2 —1)ldx
-1 -1
Untuk menyelesaikan bentuk integral pada ruas kanan dapat digunakan

permisalan :

X = cos0 sinf = /(1 —x2)
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dx = —sin 6 d@ sin®0 = (1 —x?)
DI =D = (DI —x?)t

batas integrasi dapat diubah menjadi :

X = -1 0 1 dst
0= z 0 dst

dapat dituliskan kembali :

1 1
(CADICEM)) f[Pl(x)]zdx =211 (1) f(1—x2)ldx
-1 -1

0
=201 (1)} j(sin 0)%'(—sin ) do

0

= (2)21! j(sin 0)% (—sin6) do

T

2

u
2

= (2)21! f(sin 0)?*+1 do

0

67

=(2)21'l (2)(4) ... (2D (2)(4) ...2D

Do ..+ |[0® .e)
(2D)?

A (21+1)!]

1
2 2
f[P“")] =1
21

Dengan cara yang sama diperoleh persamaan lengkap Normalisasi persamaan

Polar :

T 5m mr . _ 1 1
fo P L (cosB) P " (cosB) sin 6 df = 22Uy

m/ U'+m/ '
1)l] [(1 — cos20)7 —2 ’ — (cos?6 — 1)} ] sin @ do

dcost’+m'g

Dengan menggunakan subtitusi variabel dapat diperoleh :

f: [ (1 - cos?0)z

m
2

ql+m

dcosttmg

(cos?0 —
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22V fFp™ p™ sin@d = [ " [(1 _x?) (E)Hm (x? —
) Y0 l(cos) " U (cosH) 1 dx

Iml

v a7 (@)

202" TP P (—Ddx = (D202 - 1)z (i>l+ (-
H )1 l(x) 1 (x) 1 dx

(x% — 1)1’] (-1)dx

o |enFe- 0% (5 o | e

dx

!

1 ! -1 p . E+m_’ —1|/a\! 1 a L
2t TP P dx = (DT [(E) (x*-1) (E) (x* -

1)1’] [(%)m (x2—1)2 (;_x)m W - D% ] dx

Syarat ortogonalitas :

Jika [ # I’ diperoleh &;;, =0 ; Jikam # m' diperoleh &, =0

Jika l = I' diperoleh &y, =1 ; Jikam = m’ diperoleh &, =1
Untuk m # m’ dengan pendekatan bahwa m lebih besar dari m’ atau m > m'’
akan diperoleh suatu deret seperti pada persamaan ortogonalitas sebelumnya.
Terdapat suatu deret yang memiliki pangkat tertinggi 21’ sehingga semua
koefisien deret dengan pangkat lebih besar dari 21" akan bernilai nol. Jikal > I’
maka [+1" > 2I'. Dengan demikian akan diperoleh bahwa untuk m # m’ akan

diperoleh :

“1pm ms _-
J, P l(x)P U(x)dx—O

Akan tetapi jika nilai m = m' persamaan ortogonalitas tidak bernilai nol

melainkan bernilai tertentu. Dapat dijabarkan sebagai berikut :

-1 m mr _ L 1 _ m_l_m_, o i l 2 ! i l’ 2
fl P l(x)P U (%) hx a2l zl’l'!( 12" fl [(dx) (% =1) (dx) (x

][ - 0 () - 0

Untuk nilai,

-1

1 1
ﬂzl’l'!J

&) e (@

Normalisasi persamaan Polar dapat dituliskan kembali menjadi bentuk yang lebih

ll

2 _ 1\ —
(x 1)]dx 20 + 1

sederhana :
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f1_1PT(x)Pm,() _[21+1]( 1)_+_f [dx (=12 ( ) ’(x2—1)m7’]dx

Untuk m = m' diperoleh :

f lp T(x) 2 dx = [Zli 1] . f l(%)zm (e~ Dmldx

dapat dilakukan ekspansi deret pangkat sebagai berikut :

(x2 — 1)™ = x2™ 4 m(x2)™1(=1) + %(ﬂ)m—z(_l)z +

m(m—l)(m—nz!)...(m—n+1) (xz)m_”(—l)n

Koefisien suku terakhirnya dapat disedernahanakan :

m(m-1)(m-2)..(m-n+1) (m-n)(m-n-1)..2.1 _ m!
n! (m-n)(m-n-1)...2.1 - n!(m—-n)!

Jika n = I dengan | merupakan bilangan kuantum orbital, maka dapat dituliskan :
(2 =DM =2 A mG)"T(1) + PR 4k

m!
l'(m-1)!

Untuk mengubah bentuk deret menjadi bentuk persamaan diferensial, maka untuk

setiap n bilangan bulat berlaku aturan notasi Leibnit z sebagai berikut :

L A@BW] = $o(Y) S A BG)(Y) =

(n— s)'s'

diperoleh:
pm _t o omem a5 ey e
f PT l(x) I (x) dx_zlu zl’z'!( ="z fl [(dx) (x ) (dx) (x

][ ()" 2 - 0 () 2 0

-1

fpm Pm’ ; a2 '( 1ym A+m)l m!
Loty — (2741 ml |1t (m —D)!
1
-1
Pm Pm' 4 [ 2 q[d+m)!
l(x) I (x) x= 121 + 1 (l—m)'
1
Melalui penurunan persamaan — persamaan diatas diperoleh konstanta

Normalisasi :
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4 !
m m

(sz(e), @l/ml(H)) = Nym * Ny f P I p l’ <in6do =1
0 (cos8) (cos8)

2 1[d+m)
(O1m(@), Oumi)) = [Nm]? [21 + 1] = Z)!l

N — 2+ 1D -m)!
me 2(l+m)!

Solusi umum persamaan Polar dapat dituliskan :

1 l+m

m
O@) = Nim I (1 — cos?6)z T

(cos?6 — 1)ll

1 ditm

2L+ 1)l —m)!
@(6):\/( + 1) —m)

2L+ m)! [ (1 - cos?6)Z

(cos?6 — 1)ll
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LAMPIRAN G. PENJABARAN PERSAMAAN AZIMUTH
Berikut adalah penjabaran untuk memperoleh solusi persamaan azimuth (2.39) :

a. Jika digunakan konstanta m?

d*o d?
—=m? — =m?
d? dp?

. . d
digunakan permisalan - D

d

D? = m? D=—=m
de

do do

—=me — =mdg

do D

dengan mengintegralkan kedua ruas didapatkan solusi sebagai berikut :

D dd @ @ _
f%?— m [, d(p—>ln(po—md<p
D = @g et M,

Jika digunakan konstanta m? yang memiliki solusi ® = ®q e*™¢ untuk

nilai ¢ = g danm=0,1,2,3, .... (bilangan bulat positif) diperoleh :
(0)) ((p) =@ eim(g) =@y e(g)

D (p +2m) =Dy eim(% % 2”): D, e(g + 2”)
sehingga didapatkan suatu hubungan, ® (¢) # ® (¢ + 2m). Secara fisis hal
tersebut dapat diartikan bahwa untuk suatu satu posisi yang sama misalnya

Q= % akan diperoleh suatu nilai yang berbeda.

b. Jika digunakan konstanta — m?

2 2

ae = —m2o a4 = —m?

d? dg?

Digunakan permisalan % =

D? = —m? D=2=1+im

de

2 - + imo 22 = + imde

do D

Dengan mengintegralkan kedua ruas didapatkan solusi sebagai berikut :
D dod . D _

f%;— + im [ dq)—>|nd)0—ilmd<p

D = Qg e M
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Fungsi tersebut dapat dituliskan dalam bentuk :
D =D e £ Py e”IMY
Dipilih (-) sehingga dihasilkan solusi dengan grafik berbentuk sinusoidal.

D = Oy M - Py e~ xz—i =y (20) (

eim(p_ e—im(p)
21

® = Asin (mg)
dengan A = @, (2i) merupakan konstanta yang menunjukkan amplitudo
gelombang. Apabila digunakan konstanta — m? dengan solusi

® = A sin (mg) diperoleh :

— 1 T[ —
CD(<p)—Asmm(E) =1
(I)(<p+2n):Asinm(§+2n) =\

Sehingga didapatkan suatu hubungan, ® (@) = ® (¢ + 2m).

Persamaan azimuth dapat dituliskan kembali sebagai berikut :

0%

502 +m?® =0

dengan solusi :

® =, eiim(p
@, merupakan suatu konstanta yang menyatakan amplitudo gelombang.
Nilai amplitudo gelombang @, = A dapat ditentukan dengan menggunakan

syarat Normalisai berikut :
[ Pm” (@O (@) dp=1 > [7 A%e™ e"M0dp =1
[F A2 dp=1 A[n—(-m)]=1
A%[2r] =1 A= |—
solusi Azimutal secara lengkap dapat ditulisakan kembali menjadi :

D= \/Zzneiim"’ dengan m merupakan bilangan bulat magnetik.
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LAMPIRAN H. FUNGSI GELOMBANG ATOM DEUTERIUM (?H)

a. Fungsi Gelombang Azimuth ((®,,(@)) Atom Deuterium
1. Untukm=0

1 —i 1
d)o(cp)=\/;e e =\/;

2.Untuk m=+1
1 - 1 g
3. Untuk m =42

= |1 -it29 - |1 _+2ip
D47 () J; e \E e
b. Fungsi Gelombang Polar (0;,,(8)) Atom Deuterium

QU+ DA—m)!
0, (6) = /—Z(Hm;!n P cos(6)

m A 1 W) O szl
Dengan P cos(0) = i (1 — cos?6)z Y ey

(cos?6 — 1)
1. Untukl=0danm =0

1
0!20

5 0 a0+
(1 — cos<0)2 T

. Pg cos(0) = (cos?0—1)°=1

Sehingga diperoleh fungsi polar sebagai berikut:

,(20+1)(0—0)!
@00(9) = 2(0—+0)' Pg COS(Q)

(1)(0)!
©00 (9) = 2(0)!

00 (0) = :

2. Untukl=1danm=0

0 1 2 0 4(0+0) 2 1
e P 1 COS(H) = 1121 (1 — CO0S 9)2 Teos(0t0)g (COS 6 — 1)
0 . 1 d(1+0) 2 1
P1COS(9)—Em(COS 9—1)

P(1) cos(0) =§ 2 cos 6
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P(l) cos(6) = cos 6

Sehingga diperoleh fungsi polar sebagai berikut:

(2.1+1)(1-0)!
@10(9) = /w P(l) COS(Q)

3! P 0 (9)

910(9) = 2(1)!

010(0) = f cos(9)

3. Untukl=1danm=1

e Plcos() =— —~ (1= cos®6): %ﬂe (cos?6 — 1)t
pt L cos(0) =~ (1 - 00529)_ (2)9 (cos?0 — 1)
Pi cos(0) = % (1- 60526)2 - (cos?0 — 1)
Pi cos(60) =§ 1— cos?6 W (2cos0)
P1cos(8) =2VI— cos?0 (2)

Pi cos(0) =V1 — cos?0
Pi cos(0) = sin?6
Pi cos(@) =sinf
Sehingga diperoleh fungsi polar sebagai berikut:

’(2.1+1)(1—1)!
@11(9) = 2(1—-'_1)| Pi COS(G)

0,,0) = [2%ineg

2(2)!

3@ .
@11(9) = m sin @

@11(9) = \/é sin 0

0,,(0) = §\/§ sin @
4. Untukl=1danm=-1


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

d(1-1)
dcos(1-1g

1
. P_l1 cos(8) = (1 — cos?6)z

121
P_l1 cos(8) = % (1- 60520)_5 1. (cos?0 —1)
P_l1 cos(0) = —%m

P_l1 cos(0) = —;m

P_l1 cos(@) = —%sin@

Sehingga diperoleh fungsi polar sebagai berikut:

(21+1)(1 1) —
@1_1(9) = ’Tl())') P 1 COS(Q)

3)2)! 1 .
@1_1(9) = TO)' . sin 8

@1_1(9) =] (3)(2—21)—%Sln9

(:.')1_1(9) = \]% _%Sin 6

0, ,(0) = —% 3 sin 6

5. Untukl=2danm=0

(2+0)

e PJcos(6) = 29)_Tﬂ)e
p? , cos(0) = m (1- COSZB) (2)9 (cos?6 — 1)?
P; cos(6) = E chsB dcos 6 (60520 -1
P? cos(6) —% chSO 2(2c0s0)(cos?6 — 1)
P? cos(8) —% dc:se (4 cosB)(cos?0 — 1)
P(z) cos(0) = % chse (cosf(cos?0 — 1))
P(z) cos(0) = % — (cos?6 — cosB)

Pg cos(0) = E (3cos?8 — 1)

Sehingga diperoleh fungsi polar sebagai berikut:

(2.24+1)(2-0)!
0,0(0) = /ngws(e)

(cos?6 — 1)

(cos?6 — 1)?

75
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[®en1
0,0(0) = —(2)(;1)) ~ (3cos?0 — 1)

020(8) = |2 (3cos?0 — 1)

0,0(0) = \/% (3cos?6 — 1)

0,0(0) = |22 (3cos?6 — 1)

16
020(8) = 2° (3cos26 — 1)
6. Untukl=2danm=-1

e Plcos(8) = = (1— cos20) 72— (cos26 — 1)2
o €0s(0) = -— cos —oG-mg (COS
-1 _ 1 _ 2,y _ @ 29 _ 1)2
P~ cos(0) = 5 (1 - cos“0) 2 s (cos“6 — 1)

1
P_z1 cos(0) = % (1 — cos?0)722.2cos 8 (cos?0 — 1)
1
P _21 cos(0) = % (1 — cos?0) 2 cosO (cos?6 —1)
1
P _21 cos(0) = —% (1 — cos?0) 2 cosB (1 — cos?0)

P _21 cos(f) = — % siné cos6

Sehingga diperoleh fungsi polar sebagai berikut:

22+1D)2-(-1)! ~ —
0,.1(0) = /ﬁp 1 cos(6)

G®)3)! 1

@2_1(9) = W =5 sinf cos@
0,1(0) = |22 2 sing coso

0,_,(0) = —\/%%Sine cosf

0,_,(0) =-— ? sinf cosO

7. Untukl=2danm=1

1

1 4@+
1-— 20)2
2!22( cos-0) d

cos@+Dg
d3
dcos

. P; cos(0) = (cos?6 — 1)?

1
P; cos(0) = % (1 — cos?6)2 > (cos?6 — 1)?

76
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a2 2
5 Acosf (cos®0 — 1)

1 _1 _ 2 1
P cos(0) = 5 (1 - cos“0)z "

2

cos @ (cos?6 — 1)

1 1 1
P cos(6) = 5 (1 — cos?6)2

dcos?26

1 1 1 g2
P cos(6) = S(1- c0s20)z =5 C0s 0 (cos?6 — 1)

dcos

1
P; cos(0) = % (1 — cos?6)z (cos36 — cos 9)

dcos?0

d 20
— (3cos“6 — 1)

1 _1 - 2 L
P cos(0) = P (1 — cos“0)2 —

1
P; cos(0) = % (1 — cos?8)z (6 cosH)

P; cos(0) =3 (1 - cosZB)% (cosB)
P; cos(6) = 3 (sin6 cos )
Sehingga diperoleh fungsi polar sebagai berikut:

(2.2+1)(2-1)!
021(8) = /—z@fl)! 2 p1cos(6)

5
2(3.2.1)!

0,,(0) = 3 (sin 6 cos )

0,,(0) = [22 (sin 6 cos @)

12

0,,(0) = \% (sin 6 cos B)

0,,(0) = |= (sin6cosh)

4

021(6) = 2% (sin 6 cos 6)
8. Untukl=2danm=-2

dz-2)
dcos(2=2)9

P_z2 cos(0) = % (1 — cos?6)™ 11 (cos?6 — 1)?

1

2
— (1- cos?0)7z

. P_z2 cos(0) = (cos?6 — 1)?

P _22 cos(0) = % (1 — cos?6)™! (1)?
P_z2 cos(6) = —% (1 — cos?6)
P _22 cos(0) = —% (sin?0)

Sehingga diperoleh fungsi polar sebagai berikut:
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2.2+1)(2+2)!  —
0,_,(0) = /—( 2422)—(2)4; X p J? cos(6)
0, ,(6) = [QUIZD _1(gipn2g)

5)(4.3.2.1 1 .
0,,(0) = /—( X > ) 3 (sin?0)

02-5(0) = = |17, (sin®)

0,_,(0) = —\/g ( sin?0)

0, 2(6) = =% (5in?)
9. Untukl=2danm=2

1 2 d(2+2)

. Pg cos(8) =-— (1 - cos?0)z g (cos?6 — 1)?
P2 cos(9) == (1 — cos?8) ¥ (cos?6 — 1)?
2 8 dcos*6
2 _ 1. 2 a’ 29 _
P? cos(0) = > (1 — cos“0) T, (cos 6 (cos“6 — 1))
P2 cos(9) == (1 — cos?8) % (3cos?%0)
2 2 dcos?6
2 _1 _ 2 d
P> cos(0) = > (1 — cos<0) ida (6cos0)

PZ cos(0) = % (1 — cos?6) (6)
P; cos(0) = 3( sin?0)
Sehingga diperoleh fungsi polar sebagai berikut:

(2.2+1)(2-2)!
0,,(0) = /—ztzfz)! ) P; cos(8)
5 A
02,(8) = 2(4.3.2.1) 3(sin"6)
5 5
0,,(0) = prs 3(sin“0)
59 ,
0,,(0) = \/% (sin?0)

03,(6) = J:Z (s5in26)

78
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@22(9) = \/% (Sin29

0,2(6) = 3° (sin?6)

c. Fungsi Gelombang Radial Ry, (r) Atom Deuterium

1
2

Ru (r):[(i)3_<n—l—1>!3.] [ Lo e L2141 ()

nag/ 2n[(n+D)!] nag

dengan Rumus Rodrigues :

21+1 & o+l (D)l 2= gn+l _2r o \n-l-1
Larr ()= (U7 5 5o em0g (e nao'(n_ao)

or n+l
(7o)

1. Untuk n=1, I=0

R0 = [(2) st [2] e 5 L @)

(21 2 [(1+0)']3 Qo

dengan Rumus Rodrigues :

1 1_(1+o)! z—r atto (I rpp1-0-1
L (p) = () 2 0d<2r)1+0<e 0. () )
ag

1, y_ -1 d -2
L ()= =5 ea°a2r1(e ao)
(%)
2T 2T

\ - -t
L; (p) = (eZ—Z- ‘2‘_0)

L (p)=1

79

Maka diperoleh rumusan fungsi gelombang radial Atom Deuterium untuk n=1

1=0:

1

o (6 el N A R

1
g \1]z - =
Rio= [( 03)2—] e 9

T

R10=2 ay-3ze 90

b. Untuk n=2, I=0
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Rao (1) = [(1)3 _(=o-1) .]% [Z] e 55 LL (o)

2ay/ 2.2[2+0)3| L[240

dengan Rumus Rodrigues :

2r 27 2-0—-1
L1 (p) ( 1)1(2(2;0)1)'emd d? (e_m_ (2_1‘) )

L) = (-1) 2ot —L (¢, (2
L 0= (2e (e ()
(&)
Dengan menggunakan turuan parsial dua kali, diperoleh :

T
Misalkan, x = e 4o, (L)
QAo

T T T
0 d - — r o = r
X’ = e w.(2))=e @ —e w.(I)
d 1< Ao (1))

dapat dituliskan kembali menjadi :

L (o) = (-2 R (- Y Fhe 2 (=
L, (p) =(-2) ea [e 0.(a0) 2.e 0] 2 2 (ao)]
Maka diperoleh rumusan fungsi gelombang radial Atom Deuterum untuk n=2
I=0:

e[ s P[] e 2o (2)
e ()3 ¢ 2~ )

Roo = <a03>-3/2£e‘% 2[2- ()]

Roo= (a) 2 (S [2- ()]

Ro= (@) V25 [2- ()
c. Untuk n=2, I=1
3 2 1
_ 2y e eyt -a s
R21 (r) - [(Zao) 2.2 [(2+1)']3] [Zao € sao L3 (p)

Dengan Rumus Rodrigues :
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2r 2r

3 _ 2+1 (2+1)! Zan d?*1 ~Zan 2r 2-1-1
3 (p) = (1) 2 eieo (7 (2) )

27 2+1
2ag

L3 (p) = (1) (e i%@*ﬁjyﬁ@apﬁya

Maka diperoleh fungsi gelombang radial Atom Deuterium untuk n=2 [=1 :

1
2

Rov= [(i)3_<2—1—1>! ] 2] 55 (6)

Qg 2.2 [(2+1)']3 2a0

3
36
R21— = [ ] e 2ao
ao 864 (0 1)

2a0
PLEETNS

d. Untuk n=3 1=0

3 T
(B50) T 1.1
Rso (r) [ 3ag/ 2.3[(3+0)]3 ] [3a0 AP L3 ('0)
Dengan Rumus Rodrigues :
2r

1 — 20+1 (B+0) - g3+o -2 o 3—0—1)
L3 (p)= (1) (3-0-1)! e d( 2r )3+0 (e 0. (3ao)

3ag

1 T —Za—r 2r \2
L () (1)(2)'830(1 3(8 30(%))

(540)

Dengan menggunakan turuan parsial tiga kali, diperoleh :

2T

2T 2
Misalkan, x = e 3ao, ( )
3(10

2r 2 i 2 =2l

X’ = 4 e 3a0 (2_7') -—-e 3ag (2_7") + 2 (2_1") e 3ag
d 1 3a0 3(10 3(10

2 e 2 2 2 _ _z2r _ar

x” = d e 3ao, (2_7') = (2_1') e 3ao - 4(2_7') e 3a0 + Ze 3ag

d 2 3a0 3a0 3(10

3 -2 2 2 2 2 _z2r

— a (e 3ap, (2_7') ) = 6 (2_1') e 3ag - 6 e 3ap - (Z_T) e 3ap
d or 3 3(10 3(10 3a0

(50)

dapat dituliskan kembali menjadi :

2r 2r

U@)umwmk ) e i — eI — (2) ¢TI

3(10
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1 _ 2r 2r \?
L3 (p)—-3[6(£)—6—(5)]
Maka diperoleh fungsi gelombang radial Atom Deuterium untuk n=3 [=0 :

1
2

e ) ] Bl e o o6 -6~ (2]
2 r
o) el 1 e F o) o= ()]
= r
e [(e) 2l e 9o ) -0 ()]

18r

Ao

Rao=—2=a 5(27 — 2 4+ 20750
30— O_% a0?

e /
813
e. Untuk n=3 I=1
3 2 1
% 3B-1-1) ]J2[2 4
Ra0= (%) mrom] L) ¢ L @)

3ag/ 2.3[(3+1)'13] L3a,

Dengan Rumus Rodrigues :

L21+1 (p) = (1)21+? (3+1)! e% a3+l (e_SaO. (3)3—1—1)

3+1 (B3-1-1)! d )3+1

3 B al L gt - (2r\!
L, (0)=(-1) e~ - 4(e 3 O(E) )
(30)
Dengan menggunakan turuan parsial empat kali, diperoleh :

2r

] — = 2
Misalkan, x = e~ 3a0, (—r)
3(10

N Y oy’ 2 £
X' = e 3(10. R —e 3apg — e 3(10. ——
d ar 1 3a0 3a0
(W)
2 [ -2 o _er o _z o
X — e 3a0 (_) =e 3a0 (_) —e 3[10 e 3(10 —
d 2r 2 3ag 3ag
(3a0)
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2r 2r 2r

4 L, L, -
y””: d e 3a0_(2_r) —e 3a0.(2_r)_4'e 3ag
d or 30 3do
(5s)

dapat dituliskan kembali menjadi :

27" 2r

L; (p) = (:24) 7% [e 3ag (;TTO) — 4.¢ 3

=] (2)- 4

Maka diperoleh fungsi gelombang radial Atom Deuterium untuk n=3 [=1 :

l 1
a={(s5) maom] bel ¢ 0020 (a) - 4]

gy~ __8 Wl [Z_Te 3a0(24)[4 (ZT)]

27(ag)3 6(24)3 L3ag 3ag
==y LS [4(2) - (22)
Rﬂ:@ie-%[@ﬁ)gﬂ
f. Untuk n=3 |=2

_ 23(321)' = %211
R32(r)—[(— 2.3 [(3+2)1]3 ] [3a0 e °L3+2 @)

3a0

Dengan Rumus Rodrigues :

%

P L 2 3-2-1
Lg (p) = (_1)22 W 1ﬂe3 ap ﬂ (e 3(10. (2_7') )

(3—2-1)! a, . \3+2 3ag
(5%5)
L3 (o) = () L et (73w, (2))
s \P)= 1 d s o
(520)

2r

LS (p) = (-120) €0 (—e‘%) =120

Maka diperoleh fungsi gelombang radial Atom Deuterium untuk n=3 [=2 :

1
2\3 @-2-1 |2[2r)? -—
Rsz_[(3a0) m] [a e 3a0 (120)
2 T
R32:LLT_29 3a0

81(ag)2

83


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

84

LAMPIRAN J. FUNGSI HARMONIK BOLA

Fungsi harmonik bola merupakan gabungan dari fungsi gelombang polar
dan fungsi gelombang azimuth. Secara matematis dapat dituliskan :

Yim (6, 9) = O, (0)P(9) = Nig ) P" (cos 6) e™%
Untuk menentukan konstanta Normalisasi Ny, digunakan syarat Normalisasi

sebagai berikut :

T 2T

f f Y1 (8, @) |?sinf dO dg = 1
6=0 ¢=0

diperoleh konstanta Normalisasi :

— (—1)m+Iml)/2 (2141 (=lmDt |1
Nop= (-1 N7z (rimhiy2n
— (_1\(m+|m|)/2 [21+1 (I=Im]!

Neo.y= (=1) an (1+]m))!

Fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

2L+ 1 (I — [m])! .
Y; 6, =n(=1 (m+|ml)/2 Pm 0 img
lm( (P) ( ) AT (l + |m|)| l (COS ) e
dimana,
P™ cos (8) = — (1 — 60529)% SN (cos?6 — 1)}
l 12t dcos(+m)g

Pembuktian Fungsi Harmonik Bola Atom berelektron tunggal hinggan < 3 :

1.Untukl=0m=0

204+1 (0—0)! 1
Y00(6, @) = (—1)(0)\] 4: EO " O;Pg(cos 0) e® = \/;Pé’(cos 9)

(0+0)

(cos?0—1)°=1

1 2 A\
20 (1= cos®6)> dcos(0+0)g

0 —
P, cos (8) = 5

diperoleh :

Yo0(6,9) = /ﬁ
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2.Untukl=1m=0

(21+1)(1-0)!
Yi0(6, (p) = (- 1)(0)/2 /W P(l) cos (0) e
3 po
Y10(6,9) = f; P cos (8)

dimana,
0 _ 1 2 9 (1+0) 2 1
Pl COosS (9) —2—( — CO0S 9)2 Teos(i0)g (COS 6 — 1)
0 -1 2p) _ d _1 _
P} cos (0) = [(d ——5 COS 0) (d o 1)] == (Zcos 0) = cos 6
diperoleh :

Y10(6,9) = ’% cos ¢

3.Untukl=1m=+1

a. Untuk m=+1

(2.1+1)(1-1)! i
Va(6,0) = (~1)(+/2 [ELDED! bt oo () i
Y11(6,9) = (-1)* /4 5, P1 00s (6) e

Y1106, 9) = —\/g P cos (9) ™

dimana,

29 2 at+y 29 _ 1)1
)2 dcos(1+1)g (COS > )

1 _ 1
P; cos () = T

1 p 1 1 g2
P, cos (8) =2 (1 - c0s%0)z e (cos?6 — 1)

1 _1 1 4a
P cos (8) =2 (1— c0s%0)2 o (2 cosH)
1
Pi cos (0) =% (sin?0)z (2) =sin 6
Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

Y;.(0, ) = —\/g sin @ e'?

b. Untuk m=-1

s (6,9) = (~D)22 [EEHEE Pl cos (6) e
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Fioa(8,9) = (~D) [SB P cos (6) eiv

dimana,
a-1

29)_ Jeosd-Dg (COSZQ - 1)1

-1 —
P cos (0) =
P~ cos (6) :§ (1 - cos26)7 (cos?6 — 1)

-1
P_l1 cos (8) :% (1 — cos?8)2 [—(1 — cos?8)]

-1 4 1 <
P cos (8)=—-(1- c0s%0)z

-1 - 1 .2 l - 1 .

P~ cos (6) =—3 (sin“0)z = — > sinf
Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

Y,.100,90) = (-1) (3)(2 (—% sin@)e‘i‘/’

Y,_1(6,9) = \/g sinf e

4. Untukl=2m=0

(2.2+1)(2-0)!
Y20(8,9) = (—1)©/2 /—4n(2+0)' PO cos () e°

5
Yzo(e, (p) = \/; Pg COS (6) eo

dimana,
PY cos (6) = -+ 2g)s 4 (cos?6 — 1)?
P2 cos (0) = % dcjiz(Z)e (cos?0 — 1)?
P5.005 (6) =5 Foong qoasg (0576 — ?
1

0 = 2g _1n=1 29 _
P, cos (6)—8dc0594c059(6050 1) 2(30059 1)

Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

, 5
Y50(0, ) = %% (3cos?0 —1) = — (3cos?8 — 1)
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5. Untukl=2m=4+1

a. Untuk m=+1

(2.2+1)(2-1) i
Y1(0,9) = (1) /—WH), P cos (6) e'?

5
V21(6,0) = — [P} cos (8) e
dimana,
1 1 g+
P, cos () =+ 22 (1- COSZB) Tl)g (cos?0 — 1)?
Cos (0)== (1 - COSZH)Z (cos?8 — 1)?

dcosf dcosze

1 _1 = d
P,cos (8) = (1 - COSZH)Z ¥ 4(3cos?0 — 1)

1
P cos () :i (1 — cos?0)z 6¢cos O = 3 sinf cosO

Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

Y21(6,¢9) = fis)((;), 3 sinf cosh e'®

Y,1(6,¢9) = —\/g siné cosO e'?

b. Untuk m = -1

Y2-1(6, ) = (1) /% _21 cos () e™'
V-1(6,0) = — [ X2 P} cos (8) e™i#

dimana,

P~ c0s (6) = —— (1 — cos20) ™z (ZTI)Q (cos26 — 1)?
P cos (8) =1 (1 - cos26)"> —— (cos26 — 1)?

1
P_z1 cos () =§ (1 — cos?6)” 2 4 cosB (cos?6 — 1)
P_Z1 cos () = —% siné cos0O

Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

Y,_1(0,9) = — f% (—% sin@ 6059) e ¥ = \/g sin@ cosf e~
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6. Untuk 1=2 m=+2

a. Untuk m=+2

(2.2+1)(2-2)! i
Vya(6, ) = (~1)+/2 [EZEDED p2 oo (g) o210

Y,,(6,¢9) = 47;4)! P2 cos (9) e

dimana,

P2 cos (6) = 2!122 (1- 00529)5 % (cos?0 — 1)?
P; cos () 2% (1- cosze)lﬁﬁ (cos?8 — 1)?
P2 cos (6) :% (1 — cos?0)! dczse 24 cos @

P2 cos (6) =3 (1 — cos?6)* = 3 sin?0

Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :

Y52(0,9) = 47:(;4)! 3 sin?0 e? = \/312:571 sin?0 e?®

b. Untuk m = -2

Fo-a(6,) = (~1)-#/2 [SZDED 2 o () o2t
Y,2(6,9) = % P~7 cos (9) e72%

dimana,

P—Z2 cos (0) = 2!122 (1- cosze)_Tz % (cos?6 — 1)?

P_z2 cos (8) :% (1 — cos?6) 1(cos?6 —1)? = % (cos?6 — 1)*
Dengan demikian, fungsi Harmonik Bola dapat dituliskan kembali menjadi :
_ [5@)!1 20 _ —2ip _ |15 . 29 —2ip
Y,_,(8,p) = — 8(605 6—1)e = f32n sin“0 e
e Beberapa sifat penting dari fungsi Harmonik Bola :

1) fon fgzn(ylml)* (Ylmz)SinQ dae d(p = 6llr6ml mlr

_ 1 12—m,;? (1+1)2-my?
2) cos 6 (Ylml) = V2i+1 [ 201-1 Yl—l, my + TYI+1, ml]

- 1 (limz)(lJ_rmz—l)Y (l¢m1+2)(l$ml+1)y
+\/21+1 21-1 -1, m£1™ 21+3 I+1, m+1

3) sin 6 e Y,
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e Orbital — orbital elektron dari fungsi Y,

Bilangan kuantum Orbital _
_ Fungsi Gelombang Anguler (Y;,,,)
azimuth (1) Elektron
1
0 S Y00 () = N
(2 Y10(0) = \/g cos 0
1 s _T; N1 +Y_p)= \/g sinf cosg
' g .
Py é (Y1, —-Y_)= \[; sinf sing
dyy Yyo(6) = /% (3cos%60 — 1)
e _T; Y, +Y,_ ) =\/i:i sin6 cosO cose
2 dy, % (Y, =Y, )= \/g sinf cos@ sing
—i 15 . !
dyy \/—; (Y,, — V5 < /16—” sin?@ sin’¢
dyz_y2 % (Yoo +Y,_5) = /% sin’@ cos?¢

Sumber : Koichi Ohno (2004:86)

Berdasarkan nilai Fungsi Harmonik Bola diatas, dapat ditentukan Fungsi

Gelombang lengkap berdasarkan letak orbitalnya yaitu sebagai berikut :

1. Untuk keadaan dasar (1s)

1o = an =2 |22 07| [

3
Qagp2

118—%
N

g2

Vis = %00 =

2. Untuk keadaan eksitasi pertama orbital 2s

=t = ] - ()] |

(ao)2
oo = Vo = 3 7] 2- ()] %

3. Untuk keadaan eksitasi pertama orbital 2p,

ot @] ]

1
lIUsz =%10 = l\/_g
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1 1

l‘Uzpz =%10 = Nera @ )2

(r ) e 2‘10 cos 6
4. Untuk keadaan eksitasi pertama orbital 2p,

lIUZpy = (R21)% (Y11 - Y1—1)

Yopy = 2\/— . )2 ao) e 2aol\/_
(- sino) (7 ) = (-5 sine) (7 ¢)]
=[5 2 ()

(=5 sino) (G &)+ (3 sine) (= <)

dengan menggunakan aturan eksponensial dimana :

cos 6 = %(eie +e79) sinf = Zli(eia —e™9)
dengan identitas imajiner i.i = -1
diperoleh,

Vi = [ =y ()] [tpone] g e ool

1

Yopy = _2\/5 - )% aL())e 2a9 l [TE ng] [%] [ei(p _ e—up]
)

I I T T A Wt | VE
Vopy = 2% (ao)% - e 2% [\/_\/_sm 9] [sin @]
1 V3 r
Yopy = W= - )2 (ao) e 2ao sin@ sing

5. Untuk keadaan eksitasi pertama orbital 2py

Vopx = (R21) (Y11 +Yi-1)

Yo = [2‘/—( 02

1 1 r 1
Fovx = [m (@) lﬁ

(=5 sine) (7= ) = (5 sine) (= 7))

90

5)e | Z[(-Z sino) (4 ¢) + (+2 sino) (7 ¢)]


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

91

11 r\ -—I| 1
o = | 7 =2 (2) |2

YE 1 V3 . 1
(5 sino) (5 e) + (3 sine) (G )]
dengan menggunakan aturan eksponensial dimana :
cos 6 = %(eie +e79) sinf = %(e“9 —e79)

diperoleh,

Vave = | s 2z (2) e [ ieno] ] o + -]

o = [t 1 (£) 7] [ S s

V3 1 r

Worx = e Zao sinf cos@

2% T 4fem (4o )2 ( )
6. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3s
Y, =W, = [e 3ao] m + 27

= [(m 3 e 2 - @) )| [ ]

1 1 2 18

Pas = P00 = 577 L B (ar) P 27] i ez

7. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3p,

S

1 V2

'1U3pz = W30 = IV (ao)% [

67
= illc 3‘10 cos 0
Ao Qo

8. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3py

lpSpy - (R31) (Y11 Y1_1)
o [ e Rl o) )~ () )]
Y3py = [( )2 81\/—[ 3a0]\/_

(=5 sine) (7= ) + (? sine) (75 )]

dengan menggunakan aturan eksponensial dimana :
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cos 6 = %(eie +e79) sinf = Z( 0 _ g=i0)

dengan identitas imajiner i.i = - 1 diperoleh,

VY3py = :(al)g f\/g 2—; - ar—jz 6_3‘20_ :g\/l_sme [%] [—e? + e~1%] x%
Vo =[5 [ - e BRgmenal ] b - e
Yapy = $ f/g Z—;—ar—; e_3‘:0: :%\/L_sme [sin @]

Wapy = 815_( 1)2 [Z—Z — g e_% sin@ sing

9. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3py

-1
Vapx = (R31)ﬁ (Y11 + Y1)

o= [ R ) ) (S

(a )2

1 4 61 T —B.-| =21

qj = [ ] € I’ V2
3px ao g 81\/5 ap aoz \/E

(=5 sine) (= ) = (3 sine) (= <))

92

_146rr ¥3 L o)+ (B sine) (-1 e-i¢
e = [ 5t [ )| [ sne) (5 ) + (L sine) (3 <)
dengan menggunakan aturan eksponensial dimana :
cos 0 = %(eie + e‘ie) sinf = Zii(eie = e"ig)

_- U NGl e ip —ig
Popr = | 20w Lag aOZ]e . °] [Ermsine][5] [e® +e7]
o= - [mene]
3px — — - — — Sln Ccos @

-(a0)2 81\/_
2 1 6r r?

= —_—— — 3a
Papx er - )2 [ ” ]e 0 sinf cosg

10. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3d,,

= I a1 B E 2, _ S
W34, = V320 = l(ao)g S1V30 a9 e 3 ol l\/; (3cos“e 1)] [\/ﬁ]
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W34

ZZ

= W3y =

1 1 72
81ﬁ:_e 30(3cos e—1)

11. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3d,x

Vs dy —

W34

Y34, =

ZX

(Rs2) 5

1

23

8161 s, )2

(Y21 + Y1)

4 rz — 15 ( 1 l(p)
0 — |— sine cos e —-— €
(a,)z 8130 ao? 4 V2m

15 T
: j; (L o)
o] [ 2] |2 simo cos [2 (et )

81+v3 ao

=|—— o 81\/_ a? 3“()] [\/_] If sin e cos elcos @
2

1 r
—e 3“0 sin e cos e CoS @

12. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3dy,

¥Psq

yz

V3a,, =

Y34y,

yz

Y34y,

¥ dy, =

= (Rsz) \/L— (Y21

1

[ 14 r2 _ M= 17 i . i
3ag — [ (_el(p + e l(p):l X -
(ao)z 81\/ ag? VT
1 4 2 - 117 1 , _:
3a0 | [—= sm 6 COoS 6 [ - (e“” —e “P)]
(ao)z 8130 ap? _\/E_ 2i
L | [ [ sin e cos e [sin
@ )g 81v30 ay? N 4 4
L 0 i | i
243 1 72 -
\/_——e 3a0 sin @ cos o Sin @
81vem (ao)Z ag?

\ Y2—1)

< 3ao Sgf— sm e CoS © (L e“”)
(ap)? 81\/_ ao V2m

/1

— — == el

2 sin e cos e ( )
’ sin e cos e

93
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13. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3d,* — >

1
P34 2_ 2 (R32)ﬁ (Yz2 +Y2_5)

1
Paaz o = () 81\/_ 0 ao? M«/_]

K? sin? e> (\/% eZi‘p) (? sin? e) (\/% e‘Zi‘p)l

Vg 4
-y? (a0)3 3 81430 ao?

Y34, __‘ [—— sin? e] [2 (e + e"Z””)]
dengan, %(eZi‘P + e72%) = cos?¢ sehingga diperoleh :

1 1 r2 _§

. ——e 3a0 5in’ e cos>?
3d2_y2 © 81\/211'( Dz @ ¢

14. Untuk keadaan eksitasi kedua orbital 3dyy

'lusdxy = (R32)\;—; (Yzz —Y_2)

1 4 .
'1U — — e 3(10 [_
T (g)F 8130 a0? ] V2

<§ sin? e> (\/%_n eZi"’) (? sin? e) (\/%_n e‘Zi"’)l

1 4 TZ _ il

— . 1 V15 __l 2ip _ ,—2ip f
V3d, = (ao)% 81V30 ag? © 20 [\/— N\ Q 6] [2 (e 1 )] X3
1 4 __r
p. | —_—_— sin ) [ e2i? — of 2¢ ]
X (ay)? 81\/_ 0 ao? “ } 2t )
1 1 2 -

Y34 —e 340 5in? o sin®@
xy 812w T (ao )2
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LAMPIRAN K. NILAI EKSPETASI POSISI ELEKTRON DALAM ATOM
DEUTERIUM
1. Ekspetasi Posisi Elektron dalam Atom Deuterium untuk n=1

o (r)= foao Y r@dr

T T

_ rao 290 2e 90
(T‘) - fo a03/2 r a03/2 dr

4 ool 2T
(r)=Ef0 rea e aodr

= (Z]%
(r)y=—

o (r?)=[wrtwdr

r T

2 ag 2eo 2 2e ao
(r<) = r dr
f ao3/2 ay3/?
2r 2r

(r?) = %foao r? e e aodr
0
4 (73
(r3) & E(?] 2
4
(r?) = 3
2. Ekspetasi Posisi Elektron dalam Atom Deuterium n=2, 1=0
o (r)y= foao Y r Ydr

w (a) = (%)

eZ[l

.
(T) = fo 2\/—a 3/2 Zx/fa 3/2 e *%dr

T T

) — ’ga%fao (4 4 + )ezao e 2a0dr
0

3 EF i] 2
<r> (2 3a0 + 4a02 0
_ 1 2 4(10 E}
(r) = 5 03{2(10 ——
11
<r) - 96(10

o (r3y=[ ¥ riwdr

() =, (=) -
f 2v2ay3/2 eze0 2\/_a03/2e “2a0 drr
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r

1
(r2)=8a—03f0a0 (4 4 -+ )ezaoeMOdr

1 (4 ar* > la
<r2>=—3(-r3__+_] :
8ay° \3 4ay  5a92]1 0

(r?y = {3 ap® —ayd + %"3}
(r*) = E

3. Ekspetasi Posisi Elektron dalam Atom Deuterium n=2, I=1
e (r)y= foao Y r Ydr

0= 3 @) e 3 f(2) e Tar

T

for e ¢ 240 dr

(ry =

24a05
B 1 /@ 4] ao
(r) = 24a,° (4T 0
__1 a_o“}
(r) = 24a05{ 4
1
(r) =

15a0
o (r3y=[ W riwdr

T T
(r#) = faol (T)emrzl l(L)e_mdr
Qg 2 6 Qg

T

(%) = s [0 4 o7 ¢ T
0
2\ — 1 l 5] (21
(r) = 24a,° (Sr 0
2 :;{“_05}
<r ) 24a05 5
(r2) = i

120


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

Langkah I : membuat simulasi Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogen n < 3
1.

LAMPIRAN M. PERINTAH SIMULASI SCILAB 6.0.0

Untuk bilangan kuantum n=1, 1=0

-->3a0=5.3;

-->n=0:0.1:8;

-->r=n.*a0;

--> pr=r./a0;

--> R10=2.*((1./a0)"1.5).*exp(-r./a0).*10;

--> plot(pr,R10)

Figure saved.

Untuk bilangan kuantum n=2, 1=0,1

--> clear all

-->3a0=5.3;

-->n=0:0.1:8;

--> r=n.*a0;

--> pr=r./a0;

--> R20=(1./(2*(sqrt(2)))).*((1./a0)."1.5).*(2-(r/a0)).*exp(-r/(2*a0)).*10;

--> R21=(1./(2*(sqrt(6)))).*((1./a0).~1.5).*(r./a0).*exp(-r/(2.*a0)).*10;

--> plot(pr,R20,'r',pr,R21)

Figure saved.

Untuk bilangan kuantum n=3, 1=0,1,2

--> clear all

-->a0=5.3;

-->n=0:0.1:40;

-->r=n.*a0;

--> pr=r./a0;

--> R30=(2./(81.*(sqrt(3)))).*((1./a0).~1.5).*(27-
(18.*%(r./a0))+(2.*(r."2)./(a0.72))).*exp(-r./(3.*a0)).*10;

--> R31=(4./(81.*(sqrt(6)))).*((1./a0)."1.5).*(r./a0).*(6-(r./a0)).*exp(-

r./(3.*a0)).*10;
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--> R32=(4./(81.*(sqrt(30)))).*((1./a0).”1.5).*((r.~2)/(a0.72)).*exp(-
r/(3.*%a0)).*10;

--> plot(pr,R30,'r',pr,R31,'y",pr,R32)

Figure saved.

Langkah Il : membuat plot grafik rapat Probabilitas Radial

1.

Untuk bilangan kuantum n=1, 1=0
--> clear all
-->2a0=0.529¢-10;
-->n=0:0.01:20;
--> r=n.*a0;
--> pr=r./a0;
--> R10=2.*((1./a0)"1.5).*exp(-r./a0);
-->P10=((R10).12).*(r."2);
-->sum(P10);
--> p=P10./sum(P10);
--> p0=(P10./sum(P10)).*100;
--> plot(pr,p0)

Figure saved.
Untuk bilangan kuantum n=2, 1=0,1
--> clear all
-->a0=0.529¢-10;
-->n=0:0.01:15;
-->r=n.*a0;
--> pr=r./a0;
-->R20=(1./(2*sqrt(2))).*((1./a0).”1.5).*(2-(r/a0)).*exp(-r/(2*a0));
--> R21=(1./(2*(sqrt(6)))).*((1./a0).~1.5).*(r./a0).*exp(-r/(2.*a0));
--> P20=(abs(R20)."2).*(r."2);
--> P21=(abs(R21).72).*(r."2);
-->sum(P20);
-->sum(P21);
--> p=P20./sum(P20);
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--> p=P21./sum(P21);
-->p020=(P20./sum(P20)).*100;
--> p021=(P21./sum(P21)).*100;
--> plot(pr,p020,'r',pr,p021)
Figure saved.
. Untuk bilangan kuantum n=3, 1=0,1,2
--> clear all
-->2a0=0.529¢-10;
-->n=0:0.1:25;
--> r=n.*a0;

--> pr=r./a0;

--> R30=(2./(81.*(sqrt(3)))).*((1./a0)."1.5).*(27-
(18.%(r./a0))+(2.*(r.~2)./(a0.72))).*exp(-r./(3.*a0));
--> R31=(4./(81.*(sqrt(6)))).*((1./a0)."1.5).*(r./a0).*(6-(r./a0)).*exp(-

r./(3.*a0));
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—-> R32=(4./(81.%(sqrt(30)))).*((1./a0).AL.5).*((r.A2)/(a0.72)). *exp(-r/(3.%a0));

--> P30=(abs(R30).72).*(r."2);
--> P31=(abs(R31).72).*(r."2);
--> P32=(abs(R32).72).*(r."2);
--> sum(P30);

-->sum(P31);

-->sum(P32);

--> p=P30./sum(P30);

--> p=P31./sum(P31);
-->p=P32./sum(P32);
-->p030=P30./sum(P30).*10;
-->p031=P31./sum(P31).*10;
--> p032=P32./sum(P32).*10;
--> plot(pr,p030,'r',pr,p031,'g',pr,p032)

Figure saved.
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