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Dimensi metrik pertama kali diperkenalkan oleh Harary dan Melter pada
tahun 1976 dalam artikel yang berjudul ”On the Metric Dimension of Graph”.
Dalam artikel tersebut dibahas tentang himpunan pembeda. Misalkan G adalah
graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G), jarak antara titik u dan
v di G yaitu panjang lintasan terpendek dari u ke v. Jika representasi titik u dan v
di G berbeda maka disebut dengan himpunan pembeda S. Kajian tentang dimensi
metrik memunculkan suatu gagasan baru yaitu dimensi bi-metrik. Dimensi bi-
metrik diperkenalkan oleh Raghavendra, Sooryanarayana, dan Chandru Hegde
pada tahun 2014 dalam artikel yang berjudul “Bi-Metric Dimension of Graphs”.
Perbedaan dimensi metrik dan bi-metrik terletak pada penentuan representasi setiap
titik pada graf G. Dimensi metrik merepresentasikan setiap titiknya berupa jarak,
sedangkan dimensi bi-metrik merepresentasikan setiap titiknya berupa pasangan
terurut jarak dan detour. Detour merupakan panjang lintasan terpanjang dari u ke
vdiG.

Penelitian ini membahas tentang dimensi metrik dan bi-metrik graf dumbbell.
Graf dumbbell adalah graf yang dibentuk dari 2 graf cycle C,, dan C, yang
dihubungkan oleh suatu graf lintasan P, dengan titik-titik ujung dari graf lintasan
P, adalah salah satu titik dari masing-masing graf cycle (Wang et al, 2010). Graf
dumbbell dinotasikan dengan D, ,, ,, dengan m, n = 3 menyatakan banyaknya titik
pada kedua graf cycle dan g = 2 menyatakan banyaknya titik pada graf lintasan.
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode pendeteksian pola dan
metode deduktif aksiomatik. Penentuan dimensi metrik dan bi-metrik diawali
dengan menotasikan setiap titik pada graf dumbbell, memilih himpunan pembeda S

dengan S € V(Dyng), lalu merepresentasikan setiap titik pada graf dumbbell

vii



terhadap S, apabila representasi setiap titik berbeda, maka diperoleh himpunan
pembeda, tetapi jika terdapat representasi titik yang sama maka dilakukan
pemilihan himpunan pembeda yang lain. Kardinalitas minimum dari himpunan
pembeda merupakan dimensi metrik dan bi-metrik pada graf dumbbell.

Pada penelitian ini, diperoleh dimensi metrik pada graf dumbbell D, ,, ; = 2,
dimensi metrik pada graf dumbbell Dy, ,, , = 2 untuk m dan n ganjil dan dimensi
metrik pada graf dumbbell Dy, ,, , = 3 untuk m dan n genap. Sedangkan dimensi
bi-metrik pada graf dumbbell D, , , = 2, dimensi bi-metrik pada graf dumbbell
Dymn,q = 2 Uuntuk m dan n ganjil dan dimensi bi-metrik pada graf dumbbell Dy, », 4

= 3 untuk m dan n genap. Sehingga dapat disimpulkan bahwa nilai dimensi metrik

pada graf dumbbell sama dengan nilai dimensi bi-metriknya.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf sebagai bagian dari Kombinatorika dapat digunakan untuk
menyelesaikan berbagai permasalahan sehari-hari dengan cara menggambarkan
suatu persoalan agar lebih mudah dipahami. Dalam hal ini, teori graf digunakan
untuk merepresentasikan suatu objek diskrit dan hubungan antar objek tersebut.
Representasi merupakan proses pemaknaan kembali suatu objek, objek pada graf
yaitu titik dan sisi. Menurut Hartsfield dan Ringel (1990), graf didefinisikan sebagai
pasangan himpunan terurut (V, E), dengan V adalah himpunan tak kosong dari titik-
titik (vertex) dan E adalah himpunan sisi (edge) yang menghubungkan sepasang
titik.

Salah satu topik kajian dalam teori graf adalah dimensi metrik. Dimensi
metrik pertama kali diperkenalkan oleh Harary dan Melter pada tahun 1976 dalam
artikel yang berjudul ”On the Metric Dimension of Graph”. Dalam artikel tersebut
dibahas tentang himpunan pembeda. Suatu himpunan dikatakan himpunan
pembeda jika setiap titik di graf G mempunyai representasi titik yang berbeda.
Representasi suatu titik pada G diukur berdasarkan lintasan terpendek terhadap
himpunan pembeda. Dimensi metrik merupakan kardinalitas minimum himpunan
pembeda pada G. Dimensi metrik dapat diterapkan pada proses pengkodean,
navigasi robot, penempatan tempat usaha tertentu dan lainnya.

Kajian tentang dimensi metrik memunculkan suatu gagasan baru yaitu
dimensi bi-metrik. Dimensi bi-metrik diperkenalkan oleh Raghavendra,
Sooryanarayana, dan Chandru Hegde pada tahun 2014 dalam artikel yang berjudul
“Bi-Metric Dimension of Graphs”. Perbedaan dimensi metrik dan dimensi bi-
metrik terletak pada penentuan representasi setiap titik pada graf G, yaitu berupa
pasangan terurut dari lintasan terpendek dan lintasan terpanjang terhadap himpunan
pembeda. Himpunan pembeda S dikatakan dimensi bi-metrik jika kardinalitas dari
S adalah minimum dan sebarang dua titik pada G mempunyai representasi yang
berbeda.



Pada penelitian sebelumnya, telah ditemukan nilai kardinalitas minimum

dimensi metrik pada graf lintasan (P,) yaitu 1 dan nilai kardinalitas minimum

dimensi metrik pada graf cycle (C,,) yaitu 2. Penelitian-penelitian tersebut menjadi

acuan dalam mencari dimensi metrik dan bi-metrik pada graf lain. Oleh karena itu,

penulis ingin mencari nilai dimensi metrik dan bi-metrik pada graf dumbbell Dy, ,, 4,

karena nilai dimensi metrik dan bi-metrik pada graf dumbbell D, , , belum ada

yang meneliti.
1.2 Rumusan Masalah
Permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini dirumuskan sebagai
berikut :
a. Berapa nilai dimensi metrik pada graf dumbbell D, ,, ,?
b. Berapa nilai dimensi bi-metrik pada graf dumbbell D, ,, ,?
1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini dapat dijabarkan sebagai berikut :
a. Untuk menentukan nilai dimensi metrik pada dumbbell Dy, , .
b. Untuk menentukan nilai dimensi bi-metrik pada dumbbell D, ,, ;.
1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah sebagai berikut :
a. Memberikan kontribusi terhadap penelitian yang berhubungan dengan dimensi
metrik dan bi-metrik.
b. Memberikan motivasi dan referensi kepada pembaca atau peneliti lain untuk
meneliti dimensi metrik dan bi-metrik pada graf lain.
c. Hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan ilmu

dan aplikasi lainnya.



BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pengertian dan Konsep Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan dari (V(G), E(G)) dengan
V(G) menyatakan himpunan tak kosong dari semua titik di G dan himpunan sisi
E(G) menyatakan sebuah pasangan tak berurut dari titik u dan v (Chartrand dan
Lesniak, 1996). Banyaknya titik yang dimiliki oleh graf disebut order, sedangkan
banyaknya sisi yang dimiliki oleh graf disebut size. Graf yang hanya memiliki satu
titik disebut graf trivial, sedangkan graf yang memiliki titik berhingga disebut graf
hingga. Contoh graf G yang terdiri dari 6 titik, V(G) = {v4, v,, v3, 14, Vs, U} dan

7sisi, E(G) = {eq, ey, €3, €4, es, e, e;} diperlihatkan pada Gambar 2.1

V3 €;3 Vy

Gambar 2.1 Graf G dengan 6 titik dan 7 sisi

Titik u dan v pada graf ¢ dikatakan bertetangga apabila ada sisi e yang
menghubungkan titik u dan v yaitu e = uv, dengan kata lain u dan v bersisian
dengan sisi e. Pada Gambar 2.1 diperoleh bahwa v, bertetangga dengan v,, v5, vs,
dan v, bersisian dengan e, e,, e; . Loop adalah sisi yang menghubungkan titik v
dengan dirinya sendiri, sedangkan jika terdapat lebih dari satu sisi yang
menghubungkan dua titik maka disebut sisi rangkap. Graf G yang tidak memuat
loop dan sisi rangkap disebut graf sederhana. Gambar 2.1 merupakan contoh graf
sederhana dan Gambar 2.2 merupakan contoh graf tidak sederhana karena memuat

loop dan sisi rangkap. e; adalah loop, sedangkan e, e,, dan es adalah sisi rangkap.



V2 € ”1@e1

Gambar 2.2 Graf dengan loop dan sisi rangkap

Sebuah jalan dari titik u ke v pada graf G dinotasikan W (u — v) adalah
barisan hingga yang diawali dengan titik u dan diakhiri dengan titik v dengan unsur
didalamnya saling bergantian antara titik dan sisi yaitu W := u = vy, v4, ..., Uy = v
sedemikian hingga E(G) = v; + v;44, dengan 0 <i < k — 1. Jalan dikatakan
tertutup apabila v, = v,, dan dikatakan terbuka apabila v, # v,. Jalan yang semua
sisinya berbeda (sisinya tidak berulang) disebut jejak (Slamin, 2009). Jalan yang
semua titiknya berbeda (titiknya tidak berulang) disebut lintasan. Pada Gambar 2.3
Vi, €1, V5, €7, V7,67, V5,65, V3 adalah jalan, vy, eq,v,,e,,v5 adalah jejak, dan

Uy, €1, V3, €5, V3, €3, Uy, €4, Us adalah lintasan.

176 v 89 v8

Gambar 2.3 Graf untuk mengilustrasikan jalan, jejak, dan lintasan

Graf G dikatakan terhubung jika setiap dua titik u dan v di G terdapat
lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut, sedangkan graf G dikatakan
tidak terhubung jika terdapat dua titik u dan v di G yang tidak mempunyai lintasan.
Pada graf terhubung G, jarak antara dua titik « dan v yang dinotasikan dengan
d(u,v) adalah panjang lintasan terpendek yang menghubungkan titik tersebut,
sedangkan lintasan terpanjang yang menghubungkan u dan v di G disebut detour

yang dinotasikan & (u, v). Eksentrisitas titik u di G adalah jarak terbesar titik u ke



semua titik di G. Diameter dari G merupakan eksentrisitas maksimum pada setiap
titik di G yang dinotasikan diam(G), sedangkan jari-jari di G merupakan
eksentrisitas minimum pada setiap titik di G yang dinotasikan r(v;). Gambar 2.3
menunjukkan jarak d(v,,vg) = 1, detour 6(vq,ve) = 2, diameter diam(G) = 4,

dan jari-jari r(vg) = 1.

2.2 Kelas-kelas Graf
Graf cycle dengan n titik dinotasikan C, adalah graf reguler yang
mempunyai derajat dua. Graf cycle C,, hanya dapat dibentuk jika n > 3. Gambar

2.4 menunjukkan graf cycle dengan 3 titik, 4 titik dan n titik.

V1 V1 Vg

Uy U3 Uy U3
(a) (b) (c)

Gambar 2.4 Graf cycle (a) C, ; (b) C4 ; (¢) Cp,
Graf lintasan dinotasikan B, adalah graf yang mempunyai n titik dengan sisi
V1V, UyV3, V3Vs, ..., Vn_1Vn. Titik v; dan v, berturut-turut merupakan titik awal
dan titik akhir yang mempunyai derajat 1. Selain kedua titik tersebut, titik-titiknya
mempunyai derajat 2 dan sisinya ada sebanyak n — 1. Gambar 2.5 menunjukkan

graf lintasan dengan 4 titik.

Gambar 2.5 Graf lintasan P,
Graf dumbbell adalah graf yang dibentuk dari 2 graf cycle C,,, dan C,, yang

dihubungkan oleh suatu graf lintasan F,, dengan titik-titik ujung dari graf lintasan
P, adalah salah satu titik dari masing-masing graf cycle (Wang et al, 2010). Graf
dumbbell dinotasikan dengan D, ,, 4, dengan m,n = 3 menyatakan banyaknya titik

pada kedua graf cycle dan g = 2 menyatakan banyaknya titik pada graf lintasan.



Banyaknya titik pada graf dumbbell adalah m + n + q — 2, sedangkan banyaknya
sisi adalah m + n + q — 1 sehingga |V| = |E| — 1. Gambar 2.6 menunjukkan graf
dumbbell Dg 5 4.

Y2 Y3

X4 Xs Zy
Gambar 2.6 Graf dumbbell Dg s 4

2.3 Dimensi Metrik

Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi
E(G). Jarak antara titik u dan v di G dinotasikan d(u, v) yaitu panjang lintasan
terpendek dari u ke v. Misalkan S = {s4, s, ..., s} adalah sub himpunan sebanyak
k dengan S € V(G). Representasi jarak dari titik u € V(G) terhadap S dinotasikan
r(ulS) = (d(u, s1),dw, s3), ...,d(u,sg)). Jika r(ulS) = rw|S) untuk u,v e
V(G), maka S disebut himpunan pembeda di G. Himpunan pembeda yang
mempunyai kardinalitas minimum disebut basis metrik. Kardinalitas dari basis
metrik disebut dimensi metrik. Dengan kata lain, dimensi metrik merupakan
kardinalitas minimum dari himpunan pembeda pada G, yang dinotasikan £ (G) atau
dim(G) (Chartrand, 2000).
Berikut ini beberapa teorema mengenai dimensi metrik :
Teorema 2.3.1. (Chartrand, 2000) Graf terhubung G dengan n > 2 mempunyai
B(G) = 1 jika dan hanya jika G merupakan graf lintasan (B,).
Teorema 2.3.2. (Chartrand, 2000) Graf terhubung G dengan n > 3 mempunyai
B(G) = 2, maka G merupakan graf cycle (C,).

Gambar 2.7 menunjukkan contoh dimensi metrik pada suatu graf G.



Vy Vs

Gambar 2.7 Graf G dengan 8(G) = 4

Untuk membuktikan B(G) = 4, akan ditunjukkan bahwa kardinalitas minimum
graf G kurang dari 4 adalah tidak mungkin atau impossible. Dengan kata lain, akan
menyebabkan adanya representasi titik yang sama. Misalkan ambil S, =
{v1,v,,v3}, hal yang sama akan terjadi yaitu r(v4]S,) = r(vs|S,) = (1,1, 1),
maka S, bukan merupakan himpunan pembeda dan bukan basis metrik.

Selanjutnya, misalkan ambil S; = {v,, v,, v3, v5} representasi titiknya adalah :

r(v15,) =(0,1,1,1), r(nls,) =(1,1,1,1),
r(UZISI) = (11 0: 11 1)! T'(U6|51) = (1’ 2! 2: 2)1
r(v3|51) = (11 1; Or 1)1 r(v7|51) = (Zr 2: 2; 1)

r(USIS]_) = (1! 1; 1) 0)1
Karena representasi titik semua berbeda untuk S; = {v;,v,,v3,vs}, maka S;
merupakan himpunan pembeda. Maka dimensi metrik pada graf G adalah 4 atau

B(G) = 4.

2.4 Hasil Penelitian Dimensi Metrik
Pada bagian ini disajikan beberapa hasil penelitian mengenai dimensi metrik
yang dapat digunakan sebagai rujukan. Beberapa hasil penelitian tersebut

diantaranya dapat dilihat pada Tabel 2.1.



Tabel 2.1 Hasil penelitian dimensi metrik terdahulu

Graf Hasil B(G) Keterangan Sumber
Graf Lintasan (B,) B(B) =1 Chartrand (2000)
Graf Lengkap (K,) B(Ky) =n—1 Chartrand (2000)
Graf Cycle (C,) B(C)=2,n=>3 Chartrand (2000)
Graf Shackle Tangga (SLy,) B(SLy) =n,n=>2 Saifudin, 1. 2015
Graf Tangga Tiga (TCL,,) B(TCL) =n,n=2 Saifudin, I. 2015
Graf Antiprisma (H,,) B(H,) =3,n=>3 Santi, R. N. 2015
Graf Prisma (Hs ;) B(Hsy) =2,n=2 Santi, R. N. 2015
Graf Bintang (S;,) BSp) =n—-1,n>=2 Santi, R. N. 2015
Graf E(E,) B(E,) =2,n=>3 Fitriana, R. A. 2015

2.5 Dimensi Bi-Metrik

Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi
E(G). Setiap titik x € V(G) menyatakan representasi (a, b) yang dinotasikan S,.
Dengan a menyatakan jarak dan b menyatakan detour. Detour antara titik « dan
v di G yaitu panjang lintasan terpanjang dari u ke v. Misalkan S = {sy, S5, ..., Si.}
dari titik-titik dalam graf terhubung G dengan a = d(x, s;),d(x, s3),...,d(x, s))
danb =6(x,s;),8(x,s5),...,6(x,sk)), sehingga d(x, s;) adalah jarak dan § (x, s;)
adalah detour. Jika s, # s,, maka S disebut himpunan pembeda di G. Himpunan
pembeda yang mempunyai kardinalitas minimum disebut basis bi-metrik.
Kardinalitas dari basis bi-metrik disebut dimensi bi-metrik. Dengan kata lain,
dimensi bi-metrik merupakan kardinalitas minimum dari himpunan pembeda pada
G, yang dinotasikan f,(G). Beberapa graf yang telah ditemukan dimensi bi-
metriknya yaitu graf lintasan dengan B,(B,) =1 dan graf lengkap dengan
By (K,,) = n — 1 (Raghavendra dkk., 2014).
Teorema 2.4.1. (Raghavendra dkk., 2014) Sebuah graf G mempunyai 8,(G) = 1
jika dan hanya jika G merupakan graf lintasan (P,).

Gambar 2.8 menunjukkan contoh dimensi bi-metrik pada suatu graf.
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Gambar 2.8 Graf G dengan 8,(G) = 3
Untuk membuktikan B(G) = 3, akan ditunjukkan bahwa kardinalitas
minimum graf G kurang dari 3 adalah tidak mungkin atau impossible. Dengan kata
lain, akan menyebabkan adanya representasi titik yang sama. Misalkan ambil S, =
{vi,v5}, hal yang sama akan terjadi yaitu r(vs|S,) = r(v,1S,) = ((1,1), (6,6)),
maka S, bukan merupakan himpunan pembeda dan bukan basis bi-metrik.

Selanjutnya, misalkan ambil S; = {v,, v3, v¢} representasi titiknya adalah :

T(Vz |Sl) = ((0' 1' 2): (71 6' 6))! T(U4|Sl) = ((11 1' 2)1 (6' 6' 6))’
T(U3 |Sl) = ((0' 1' 2): (6, 7' 6))’ 7‘(”5 |Sl) = ((1) 1, 2): (6! 6' 5))1
r(v6|51) = ((2' 2' 0)! (61 6' 7))’ T(U7|51) = ((21 21 1)! (6' 6! 6))

r(vllsl) = ((1P 1; 1)) (6P 6; 6))1
Karena representasi titik semua berbeda untuk S; = {v,,v3 v}, maka S;

merupakan himpunan pembeda. Maka, dimensi bi-metrik pada graf G adalah 3 atau
Br(G) = 3.



BAB 3. METODE PENELITIAN

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai metode yang digunakan untuk
mendapatkan dimensi metrik dan bi-metrik pada graf dumbbell D, ,, 5. Penelitian
ini digolongkan ke dalam penelitian eksploratif yang bertujuan untuk memperdalam
pengetahuan dan mencari ide-ide baru, serta hasil dari penelitian ini dapat dijadikan
sebagai dasar penelitian selanjutnya. Metode yang digunakan dalam penelitian ini
adalah sebagai berikut :

a. Metode pendeteksian pola (pattern recognition) yaitu mencari pola untuk
mendapatkan nilai dimensi metrik dan bi-metrik dengan himpunan pembeda
terhubung, sehingga diperoleh nilai kardinalitas minimum dengan koordinat
titik yang berbeda.

b. Metode deduktif aksiomatik merupakan metode penelitian yang menggunakan
pembuktian aksioma dan teorema yang telah ada untuk memecahkan masalah.

3.1 Data Penelitian dan Penotasian Titik

Penelitian ini menggunakan graf dumbbell D, ,, , dan D, ,, 5. Penelitian yang
pertama graf dumbbell D, ,, , Yaitu graf yang dibentuk dari 2 graf cycle C,, dan C,
yang dihubungkan oleh suatu graf lintasan P, dengan titik-titik ujung dari graf
lintasan P, adalah salah satu titik dari masing-masing graf cycle. Banyaknya titik
pada graf dumbbell adalah m + n + q — 2, sedangkan banyaknya sisi adalah m +
n + q — 1. Penotasian titik pada graf dumbbell yaitu V(G) = {x;|]1 <i <m} U
{yjl1 <j<q}u{zll <k <n} dan penotasian sisi pada graf dumbbell yaitu
E(G) ={xix;41|11<i<m-1}U {y]-yj+1|1 <j<q-1U{zizq 1<k <
n — 1}, dengan x; dan z, adalah titik pada graf cycle, dan y; adalah titik pada graf

lintasan.
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Gambar 3.1 Graf dumbbell Dy, », 4

Penelitian selanjutnya graf dumbbell Dy, ,, , Yaitu graf yang dibentuk dari
3 graf cycle Cy,, Cy, dan C,, yang dihubungkan oleh suatu graf lintasan P,y dan P;’.
Dengan titik-titik ujung dari graf lintasan P; adalah salah satu titik dari graf cycle
Crm. lalu graf cycle Cy; dihubungkan oleh graf lintasan ;" yang mana titik ujungnya
merupakan salah satu titik graf cycle C,. Banyaknya titik pada graf dumbbell
Dymngq adalah m'+m"” +n+q' +q"" — 4, sedangkan banyaknya sisi adalah
m' +m"” +n+q' + q"" — 2. Penotasian titik pada graf dumbbell yaitu V(G) =
x/l1<i"<m'}u {y;|1 <j <qjuf{x/l1<i”"<m"}u {y;'|1 <j"<q}u
{zx|1 <k <n} dan penotasian sisi pada graf dumbbell vyaitu E(G) =
rixiall <" <sm' =B u{yjyja|l <j <q-1u{x'xu1<i”" <m” -
13Uyl <j" <q—=13U{zxz,41]11 < k <n— 1}, dengan x{,x;" dan z

adalah titik pada graf cycle, dan y;

idan y;" adalah titik pada graf lintasan.

x5 X1 Xq X2 Zq Z2
°o----@  #-- o -4
’ \ \
’ \\ \
)/ ’ \ 1 \\
¢ ’ Y2 ron md Y2 " g b
'\ xm=y1 - yq:xm }’1/‘—.- yq: n );
n
Y
N Yg-1 )/ Yq-1 ’
\ ’ ’
\ / ’
Y ----- ° o----®
x_;n_l X m-1 n—-1

Gambar 3.2 Graf dumbbell D,y 4
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3.2 Mengklaim B(G) = k dan B,(G) = k
Untuk mengklaim B(G) = k dan 8, (G) = k dilakukan 2 cara yaitu dengan
menunjukkan B(G) = k, B,(G) = k sebagai batas bawah dan $(G) < k, B,(G) <

k sebagai batas atas dengan k asumsikan sebagai bilangan hasil dari kardinalitas

minimum dimensi metrik dan bi-metrik.

a. Pembuktian S(G) = k dan B,(G) = k. B(G) = k dan B,(G) = k digunakan
untuk menentukan batas bawah dimensi metrik dan bi-metrik yang
menggunakan metode deduktif aksiomatik yaitu pembuktian lemma dan
teorema. Sesuai Teorema 2.4.1. mengakibatkan (G) = 1 dan B,(G) = 1 atau
analisis struktur graf dumbbell.

b. Pembuktian 8(G) < k dan B8, (G) < k. Berdasarkan pengertian dimensi metrik
dan bi-metrik pada subbab 2.3 dan 2.5, untuk menentukan batas atas dimensi
metrik dan bi-metrik pada graf G kurang dari sama dengan k, dapat dilakukan
dengan mengkonstruksi himpunan pembeda S = {sy, S5, ..., S} dengan S € G
dan membuktikan bahwar(u|S) # r(v|S) untuk u, v € V(G). Oleh karena itu,
sesuai definisi bahwa B(G) dan B, (G) merupakan kardinalitas minimum dari
himpunan pembeda maka B(G) < k dan B,(G) < k. Untuk membuktikan
bahwa B(G) < k dan B8, (G) < k, dilakukan langkah-langkah sebagai berikut :
1. Menentukan graf yang akan diteliti;

2. Menotasikan himpunan titik pada graf dumbbell yaitu {(x, x5, ..., Xp),
(21,22, s Zn), V1, Y20 s Yg) §i

3. Memilih subset S dari V;

4. Merepresentasikan setiap titik pada graf dumbbell terhadap S yaitu r(v|S)
untuk setiap v anggota dari S;

5. Mendapatkan himpunan pembeda jika r(u|S) # r(v|S) untuk u,v €
V(G) dengan u # v, maka S merupakan himpunan pembeda. Jika

r(ulS) = r(v|S) maka kembali untuk memilih subset S dari V.
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3.3 Observasi Penelitian
Pada bagian ini peneliti ingin mencari hasil dimensi metrik dan dimensi bi-

metrik pada graf D,, ,, ;. Dari penjelasan langkah-langkah penelitian di atas, berikut

hasil observasi awal peneliti :
X1 Z1

V1 Y2

Xy Zy
Gambar 3.3 Graf dumbbell D3 5 ,
Gambar 3.2 menunjukkan observasi awal pada graf dumbbell D3 5 ,. Langkah yang
pertama akan mencari nilai dimensi metrik dari graf dumbbell D5 5 , yaitu dengan
memilih himpunan titik S = {x;,y;}. Karena pada graf dumbbell D 3, terdapat
representasi yang sama yaitu r (z,1S) = r (z,|S) = (3,2), maka S bukan merupakan
himpunan pembeda. Selanjutnya, memilih himpunan titik yang lain yaitu S =
{x1,z,}, diperoleh representasi semua titik pada graf dumbbell D;; , terhadap S

sebagai berikut :

r (x115) =(0,3), r (:18) = (1,2),
r (z115) = (3.0), r (¥215) = (2.1),
r (x215) = (1.3), r (2,15) = (3,1).

Karena setiap titik pada graf dumbbell D5 5 , mempunyai representasi yang berbeda,
maka S merupakan himpunan pembeda. Dengan demikian, ,8(D3’3,2) =2dan S =

{x1, z,} merupakan himpunan pembeda dan basis metrik.

Langkah yang kedua akan mencari dimensi bi-metrik dari graf dumbbell Ds 3 ,,
yaitu dengan memilih himpunan titik S = {x;, y;}. Karena pada graf dumbbell
D5 3, terdapat representasi yang sama yaitu r (z,|S) = r (2;1S) = ((3,2), (5,3)),
maka S bukan merupakan himpunan pembeda. Selanjutnya, memilih himpunan titik
yang lain yaitu S = {x,, z,}, diperoleh representasi semua titik pada graf dumbbell

Ds 3 , terhadap S sebagai berikut :
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r (X1|S) = ((0!3)’ (3!5))’ r (ylls) = ((1’2)1 (2v3))’
7 (2115) = (3,0), (5.3)), r (v219) = ((2.1), (3,2)),
r (XZIS) = ((1’3)! (215))1 r (Z2|S) = ((311)1 (5’2))

Karena setiap titik pada graf dumbbell D5 5 , mempunyai representasi yang berbeda,
maka S merupakan himpunan pembeda. Dengan demikian, £, (D3,3,2) =2danS =
{x1, z;} merupakan himpunan pembeda.

Berdasarkan langkah-langkah penelitian di atas, berikut adalah skema penelitian
yang ditunjukkan pada Gambar 3.3 sebagai berikut :



Menotasikan setiap titik pada graf D, ,, 4 yaitu
V ={(x1, %2, s Xm, )y V1, Y20 o Vg)» (21, Z2, e Z) }

|

Memilih subset S dari V <

|

Merepresentasikan setiap titik pada graf Dy, ,,
terhadap S yaitu r(v|S) untuk setiap v anggota S

Apakah r(ulS) =
r(v|S), untuk u,v €

V(G) dengan u # v? Ya

S adalah himpunan pembeda pada graf Dy, ,, 4

Gambar 3.4 Skema mendapatkan himpunan pembeda pada suatu graf

15



BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat
disimpulkan bahwa diperoleh 4 teorema dimensi metrik dan bi-metrik pada graf
dumbbell, diantaranya :
a. Dimensi metrik pada graf dumbbell dalam penelitian ini adalah
IB(Dm,n,q) =2

(D ) _ {2 untuk m dan n ganjil
B(D2mpnq) = 3 untuk m dann genap

b. Dimensi bi-metrik pada graf dumbbell dalam penelitian ini adalah

Bp (Dm,n,q) =2

Bo(Damna) = {

2 untuk m dan n ganjil
3 untuk mdanngenap

5.1 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai dimensi metrik dan bi-metrik pada
graf dumbbell D, », ,, peneliti memberikan saran kepada pembaca atau peneliti lain
agar dapat mengembangkan penelitian dimensi metrik dan bi-metrik pada graf

lainnya.
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