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Operator matriks Hermitian adalah salah satu bentuk operator atau instruksi 

berupa matriks yang mempunyai sifat Hermitian, dengan syarat utama berupa 

operator matriks yang digunakan merupakan matriks bujur sangkar (matriks 

dengan ordo n × n) yang mempunyai nilai determinan yang sama dengan nol. 

Penyelesaian terhadap persoalan eigen operator matriks hermitian menghasilkan 

nilai sistem eigen, yaitu suatu bentuk penyelesaian akhir berupa kumpulan dari 

beberapa macam komponen variabel, diantaranya nilai eigen dan fungsi eigen atau 

vektor eigen. Tujuan utama dari penelitian ini adalah menentukan solusi lengkap 

sistem eigen operator matriks hermitian dengan metode analitik dan diagonalisasi 

matriks ordo 𝑛 × 𝑛. 

Jenis penelitian ini adalah basic research pada bidang fisika teori berupa 

pengembangan teori mekanika kuantum. Penelitian ini dilakukan di Laboratorium 

Fisika Lanjut, Program Studi Pendidikan Fisika, Fakultas Keguruan dan Ilmu 

Pengetahuan, Universitas Jember. Sumber data yang digunakan dalam penelitian 

ini bersumber dari buku, jurnal, dan internet tentang persoalan eigen, operator 

matriks hermitian, metode analitik, metode diagonalisasi matriks, dan sistem 

eigen. Metode penyelesaian persoalan eigen dalam penelitian ini yaitu 

menggunakan metode analitik dan diagonalisasi matriks terhadap operator matriks 

hermitian berordo 2×2, ordo 3×3, dan ordo 4×4 dengan bilangan penyusunnya 

berupa bilangan riil rasional. Setelah didapatkan solusi lengkap sistem eigen, 

kemudian hasilnya dianalisis terhadap hasil yang dijadikan sebagai validasi dan 

dilakukan pembuktian. Desain penelitian yang digunakan diantaranya tahap 

persiapan, tahap pengembangan teori, tahap hasil pengembangan teori, tahap 

validasi hasil pengembangan teori, tahap pembahasan, dan tahap kesimpulan. 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 
 

viii 
 

Berdasarkan hasil penelitian, setiap persoalan eigen operator matriks 

hermitian mempunyai penyelesaian nilai eigen dan fungsi eigen/vektor eigen 

sebanyak jumlah ordo operator matriks, dimana dari satu nilai eigen dan fungsi 

eigen/vektor eigen membentuk satu penyelesaian sistem eigen. Metode analitik 

lebih efisien digunakan dalam penyelesaian persoalan eigen operator matriks 

hermitian berordo 2 × 2, sedangkan metode diagonalisasi matriks lebih efisien 

digunakan dalam penyelesaan persoalan eigen operator matriks hermitian berordo 

3 × 3  atau lebih. Penyelesaian terhadap persoalan eigen operator matriks 

hermitian menggunakan metode analitik dengan ordo matriks yang semakin besar 

mempunyai prosedur penyelesaian yang lebih panjang dan kompleks jika 

dibandingkan dengan metode diagonalisasi matriks. 

 

  

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 
 

ix 
 

PRAKATA 

 

Puji syukur ke hadirat Allah SWT. atas segala rahmat dan karunia-Nya 

sehingga penulis dapat menyelesaikan skripsi yang berjudul “Solusi Lengkap 

Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian dengan Metode Analitik dan 

Diagonalisasi Matriks”. Skripsi ini disusun untuk memenuhi salah satu syarat 

menyelesaikan pendidikan strata satu (S1) pada program studi Pendidikan Fisika 

Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan Universitas Jember. 

Penyusunan skripsi ini tidak lepas dari bantuan berbagai pihak. Oleh 

karena itu, penulis menyampaikan terima kasih kepada: 

1. Prof. Drs. Dafik, M.Sc., Ph.D., selaku Dekan Fakultas Keguruan dan Ilmu 

Pendidikan Universitas Jember yang telah memberikan fasilitas sehingga 

skripsi ini dapat selesai; 

2. Dr. Dwi Wahyuni, M.Kes., selaku Ketua Jurusan Pendidikan MIPA yang 

telah memberikan fasilitas sehingga penulis dapat menyelesaikan skripsi ini; 

3. Drs. Trapsilo Prihandono, M.Si., selaku Dosen Pembimbing Akademik yang 

telah membimbing selama penulis menjadi mahasiswa; 

4. Drs. Bambang Supriadi, M.Sc., selaku Dosen Pembimbing Utama dan Dr. 

Yushardi, S.Si., M.Si., selaku Dosen Pembimbing Anggota yang telah 

meluangkan waktu dan pikiran serta perhatiannya guna memberikan 

bimbingan dan pengarahan demi terselesaikannya penulisan skripsi ini; 

5. Drs. Sri Handono Budi Prastowo, M.Si., selaku Dosen Penguji Utama dan 

Drs. Albertus Djoko Lesmono, M.Si., selaku Dosen Penguji Anggota yang 

telah meluangkan waktu dan pikirannya guna memberikan pengarahan demi 

terselesaikannya penulisan skripsi ini; 

6. Drs. Alex Harijanto, M.Si., selaku Kepala Laboratorium Fisika yang telah 

memberikan ijin tempat sehingga penelitian saya dapat terselesaikan; 

7. Ayahanda Asid, Ibunda Tasri, Kakak Mustakim, Kakak Ipar Sri Wahyu 

Ningsih, dan anggota keluarga lainnya yang telah memberikan dorongan dan 

doanya demi terselesaikannya skripsi ini; 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 
 

x 
 

8. Pak Zain, Vela, Fitroh, Tutut, Melvin, Rico, dan Huda yang selalu 

memberikan do’a dan semangat dalam berdiskusi bersama tentang mekanika 

kuantum; 

9. Bunda Hartatik, Selly, Faizah, Nelly, Linda, Uswatun, Firdaus, Mila, A’an, 

Yeni, Khaluluk, Henik, keluarga Kos Orange, keluarga Pendidikan Fisika 

2015, dan keluarga KSR PMI Unit Universitas Jember yang telah 

memberikan bantuan, dukungan, dan selalu melatih kesabaran kepada penulis; 

10. Serta pihak-pihak lain yang tidak dapat disebutkan satu-persatu yang telah 

memberikan kontribusi dan bantuannya demi kelancaran pengerjaan skripsi 

ini. 

Penulis juga menerima kritik dan saran dari seua pihak demi 

kesempurnaan skripsi ini. Akhirnya penulis berharap, semoga skripsi ini dapat 

bermanfaat. 

 

 

       Jember, April 2019 

       Penulis  

  

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 
 

xi 
 

DAFTAR ISI 

 

Halaman 

HALAMAN JUDUL .............................................................................................. i 

HALAMAN PERSEMBAHAN ........................................................................... ii 

HALAMAN MOTTO .......................................................................................... iii 

HALAMAN PERNYATAAN .............................................................................. iv 

HALAMAN PEMBIMBINGAN .......................................................................... v 

HALAMAN PENGESAHAN .............................................................................. vi 

RINGKASAN ...................................................................................................... vii 

PRAKATA...... ...................................................................................................... ix 

DAFTAR ISI.. ....................................................................................................... xi 

DAFTAR GAMBAR ........................................................................................... xii 

DAFTAR LAMPIRAN ...................................................................................... xiv 

 

BAB 1. PENDAHULUAN .................................................................................... 1 

1.1 Latar Belakang .............................................................................. 1 

1.2 Rumusan Masalah ......................................................................... 4 

1.3 Tujuan Penelitian .......................................................................... 5 

1.4 Batasan Masalah ............................................................................ 5 

1.5 Manfaat Penelitian ........................................................................ 5 

BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA ........................................................................... 6 

2.1 Persoalan Eigen ............................................................................. 6 

2.1.1 Nilai dan Fungsi Eigen ........................................................... 7 

2.1.2 Vektor Eigen .......................................................................... 9 

2.2 Operator ......................................................................................... 9 

2.2.1 Operator Eigen ..................................................................... 10 

2.2.2 Operator Hermitian .............................................................. 10 

2.2.2 Operator Matriks .................................................................. 12 

2.2.3 Operator Matriks Hermitian ................................................. 14 

2.3 Metode Analitik ........................................................................... 14 

2.4 Metode Diagonalisasi Matriks .................................................... 15 

2.5 Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian .............................. 15 

2.5.1 Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian dengan Metode 

Analitik................................................................................. 16 

2.5.2 Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian dengan Metode 

Diagonalisasi Matriks .......................................................... 16 

BAB 3. METODE PENELITIAN ...................................................................... 17 

3.1 Jenis, Waktu, dan Tempat Penelitian ........................................ 17 

3.2 Definisi Operasional .................................................................... 17 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 
 

xii 
 

3.3 Langkah Penelitian ...................................................................... 18 

3.4 Teori Hasil Pengembangan ......................................................... 20 

3.5 Validasi Hasil Pengembangan Teori .......................................... 23 

BAB 4. PEMBAHSAN ........................................................................................ 25 

4.1 Hasil Penelitian ............................................................................ 25 

4.1.1 Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian Bujur Sangkar 

Berordo 2 × 2 ...................................................................... 25 

4.1.2 Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian Bujur Sangkar 

Berordo 3 × 3 ...................................................................... 29 

4.1.2 Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian Bujur Sangkar 

Berordo 4 × 4 ...................................................................... 35 

4.2 Pembahasan ................................................................................. 43 

BAB 5. PENUTUP ............................................................................................... 48 

5.1 Kesimpulan .................................................................................. 48 

5.2 Saran ............................................................................................. 48 

 

DAFTAR PUSTAKA...........................................................................................49 

LAMPIRAN..........................................................................................................51 

 

 

  

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 
 

xiii 
 

DAFTAR GAMBAR 

 

Halaman 

Gambar 3.1 Bagan Langkah-langkah Penelitian ................................................... 18 

 

  

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


 
 

xiv 
 

DAFTAR LAMPIRAN 

 

Halaman 

Lampiran A  Matriks Penelitian ......................................................................... 51 

 

Lampiran B  Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian Bujur Sangkar Berordo 

2 × 2 .............................................................................................. 52 

 

Lampiran C  Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian Bujur Sangkar Berordo 

3 × 3 .............................................................................................. 57 

 

Lampiran B  Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian Bujur Sangkar Berordo 

4 × 4 .............................................................................................. 65 

 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


BAB 1. PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Secara umum, Fisika digolongkan menjadi 2, yaitu Fisika Klasik dan Fisika 

Kuantum. Fisika Klasik lebih banyak membahas tentang Mekanika Klasik, 

Termodinamika, Elektrodinamika, dan sebagainya. Teori Fisika Klasik tersusun 

dari pengamatan dan peristiwa yang bersifat makroskopis dengan asumsi bahwa 

partikel dan gelombang adalah dua pokok bahasan yang saling terpisah. Dalam 

perkembangannya, teori Fisika Klasik mengalami krisis akibat adanya beberapa 

penemuan dan peristiwa yang tidak dapat dijelaskan oleh teori Fisika Klasik 

(Purwanto, 2016:3). Beberapa penemuan dan peristiwa yang melatarbelakangi 

kegagalan Mekanika Klasik adalah peristiwa radiasi benda hitam (spektrum 

radiasi termal dari suatu benda pada suhu yang sangat tinggi), peristiwa efek 

fotolistrik (peristiwa pemancaran elektron dari permukaan logam yang disinari 

cahaya), dan efek compton (peristiwa hamburan cahaya oleh elektron). Pada tahun 

1924, Louis de Broglie mengusulkan konsep dualisme gelombang sebagai bentuk 

penyelenyesaian dari permasalahan Fisika Klasik (Shiff, 1968:3). Hal inilah yang 

menjadi awal dari munculnya teori Fisika Kuantum. Teori Fisika Kuantum 

tersusun dari pengamatan dan peristiwa yang bersifat mikroskopis, yang lebih 

banyak membahas mengenai Fisika Atom, Fisika Inti, Mekanika Kuantum, Teori 

Relativitas Einstein, dan sebagainya. 

Definisi, hukum, prinsip, konsep, dan fakta dalam kajian Fisika Klasik 

maupun Fisika Kuantum lebih banyak disajikan dalam bentuk hubungan 

matematis, sedangkan pemahaman tentang fenomena Fisika dapat ditunjukkan 

melalui pendekatan secara empiris menggunakan percobaan dan juga melalui 

pendekatan secara matematis. Pendekatan secara empiris melalui percobaan, 

umumnya dilakukan untuk memperoleh pemahaman konsep Fisika Klasik. Salah 

satu contohnya adalah melakukan percobaan konstanta pegas untuk memahami 

fenomena Fisika bahasan Elastisitas. Pendekatan secara matematis, umumnya 

dilakukan untuk memperoleh pemahaman konsep Fisika Kuantum. Salah satu 

contohnya adalah analisis terhadap kasus-kasus yang disajikan dalam Mekanika 
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Kuantum, seperti perhitungan analitik untuk menyelesaikan persoalan eigen. Hal 

ini membutuhkan pemahaman Matematika secara mendalam, dengan harapan 

simbol-simbol dan konsep-konsep yang cenderung matematis tidak memberikan 

kesulitan yang berarti (Sugiyono, 2016: 7).  

Persoalan eigen dalam Fisika mencakup operator, nilai eigen, dan fungsi 

eigen. Salah satu landasan dasar dalam mempelajari sistem eigen adalah vektor. 

Vektor dalam suatu operator dapat berbentuk vektor kolom dan vektor baris yang 

membentuk suatu matriks (Sugiyono, 2016:11). Matriks dapat bertindak sebagai 

salah satu bentuk operator, yaitu suatu bentuk instruksi matematis yang mampu 

merubah bentuk suatu fungsi menjadi fungsi lain, akibat mengenai fungsi tersebut. 

Operator yang digunakan untuk menyelesaikan persoalan eigen dalam hal ini 

disebut operator matriks hermitian (Purwanto, 2016:121). 

Penentuan solusi lengkap dari persoalan eigen operator matriks hermitian 

menggunakan persamaan umum Eigen (Sugiyono, 2016:24-27). Penyelesaian 

persoalan eigen dalam Fisika Kuantum tidak dapat dikatakan mudah, karena 

dalam penyelesaiannya membutuhkan prosedur yang rumit dengan aturan-aturan 

tertentu agar didapatkan solusi yang diinginkan. Terdapat berbagai metode untuk 

menyelesaikan solusi lengkap sistem eigen. Pertama, metode kuasa invers, metode 

ini cenderung digunakan apabila operator matriksnya berupa matriks simetris 

negatif. Kekurangan dari metode ini adalah akan diperoleh nilai galat (nilai error) 

yang besar ketika matriks yang digunakan berupa matriks simetris positif 

(Andriani, 2011:12). Kedua, metode pangkat invers, metode ini cenderung 

digunakan apabila operator matriksnya berupa himpunan bilangan dengan nilai 

imajiner (Aryani & Humairoh, 2015:444). Ketiga, metode pangkat berbantuan 

software, metode ini dapat digunakan untuk mendapatkan nilai eigen secara lebih 

cepat. Namun kekurangan dari metode ini adalah tergantung nilai error (nilai galat) 

yang didapatkan, semakin kecil nilai error maka iterasinya akan semakin banyak 

yang menyebabkan penyebaran datanya semakin melebar, sedangkan apabila nilai 

error besar maka data yang didapatkan menjadi semakin tidak valid (Chandra & 

Kusniati, 2016:36). Selain ketiga metode di atas, terdapat metode analitik dan 

metode diagonalisasi yang lebih umum digunakan dalam menyelesaikan persoalan 
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eigen. Kelebihan penggunaan metode analitik dan metode diagonalisai apabila 

dibandingkan dengan metode sebelumnya adalah metode penyelesaiannya 

dilakukan melalui langkah-langkah perhitungan yang sistematis, meskipun 

prosesnya panjang dan rumit, namun memberikan solusi akhir berupa nilai eksak 

(Hasan, 2015:2).  

Persamaan umum Schrodinger adalah salah satu permasalahan yang 

berkaitan dengan nilai eigen (Onate et al., 2017:339). Persamaan Schrodinger 

biasanya digunakan untuk menggambarkan suatu keadaan yang tidak dapat 

dijelaskan pada Mekanika Klasik dan dapat digunakan untuk menyelesaikan 

berbagai persoalan yang sifatnya mikroskopis (Rahmayani et al., 2014:17). 

Persamaan Schrodinger menjadi landasan dasar dalam Mekanika Kuantum 

(Supriadi et al., 2017). Ada kalanya perolehan nilai energi E merupakan bentuk 

dari nilai eigen, sedangkan untuk fungsi gelombangnya menggambarkan fungsi 

eigen dan operator dari fungsi eigen. Berdasarkan karakteristik umum dari fungsi 

gelombangnya, persamaan Schrodinger digolongkan menjadi 2 yaitu persamaan 

Schrodinger bergantung waktu (gayut waktu) dan persamaan Schrodinger tak 

bergantung waktu (bebas waktu atau dalam keadaan tunak) (Supriadi et al., 

2018:1).  

Pada penelitian sebelumnya, terdapat beberapa penelitian yang berkaitan 

dengan sistem eigen operator matriks hermitian, antara lain: Nurhasimah (2013) 

menunjukkan bahwa penyelesaian terhadap persoalan matriks hermitian ordo 

3 × 3  dapat diselesaikan dengan metode diagonalisasi matriks. Penyelesaian 

akhirnya berupa pemaparan dari matriks diagonal dengan nilai diagonalisasinya 

berupa perolehan nilai eigen; Ning et al. (2010) tentang Incremental Spectral 

Clustering by Efficiently Updating the Eigen System menyimpulkan bahwa suatu 

matriks atau suatu vektor dapat mempengaruhi hasil dari sistem nilai eigen; dan 

Sari (2015) menyimpulkan bahwa metode diagonalisai matriks dapat 

menyelesaikan persoalan eigen operator matriks tridiagonal (berordo 3 × 3 ) 

dengan hasil berupa perolehan nilai eigen dan vektor eigen.  

Konsep operator hermitian dan sistem eigen mampu memberikan kontribusi 

besar pada perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi. Dalam bidang ilmu 
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pengetahuan, pendekatan distribusi operator hermitian sangat membantu dalam 

mempelajari quantum tunneling (Maji, 2016:1). Dalam bidang teknologi, metode 

diagonalisasi pada operator matriks hermitian memberikan manfaat sebagai 

pengamanan pesan rahasia (Nurhasimah, 2013:1). Selain itu, pengaplikasian 

matriks dalam kehidupan sehari-hari adalah untuk mengetahui adanya perbedaan 

genotip dari seseorang, menganalisis sumber suara, dan memerankan peran dalam 

proses kerja dari sistem tenaga listrik PSS (Power System Stabilizier). 

Fokus utama kajian dan pembaharuan dalam penelitian ini adalah 

penggunaan 2 macam metode yang berbeda dalam menyelesaikan persoalan eigen, 

yaitu metode analitik dan metode diagonalisasi matriks. Kelebihan dari penelitian 

ini adalah hasil akhir dari penelitian ini, yaitu berupa pemaparan solusi lengkap 

sistem eigen berupa nilai eigen dan fungsi eigen atau vektor eigen. Hal ini 

menjadi salah satu kelebihan dari penelitian ini karena penelitian sebelumnya baru 

sampai pada penentuan nilai eigen saja, seperti yang telah dilakukan oleh Sari 

(2015). Selain itu, pada penelitian ini akan digunakan matriks dengan ordo 2×2, 

ordo 3×3, dan ordo 4×4. Penerapan jumlah ordo yang semakin besar akan 

membutuhkan perhitungan yang semakin kompleks dan rumit.  

Berdasarkan uraian tentang perkembangan ilmu fisika, kaitan antara 

matematika dan fisika dalam mekanika kuantum, pengenalan matriks, operator 

matriks hermitian, dan pemaparan mengenai penelitian sebelum-sebelumnya, 

sehingga perlu adanya penelitian lebih lanjut mengenai penyelesaian sistem eigen 

operator matriks hermite dengan judul Solusi Lengkap Sistem Eigen Operator 

Matriks Hermitian dengan Metode Analitik dan Diagonalisasi Matriks. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, maka dapat dirumuskan 

suatu permasalahan, yaitu: Bagaimana solusi lengkap sistem eigen operator 

matriks hermitian dengan metode analitik dan diagonalisasi matriks ordo 𝑛 × 𝑛 ? 
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1.3 Tujuan 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah menentukan solusi lengkap sistem 

eigen operator matriks hermitian dengan metode analitik dan diagonalisasi 

matriks ordo 𝑛 × 𝑛. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Adapun batasan-batasan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut. 

a. Operator yang digunakan berupa operator matriks hermitian. 

b. Entri-entri bilangan penyusun operator matriks hermitian yang digunakan 

berupa bilangan bebas riil rasional. 

c. Penggunaan angka nol hanya pada diagonal utama atau diagonal sekunder saja, 

tidak pada keduanya. 

d. Hasil diskriminan matriks bernilai lebih dari nol. 

e. Metode penyelesaian yang digunakan fokus pada metode analitik dan metode 

diagonalisasi matriks. 

f. Ordo matriks yang digunakan adalah matriks ordo 2×2, 3×3, dan 4×4. 

 

1.5 Manfaat 

Manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut. 

a. Bagi peneliti, dapat menambah wawasan, pengetahuan, dan pengalaman 

tentang Mekanika Kuantum dan Fisika Kuantum tentang solusi lengkap 

terhadap operator matriks hermitian dengan metode penyelesaian yang lebih 

dari satu, selain itu dapat menjadi acuan dan pertimbangan untuk melakukan 

eksperimen dan pengembangan dengan tema yang serupa di masa depan. 

b. Bagi Pembaca, dapat menjadi sumber belajar dalam mempelajari Fisika 

Kuantum dan Mekanika Kuantum pokok bahasan solusi lengkap sistem eigen 

dengan 2 metode penyelesaian yang berbeda dan dapat menjadi referensi serta 

acuan untuk melakukan penelitian lebih lanjut tentang tema yang serupa. 

c. Bagi Lembaga, dapat memberikan tambahan referensi untuk kegiatan 

pembelajaran di perkuliahan tentang operator matriks hermitian dan sistem 

eigen. 
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Persoalan Eigen 

Operator 𝑄  yang bekerja pada fungsi 𝜑  akan berlaku persamaan eigen 

sebagai berikut. 

𝑄𝜑 = 𝑎𝜑        (2.1) 

dengan 𝑎  adalah bilangan dan 𝜑  adalah suatu fungsi, masing-masing disebut 

sebagai nilai eigen dan fungsi eigen dari operator 𝑄. Apabila hanya terdapat satu 

buah fungsi eigen untuk setiap satu buah nilai eigen, yaitu 

𝑄𝜑 = 𝑎𝜑  

𝑄𝜓 = 𝑏𝜓        (2.2) 

dengan 𝑎 ≠ 𝑏 dan 𝜑 ≠  𝜓, maka sistemnya dapat dikatakan sebagai sistem non-

degenerasi. Sedangkan apabila terdapat lebih dari satu buah fungsi eigen untuk 

satu buah nilai eigen, yaitu 

𝑄𝜑 = 𝑎𝜑  

𝑄𝜓 = 𝑎𝜓        (2.3) 

maka sistemnya dikatakan sebagai sistem degenerasi, meskipun 𝜑 ≠  𝜓. 𝜑 dan 𝜓 

yang merupakan fungsi eigen degenerasi, sebagaimana persamaan (2.3), akan 

mempunyai kombinasi linier berupa fungsi eigen seperti pada persamaan (2.4) 

𝑄 (𝑐1𝜑 + 𝑐2∅) = 𝑐1𝑄𝜑 + 𝑐2𝑄∅ 

   = 𝑐1𝑎𝜑 + 𝑐2𝑎∅ 

   = 𝑎(𝑐1𝜑 + 𝑐2∅)     (2.4) 

Sehingga untuk setiap nilai eigen degenerasinya terdapat tak hingga fungsi eigen. 

Terdapat suatu kasus dalam persoalan eigen yang mana didapatkan nilai 

eigen b riil.  

𝑏∗ =  𝑏         (2.5) 

Atau  

𝑏∗ − 𝑏 = 0        (2.6) 

Persamaan (2.5) dan (2.6) berlaku dengan adanya suatu pertidaksamaan (𝜓, 𝜓) ≥

0, yang secara umum dituliskan sebagai berikut. 

∫𝜑𝑛
∗𝜑𝑛 𝑑𝑣 =  (𝜑𝑛, 𝜑𝑛)  ≠ 0      (2.7) 
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Formulasi tersebut didapatkan dari perhitungan berikut. 

0 = ∫(𝑏𝜑𝑛)∗ 𝜑𝑛 𝑑𝑣 − ∫𝜑𝑛
∗𝑏𝜑𝑛 𝑑𝑣 

= ∫(𝑏∗𝜑𝑛
∗)𝜑𝑛 𝑑𝑣 − ∫𝜑𝑛

∗𝑏𝜑𝑛 𝑑𝑣 

= (𝑏∗ − 𝑏) ∫𝜑𝑛
∗𝜑𝑛 𝑑𝑣 

= 0 

Dengan menggunakan persamaan (𝐻𝜑𝑚, 𝜑𝑛) =  (𝜑𝑚, 𝐻𝜑𝑛) dan dari dua 

persamaan eigen untuk 𝜑𝑚, 𝜑𝑛 serta nilai eigen riil dari 𝐻, maka 

(𝐻𝜑𝑚, 𝜑𝑛) = 𝑎(𝜑𝑚, 𝜑𝑛) 

(𝜑𝑚, 𝐻𝜑𝑛) =  𝑏(𝜑𝑚, 𝜑𝑛) 

Atau 

(𝑎 − 𝑏)(𝜑𝑚, 𝜑𝑛) = 0 

Karena 𝑎 ≠ 𝑏 untuk 𝑚 ≠ 𝑛 maka 

(𝜑𝑚, 𝜑𝑛) = 0 

Karena itu, berlaku persamaan (2.8) yang menunjukkan 𝜑𝑚, 𝜑𝑛 ortogonal. 

(𝜑𝑚, 𝜑𝑛) = 𝑐𝛿𝑚𝑛       (2.8) 

 

2.1.1 Nilai dan Fungsi Eigen 

Fungsi hasil operasi suatu operator dapat berupa kelipatan konstanta dari 

fungsi asalnya, atau dapat dituliskan dalam persamaan berikut. 

𝑄̂ψ (𝑟, 𝑡) =  𝜆𝜓(𝑟, 𝑡)       (2.9) 

Pada kasus ini, 𝜓(𝑟, 𝑡)  disebut fungsi eigen (eigen-function atau fungsi 

karakteristik), dan λ disebut nilai eigen (eigen-value atau nilai karakteristik) dari 

operator 𝑄̂ (Sugiyono, 2016:24). Misalkan operator 𝑄̂ =  𝑑 𝑑𝑥⁄  maka nilai eigen 

dari sebuah fungsi 𝜓 (𝑥) =  𝑎 exp (λx) adalah (dengan catatan bahwa  λ dan 𝑎 

konstan): 

(λ𝜓 (𝑥)) = λ[𝑎 exp (λx) ] 

  = λ𝜓 (𝑥) 

Pada kasus tersebut, λ adalah nilai eigen operator d/dx yang berhubungan dengan 

fungsi eigen 𝑎𝑒λx. 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


8 
 

Sebuah fungsi eigen dapat memiliki nilai real atau nilai kompleks 

(mengandung bilangan imajiner). Persamaan 𝑄̂ψ (𝑟, 𝑡) =  𝜆𝜓(𝑟, 𝑡)  disebut 

persamaan yang mengandung fungsi eigen dari operator 𝑄̂. Suatu operator dapat 

memiliki beberapa fungsi eigen dengan nilai eigennya masing-masing, sehingga 

dapat ditulis persamaan: 

𝑄̂𝜓𝑛(𝑟, 𝑡) =  𝜆𝑛𝜓𝑛(𝑟, 𝑡)      (2.10) 

Jika fungsi tersebut berdegenerasi (degenerate), maka fungsi tersebut dapat 

dituliskan dalam bentuk umum, yaitu: 

𝜓 = ∑ 𝜆𝑛𝜓𝑛(𝑟, 𝑡)𝑛        (2.11) 

Kombinasi linier atau penjumlahan fungsi gelombang (atau keadaan) yang 

merupakan sebuah fungsi gelombang atau keadaan. Beberapa fungsi gelombang 

yang dipadukan akan menghasilkan satu fungsi gelombang tunggal. 

Pada beberapa kasus, sering dijumpai penerapan matriks untuk persoalan 

fungsi eigen dan nilai eigen, yang memenuhi persamaan: 

𝑄𝜓 = 𝜆𝜓        (2.12) 

Pada persamaan (2.12), 𝑄  adalah matriks bujur sangkar dan 𝜆  adalah bilangan 

saklar. Untuk solusi non-trivial yaitu 𝜓 ≠ 0, harga 𝜆 yang memenuhi persamaan 

itu adalah nilai eigen, atau nilai karakteristik dari matriks 𝑄  dan solusi yang 

bersesuaian dengan persamaan yang diberikan 𝑄𝜓 = 𝜆𝜓 disebut vektor eigen atau 

vektor karakteristik dari 𝑄. 

Jika persamaan (2.12) dinyatakan dalam bentuk sistem persamaan yang 

terpisah, maka diperoleh matriks: 

[
𝑞11 𝑞12

𝑞21 𝑞22
] [

𝜓1

𝜓2
] =  𝜆 [

𝜓1

𝜓2
] 

Matriks di atas dapat dijabarkan menjadi persamaan: 

𝑞11𝜓1 + 𝑞12𝜓2 =  𝜆𝜓1       (2.13) 

𝑞21𝜓1 + 𝑞22𝜓2 =  𝜆𝜓2       (2.14) 

Jika ruas kanan dipindahkan ke ruas kiri, maka persamaan (2.13) dan (2.14) 

menjadi: 

(𝑞11 −  𝜆)𝜓1 + 𝑞12𝜓2 =  0       (2.15) 

𝑞21𝜓1 + (𝑞22 −  𝜆)𝜓2 =  0       (2.16) 
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Dari persamaan (2.15) dan (2.16) kemudian ditulis dalam bentuk susunan matriks 

sebagai berikut.  

[
(𝑞11 −  𝜆) 𝑎12

𝑞21 (𝑎22 −  𝜆)
] [

𝜓1

𝜓2
] =  [

0
0
] 

Persamaan (2.12) berubah menjadi 𝑄𝜓 −  𝜆𝜓 =  0 atau (𝑄 −  𝜆𝐼)𝜓 =  0. Dalam 

kasus seperti ini, perlu adamya penyisipan matriks satuan ke dalam persamaannya, 

karena matriks hanya dapat dikurangi dengan matriks lagi. Agar sistem persamaan 

linier homogen mempunyai solusi yang memadai, maka haruslah |𝑄 −  𝜆𝐼| = 0. 

|𝑄 −  𝜆𝐼| disebut dengan determinan karakteristik dari operator 𝑄 dan |𝑄 −  𝜆𝐼| =

0 disebut dengan persamaan karakteristiknya. Penjabaran determinan-determinan 

tersebut akan menghasilkan sebuah polinomial berderajat n dan pemecahan 

persamaan karakteristiknya memberikan harga 𝜆 yang merupakan nilai eigen dari 

operator 𝑄 (Sani dan Kadri, 2017:107). 

 

2.1.2 Vektor Eigen 

Vektor eigen merupakan suatu bentuk vektor kolom yang diperoleh dari 

suatu matriks yang berordo 𝑛 × 𝑛 berdasarkan perolehan nilai eigen (Anton dan 

Rorres, 2004). Pada persamaan (2.12), nilai 𝜓 mengandung adanya vektor eigen. 

Vektor eigen mempunyai peran yang sama penting dalam proses diagonalisasi 

matriks. Sebuah matriks yang berbentuk bujur sangkar dapat memiliki vektor 

eigen lebih dari satu, tergantung dari seberapa banyak komponen diagonalnya. 

Matriks dengan ordo 2 × 2 mempunyai komponen diagonal sebanyak dua, dan 

mempunyai vektor eigen dari mariks ini juga sebanyak dua. Oleh karena itu, 

matriks dengan ordo 𝑛 × 𝑛 akan mempunyai vektor eigen sebanyak 𝑛 (Sugiyono, 

2016:28). 

 

2.2 Operator  

Operator merupakan suatu bentuk instruksi matematis yang mampu 

merubah bentuk suatu fungsi menjadi fungsi lain, akibat dikenakannya operator 

pada fungsi tersebut (Purwanto, 2016:110). Operator biasanya dilambangan dalam 
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bentuk huruf kapital. Kegunaan suatu operator adalah sebagai bentuk representasi 

variabel dinamis (observable) dalam mekanika kuantum. Variabel dinamis 

(observable) dalam mekanika kuantum dituliskan dalam bentuk operasi matematis, 

sedangkan dalam mekanika klasik dituliskan dalam bentuk suatu fungsi (Juwono, 

2017:131). Operator eigen, operator hermitian, dan operator matriks adalah 

beberapa operator yang ada dalam mekanika kuantum. 

 

2.2.1 Operator Eigen 

Persoalan eigen yang diformulasikan dalam persamaan (2.12) memberikan 

penjelasan bahwa di dalamnya tersusun atas operator eigen, nilai eigen, dan fungsi 

eigen (Sani dan Kadri, 2017). Operator eigen disimbolkan dengan menggunakan 

huruf kapital. Operator eigen yang digunakan dalam sistem eigen dapat berupa 

operator sembarang, misal operator hermitian, operator matriks, maupun operator 

lainnya. Melalui operator eigen, nilai eigen dan fungsi eigen ternormalisasi atau 

vektor eigen dapat diselesaikan, sehingga didapatkan penyelesaian akhir dari 

persoalan eigen. 

 

2.2.2 Operator Hermitian 

Setiap operator linier 𝑄̂  akan mempunyai konjugat hermitian berupa 𝑍̂ , 

sehingga berlaku persamaan (2.17) 

∫𝜓∗(𝑟, 𝑡)𝑄̂𝛷 (𝑟, 𝑡)𝑑𝜏 =  ∫ (𝑍̂𝜓(𝑟, 𝑡))
∗

𝛷 (𝑟, 𝑡)   (2.17) 

𝜓(𝑟, 𝑡)  dan 𝛷(𝑟, 𝑡)  adalah fungsi-fungsi sembarang, dan integral 𝑑𝜏  meliputi 

seluruh ruang. Apabila dalam suatu penyelesaian didapatkan hasil bahwa 𝑄̂ =  𝑍̂, 

maka dikatakan bahwa 𝑄̂  bersifat hermitian. Jadi, persamaan (2.17) dapat 

dinyatakan sebagai berikut. 

∫𝜓∗(𝑟, 𝑡)𝑄̂𝛷 (𝑟, 𝑡)𝑑𝜏 =  ∫ (𝑄̂𝜓(𝑟, 𝑡))
∗

𝛷 (𝑟, 𝑡)   (2.18) 

Syarat suatu operator hermitian dengan perangkat fungsi eigen yang 

ortogonal dinyatakan pada persamaan (2.19) berikut.  

∫𝛷𝑛
∗(𝑟, 𝑡)𝛷𝑚 (𝑟, 𝑡)𝑑𝜏 =  𝛿𝑚𝑛 = {

1 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑚 = 𝑛
0 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑚 ≠ 𝑛

   (2.19) 
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𝛿𝑚𝑛  adalah delta kronecker, dengan nilai sama dengan 1 apabila 𝑚 = 𝑛 dan 

bernilai 0 apabila 𝑚 ≠ 𝑛 . Perangkat fungsi ortogonal dapat dinormalisasi 

(menjadi perangkat fungsi ortonormal). Perangkat fungsi-fungsi ortonormal dapat 

dijadikan sebagai basis ruang fungsi atau ruang Hilbert, sehingga fungsi 

gelombang sembarang 𝛷(𝑟, 𝑡)  dapat diuraikan atas komponen-komponen pada 

fungsi basis tersebut, yang dinyatakan dengan persamaan (2.20) 

𝛷(𝑟, 𝑡) =  ∑ 𝑏𝑛𝑢𝑛 (𝑟, 𝑡)      (2.20) 

Pada persamaan (2.20), nilai b adalah nilai komponen 𝛷(𝑟, 𝑡) pada basis 𝑢𝑛
∗(𝑟, 𝑡), 

sehingga nilai b dapat dituliskan dalam bentuk persamaan berikut. 

𝑏𝑛 = ∫𝑢𝑛
∗(𝑟, 𝑡)𝛷 (𝑟, 𝑡)𝑑𝜏      (2.21) 

Perangkat fungsi-fungsi ortonormal bersifat bebas linier. Semua operator 

observabel bersifat hermitian, mempunyai perangkat fungsi eigen yang 

ortonormal dan memiliki nilai eigen yang real (Sani dan Kadri, 2017:116). 

Jika 𝑄̂ adalah operator linier yang mewakili besaran fisik Q dan 𝜓 adalah 

fungsi keadaan sistem, maka nilai rata-rata Q dapat dinyatakan dalam persamaan 

berikut. 

〈𝑄〉 =  ∫𝜓∗𝑄̂𝜓𝑑𝜏       (2.22) 

Nilai rata-rata selalu merupakan bilangan real, sehingga nilai 〈𝑄〉 =  〈𝑄〉∗. 

Sifat operator hermitian tersebut disebut sifat hermitian adjoint. Purwanto 

(2006:121) menyatakan bahwa syarat utama dari matriks hermitian adalah nilai 

dari operator konjugat hermitian (operator 𝑄†) akan bernilai sama dengan nilai 

operator awal (operator 𝑄). 

𝑄† = 𝑄 

Atau dapat dituliskan dalam persamaan : 

∫𝜓∗𝑄̂𝜓𝑑𝜏 =  ∫𝜓(𝑄̂𝜓)
∗
𝑑𝜏      (2.23) 

Menurut Sani dan Kadri (2017:117), 𝑄̂† adalah sebuah operator hermitian 

adjoint dari sebuah operator 𝑄̂ , apabila dua fungsi 𝜓 dan 𝜑  yang berharga 

berhingga, dan memenuhi aturan yang dituliskan pada persamaan (2.24) 

∫𝜓∗𝑄̂𝜑𝑑𝑉 =  ∫(𝑄̂†𝜓)
∗
𝜑 𝑑𝑉      (2.24) 

Operator hermitian juga mempunyai 2 sifat, diantaranya : 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


12 
 

a) (𝑄̂†)
†

= 𝑄̂         (2.25) 

b) (𝑄̂𝑍̂)
†

= 𝑍̂†𝑄̂†         (2.26) 

 

2.2.3 Operator Matriks 

Dua buah matriks dapat dijumlahkan atau dapat dikurangkan jika dua 

matriks tersebut memiliki bentuk baris dan kolom yang sama, misal ada 3 buah 

matriks sebagai berikut. 

𝐴 =  [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛

]  𝐵 =  [

𝑏11 𝑏12 … 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 … 𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑏𝑚1 𝑏𝑚2 … 𝑏𝑚𝑛

] 

𝐶 =  [

𝑐11 𝑐12 … 𝑐1ℎ

𝑐21 𝑐22 … 𝑐2ℎ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑔1 𝑐𝑔2 … 𝑐𝑔ℎ

] 

a) Matriks 𝐴  dapat dijumlahkan atau dikurangkan dengan matriks 𝐵 , karena 

keduanya adalah matriks dengan baris dan kolom yang sama, yaitu 𝑚 × 𝑛. 

b) Sedangkan matriks 𝐴 atau 𝐵 tidak dapat dijumlahkan atau dikurangkan dengan 

matriks 𝐶 karena baris dan kolom pada matriks tersebut berbeda, yaitu 𝑔 × ℎ. 

Penjumlahan dan pengurangan pada matriks hanya akan berlaku bagi 

komponen-komponen yang bersesuaian saja, sebagaimana berikut. 

𝐴 ± 𝐵 =  [

𝑎11  ±  𝑏11 𝑎12  ±  𝑏12 … 𝑎1𝑘  ±  𝑏1𝑘

𝑎21  ±  𝑏21 𝑎22  ±  𝑏22 … 𝑎2𝑘  ±  𝑏2𝑘

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑏1  ±  𝑏𝑏1 𝑎𝑏2  ±  𝑏𝑏2 … 𝑎𝑏𝑘  ±  𝑏𝑏𝑘

] 

Atau secara sederhana dapat dituliskan dengan persamaan (2.27) 

𝐴 ± 𝐵 = [𝑎𝑖𝑗  + 𝑏𝑖𝑗]       (2.27) 

Sedangkan untuk perkalian antara matriks 𝑀  dengan sebuah bilangan 𝑘 

tertentu (bisa dibilang real atau kompleks), ditulis 𝑘𝑀 , sehingga nilai 𝑘  akan 

dikalikan secara merata pada tiap komponen bilangan matriks 𝑀, sebagaimana 

berikut. 
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𝑘𝑀 =  [

𝑘𝑚11 𝑘𝑚12 … 𝑘𝑚1𝑘

𝑘𝑚21 𝑘𝑚22 … 𝑘𝑚2𝑘

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑘𝑚𝑏1 𝑘𝑚𝑏2 … 𝑘𝑚𝑏𝑘

] 

Secara sederhana perkalian antara bilangan 𝑘  dengan matriks 𝑀  di atas dapat 

dituliskan dalam persamaan (2.28) 

𝑘𝑀 = [𝑘𝑀𝑖𝑗]        (2.28) 

Sedangkan untuk perkalian antar dua matriks, matriks 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]  dan matriks 

𝐵 =  [𝑏𝑖𝑗] perlu adanya persyaratan tertentu agar kedua matriks tersebut dapat 

dikalikan. Adapun persyaratannya adalah sebagai berikut. 

a. Dua buah matriks dapat dikalikan secara 𝐴𝐵  bila banyak kolom matriks 𝐴 

sama dengan banyak baris matriks 𝐵. Misal matriks 𝐴 adalah matriks 𝑠 × 𝑛 

dan matriks 𝐵 adalah matriks 𝑛 × 𝑡, maka keduanya dapat dikalikan secara 𝐴𝐵 

menghasilkan matriks baru yaitu 𝑠 × 𝑡 : 

  𝐴               𝐵         menjadi                 𝐴𝐵 

𝑠 ×  n        n × 𝑡   𝑠 × 𝑡 

b. Dua buah matriks tidak dapat dikalikan secara 𝐵𝐴  apabila banyak kolom 

matriks 𝐵 tidak sama dengan banyak baris matriks 𝐴. Misal matriks 𝐵 adalah 

matriks 𝑛 × 𝑡 dan matriks 𝐴 adalah matriks 𝑠 × 𝑛, maka keduanya tidak dapat 

dikalikan secara 𝐵𝐴 karena tidak jelas matriks jenis apa yang akan dibentuk : 

    𝐵              𝐴         menjadi          𝐴𝐵 

 𝑛 ×  t        s × 𝑛         ? 

Matriks 𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]  dengan indeks 𝑖 = 1, 2, 3, … , 𝑠  dan indeks 𝑗 =

1, 2, 3, … , 𝑛 , sedangkan matriks 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]  dengan indeks 𝑖 = 1, 2, 3, … , 𝑛  dan 

indeks 𝑗 = 1, 2, 3, … , 𝑡. Perkalian 𝐴𝐵 dapat ditulis seperti analisa berikut. 

[
 
 
 
 
𝑎11 … 𝑎1𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑖1 … 𝑎𝑖𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑠1 … 𝑎𝑠𝑛]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
𝑏11 … 𝑏1𝑗 … 𝑏1𝑡

. ⋱ ⋮ . .

. . ⋮ . .

. . ⋮ ⋱ .
𝑏𝑛1 … 𝑏𝑛𝑗 … 𝑏𝑛𝑡]

 
 
 
 

=  

[
 
 
 
 
𝑐11 … 𝑐1𝑡

⋮ ⋮ ⋮
… 𝑐𝑖𝑗 …

⋮ ⋮ ⋮
𝑐𝑠1 … 𝑐𝑠𝑡]
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𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + 𝑎𝑖3𝑏3𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑏𝑛𝑗  = ∑𝑎𝑖𝑙𝑏𝑙𝑗

𝑛

𝑙

 

Dari analisa di atas dapat diketahui bahwa solusi hasil kali matriks tersebut adalah 

𝐴𝐵 =  [𝑐𝑖𝑗] dengan komponen 𝑐𝑖𝑗 yang dapat dtuliskan dalam persamaan berikut. 

𝑐𝑖𝑗 = ∑ 𝑎𝑖𝑙𝑏𝑙𝑗
𝑛
𝑙         (2.29) 

𝑐𝑖𝑗  pada persamaan (2.29) merupakan jumlah total dari hasil kali satu-satu 

komponen pada baris ke-𝑖 matriks 𝐴 dengan komponen pada kolom ke-𝑗 matriks 

𝐵 (Sugiyono, 2016:16). 

 

2.2.4 Operator Matriks Hermitian 

Operator matriks hermitian merupakan sebuah operator atau instruksi 

berupa matriks yang mempunyai sifat hermitian. Salah satu syarat dari operator 

matriks hermitian adalah matriks yang digunakan harus berupa matriks bujur 

sangkar (matriks dengan ordo 𝑛 × 𝑛), dimana nilai 𝑛 = 2, 3, 4, … 𝑑𝑠𝑡 . Semakin 

besar nilai 𝑛  yang digunakan, maka penyelesaian persoalan eigennya 

membutuhkan tahapan penyelesaian yang lebih panjang dan kompleks. Selain 

berupa matriks bujur sangkar, syarat penting lainnya dari operator matriks 

hermitian adalah operator tersebut mempunyai sifat hermitian, dimana hasil 

transpose konjugat matriks harus bernilai sama dengan nilai operator awal, seperti 

pada persamaan (2.23). 

 

2.3 Metode Analitik 

Metode analitik merupakan metode penyelesaian persamaan matematika 

dengan menggunakan perumusan-perumusan aljabar yang sudah baku. Dalam 

penggunaannya, metode analitik masih berbentuk fungsi analitik yang selanjutnya 

melalui proses perhitungan menghasilkan suatu nilai yang berupa angka 

(Mudjiarto dan Krips, 1995:186). Metode analitik menjadi salah satu metode yang 

biasanya digunakan dalam menyelesaikan persoalan dari operator matriks 

hermitian. Matriks yang digunakan dalam menyelesaikan persoalan operator 

matriks hermitian harus berupa matriks bujur sangkar. Sistem eigen atau solusi 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


15 
 

lengkap dari operator matriks hermitian biasanya menghasilkan beberapa bagian, 

yaitu fungsi eigen dan nilai eigen. Prosedur penyelesaian persoalan eigen operator 

matriks hermitian dengan metode analitik berlandaskan pada penggunaan 

persamaan umum eigen sebagaimana pada persamaan (2.12).  

 

2.4 Metode Diagonalisasi Matriks 

Metode diagonalisasi matriks merupakan salah satu cara penyelesaian 

persoalan eigen dengan melakukan proses diagonalisasi matriks terhadap suatu 

operator matriks. Syarat utama dari matriks yang dapat didiagonalisasikan adalah 

matriks tersebut harus berupa matriks bujur sangkar dan memiliki nilai 

determinan yang sama dengan nol (Nurhasimah, 2013:12). Diagonalisasi matriks 

dapat dilakukan pada matriks dengan unsur bilangan riil maupun kompleks. 

Anton dan Rorres (2004) mengatakan bahwa sebuah matriks bujur sangkar 𝑄 

dikatakan dapat didiagonalisasikan apabila terdapat sebuah matriks 𝑁  (matriks 

yang terbentuk dari vektor-vektor eigen) yang dapat ditentukan nilai inversnya 

sedemikian rupa sehingga hasil perkalian matriks 𝑁−1𝑄𝑁 menghasilkan sebuah 

matriks diagonal. Sehingga dapat disimpulkan bahwa matriks 𝑁  dapat 

mendiagonalisasikan matriks 𝑄.  

 

2.5 Sistem Eigen Operator Matriks Hermite 

Sistem eigen operator matriks hermitian merupakan suatu bentuk 

pemaparan akhir berupa kumpulan dari beberapa macam komponen variabel, 

diantaranya terdapat operator yang digunakan, nilai eigen, dan fungsi eigen. 

Operator yang digunakan berupa operator matriks hermitian yang berordo 𝑛 × 𝑛. 

Untuk menyelesaikan solusi lengkap dari persoalan sistem eigen operator matriks 

hermitian dibutuhkan adanya suatu metode penyelesaian secara khusus. Dua 

diantara metode yang dapat digunakan adalah metode analitik dan metode 

diagonalisasi matriks, dimana keduanya mempunyai prosedur penyelesaian yang 

bereda.  
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2.5.1 Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian dengan Metode Analitik 

Menurut Alatas (2012) dan McMahon (2006), prosedur penyelesaian 

operator matriks hermitian dengan menggunakan metode analitik adalah sebagai 

berikut. 

a) Mensubtitusikan operator matriks hermitian ke dalam persamaan eigen  

𝑄𝜓 = 𝜆𝜓 

b) Dari persamaan karakteristik yang diperoleh pada langkah sebelumnya akan 

memiliki solusi apabila determinan matriks bujur sangkar sama dengan nol 

c) Menentukan nilai eigen 

Menurut Sugiyono (2016:24) Banyaknya nilai eigen tergantung dari 

banyaknya jumlah ordo pada operator matriks yang digunakan. Operator 

matriks hermitian dengan ordo 𝑛 × 𝑛  akan mempunyai jumlah nilai eigen 

maksimal sebanyak 𝑛. 

d) Menentukan fungsi eigen ternormalisasi berdasarkan pada perolehan masing-

masing nilai eigen. 

e) Menuliskan operator, nilai eigen, dan fungsi eigen ke dalam persamaan eigen 

sehingga didapatkan solusi lengkap sistem eigen. 

 

2.5.2 Sistem Eigen Operator Matriks Hermitian dengan Metode Diagonalisasi 

Matriks 

Prosedur penyelesaian diagonalisasi dari suatu matriks hermitian 

berdasarkan penelitian yang telah dilakukan oleh Nurhasimah (2013:13) adalah 

sebagai berikut. 

a) Penentuan 𝑛  vektor eigen dari matriks 𝑄  yang bebas linier, misalkan 

𝑁1,𝑁2,… ,𝑁𝑛 

b) Membentuk sebuah matriks 𝑁 yang tersusun atas komponen 𝑁1,𝑁2,… ,𝑁𝑛 

yang merupakan hasil vektor-vektor kolom dari matriks 𝑄 

c) Melakukan perkalian antar matriks 𝑁−1𝑄𝑁  sehingga didapatkan matriks 

diagonal dengan 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 sebagai entri-entri diagonalnya secara berurutan, 

dimana 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 merupakan nilai-nilai eigen yang terkait dengan vektor 

eigen 𝑁𝑖 (dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛). 
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BAB 3. METODE PENELITIAN 

 

3. 1 Jenis, Waktu, dan Tempat Penelitian 

Jenis penelitian ini ialah penelitian basic research. Penelitian ini dilakukan 

pada semester ganjil 2018/2019. Tempat penelitian ialah Laboratorium Fisika 

Lanjut, Program Studi Pendidikan Fisika, Fakultas Keguruan dan Ilmu 

Pengetahuan, Universitas Jember. 

 

3. 2 Definisi Operasional 

Definisi operasional dalam penelitian ini digunakan agar tidak terjadi 

kesalahan-kesalahan dalam mengartikan istilah penelitian yang digunakan. 

Adapun variabel-variabel yang akan diteliti dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut. 

a) Operator Matriks Hermitian 

Operator matriks hermitian merupakan suatu bentuk instruksi matematis 

(operator) yang mampu merubah bentuk suatu fungsi menjadi fungsi lain, 

akibat mengenai fungsi tersebut, dimana operatornya berupa operator matriks 

hermitian. Matriks yang digunakan adalah matriks bujur sangkar yang 

mempunyai nilai determinan yang sama dengan nol.  

b) Persoalan Eigen 

Persoalan eigen yang dimaksud dalam penelitian ini berupa operator matriks 

hermitian yang akan dicari solusi nilai eigen dan fungsi eigen/vektor eigennya. 

Permasalahan eigen ini akan dicari solusi lengkapnya menggunakan dua 

metode yang berbeda, yaitu metode analitik dan metode diagonalisasi matriks. 

c) Nilai dan Fungsi Eigen 

Nilai eigen merupakan nilai karakteristik dari suatu matriks bujur sangkar. 

Nilai eigen diperoleh melalui perhitungan Horner terhadap persamaan pangkat 

yang diperoleh dari proses determinan persamaan karakteristik. Dengan adanya 

suatu operator yang dikenakan pada suatu fungsi, akan diperoleh hasil operasi 

berupa kelipatan dari bentuk fungsi semula, atau dengan kata lain fungsi 

tersebut merupakan fungsi eigen untuk operator yang digunakan. 
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d) Metode Analitik 

Metode analitik merupakan metode penyelesaian persamaan matematika 

dengan menggunakan perumusan-perumusan aljabar yang sudah baku. Metode 

analitik yang digunakan dalam penelitian ini berupa perhitungan matematis 

yang umumnya digunakan dalam menyelesaikan persoalan eigen. Sistem eigen 

yang diperoleh melalui metode ini menunjukkan nilai eigen dan fungsi eigen 

yang ternormalisasikan. 

e) Metode Diagonalisasi Matriks 

Metode diagonalisasi matriks merupakan cara dalam membentuk matriks 

diagonal dari suatu operator matriks. Syarat utama dari matriks yang dapat 

didiagonalisasikan adalah matriks tersebut harus berupa matriks bujur sangkar 

dan memiliki nilai determinan yang sama dengan nol. Penyelesaian akhirnya 

berupa matriks bujur sangkar diagonalisasi dengan entri-entri bilangan 

diagonal utamanya berupa nilai eigen. 

 

3. 3 Langkah Penelitian 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1 Bagan Langkah-langkah Penelitian 

Persiapan 

Pengembangan Teori 

Validasi Pengembangan Teori 

Hasil 

Pembahasan 

Kesimpulan 
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a) Tahap Persiapan 

Tahap persiapan merupakan tahapan awal dalam penelitian ini, dimana 

menyiapkan bahan-bahan kajian yang dapat mendukung penelitian ini, yaitu 

berupa buku kalkulus, aljabar linier, fisika matematika, fisika modern, 

mekanika kuantum, serta jurnal-jurnal yang berkaitan dengan operator matriks, 

operator hermitian, nilai dan fungsi eigen, dan proses diagonalisasi matriks.  

b) Pengembangan Teori 

Pada tahapan selanjutnya ialah pengembangan teori dari bahan-bahan yang 

telah didapatkan pada tahapan sebelumnya. Teori yang dikembangkan ialah 

solusi lengkap sistem eigen operator matriks hermitian, dimana metode 

penyelesaian yang digunakan fokus pada metode analitik dan metode 

diagonalisasi matriks. Ordo matriks yang digunakan adalah matriks ordo 2×2, 

3×3, dan 4×4. 

c) Validasi Pengembangan Teori 

Tahap ini adalah tahap untuk membandingkan hasil penyelesaian akhir dalam 

menyelesaikan persoalan eigen operator matriks hermitian ordo 2×2, 3×3, dan 

4×4, baik dalam metode analitik maupun dalam metode diagonalisasi matriks. 

Acuan validasi yang digunakan adalah penyelesaian persoalan eigen operator 

matriks berordo 2×2 menggunakan metode analitik dan penyelesaian persoalan 

eigen operator matriks berordo 3×3 menggunakan metode diagonalisasi 

matriks.  

d) Hasil 

Pada tahap ini adalah tahap perhitungan secara manual sesuai dengan metode 

analitik dan metode diagonalisasi matriks dalam menentukan solusi lengkap 

sistem eigen operator matriks hermitian. Hasil dari perhitungan diharapkan 

sesuai dengan dasar teori dan hasil penelitian-penelitian sebelumnya yang 

serupa. Perhitungan akan dilakukan dengan menyelesaikan persoalan matriks 

ordo 2×2, 3×3, dan 4×4, dimana pada masing-masing ordo tersusun atas 

bilangan riil rasional. 
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e) Pembahasan  

Hasil dari penyelesaian persoalan eigen dengan menggunakan metode analitik 

dan diagonalisasi matriks selanjutnya akan dijelaskan secara rinci mengenai 

solusi lengkap sistem eigen operator matriks hermitian pada setiap ordo yang 

berbeda. Hasil yang didapatkan divalidasi dengan hasil penelitian sebelumnya, 

dan akan dibahas mengenai proses masing-masing metode yang digunakan, 

serta keefektifan penggunaan metode analitik dan diagonalisasi matriks dalam 

menyelesaikan persoalan eigen dengan ordo yang berbeda. 

f) Kesimpulan  

Hasil dari pembahasan selanjutnya ditarik kesimpulan untuk menjawab 

rumusan permasalahan penelitian. 

 

3. 4 Teori Hasil Pengembangan 

Berdasarkan dari telaah teori-teori yang telah ada sebelumnya, maka untuk 

mendapatkan hasil penelitian yang di inginkan telah didapatkan hasil 

pengembangan teori sebagai berikut ini. 

A. Solusi lengkap sistem eigen operator matriks hermitian dengan metode 

analitik 

Langkah pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah menentukan 

operator matriks yang akan digunakan, yaitu : 

𝑄 = [

𝑞11 𝑞12 ⋯ 𝑞1𝑏

𝑞21 𝑞22 ⋯ 𝑞2𝑏

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑞𝑎1 𝑞𝑎2 ⋯ 𝑞𝑎𝑏

] 

Operator matriks Q disubtitusikan ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝜓 =  𝜆𝜓, dimana 

𝜓 merupakan fungsi Eigen 𝜓 = [

𝜓1

𝜓2

⋮
𝜓𝑙

]  (dengan nilai 𝑙 = 3,4, … 𝑑𝑠𝑡 ) sehingga 

didapatkan persamaan karakteristik sebagai berikut. 

[

(𝑞11 − 𝜆) 𝑞12 ⋯ 𝑞1𝑏

𝑞21 (𝑞22 − 𝜆) ⋯ 𝑞2𝑏

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑞𝑎1 𝑞𝑎2 ⋯ (𝑞𝑎𝑏 − 𝜆)

] [

𝜓1

𝜓2

⋮
𝜓𝑙

] = 0 
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Melalui persamaan karakteristik di atas, kemudian ditentukan determinan 

matriksnya. Proses determinan matriks terhadap matriks baru di atas 

menghasilkan persamaan pangkat yang sama dengan nol. Proses subtitusi masing-

masing variabel persamaan pangkat ke dalam metode Horner akan menghasilkan 

nilai-nilai Eigen 𝜆𝑛 . Banyaknya nilai Eigen tergantung dari jumlah ordo yang 

digunakan dalam operator matriks Hermitian. Langkah selanjutnya, untuk 

mendapatkan fungsi Eigen, subtitusikan masing-masing nilai Eigen 𝜆𝑛 ke dalam 

persamaan Eigen 𝑄𝜓 =  𝜆𝑛𝜓  

[

𝑞11𝜓1 + 𝑞12𝜓2 + ⋯ + 𝑞1𝑏𝜓𝑙

𝑞21𝜓1 + 𝑞22𝜓2 + ⋯ + 𝑞2𝑏𝜓𝑙

⋮
𝑞𝑎1𝜓1 + 𝑞𝑎2𝜓2 + ⋯ + 𝑞𝑎𝑏𝜓𝑙

] = 𝜆𝑛 [

𝜓1

𝜓2

⋮
𝜓𝑙

] 

 

Sehingga diperoleh fungsi Eigen sebagai berikut 

𝜓 = [

𝜓1

𝜓2

⋮
𝜓𝑙

] = [

𝑠𝜓𝑛

𝑡𝜓𝑛

⋮
𝑢𝜓𝑛

] → 𝜓 = 𝜓𝑛 [

𝑠
𝑡
⋮
𝑢

] 

Dimana s, t, dan u merupakan suatu nilai yang didapatkan dari hasil subtitusi 

matriks diatas, dan 𝜓𝑛 dapat berupa 𝜓1, 𝜓2, atau 𝜓𝑙 yang merupakan fungsi acuan 

untuk mendapatan nilai s, t, dan u. Nilai 𝜓𝑛  dapat diperoleh dengan 

mensubtitusikan fungsi Eigen ke dalam syarat normalisasi 𝜓𝑇𝜓 = 1 . Setelah 

diperoleh fungsi Eigen untuk masing-masing nilai Eigen, maka dapat dituliskan 

sistem Eigen sebagai berikut 

𝑄𝜓 =  𝜆𝑛𝜓 

[

𝑞11 𝑞12 ⋯ 𝑞1𝑏

𝑞21 𝑞22 ⋯ 𝑞2𝑏

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑞𝑎1 𝑞𝑎2 ⋯ 𝑞𝑎𝑏

] 𝜓𝑛 [

𝑠
𝑡
⋮
𝑢

] = 𝜆𝑛𝜓𝑛 [

𝑠
𝑡
⋮
𝑢

] 

 

Langkah terakhir adalah pembuktian terhadap kevalidan hasil sistem eigen 

yang telah didapatkan. Pembuktian dilakukan dengan melakukan perkalian antar 

matriks dalam persamaan umum eigen. Perolehan hasil pembuktian yang sama 

antara ruas kanan dan ruas kiri menunjukkan bahwa penyelesaian persoalan eigen 

yang telah diperoleh adalah benar.  
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B. Solusi lengkap sistem eigen operator matriks hermitian dengan metode 

diagonalisasi matriks 

Langkah pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah menentukan 

operator matriks yang akan digunakan, yaitu : 

𝑄 = [

𝑞11 𝑞12 ⋯ 𝑞1𝑏

𝑞21 𝑞22 ⋯ 𝑞2𝑏

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑞𝑎1 𝑞𝑎2 ⋯ 𝑞𝑎𝑏

] 

Operator matriks Q disubtitusikan ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝑁 =  𝜆𝑁, dimana 

N merupakan vektor Eigen 𝑁 = [

𝑁1

𝑁2

⋮
𝑁𝑙

]  (dengan nilai 𝑙 = 3,4, … 𝑑𝑠𝑡 ) sehingga 

didapatkan persamaan karakteristik sebagai berikut. 

[

(𝑞11 − 𝜆) 𝑞12 ⋯ 𝑞1𝑏

𝑞21 (𝑞22 − 𝜆) ⋯ 𝑞2𝑏

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑞𝑎1 𝑞𝑎2 ⋯ (𝑞𝑎𝑏 − 𝜆)

] [

𝑁1

𝑁2

⋮
𝑁𝑙

] = 0 

 

Melalui persamaan karakteristik di atas, kemudian ditentukan determinan 

matriksnya. Proses determinan matriks terhadap matriks baru di atas 

menghasilkan persamaan pangkat yang sama dengan nol. Proses subtitusi masing-

masing variabel persamaan pangkat ke dalam metode Horner akan menghasilkan 

nilai-nilai Eigen 𝜆𝑛 . Banyaknya nilai Eigen tergantung dari jumlah ordo yang 

digunakan dalam operator matriks Hermitian.  

Langkah selanjutnya, untuk mendapatkan vektor Eigen, gunakan masing-

masing nilai Eigen 𝜆𝑛  ke dalam matriks persamaan karakteristik sehingga 

didapatkan vektor-vektor kolom (𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑛). Gabungan dari  𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑛 

akan membentuk suatu matriks baru berupa matriks  N.  Matriks N dapat 

mendiagonalisasikan persoalan operator matriks eigen Q, sehingga dapat 

dituliskan solusi penyelesaian sistem eigen. Langkah terakhir adalah pembuktian 

proses diagonalisasi matriks dengan melakukan perkalian antar matriks 

𝑁−1𝑄𝑁 
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Hasil yang diperoleh akan membentuk suatu matriks diagonal dengan entri-entri 

diagonalnya berupa nilai eigen dari persoalan eigen. 

 

3.5 Validasi Hasil Pengembangan Teori 

Pembanding atau validasi hasil pengembangan teori di sini menggunakan 

matriks bujur sangkar ordo 2 × 2  dengan metode analitik dan matriks bujur 

sangkar ordo 3 × 3  dengan metode diagonalisasi matriks. Pembanding hasil 

simulasi atau pengembangan teori di sini berdasarkan pada penelitian sebelumnya. 

Adapun pembanding hasil pengembangan teorinya adalah sebagai berikut. 

A. Sistem eigen operator matriks hermitian berordo 2 × 2  dengan metode 

analitik 

Persoalan eigen matriks ordo 2 × 2 diberikan operator A sebagai berikut 

𝐴 = [
0 1
1 0

] 

Berdasarkan operator matriks hermitian di atas, diperoleh 2 buah nilai eigen yaitu 

𝜆1 = 1  dan   𝜆2 = −1 

Dari kedua nilai eigen, diperoleh 2 buah fungsi eigen sebagai berikut. 

𝜓 = 𝜓1 [
1
1

] dan 𝜓 = 𝜓2 [
−1
1

] 

Fungsi eigen ternormalisasi dapat dilakukan dengan menggunakan syarat normalisasi. 

Sehingga persoalan eigennya mempunyai 2 buah solusi sistem eigen sebagai berikut 

[
0 1
1 0

] 𝜓1 [
1
1

] = 1𝜓1 [
1
1

] dan  [
0 1
1 0

] 𝜓2 [
−1
1

] = −1𝜓2 [
−1
1

] 

 

        (McMahon, 2006:210) 

B. Sistem eigen operator matriks hermitian berordo 3 × 3  dengan metode 

diagonalisasi matriks 

Persoalan eigen matriks ordo 3 × 3 diberikan operator A sebagai berikut 

𝐴 = [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3

] 

Berdasarkan operator matriks hermitian di atas, diperoleh 3 buah nilai sebagai 

berikut. 

𝜆1 = 2, 𝜆2 = 1, dan  𝜆3 = 2 
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Dari ketiga nilai eigen di atas, diperoleh 3 buah vektor kolom yang membentuk 

suatu matriks baru sebagai berikut. 

𝑃 = [
−1 0 −2
0 1 1
1 0 1

] 

Sehingga diperoleh hasil akhir berupa matriks diagonalisasi (matriks P dapat 

mendiagonalisasikan matriks A) 

𝑃−1𝐴𝑃 =  [
2 0 0
0 2 0
0 0 1

] 

        (Nurhasimah, 2013:13) 
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BAB 5. PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang didapatkan mengenai solusi 

lengkap sistem eigen operator matriks hermitian dengan metode analitik dan 

diagonalisasi matriks, dapat disimpulkan bahwa setiap persoalan eigen yang 

menggunakan operator matriks hermitian mempunyai solusi lengkap sistem eigen 

sebanyak jumlah ordo operator matriks. Semakin besar ordo operator matriks 

hermitian dalam persoalan eigen, maka semakin kompleks proses penyelesaian 

sistem eigennya, baik dengan metode analitik maupun dengan metode 

diagonalisasi matriks. Penggunaan metode analitik lebih efisien untuk 

menyelesaikan persoalan eigen operator matriks hermitian berordo 2 × 2 , 

sedangkan metode diagonalisasi matriks lebih efisien digunakan untuk 

menyelesaikan persoalan eigen operator matriks hermitian berordo 3 × 3  atau 

lebih. 

 

5.2 Saran  

Dalam penelitian ini, telah digunakan persoalan eigen berupa operator 

matriks hermitian yang tersusun atas bilangan riil rasional sampai pada ordo 4 × 4. 

Saran yang bisa diberikan untuk penelitian selanjutnya adalah penggunaan 

persoalan eigen berupa operator matriks hermitian yang tersusun atas bilangan riil 

irasional atau bilangan kompleks. Selain itu, juga dapat dilakukan penelitian 

dengan operator matriks berordo lebih dari 4 × 4. 
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LAMPIRAN B. SISTEM EIGEN OPERATOR MATRIKS HERMITIAN 

BUJUR SANGKAR BERORDO 𝟐 × 𝟐 

 

A. Metode Analitik 

Langkah pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah menentukan 

operator matriks hermite ordo 2 × 2, yaitu : 

𝑄 = [
−4 −1
10 7

] 

Operator matriks Q disubtitusikan ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝜓 =  𝜆𝜓, dimana 

𝜓 merupakan fungsi Eigen 𝜓 = [
𝜓1

𝜓2
] sehingga didapatkan 

[
(−4 − 𝜆) −1

10 (7 − 𝜆)
] [

𝜓1

𝜓2
] = 0 

Dari persamaan karakteristik di atas, kemudian ditentukan determinan matriksnya. 

Proses determinan matriks terhadap persamaan karakteristik di atas menghasilkan 

persamaan kuadrat yang sama dengan nol, yaitu 

𝜆2 − 3𝜆 − 18 = 0 

Hasil subtitusi masing-masing variabel dari persamaan kuadrat di atas ke dalam 

metode Horner memberikan 2 buah hasil nilai Eigen, yaitu 

𝜆1 = 6  dan  𝜆2 = −3 

Fungsi eigen diperoleh menggunakan masing-masing nilai Eigen 𝜆1 dan 𝜆2 

ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝜓 = 𝜆𝑛𝜓, dengan proses sebagai berikut. 

a) Untuk 𝜆1 = 6, diperoleh 

[
−4𝜓1 − 𝜓2

10𝜓1 + 7𝜓2
] = [

𝜆1𝜓1

𝜆1𝜓2
] 

Sehingga diperoleh fungsi Eigen sebagai berikut 

𝜓 = [
𝜓1

𝜓2
] = [

𝜓1

−10𝜓1
] → 𝜓 = 𝜓1 [

1
−10

] 

Nilai 𝜓1  diperoleh dengan mensubtitusikan fungsi Eigen ke dalam syarat 

normalisasi 𝜓𝑇𝜓 = 1.  

(𝜓1 [
1

−10
])

𝑇

(𝜓1 [
1

−10
]) = 1 

(𝜓1[1 −10]) (𝜓1 [
1

−10
]) = 1 
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𝜓1
2(1 + 100) = 1 

𝜓1
2 =

1

101
 

Melalui proses transpose matriks diperoleh nilai 𝜓1 = √1 101⁄  sehingga 

𝜓 = 𝜓1 [
1

−10
] = √1 101⁄ [

1
−10

] 

Hasil akhir sistem Eigen untuk 𝜆1 = 6 adalah 

𝑄𝜓 = 𝜆1𝜓 

[
−4 −1
10 7

]𝜓1 [
1

−10
] = 6𝜓1 [

1
−10

] 

[
−4 −1
10 7

]√
1

101
[

1
−10

] = 6√
1

101
[

1
−10

] 

Berdasarkan hasil akhir sistem Eigen di atas, diperoleh hasil pembuktian dengan 

cara perkalian matriks sebagai berikut 

[
−4 −1
10 7

]√
1

101
[

1
−10

] = 6√
1

101
[

1
−10

] 

[
6√1 101⁄

−60√1 101⁄
] = [

6√1 101⁄

−60√1 101⁄
] 

b) Untuk 𝜆2 = −3, diperoleh 

[
−4𝜓1 − 𝜓2

10𝜓1 + 7𝜓2
] = [

𝜆2𝜓1

𝜆2𝜓2
] 

Sehingga diperoleh fungsi Eigen sebagai berikut 

𝜓 = [
𝜓1

𝜓2
] = [

𝜓1

−1𝜓1
] → 𝜓 = 𝜓1 [

1
−1

] 

Nilai 𝜓1  diperoleh dengan mensubtitusikan fungsi Eigen ke dalam syarat 

normalisasi 𝜓𝑇𝜓 = 1.  

(𝜓1 [
1

−1
])

𝑇

(𝜓1 [
1

−1
]) = 1 

(𝜓1[1 −1]) (𝜓1 [
1

−1
]) = 1 

𝜓1
2(1 + 1) = 1 

𝜓1
2 =

1

2
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Melalui proses transpose matriks di atas diperoleh nilai 𝜓1 = √1 2⁄  sehingga 

𝜓 = 𝜓1 [
1

−1
] = √1 2⁄ [

1
−1

] 

Hasil akhir sistem Eigen untuk 𝜆2 = −3 adalah 

𝑄𝜓 = 𝜆2𝜓 

[
−4 −1
10 7

]𝜓1 [
1

−1
] = −3𝜓1 [

1
−1

] 

[
−4 −1
10 7

]√1 2⁄ [
1

−1
] = −3√1 2⁄ [

1
−1

] 

Berdasarkan hasil akhir sistem Eigen di atas, diperoleh hasil pembuktian dengan 

cara perkalian matriks sebagai berikut 

[
−4 −1
10 7

]√1 2⁄ [
1

−1
] = −3√1 2⁄ [

1
−1

] 

[
−3√1 2⁄

3√1 2⁄
] = [

−3√1 2⁄

3√1 2⁄
] 

B. Metode Diagonalisasi Matriks 

Langkah pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah menentukan 

operator matriks hermite ordo 2 × 2, yaitu : 

𝑄 = [
−4 −1
10 7

] 

Operator matriks Q disubtitusikan ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝑁 =  𝜆𝑁, dimana 

N merupakan vektor Eigen 𝑁 = [
𝑁1

𝑁2
] sehingga didapatkan 

[
(−4 − 𝜆) −1

10 (7 − 𝜆)
] [

𝑁1

𝑁2
] = 0 

Dari persamaan karakteristik di atas, kemudian ditentukan determinan matriksnya. 

Proses determinan matriks terhadap persamaan karakteristik di atas menghasilkan 

persamaan kuadrat yang sama dengan nol, yaitu 

𝜆2 − 3𝜆 − 18 = 0 

Hasil subtitusi masing-masing variabel dari persamaan kuadrat di atas ke dalam 

metode Horner memberikan 2 buah hasil nilai Eigen, yaitu  

𝜆1 = 6  dan  𝜆2 = −3 
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Vektor eigen diperoleh menggunakan masing-masing nilai Eigen 𝜆1 dan 𝜆2 

ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝑁 = 𝜆𝑛𝑁, dengan proses sebagai berikut. 

a) Untuk 𝜆1 = 6 

Subtitusikan 𝜆1 = 6 ke dalam bentuk persamaan karakteristik, sehingga diperoleh 

[
(−4 − 𝜆1) −1

10 (7 − 𝜆1)
] [

𝑁1

𝑁2
] = 0 

[
−10 −1
10 1

] [
𝑁1

𝑁2
] = 0 

Dengan berpacu pada perolehan bentuk persamaan matriks di atas, maka 

didapatkan vektor eigen untuk 𝜆1 = 6 sebagai berikut. 

𝑁1 = [
𝑁1

𝑁2
] = [

1
−10

] 

b) Untuk 𝜆2 = −3 

Subtitusikan 𝜆2 = −3  ke dalam bentuk persamaan karakteristik, sehingga 

diperoleh 

[
(−4 − 𝜆2) −1

10 (7 − 𝜆2)
] [

𝑁1

𝑁2
] = 0 

[
−1 −1
10 10

] [
𝑁1

𝑁2
] = 0 

Berpacu pada perolehan bentuk persamaan matriks di atas, maka didapatkan 

vektor eigen untuk 𝜆2 = −3 sebagai berikut.  

𝑁2 = [
𝑁1

𝑁2
] = [

1
−1

] 

Dengan demikian, dapat dituliskan perolehan matriks baru N yang tersusun 

atas vektor-vektor eigen dari persoalan matriks hermite di atas sebagai berikut 

𝑁 = [
1 1

−10 −1
] 

Dimana matriks baru N di atas merupakan matriks yang dapat  

mendiagonalisasikan matriks operator matriks hermite Q. Kemudian dapat 

dituliskan solusi sistem eigennya yaitu 

𝑄𝑁1 = 𝜆1𝑁1 

[
−4 −1
10 7

] [
1

−10
] = 6 [

1
−10

] 

Dan 
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𝑄𝑁2 = 𝜆2𝑁2 

[
−4 −1
10 7

] [
1

−1
] = −3 [

1
−1

] 

Langkah selanjutnya adalah pembuktian proses diagonalisasi matriks N 

terhadap matriks Q. Proses diagonalisasi matriks dimulai dengan melakukan 

perhitungan invers terhadap matriks N. 

𝑁−1 =
1

det(𝑁)
 𝐴𝑑𝑗 (𝑁) 

𝑁−1 =
1

(1)(−1) − (1)(−10)
 [
−1 −1
10 1

] 

𝑁−1 =
1

(9)
 [
−1 −1
10 1

] 

𝑁−1 = [
−1 9⁄ −1 9⁄

10 9⁄ 1 9⁄
] 

Setelah diperoleh nilai invers dari matriks N, kemudian dilakukan operasi 

perkalian matriks 

𝑁−1𝑄𝑁 = [
−1 9⁄ −1 9⁄

10 9⁄ 1 9⁄
] [

−4 −1
10 7

] [
1 1

−10 −1
] = [

6 0
0 −3

] 

Proses perkalian matriks 𝑁−1𝑄𝑁 menghasilkan suatu matriks diagonal, dimana 

nilai diagonalisasinya merupakan nilai eigen itu sendiri.  
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LAMPIRAN C. SISTEM EIGEN OPERATOR MATRIKS HERMITIAN 

BUJUR SANGKAR BERORDO 𝟑 × 𝟑 

 

A. Metode Analitik 

Langkah pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah menentukan 

operator matriks hermitian ordo 3 × 3, yaitu : 

𝑄 = [
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

] 

Operator matriks Q disubtitusikan ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝜓 =  𝜆𝜓, dimana 

𝜓 merupakan fungsi Eigen 𝜓 = [

𝜓
1

𝜓
2

𝜓
3

] sehingga didapatkan 

[

(−3 − 𝜆) 2 2
2 (1 − 𝜆) 3
2 3 (1 − 𝜆)

] [

𝜓1

𝜓2

𝜓3

] = 0 

Dari persamaan karakteristik di atas, kemudian ditentukan determinan matriksnya. 

Proses determinan matriks terhadap persamaan karakteristik di atas menghasilkan 

persamaan pangkat tiga yang sama dengan nol, yaitu 

−𝜆3 − 𝜆2 + 22𝜆 + 40 = 0 

Hasil subtitusi masing-masing variabel dari persamaan pangkat tiga di atas ke 

dalam metode Horner memberikan 3 buah hasil nilai Eigen, yaitu  

𝜆1 = −2, 𝜆2 = −4, dan 𝜆3 = 5 

Fungsi Eigen diperoleh menggunakan masing-masing nilai Eigen 𝜆1 , 𝜆2 , 

dan 𝜆3 ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝜓 =  𝜆𝑛𝜓, dengan proses sebagai berikut. 

a) Untuk 𝜆1 = −2, diperoleh 

[

−3𝜓1 + 2𝜓2 + 2𝜓3

2𝜓1 + 1𝜓2 + 3𝜓3

2𝜓1 + 3𝜓2 + 1𝜓3

] = [

𝜆1𝜓1

𝜆1𝜓2

𝜆1𝜓3

] 

Sehingga diperoleh fungsi Eigen sebagai berikut 

𝜓 = [

𝜓1

𝜓2

𝜓3

] = [

0𝜓2

1𝜓2

−1𝜓2

] → 𝜓 = 𝜓2 [
0
1

−1
] 

Nilai 𝜓2  diperoleh dengan mensubtitusikan fungsi Eigen ke dalam syarat 

normalisasi 𝜓𝑇𝜓 = 1.  
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(𝜓2 [
0
1

−1
])

𝑇

(𝜓2 [
0
1

−1
]) = 1 

(𝜓2[0 1 −1]) (𝜓2 [
0
1

−1
]) = 1 

𝜓2
2(0 + 1 + 1) = 1 

𝜓2
2 =

1

2
 

Melalui proses transpose matriks diperoleh nilai 𝜓2 = √1 2⁄   sehingga 

𝜓 = 𝜓2 [
0
1

−1
] = √1 2⁄ [

0
1

−1
] 

Hasil akhir sistem Eigen untuk 𝜆1 = −2 adalah 

𝑄𝜓 = 𝜆1𝜓 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

]𝜓2 [
0
1

−1
] = −2𝜓2 [

0
1

−1
] 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

]√
1

2
[

0
1

−1
] = −2√

1

2
[

0
1

−1
] 

Berdasarkan hasil akhir sistem Eigen di atas, diperoleh hasil pembuktian sebagai 

berikut 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

]√
1

2
[

0
1

−1
] = −2√

1

2
[

0
1

−1
] 

[

0

−2√1 2⁄

2√1 2⁄

] = [

0

−2√1 2⁄

2√1 2⁄

] 

b) Untuk 𝜆2 = −4, diperoleh 

[

−3𝜓1 + 2𝜓2 + 2𝜓3

2𝜓1 + 1𝜓2 + 3𝜓3

2𝜓1 + 3𝜓2 + 1𝜓3

] = [

𝜆2𝜓1

𝜆2𝜓2

𝜆2𝜓3

] 

Sehingga diperoleh fungsi Eigen sebagai berikut 

𝜓 = [

𝜓1

𝜓2

𝜓3

] = [

−4𝜓2

1𝜓2

1𝜓2

] → 𝜓 = 𝜓2 [
−4
1
1

] 
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Nilai 𝜓2  diperoleh dengan mensubtitusikan fungsi Eigen ke dalam syarat 

normalisasi 𝜓𝑇𝜓 = 1.  

(𝜓2 [
−4
1
1

])

𝑇

(𝜓2 [
−4
1
1

]) = 1 

(𝜓2[−4 1 1]) (𝜓2 [
−4
1
1

]) = 1 

𝜓2
2(16 + 1 + 1) = 1 

𝜓2
2 =

1

18
 

Melalui proses transpose matriks diperoleh nilai 𝜓2 = √1 18⁄  sehingga 

𝜓 = 𝜓2 [
−4
1
1

] = √1 18⁄ [
−4
1
1

] 

Hasil akhir sistem Eigen untuk 𝜆2 = −4 adalah 

𝑄𝜓 = 𝜆2𝜓 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

]𝜓2 [
−4
1
1

] = −4𝜓2 [
−4
1
1

] 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

]√
1

18
[
−4
1
1

] = −4√
1

18
[
−4
1
1

] 

Berdasarkan hasil akhir sistem Eigen di atas, diperoleh hasil pembuktian sebagai 

berikut 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

]√
1

18
[
−4
1
1

] = −4√
1

18
[
−4
1
1

] 

[

16√1 18⁄

−4√1 18⁄

−4√1 18⁄

] = [

16√1 18⁄

−4√1 18⁄

−4√1 18⁄

] 

c) Untuk 𝜆3 = 5, diperoleh 

[

−3𝜓1 + 2𝜓2 + 2𝜓3

2𝜓1 + 1𝜓2 + 3𝜓3

2𝜓1 + 3𝜓2 + 1𝜓3

] = [

𝜆3𝜓1

𝜆3𝜓2

𝜆3𝜓3

] 

Sehingga diperoleh fungsi Eigen sebagai berikut 
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𝜓 = [

𝜓1

𝜓2

𝜓3

] = [

1𝜓1

2𝜓1

2𝜓1

] → 𝜓 = 𝜓1 [
1
2
2
] 

Nilai 𝜓1  diperoleh dengan mensubtitusikan fungsi Eigen ke dalam syarat 

normalisasi 𝜓𝑇𝜓 = 1.  

(𝜓1 [
1
2
2
])

𝑇

(𝜓1 [
1
2
2
]) = 1 

(𝜓1[1 2 2]) (𝜓1 [
1
2
2
]) = 1 

𝜓1
2(1 + 4 + 4) = 1 

𝜓1
2 =

1

9
 

Melalui proses transpose matriks di atas diperoleh nilai 𝜓1 = √1 9⁄   sehingga 

𝜓 = 𝜓1 [
1
2
2
] = √1 9⁄ [

1
2
2
] 

Hasil akhir sistem Eigen untuk 𝜆3 = 5 adalah 

𝑄𝜓 = 𝜆3𝜓 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

]𝜓1 [
1
2
2
] = 5𝜓1 [

1
2
2
] 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

]√
1

9
[
1
2
2
] = 5√

1

9
[
1
2
2
] 

Berdasarkan hasil akhir sistem Eigen di atas, diperoleh hasil pembuktian sebagai 

berikut 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

]√
1

9
[
1
2
2
] = 5√

1

9
[
1
2
2
] 

[

5√1 9⁄

10√1 9⁄

10√1 9⁄

] = [

5√1 9⁄

10√1 9⁄

10√1 9⁄

] 
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B. Metode Diagonalisasi Matriks 

Langkah pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah menentukan 

operator matriks hermitian ordo 3 × 3, yaitu : 

𝑄 = [
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

] 

Operator matriks Q disubtitusikan ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝑁 = 𝜆𝑁, dimana 

N merupakan fungsi Eigen 𝑁 = [
𝑁1

𝑁2

𝑁3

] sehingga didapatkan  

[

(−3 − 𝜆) 2 2
2 (1 − 𝜆) 3
2 3 (1 − 𝜆)

] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

] = 0 

Dari persamaan karakteristik di atas, kemudian ditentukan determinan matriksnya. 

Proses determinan matriks terhadap persamaan karakteristik di atas menghasilkan 

persamaan karakteristik yang sama dengan nol, yaitu 

−𝜆3 − 𝜆2 + 22𝜆 + 40 = 0 

Hasil subtitusi masing-masing variabel dari persamaan pangkat tiga di atas ke 

dalam metode Horner memberikan 3 buah hasil nilai Eigen, yaitu  

𝜆1 = −2, 𝜆2 = −4, dan 𝜆3 = 5 

Vektor Eigen diperoleh menggunakan masing-masing nilai Eigen 𝜆1 , 𝜆2 ,  

dan 𝜆3 ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝑁 = 𝜆𝑛𝑁, dengan proses sebagai berikut. 

a) Untuk 𝜆1 = −2 

Subtitusikan 𝜆1 = −2  ke dalam bentuk persamaan karakteristik, sehingga 

diperoleh 

[

(−3 − 𝜆1) 2 2

2 (1 − 𝜆1) 3

2 3 (1 − 𝜆1)
] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

] = 0 

[
−1 2 2
2 3 3
2 3 3

] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

] = 0 

Dengan berpacu pada perolehan bentuk persamaan matriks di atas, maka 

didapatkan vektor eigen untuk 𝜆1 = −2 sebagai berikut. 
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𝑁1 = [
0
1

−1
] 

b) Untuk 𝜆2 = −4 

Subtitusikan 𝜆2 = −4  ke dalam bentuk persamaan karakteristik, sehingga 

diperoleh 

[

(−3 − 𝜆2) 2 2

2 (1 − 𝜆2) 3

2 3 (1 − 𝜆2)
] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

] = 0 

[
1 2 2
2 5 3
2 3 5

] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

] = 0 

Dengan berpacu pada perolehan bentuk persamaan matriks di atas, maka 

didapatkan vektor eigen untuk 𝜆2 = −4 sebagai berikut. 

𝑁2 = [
−4
1
1

] 

c) Untuk 𝜆3 = 5 

Subtitusikan 𝜆3 = 5 ke dalam bentuk persamaan karakteristik, sehingga diperoleh 

sebagai berikut. 

[

(−3 − 𝜆3) 2 2

2 (1 − 𝜆3) 3

2 3 (1 − 𝜆3)
] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

] = 0 

[
−8 2 2
2 −4 3
2 3 −4

] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

] = 0 

Dengan berpacu pada perolehan bentuk persamaan matriks di atas, maka 

didapatkan vektor eigen untuk 𝜆3 = 5 sebagai berikut. 

𝑁3 = [
1
2
2
] 

Dengan demikian, dapat dituliskan perolehan matriks baru N yang tersusun 

atas vektor-vektor eigen dari persoalan matriks hermitian di atas sebagai berikut 
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𝑁 = [
0 −4 1
1 1 2

−1 1 2
] 

Dimana matriks baru N di atas merupakan matriks yang dapat  

mendiagonalisasikan matriks operator matriks hermitian Q. Kemudian dapat 

dituliskan solusi sistem eigennya yaitu 

𝑄𝑁1 = 𝜆1𝑁1 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

] [
0
1
1
] = −2 [

0
1
1
] 

𝑄𝑁2 = 𝜆2𝑁2 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

] [
−4
1
1

] = −4 [
−4
1
1

] 

Dan 

𝑄𝑁3 = 𝜆3𝑁3 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

] [
1
2
2
] = 5 [

1
2
2
] 

Langkah selanjutnya adalah pembuktian proses diagonalisasi matriks N 

terhadap matriks Q. Proses diagonalisasi matriks dimulai dengan melakukan 

perhitungan invers terhadap matriks N. 

𝑁−1 =
1

det(𝑁)
 𝐴𝑑𝑗 (𝑁) 

𝑁−1 =
1

(0 + 8 + 1) − (−8 + 0 − 1)
 [

0 9 −9
−4 1 1
2 4 4

] 

𝑁−1 =
1

(18)
 [

0 9 −9
−4 1 1
2 4 4

] 

𝑁−1 = [
0 9 18⁄ −9 18⁄

−4 18⁄ 1 18⁄ 1 18⁄

2 18⁄ 4 18⁄ 4 18⁄
] 

Setelah diperoleh nilai invers dari matriks N, kemudian dilakukan operasi 

perkalian matriks 
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𝑁−1𝑄𝑁 =

[
 
 
 
 
 0

9

18

−9

18
−4

18

1

18

1

18
2

18

4

18

4

18]
 
 
 
 
 

[
−3 2 2
2 1 3
2 3 1

] [
0 −4 1
1 1 2

−1 1 2
] = [

−2 0 0
0 −4 0
0 0 5

] 

Proses perkalian matriks 𝑁−1𝑄𝑁 menghasilkan suatu matriks diagonal, dimana 

nilai diagonalisasinya merupakan nilai eigen itu sendiri.  
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LAMPIRAN D. SISTEM EIGEN OPERATOR MATRIKS HERMITIAN 

BUJUR SANGKAR BERORDO 𝟒 × 𝟒 

 

A. Metode Analitik  

Langkah pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah menentukan 

operator matriks hermitian ordo 4 × 4, yaitu : 

𝑄 = [

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

] 

Operator matriks Q disubtitusikan ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝜓 =  𝜆𝜓, dimana 

𝜓 merupakan fungsi Eigen 𝜓 = [

𝜓1

𝜓2

𝜓3

𝜓4

] sehingga didapatkan 

[

(2 − 𝜆) 0 6 0
−6 (−3 − 𝜆) 1 9
0 0 (−8 − 𝜆) 2
0 0 0 (1 − 𝜆)

] [

𝜓1

𝜓2

𝜓3

𝜓4

] = 0 

Dari persamaan karakteristik di atas, kemudian ditentukan determinan matriksnya. 

Proses determinan matriks terhadap persamaan karakteristik di atas menghasilkan 

persamaan pangkat empat yang sama dengan nol, yaitu 

𝜆4+8𝜆3 − 7𝜆2 − 50𝜆 + 48 = 0 

Hasil subtitusi masing-masing variabel dari persamaan pangkat empat di atas ke 

dalam metode Horner memberikan 2 buah hasil nilai Eigen, yaitu 

𝜆1 = −3, 𝜆2 = −8, 𝜆3 = 1, dan 𝜆4 = 2 

Fungsi Eigen diperoleh menggunakan masing-masing nilai Eigen 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 

dan 𝜆4 ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝜓 =  𝜆𝑛𝜓, dengan proses sebagai berikut. 

a) Untuk 𝜆1 = −3, diperoleh 

[

2𝜓1 + 0𝜓2 + 6𝜓3 + 0𝜓4

−6𝜓1 − 3𝜓2 + 1𝜓3 + 9𝜓4

0𝜓1 + 0𝜓2 − 8𝜓3 + 2𝜓4

0𝜓1 + 0𝜓2 + 0𝜓3 + 1𝜓4

] = [

𝜆1𝜓1

𝜆1𝜓2

𝜆1𝜓3

𝜆1𝜓4

] 

Sehingga diperoleh fungsi Eigen sebagai berikut 
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𝜓 = [

𝜓1

𝜓2

𝜓3

𝜓4

] = [

0𝜓2

1𝜓2

0𝜓2

0𝜓2

] → 𝜓 = 𝜓2 [

0
1
0
0

] 

Nilai 𝜓2  diperoleh dengan mensubtitusikan fungsi Eigen ke dalam syarat 

normalisasi 𝜓𝑇𝜓 = 1.  

(𝜓2 [

0
1
0
0

])

𝑇

(𝜓2 [

0
1
0
0

]) = 1 

(𝜓2[0 1 0 0]) (𝜓2 [

0
1
0
0

]) = 1 

𝜓
2
2 =

1

1
 

Melalui proses transpose matriks diperoleh nilai 𝜓2 = 1 sehingga 

𝜓 = 𝜓2 [

0
1
0
0

] = 1 [

0
1
0
0

] 

Hasil akhir sistem Eigen untuk 𝜆1 = −3 adalah 

𝑄𝜓 = 𝜆1𝜓 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

]𝜓2 [

0
1
0
0

] = −3𝜓2 [

0
1
0
0

] 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

] (1) [

0
1
0
0

] = (−3)(1) [

0
1
0
0

] 

Berdasarkan hasil akhir sistem Eigen di atas, diperoleh hasil pembuktian sebagai 

berikut 

[

0
−3
0
0

] = [

0
−3
0
0

] 

b) Untuk 𝜆2 = −8, diperoleh 
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[

2𝜓1 + 0𝜓2 + 6𝜓3 + 0𝜓4

−6𝜓1 − 3𝜓2 + 1𝜓3 + 9𝜓4

0𝜓1 + 0𝜓2 − 8𝜓3 + 2𝜓4

0𝜓1 + 0𝜓2 + 0𝜓3 + 1𝜓4

] = [

𝜆2𝜓1

𝜆2𝜓2

𝜆2𝜓3

𝜆2𝜓4

] 

Sehingga diperoleh fungsi Eigen sebagai berikut 

𝜓 = [

𝜓1

𝜓2

𝜓3

𝜓4

] = [

−15𝜓3

−23𝜓3

25𝜓3

0𝜓3

] → 𝜓 = 𝜓3 [

−15
−23
25
0

] 

Nilai 𝜓3  diperoleh dengan mensubtitusikan fungsi Eigen ke dalam syarat 

normalisasi 𝜓𝑇𝜓 = 1.  

(𝜓3 [

−15
−23
25
0

])

𝑇

(𝜓3 [

−15
−23
25
0

]) = 1 

(𝜓3[−15 −23 25 0]) (𝜓3 [

−15
−23
25
0

]) = 1 

𝜓
3
2(225 + 529 + 625) = 1 

𝜓
3
2 =

1

1379
 

Melalui proses transpose matriks diperoleh nilai 𝜓3 = √
1

1379
  sehingga 

𝜓 = 𝜓3 [

−15
−23
25
0

] = √
1

1379
[

−15
−23
25
0

] 

Hasil akhir sistem Eigen untuk 𝜆2 = −8 adalah 

𝑄𝜓 = 𝜆2𝜓 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

]𝜓3 [

−15
−23
25
0

] = −8𝜓3 [

−15
−23
25
0

] 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

]√
1

1379
[

−15
−23
25
0

] = −8√
1

1379
[

−15
−23
25
0

] 
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Berdasarkan hasil akhir sistem Eigen di atas, diperoleh hasil pembuktian sebagai 

berikut 

[
 
 
 
 120√1 1379⁄

−184√1 1379⁄

200√1 1379⁄

0 ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 120√1 1379⁄

−184√1 1379⁄

200√1 1379⁄

0 ]
 
 
 
 

 

 

c) Untuk 𝜆3 = 1, diperoleh 

[

2𝜓1 + 0𝜓2 + 6𝜓3 + 0𝜓4

−6𝜓1 − 3𝜓2 + 1𝜓3 + 9𝜓4

0𝜓1 + 0𝜓2 − 8𝜓3 + 2𝜓4

0𝜓1 + 0𝜓2 + 0𝜓3 + 1𝜓4

] = [

𝜆3𝜓1

𝜆3𝜓2

𝜆3𝜓3

𝜆3𝜓4

] 

Sehingga diperoleh fungsi Eigen sebagai berikut 

𝜓 = [

𝜓1

𝜓2

𝜓3

𝜓4

] = [

−48𝜓4

155𝜓4

8𝜓4

36𝜓4

] → 𝜓 = 𝜓4 [

−48
155
8
36

] 

Nilai 𝜓4  diperoleh dengan mensubtitusikan fungsi Eigen ke dalam syarat 

normalisasi 𝜓𝑇𝜓 = 1.  

(𝜓4 [

−48
155
8
36

])

𝑇

(𝜓4 [

−48
155
8
36

]) = 1 

(𝜓4[−48 155 8 36]) (𝜓4 [

−48
155
8
36

]) = 1 

𝜓
4
2(2304 + 24025 + 64 + 1296) = 1 

𝜓
4
2 =

1

27633
 

Melalui proses transpose matriks diperoleh nilai 𝜓4 = √
1

27633
 sehingga 

𝜓 = 𝜓4 [

−48
155
8
36

] = √
1

27633
[

−48
155
8
36

] 

Hasil akhir sistem Eigen untuk 𝜆3 = 1 adalah 

𝑄𝜓 = 𝜆3𝜓 
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[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

]𝜓4 [

−48
155
8
36

] = 1𝜓4 [

−48
155
8
36

] 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

]√
1

27633
[

−48
155
8
36

] = 1√
1

27633
[

−48
155
8
36

] 

Berdasarkan hasil akhir sistem Eigen di atas, diperoleh hasil pembuktian sebagai 

berikut 

[
 
 
 
 
 −48√1 27633⁄

155√1 27633⁄

8√1 27633⁄

36√1 27633⁄ ]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 −48√1 27633⁄

155√1 27633⁄

8√1 27633⁄

36√1 27633⁄ ]
 
 
 
 
 

 

 

d) Untuk 𝜆4 = 2, diperoleh 

[

2𝜓1 + 0𝜓2 + 6𝜓3 + 0𝜓4

−6𝜓1 − 3𝜓2 + 1𝜓3 + 9𝜓4

0𝜓1 + 0𝜓2 − 8𝜓3 + 2𝜓4

0𝜓1 + 0𝜓2 + 0𝜓3 + 1𝜓4

] = [

𝜆4𝜓1

𝜆4𝜓2

𝜆4𝜓3

𝜆4𝜓4

] 

Sehingga diperoleh fungsi Eigen sebagai berikut 

𝜓 = [

𝜓1

𝜓2

𝜓3

𝜓4

] = [

5𝜓1

−6𝜓1

0𝜓1

0𝜓1

] → 𝜓 = 𝜓1 [

5
−6
0
0

] 

Nilai 𝜓1  diperoleh dengan mensubtitusikan fungsi Eigen ke dalam syarat 

normalisasi 𝜓𝑇𝜓 = 1.  

(𝜓1 [

5
−6
0
0

])

𝑇

(𝜓1 [

5
−6
0
0

]) = 1 

(𝜓1[5 −6 0 0]) (𝜓1 [

5
−6
0
0

]) = 1 

𝜓
1
2(25 + 36 + 0 + 0) = 1 
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𝜓
1
2 =

1

61
 

Melalui proses transpose matriks diperoleh nilai 𝜓1 = √1 61⁄   sehingga 

𝜓 = 𝜓1 [

5
−6
0
0

] = √
1

61
[

5
−6
0
0

] 

Hasil akhir sistem Eigen untuk 𝜆4 = 2 adalah 

𝑄𝜓 = 𝜆4𝜓 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

]𝜓1 [

5
−6
0
0

] = 2𝜓1 [

5
−6
0
0

] 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

]√
1

61
[

5
−6
0
0

] = 2√
1

61
[

5
−6
0
0

] 

Berdasarkan hasil akhir sistem Eigen di atas, diperoleh hasil pembuktian sebagai 

berikut 

[
 
 
 
 10√1 27633⁄

−12√1 27633⁄

0
0 ]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 10√1 27633⁄

−12√1 27633⁄

0
0 ]

 
 
 
 

 

 

B. Metode Diagonalisasi Matriks 

Langkah pertama yang dilakukan dalam penelitian ini adalah menentukan 

operator matriks hermitian ordo 4 × 4, yaitu : 

𝑄 = [

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

] 

Operator matriks Q disubtitusikan ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝑁 = 𝜆𝑁, dimana 

N merupakan fungsi Eigen 𝑁 = [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] sehingga didapatkan  
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[

(2 − 𝜆) 0 6 0
−6 (−3 − 𝜆) 1 9
0 0 (−8 − 𝜆) 2
0 0 0 (1 − 𝜆)

] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = 0 

Dari persamaan karakteristik di atas, kemudian ditentukan determinan matriksnya. 

Proses determinan matriks terhadap persamaan karakteristik di atas menghasilkan 

persamaan karakteristik yang sama dengan nol, yaitu 

𝜆4+8𝜆3 − 7𝜆2 − 50𝜆 + 48 = 0 

Hasil subtitusi masing-masing variabel dari persamaan pangkat empat di atas ke 

dalam metode Horner memberikan 4 buah hasil nilai Eigen, yaitu  

𝜆1 = −3, 𝜆2 = −8, 𝜆3 = 1, dan 𝜆4 = 2 

Vektor Eigen diperoleh menggunakan masing-masing nilai Eigen 𝜆1, 𝜆2,  𝜆3, 

dan 𝜆4 ke dalam persamaan Eigen 𝑄𝜓 =  𝜆𝑛𝜓, dengan proses sebagai berikut.  

a) Untuk 𝜆1 = −3 

Subtitusikan 𝜆1 = −3  ke dalam bentuk persamaan karakteristik, sehingga 

dperoleh 

[
 
 
 
(2 − 𝜆1) 0 6 0

−6 (−3 − 𝜆1) 1 9

0 0 (−8 − 𝜆1) 2

0 0 0 (1 − 𝜆1)]
 
 
 
[

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = 0 

[

5 0 6 0
−6 0 1 9
0 0 −5 2
0 0 0 4

] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = 0 

Dengan berpacu pada perolehan bentuk persamaan matriks di atas, maka 

didapatkan vektor eigen untuk 𝜆1 = −3 sebagai berikut. 

𝑁1 = [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = [

0
1
0
0

] 

b) Untuk 𝜆2 = −8 

Subtitusikan 𝜆2 = −8  ke dalam bentuk persamaan karakteristik, sehingga 

dperoleh 
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[
 
 
 
(2 − 𝜆2) 0 6 0

−6 (−3 − 𝜆2) 1 9

0 0 (−8 − 𝜆2) 2

0 0 0 (1 − 𝜆2)]
 
 
 
[

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = 0 

[

10 0 6 0
−6 5 1 9
0 0 0 2
0 0 0 9

] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = 0 

Dengan berpacu pada perolehan bentuk persamaan matriks di atas, maka 

didapatkan vektor eigen untuk 𝜆2 = −8 sebagai berikut. 

𝑁2 = [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = [

−15
−23
25
0

] 

c) Untuk 𝜆3 = 1 

Subtitusikan 𝜆3 = 1 ke dalam bentuk persamaan karakteristik, sehingga diperoleh 

[
 
 
 
(2 − 𝜆3) 0 6 0

−6 (−3 − 𝜆3) 1 9

0 0 (−8 − 𝜆3) 2

0 0 0 (1 − 𝜆3)]
 
 
 

[

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = 0 

[

1 0 6 0
−6 −4 1 9
0 0 −9 2
0 0 0 0

] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = 0 

Dengan berpacu pada perolehan bentuk persamaan matriks di atas, maka 

didapatkan vektor eigen untuk 𝜆3 = 1 sebagai berikut. 

𝑁3 = [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = [

−48
155
8
36

] 

d) Untuk 𝜆4 = 2 

Subtitusikan 𝜆4 = 2 ke dalam bentuk persamaan karakteristik, sehingga diperoleh 

[
 
 
 
(2 − 𝜆4) 0 6 0

−6 (−3 − 𝜆4) 1 9

0 0 (−8 − 𝜆4) 2

0 0 0 (1 − 𝜆4)]
 
 
 
[

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = 0 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


73 
 

[

0 0 6 0
−6 −5 1 9
0 0 −10 2
0 0 0 −1

] [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = 0 

Dengan berpacu pada perolehan bentuk persamaan matriks di atas, maka 

didapatkan vektor eigen untuk 𝜆4 = 2 sebagai berikut. 

𝑁4 = [

𝑁1

𝑁2

𝑁3

𝑁4

] = [

5
−6
0
0

] 

Dengan demikian, dapat dituliskan perolehan matriks baru N yang tersusun 

atas vektor-vektor eigen dari persoalan matriks hermitian di atas sebagai berikut 

𝑁 = [

0 −15 −48 5
1 −23 155 −6
0 25 8 0
0 0 36 0

] 

Dimana matriks baru N di atas merupakan matriks yang dapat  

mendiagonalisasikan matriks operator matriks hermitian Q. Kemudian dapat 

dituliskan solusi sistem eigennya yaitu 

𝑄𝑁1 = 𝜆1𝑁1 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

] [

0
1
0
0

] = −3 [

0
1
0
0

] 

 

𝑄𝑁2 = 𝜆2𝑁2 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

] [

−15
−23
25
0

] = −8 [

−15
−23
25
0

] 

𝑄𝑁3 = 𝜆3𝑁3 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

] [

−48
155
8
36

] = 1 [

−48
155
8
36

] 

Dan  

𝑄𝑁4 = 𝜆4𝑁4 
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[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

] [

5
−6
0
0

] = 2 [

5
−6
0
0

] 

Langkah selanjutnya adalah pembuktian proses diagonalisasi matriks N 

terhadap matriks Q. Proses diagonalisasi matriks dimulai dengan melakukan 

perhitungan invers terhadap matriks N. 

𝑁−1 =
1

det(𝑁)
 𝐴𝑑𝑗 (𝑁) 

𝑁−1 =
1

(−4500)
 [

−5400 −4500 −7380 13815
0 0 −180 40
0 0 0 −125

900 0 −540 −1080

] 

𝑁−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
54

45
1

73,8

45

−138,15

45

0 0
1,8

45

−0,4

45

0 0 0
1,25

45
9

45
0

5,4

45

10,8

45 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah diperoleh nilai invers dari matriks N, kemudian dilakukan operasi 

perkalian matriks 

𝑁−1𝑄𝑁 =

[
 
 
 
 
 
 
 
54

45
1

73,8

45

−138,15

45

0 0
1,8

45

−0,4

45

0 0 0
1,25

45
9

45
0

5,4

45

10,8

45 ]
 
 
 
 
 
 
 

[

2 0 6 0
−6 −3 1 9
0 0 −8 2
0 0 0 1

] [

0 −15 −48 5
1 −23 155 −6
0 25 8 0
0 0 36 0

] 

𝑁−1𝑄𝑁 = [

−3 0 0 0
0 −8 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

] 

Proses perkalian matriks 𝑁−1𝑄𝑁 menghasilkan suatu matriks diagonal, dimana 

nilai diagonalisasinya merupakan nilai eigen itu sendiri. 
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