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Atom Hidrogen disimbolkan (H;) merupakan atom yang paling ringan dan
sederhana karena memiliki sebuah elektron serta sebuah proton sebagai intinya.
Penelitian ini bertujuan untuk menentukan solusi lengkap fungsi gelombang atom
hidrogen. Jenis Penelitian ini merupakan penelitian pengembangan non
eksperimen pada teori mekanika kuantum yang dikerjakan secara analitik. Teori
yang dikembangkan adalah solusi lengkap fungsi gelombang atom hidrogen
sampai pada keadaan tereksitasi ketiga yaitu pada nilai bilangan kuantum utama
(n) 4. Pendekatan yang digunakan dalam penelitian ini adalah pendekatan
persamaan Schrodinger keadaan tunak menggunakan koordinat bola. Sedangkan
untuk metodenya digunakan metode separasi variabel dan normalisasi fungsi
gelombang.

Persamaan schrodinger merupakan persamaan differensial parsial orde dua
dan memiliki solusi berupa fungsi Schrodinger yang dapat memberikan informasi
mengenai perilaku gelombang dari suatu partikel seperti elektron didalam atom
hidrogen. Koordinat bola (r, 8, ¢) digunakan dalam menyelesaikan persamaan
schrodinger untuk atom hidrogen karena atom secara umum dianggap simetri
dengan bola. Kemudian dengan metode separasi variabel akan diperoleh solusi
analitik berupa fungsi gelombang meliputi fungsi gelombang Radial R,,;(r) serta
fungsi gelombang Angular Y;,,(6,¢) yang merupakan gabungan dari fungsi
gelombang Polar ©,,,(8) dan fungsi gelombang Azimut @,,(¢). Solusi lengkap
fungsi gelombang atom hidrogen disimbolkan y,,;,,, (7, 8, ) merupakan gabungan

dari fungsi gelombang Radial R,;(r) dengan fungsi gelombang Angular

Yim (6, ®).
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Langkah pertama yang dilakukan sebelum menentukan hasil pengembangan
adalah menentukan solusi lengkap fungsi gelombang atom hidrogen pada
bilangan kuantum utama (n) = 1,2,3 terlebih dahulu sebagai validasi. Adapun
validasi yang digunakan dalam penelitian ini antara lain adalah fungsi gelombang
radial dan fungsi gelombang angular yang merupakan gabungan dari fungsi
gelombang polar dengan fungsi gelombang azimut, kemudian dilanjutkan validasi
simulasi berupa grafik dua dimensi untuk fungsi gelombang dan rapat probabilitas
radial serta simulasi berupa grafik tiga dimensi untuk rapat probabilitas fungsi
gelombang angular. Setelah semuanya sesuai, kemudian dilanjutkan untuk
menentukan solusi lengkap fungsi gelombang atom hidrogen pada bilangan
kuantum utama lebih tinggi yaitu (n) 4 yang dikerjakan secara analitik. Kemudian
disimulasikan dengan grafik dua dimensi untuk fungsi gelombang dan rapat
probabilitas radial serta grafik tiga dimensi untuk fungsi gelombang angularnya
menggunakan software aplikasi Matlab2015.

Berdasarkan hasil pengembangan dari penelitian didapatkan solusi lengkap
fungsi gelombang atom hidrogen pada bilangan kuantum utama (n) = 4 memiliki
16 fungsi gelombang berbeda yang terdiri dari 4 fungsi gelombang radial dan 16
fungsi gelombang angular. Grafik dua dimensi rapat probabilitas radial dibuat
untuk merepresentasikan peluang terbesar menemukan elektron mengorbit pada
jarak (r) tertentu pada inti (proton), sedangkan grafik tiga dimensi rapat
probabilitas angular dibuat untuk merepresentasikan peluang terbesar menemukan
elektron dalam bentuk orbital ketika mengorbit pada inti (proton) didalam atom

hidrogen.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Perkembangan fisika umumnya dicirikan dengan hasil dari sebuah
eksperimen. Namun, terkadang juga ditandai dengan munculnya sebuah teori
berasal dari berbagai gagasan mendalam yang dapat menyebabkan perubahan
dalam cara kita memandang alam semesta. Teori fisika klasik mengasumsikan
bahwa keadaan gelombang dan partikel seperti elektron tidak dapat saling
dikaitkan. Pada akhir abad ke-19 beberapa fenomena fisis seperti radiasi benda
hitam, efek fotolistrik dan efek Compton tidak dapat dijelaskan oleh teori fisika
klasik, sehingga pada masa itu dikatakan bahwa fisika klasik mengalami krisis.

Pada tahun 1924 dengan mempertimbangkan sifat simetri dari alam, de
Broglie mengajukan hipotesa bahwa jika gelombang dapat bersifat partikel maka
partikel seharusnya juga bersifat sebagai gelombang. Bagi setiap partikel

bermassa m dan bergerak dengan laju v dapat berperilaku sebagai gelombang
dengan panjang gelombang de Broglie A = % = g (Purwanto, 2016:20). Hipotesa

de Broglie tentang dualisme gelombang partikel menjadi dasar munculnya teori
baru dalam fisika yaitu mekanika kuantum.

Keterkaitan antara gelombang dan partikel dalam mekanika kuantum dapat
dijelaskan dengan persamaan Schrodinger. Persamaan Schrodinger merupakan
suatu persamaan differensial parsial orde dua. Persamaan ini terbentuk dengan
menggunakan hukum kekekalan energi dan taat azas terhadap hipotesa de Broglie.
Persamaan Schrodinger berdasarkan karakteristiknya dibagi menjadi persamaan
Schrodinger bergantung waktu dan persamaan Schrodinger tidak bergantung
waktu. Pada persamaan Schrodinger tidak bergantung waktu hanya dipengaruhi
oleh potensial (V) dan posisi (r) (Supriadi, et al., 2018:1). Persamaan
Schrodinger sangat bermanfaat dalam menyelesaikan permasalahan pada sistem
mikroskopis seperti atom. Solusi dari persamaan Schrodinger disebut fungsi

Schrodinger yang memiliki sifat linear, bernilai tunggal dan berhingga. Fungsi
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Schrodinger ini dapat memberikan informasi tentang perilaku gelombang dari
suatu partikel seperti elektron didalam atom hidrogen.

Atom hidrogen (H:) merupakan atom yang paling ringan dan sederhana
karena terdiri dari satu proton sebagai inti atom dan satu elektron, dimana elektron
mengorbit pada inti (proton). Seringkali atom dianggap simetri dengan bola,
sehingga persamaan Schrodinger untuk atom hidrogen menggunakan koordinat
ruang berupa bola yang berorientasi pada sumbu (r, 8, ¢). Koordinat bola yang
berorientasi pada sumbu (r,6,¢) akan mengantarkan fungsi gelombang
Schrodinger untuk atom hidrogen mengandung tiga bilangan kuantum (n, [, m).
Nilai-nilai bilangan kuantum orbital (I) dan magnetik (m) dibatasi oleh nilai
bilangan kuantum utama (n) yang menyatakan tingkat energi tertentu ditempati
elektron didalam atom hidrogen, sehingga berguna untuk menamai tiap keadaan
fungsi gelombang Schrodinger atom hidrogen yang merepresentasikan perilaku
elektron didalam atom hidrogen. Elektron didalam atom hidrogen dapat
bertransisi dari tingkat energi satu ke tingkat energi lain yang lebih tinggi yang
disebut keadaan eksitasi dan ditandai dengan bertambahnya nilai bilangan
kuantum utama (n). Kehadiran atom yang memiliki tingkat eksitasi baik satu
maupun lebih inilah yang mendorong timbulnya laser, dimana umur tingkat
eksitasinya sekitar 1073 s sampai 1078 s (Beiser, 2003:146).

Penelitian sebelumnya mengenai fungsi gelombang atom hidrogen pada
bilangan kuantum utama (n) telah dilakukan oleh beberapa peneliti antara lain:
Ganesan dan Balaji (2008), dalam penelitiannya tentang Schrodinger Equation for
the Hydrogen atom — A Simplified Treatment mengatakan bahwa untuk
menyelesaikan persamaan Schrodinger pada atom hidrogen adalah dengan
mengubah koordinat kartesius menjadi koordinat polar dan membutuhkan
pemahaman tentang polinomial Legendre dan Laguerre. Hermanto (2016), dalam
penelitiannya tentang Fungsi Gelombang Atom Deuterium dengan Pendekatan
Persamaan Schrodinger mengatakan bahwa penyelesaian persamaan Schrodinger
pada atom berelektron tunggal dapat dipisah menjadi persamaan yang bergantung
jari-jari (r) dan persamaan yang bergantung sudut (8, ¢) dengan metode separasi

variabel. Idris-Bey dan Al-Hashimi (2018) dalam penelitiannya tentang Modelling
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of The Wave Function and of the Energy States of Hydrogen Stored in a Spherical
Cavity mengatakan bahwa fungsi gelombang atom hidrogen merupakan kuantitas
kompleks terdiri dari bagian radial dan bagian angular. Prastowo, et al. (2018),
dalam penelitiannya tentang The Stark Effect on the Spectrum Energy of Tritium
in First Excited State with Relativistic Condition mengatakan bahwa atom tritium
dapat diaplikasikan sebagai bahan untuk pembuatan baterai nuklir, sedangkan
perhitungan fungsi gelombang dan tingkat energi dari atom tritium mirip dengan
perhitungan fungsi gelombang dan tingkat energi dari atom hidrogen karena atom
tritium merupakan keluarga dari atom hidrogen. Penelitian-penelitian diatas
membahas fungsi gelombang atom hidrogen sampai pada bilangan kuantum
utama (n) < 3. Beberapa buku referensi yang digunakan pada mata kuliah
mekanika kuantum juga kebanyakan membahas fungsi gelombang atom hidrogen
sampai pada bilangan kuantum utama (n) < 3.

Berdasarkan beberapa uraian tersebut, peneliti tertarik untuk melakukan
penelitian mengenai fungsi gelombang atom hidrogen pada bilangan kuantum
utama (n) 4. Oleh sebab itu, peneliti melakukan penelitian yang berjudul
“SOLUSI LENGKAP FUNGSI GELOMBANG ATOM HIDROGEN (H})
PADA BILANGAN KUANTUM UTAMA (n) 4”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan penjabaran dari latar belakang, maka dapat dirumuskan
permasalahan yaitu bagaimanakah fungsi gelombang atom hidrogen pada

bilangan kuantum utama (n) 4?

1.3 Tujuan
Adapan tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji fungsi gelombang atom

hidrogen pada bilangan kuantum utama (n) 4.
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1.4 Batasan Masalah
Adapun Batasan-batasan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

a. Persamaan Schrodinger yang digunakan adalah persamaan Schrodinger tak
bergantung waktu dalam kerangka nonrelativistik.

b. Persamaan Schrodinger tak bergantung waktu dalam kerangka nonrelativistik
yang digunakan untuk menentukan solusi lengkap fungsi gelombang atom
hidrogen dinyatakan dalam koordinat bola dengan asumsi proton dianggap
diam.

c. Fungsi gelombang atom hidrogen memenuhi syarat normalisasi.

d. Fungsi gelombang atom hidrogen yang diperoleh mengabaikan efek spin.

e. Simulasi menggunakan grafik dua dimensi untuk fungsi gelombang radial dan
rapat probabilitas radial, serta grafik tiga dimensi untuk rapat probabilitas

angular.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

a. Bagi peneliti, dapat menambah wawasan, pengetahuan, dan pengalaman
tentang fungsi gelombang atom hidrogen pada bilangan kuantum utama (n) 4.

b. Bagi pembaca, dapat dijadikan referensi pada mata kuliah mekanika kuantum
dan fisika atom.

c. Bagi lembaga, dapat memberikan sumbangan penelitian dan bahan referensi
tambahan.

d. Bagi guru fisika SMA, dapat dijadikan referensi tambahan pada bab fisika

atom mengenai teori atom Bohr.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Dualisme Gelombang Partikel
Dalam teori Planck, sebuah atom yang bergetar dapat menyerap atau
memancarkan energi kembali dalam bentuk buntelan-buntelan energi (disebut

kuanta). Energi E setiap kuanta ditentukan oleh frekuensi f menurut persamaan

E = nhf (2.1)
dimana n menyatakan jumlah kuanta (n = 1,2,3,...) dan h merupakan tetapan
Planck yang besarnya 6,626 x 1073* Js. Einstein pada tahun 1905
mengemukakan ide yang didasarkan pada teori Planck, bahwa suatu partikel
misalnya foton dengan energi hf memiliki momentum linear p yang searah

dengan arah pergerakannya. Besarnya p dapat dituliskan

p="L=2 (22)
dari persamaan (2.2) didapat hubungan antara momentum linear p dengan
panjang gelombang A.

Pada tahun 1924, de Broglie mempostulatkan bahwa bagi semua partikel
yang bergerak dengan momentum p akan terkait suatu gelombang dengan panjang
gelombang A yang disebut panjang gelombang de Broglie dimana keduanya saling
berhubungan satu sama lain. Berdasarkan persamaan (2.2) panjang gelombang de

Broglie dapat dituliskan
(2.3)

SHIE]

(Krane, 2012:103)
dengan h merupakan tetapan Planck. Panjang gelombang de Broglie hanya dapat
diamati untuk partikel-partikel yang berukuran atom atau inti atom. Sedangkan
kecepatan gelombang de Broglie dapat dituliskan,

v=Af (2.4)
Gelombang dalam perambatannya memindahkan sejumlah energi dari suatu

subsistem ke subsistem lainnya. Suatu gelombang yang merambat dalam arah
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tertentu misalnya diambil arah sumbu-x dalam suatu waktu memenuhi persamaan
gelombang

% _10% 25)

ox2  v? a2
apabila dimisalkan sebuah partikel bebas yang merambat dalam arah sumbu-x
maka solusi dari persamaan diatas berupa fungsi gelombang yang dapat dituliskan
Y(x,t) = Ae i@t=x/v) (2.6)
Sebuah partikel bebas yang tidak dipengaruhi oleh gaya luar, maka akan
memiliki frekuensi yang tetap dan bilangan gelombang yang besar dan arahnya

tetap.

w=7= dan k=2 (2.7)

sedangkan hubungan energi total gelombang yang dimiliki partikel dengan
momentum dapat dituliskan

E=pv (2.8)

dengan mensubtitusikan w =§ dan persamaan (2.8) ke persamaan (2.6) maka

didapatkan
ll)(x, t) =Ae—iw(t—x/v)

Ay e—ig(t—x/v)

Y(x,t) e G (2.9)

(Beiser, 2003:166).

Fungsi gelombang vy adalah kuantitas kompleks yang memberi karakteristik
gelombang de Broglie. Harga fungsi gelombang i tidak mempunyai arti fisis
secara langsung akan tetapi dapat memberikan informasi fisis bahwa partikel
tersebut memiliki gerakan yang tak terbatas. Kuadrat harga mutlak dari fungsi
gelombang |y|? disebut dengan kerapatan probabilitas P(r) yang menyatakan
kemungkinan suatu partikel misalnya elektron ditemukan pada posisi tertentu

dalam sebuah atom.
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2.2 Persamaan Schrodinger
Persamaan Schrodinger merupakan persamaan differensial parsial orde dua
yang digunakan untuk memberikan informasi tentang perilaku gelombang dari
partikel. Persamaan ini dikembangkan oleh Erwin Schrodinger pada tahun 1926
yang merupakan seorang ilmuwan fisika berkebangsaan Austria. Berdasarkan
karakteristik fungsi gelombangnya persamaan Schrodinger dibagi menjadi dua
yaitu persamaan Schrodinger bergantung waktu dan persamaan Schrodinger tak
bergantung waktu.
2.2.1 Persamaan Schrodinger Bergantung Waktu
Persamaan Schrodinger didapatkan dengan mematuhi beberapa kriteria:
a. Memenuhi hukum kekekalan energi
Hukum kekekalan energi menyatakan bahwa jumlah total energi yaitu energi
kinetik dan energi potensial dari suatu partikel selalu bersifat kekal. Persamaan
hukum kekekalan energi dari suatu partikel dapat dituliskan
K+V=E
2
-V | 2 E (2.10)
Suku pertama ruas Kiri menyatakan energi kinetik, suku kedua menyatakan energi
potensial, dan ruas kanan menyatakan energi total.
b. Linear, bernilai tunggal dan berhingga
Pemecahan persamaan Schrodinger harus memberikan informasi tentang
probabilitas untuk menemukan partikelnya. Walaupun dapat pula probabilitas
berubah secara kontinu dan partikelnya menghilang secara tiba-tiba dari suatu titik
dan muncul kembali pada titik berikutnya, namun fungsi gelombangnya haruslah
bernilai tunggal dan berhingga artinya tidak boleh ada dua probabilitas untuk
menemukan partikel di satu titik yang sama. Indikator dari sifat gelombang yang
linear yaitu fungsi gelombangnya harus memiliki sifat superposisi gelombang
(Krane, 2012:141).
c. Taat azas terhadap hipotesa de Broglie
Persamaan itu bagaimanapun bentuknya, haruslah konsisten dengan hipotesa

de Broglie. Untuk menyelesaikan persamaan matematis bagi sebuah partikel
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dengan momentum p, maka pemecahannya harus berbentuk fungsi gelombang
dengan panjang gelombang A. Sesuai dengan persamaan (2.7) dan persamaan
(2.10) maka energi kinetik dari gelombang de Broglie partikel bebas dapat

dituliskan

pZ i h2k2
2m = 2m

Persamaan Schrodinger dapat dibentuk dengan mengambil turunan kedua dari

(2.11)

fungsi (2.9) terhadap x, didapatkan

*P(x,t) p?
PO = 2 y(x,0)

dx?

p* P, 1) = —h? LD (2.12)
dengan mensubstitusikan persamaan (2.7) ke dalam persamaan (2.12), maka
didapatkan

TUED = 2 h(x, 1) (2.13)

persamaan Schrodinger bergantung waktu dapat diperoleh dengan mengambil

turunan pertama persamaan (2.9) terhadap variabel t, sebagai berikut

o) _ _iE
at VA Y(x,t)

Ep(x,t) = ih &0 (2.14)
pada persamaan (2.10) ruas kanan dan ruas Kiri masing-masing dikalikan dengan
fungsi ¥(x,t), kemudian substitusi persamaan (2.12) dan persamaan (2.14)

didapatkan
PO 4 vy, t) = Ep(x,t)

_ 12 %)
2m  9x?

persamaan (2.15) merupakan persamaan Schrodinger bergantung waktu dalam

+Vp(x ) = ih 22 (2.15)

satu dimensi. Pada kasus tiga dimensi, maka persamaan (2.15) dapat dituliskan

hZ

2m \ 9x2

%2y 3%y . %P _ 0P
(—+a—y2+§)+wp = in2 (2.16)

(Beiser, 2003:168).
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2.2.2 Persamaan Schrodinger Tidak Bergantung Waktu

Energi potensial pada persamaan Schrodinger dalam banyak situasi tidak
bergantung pada waktu, melainkan bergantung pada posisi elektron didalam atom.
Sehingga perhatian Kita tertuju pada keberadaan elektron dalam selang waktu
yang cukup panjang dan bukan tertuju pada keberadaan elektron dari waktu ke
waktu. Persamaan Schrodinger tidak bergantung waktu dalam satu dimensi
diperoleh dengan menghilangkan fungsi gelombang yang bergantung waktu
Y(x,t) pada persamaan (2.15) dan menggantinya dengan fungsi gelombang tidak

bergantung waktu 1 (x), yaitu dengan cara memisalkan (x) — de pada
persamaan (2.9) dan mensubstitusikannya kedalam persamaan (2.15) sesuai

langkah-langkah sebagai berikut

ipx iEt

Y(x,t) = Ae “HEPD) _ o e (2.17)

Y(x,t) = ll)(JC)e_lT (2.18)

substitusi persamaan (2.18) ke persamaan (2.15) didapatkan

_%e azll)(x) n Vl/)(x)e LETt lhl/)(x)( lEt)
[~ 22N e Ve = EpGeT 219)

kemudian ruas Kiri dan kanan masing-masing suku pada persamaan (2.19) dibagi

iE
dengan e"Tt maka didapatkan

% 3*P(x)
— =R 4 Vh(x) = Ep(x) (2.20)
(Liboff, 2003:187)
persamaan (2.20) merupakan persamaan Schrodinger tidak bergantung waktu

dalam satu dimensi. Pada kasus tiga dimensi, persamaan (2.20) dapat dituliskan
R (9% | 9% | 22
(axz + ay? == E) l/)(x,y,z) + Vl/)(x,y,z) = Elp(x,y,z) (2.21)

Secara umum persamaan Schrodinger tidak bergantung waktu dapat dituliskan

(—%vz + V(r))zp = Ey (2.22)

(Gasiorowics, 1996:169)

atau
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L2+ [E- V)l =0 (2.23)

dimana V2 merupakan Laplacian yang bergantung pada koordinat yang digunakan
untuk memecahkan persamaan Schrodinger.

2.2.3 Persamaan Schrodinger dalam Koordinat Bola

Laplacian V2 dalam koordinat bola diberikan oleh
Vi= 10

20y 1 0 Lp0y 1 0%
T r2or (T‘ ar) + r2sin6 00 (Sln 0 30) + r25in20 9 ¢? (2'24)

(Sugiono, 2016:404)

substitusi persamaan (2.24) ke persamaan (2.23) didapatkan

h21[a(za) 18(. a) 1 9
2mr? lor r ar +sin060 sin¢ p-

2
26 sin20 r&] lp(rﬂ.qﬁ) +
[E =V lYaog =0

(2.25)
dimana fungsi gelombang ¥, ¢ 4, dideskripsikan sebagai fungsi yang bergantung

pada jari-jari » dan fungsi yang bergantung pada sudut polar 6 dan sudut azimut

¢.

Gambar 2.1 Koordinat Bola: jari-jari r, sudut polar 8, dan sudut azimut ¢

Sehingga untuk menyelesaikan persamaan (2.25) menggunakan metode separasi
variabel
Yir0,6) = R()Y(O,d)

(2.26)
substitusi persamaan (2.26) kedalam persamaan (2.25) didapatkan
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1 9 (20RM) , R 3 (. ,03Y(0.9) R(r) 92Y(6,9)
r? [Y(H' d)) ar (T or ) + sin6 06 (sm@ 20 ) + sin?0  0¢? ] +

ZE-VIIREY(G,¢) =0 (2.27)
kemudian tiap suku pada persamaan (2.27) dikalikan dengan r? dan dibagi
dengan R(r)Y(6, ¢) didapatkan

1 9 ( ,0R(r) 1 (. oY(6,9) 1 2%Y(0,9)
R(r) or (T ar ) Y(6,¢) sin 0 06 (Sln 4 20 ) + Y(0,p) sin20  d¢p? +
2mr?

(Griffith, 2005:134)
atau dapat dituliskan

1 3 ( 50R(M) 2mr? @ 1 9 (. aY(6,9)
IR(r) ar (T ar ) 4 h2 [E V(T')]l t [Y(6,¢) sin 6 96 (51n9 00 ) N,

1 2Y(O.9)] _
Y(6,4) sin26  9¢? ]_0 (2.29)

persamaan (2.29) terbagi atas dua suku, dimana suku yang pertama hanya
bergantung pada arah radial R(r) dan suku kedua hanya bergantung pada arah
angular Y (6, ¢). Sehingga penjumlahan dari masing-masing suku akan selalu
tetap (sama dengan konstanta). Apabila dipilih konstanta pemisah berharga
[(l + 1), maka persamaan (2.29) dapat dipisah menjadi bagian radial yaitu suku

yang hanya bergantung jari-jari r berikut

1 9 AR(r) 2mr?
o (PED) + B E-v(l = 10+ D) (2.30)

dan bagian angular yaitu suku yang bergantung sudut 8 dan sudut ¢ berikut

1 0 (. 0Y(6.) 1 *Y(0.9) _
Y(6,¢)sin 6 90 (sm@ 20 )+Y(9,¢)sin29 apz [l+1) (231)

2.3 Persamaan Schrodinger untuk Atom Hidrogen

Atom hidrogen merupakan atom yang paling sederhana karena hanya
memiliki sebuah proton sebagai inti dan sebuah elektron. Elektron berputar
disekeliling inti (proton) yang memiliki massa jauh lebih besar dari pada massa

elektron (m, > m,) akibatnya inti (proton) relatif diam tidak bergerak. Sehingga
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massa tereduksi dari sistem dua partikel antara elektron bermassa m, berputar

disekeliling inti (proton) bermassa m,, yang lebih berat, dinyatakan oleh

Mmemy

u=

Metmy

memy

Mp
u=me (2.32)
Dimana dapat diperoleh bahwa massa tereduksi p nilainya adalah sama dengan
massa dari elektron m,,.
Persamaan Schrodinger untuk atom hidrogen pada lintasan bola dalam
sistem dua partikel dapat dituliskan

(’2”—” +V()) = Ey (2.33)
dengan V(r) merupakan energi potensial untuk gaya interaksi antara inti (proton)

dan elektron yang dapat dituliskan

L& (2.34)

Ameg T

V(r) =—

Seringkali atom dianggap simetri dengan bola, sehingga persamaan Schrodinger
yang digunakan untuk atom hidrogen menggunakan koordinat bola. Oleh karena
itu, persamaan Schrodinger untuk atom hidrogen dapat dipisah menjadi bagian
radial dan bagian angular sama seperti persamaan Schrodinger dalam koordinat
bola.
2.3.2 Bagian Radial

Pertama akan dijabarkan terlebih dahulu pada bagian radial yang merupakan
persamaan gelombang yang merambat secara radial atau menyebar dari pusat
atom hidrogen menuju ke segala arah dan bergantung pada jarak r dari pusat atom
hidrogen. Langkah yang perlu dilakukan untuk menjabarkan bagian radial adalah

menata ulang persamaan (2.30) menjadi

2 (r2 280 4 20 [ — y()IR(r) = 1+ DR(T) (2.35)

dengan mendefinisikan U(r) = rR(r) maka didapatkan

au(r)
- = R(r)+r

dR(1)
ar

(2.36)

tiap suku pada persamaan (2.36) dikalikan » maka didapatkan
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2 alzir) — al;i’”) —U(r) (2.37)
dan diperoleh
9 ( 20R(MY _ . 9%U()
or (T or ) =T ar? (2:39)

sehingga persamaan (2.35) sebagai persamaan radial dapat dituliskan kembali
dalam bentuk

_® 0%
2m  0r?

+(ve) +*E2) v ) = EU ) (2.39)

2mr?2

(Purwanto, 2016:136)
Persamaan radial atom hidrogen diperoleh dengan mensubstitusi persamaan

(2.34) ke dalam persamaan (2.39) dan menggunakan massa tereduksi u akan

didapatkan
n? 0%2u(r) 1 e? h? 1(1+1) _
et CanS) R v = Eue
0%u(r) 2UE 2ue? 1(1+1) w
? + [? + 4mTegh2r - r2 ] U(T) =0 (2'40)

selanjutnya digunakan sedikit manipulasi dengan memanfaatkan bentuk asimtotik
dari solusi. Untuk r yang sangat kecil (r — 0), maka persamaan (2.40) dapat

dituliskan

aZ
ur) l(l:;l) U(r) =0 (2.41)

or?

persamaan (2.41) diselesaikan dengan menggunakan metode Frobenius dalam
bentuk deret

UG) = 15 B0 Cr® (2.42)
dimana
2 2
6;:(;) h_ % [Cors + Cors*Y 4 Corst2 + -] (2.43)
l(lr-;l) ur) = l(l;;l) [Cor® + Cyrs*t + Cor*2 + -] (2.44)

kemudian substitusi persamaan (2.43) dan (2.44) ke persamaan (2.41) akan
didapatkan

Cols(s— 1) =1+ D]r5 2+ Cs(s+ 1) =1+ DT+ CG[(s+ D(s +
2)=Il+D]rs+--=0 (2.45)
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dengan mengenolkan koefisien dari suku dengan variabel r pangkat terendah
yaitu 752 maka
ss—=1)-Il(l+1)=0

[s+lls—({+D]=0 (2.46)
sehingga diperoleh solusi s = —[ atau s = [ + 1. Oleh sebab itu didapatkan
U(r) = Arttt 4+ Brt (2.47)

akan tetapi untuk nilai r yang sangat kecil (r — 0) maka nilai = akan menjadi
tak berhingga, sehingga B = 0 agar U(r) berhingga. Oleh karena itu solusi dari

persamaan (2.41) adalah

U(r) ~ritt (2.48)
sekarang untuk r yang sangat besar (r — o), maka persamaan (2.40) dapat
dituliskan

VD 1 2E () = 0 (2.49)

karena elektron dalam keadaan terikat dengan inti atom, maka energi yang

2u(-E) _

dimiliki oleh elektron akan berharga negatif. Apabila dimisalkan = =4,
maka solusi dari persamaan (2.49) didapatkan

U(r) = Ce9 + De™ " (2.50)
akan tetapi untuk nilai » yang sangat kecil (r — o) maka nilai e9" akan menjadi
tak berhingga, sehingga € = 0 agar U(r) berhingga. Oleh karena itu solusi dari
persamaan (2.50) adalah

U(r) ~e " (2.51)

langkah selanjutnya adalah menghilangkan perilaku asimtotik dengan
memperkenalkan fungsi baru yang bergantung r vyaitu K(r). Sehingga
penyelesaian untuk U (r) dari persamaan (2.51) adalah

Ur)=r*1K@) e (2.52)
dimana

au(r)

= =+ Drle K (r) + rittear I;(r) qritle K (r) (2.53)

2U(r) _ [.1+1 e—ar 92K(r) qr _ I+1,—qr 0K (1)
e =[r ] 2 + [2(L+ Drle~ 2qr | —= 5+

[—2q( + Drle ™ + (1 + Drit + g?ritle K (1) (2.54)
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substitusi persamaan (2.52) dan persamaan (2.54) ke persamaan (2.40), sehingga

diperoleh

%K) | [(z+1) _ q] oK) | 5 [—q(l+1)+(ure2/4n80h2)] K@r)=0  (2.55)

or? T or

solusi K(r) pada persamaan (2.55) dapat diasumsikan sebagai deret pangkat

dalam (r) yang dapat dituliskan

K(r) = 550 byr® (2.56)

dimana
D =3 g kbt (2.57)
IKD) _ o0 fe(k — 1)byr? (2.58)

ar?
kemudian substitusi persamaan (2.56), (2.57) dan (2.58) ke persamaan (2.55) akan
diperoleh
Yiolk(k + 21+ 1)bprk=2 + 2[—q(k + 1+ 1) + pe?/4ne h?]brk=1} = 0

(2.59)

dengan mengubah k ke k — 1 pada penyebut suku pertama, maka persamaan
(2.59) akan menjadi
(k+ 1) (k+ 2L+ 2)byp 7t + 2[—qk + 1+ 1) + pe?/4me h?lbrk—t = 0

b _ 2[qk+1+1)+pe? /amegh?]
k+1 = (k+1)(k+21+2)

by (2.60)

persamaan (2.60) merupakan rumus rekursi yang digunakan digunakan untuk
menentukan nilai koefisien, dan karena itu fungsi K(r): kita mulai dengan b, dan
dari persamaan (2.60) didapatkan b;, dengan menggunakan hasil ini kembali,
akan diperoleh b,, demikian seterusnya. Sekarang Kkita tentukan bentuk

koefisiennya untuk nilai k yang besar. Rumus rekursi daerah ini adalah

2

bicss = ¢ b (261)
dimana

k
b = E2 b, (2.62)

substitusi persamaan (2.62) ke persamaan (2.56) sehingga diperoleh

k
K(r) = by Ty 2 = K(r) ~ 2 (2.63)

oleh karena itu persamaan (2.52) sebagai solusi radial menjadi
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U(r) = ritl e2ar g=ar = yltiear (2.64)
persamaan (2.64) ini akan menjadi tak berhingga pada nilai q yang sangat besar
(q = o) sama halnya dengan perilaku amsitotik pada persamaan (2.50). Agar
tidak muncul bentuk asimtotik kembali, maka cara untuk mengatasi ini adalah
deret pada persamaan (2.56) haruslah berhenti pada sebuah pangkat tertentu Z.
Oleh sebab itu fungsi K (r) akan menjadi polinomial berorde Z sebagai berikut

K(r) = XZ_, br* (2.65)
sehingga semua koefisien by, q,bz,2,b745,... akan lenyap. Ketika b;,,; = 0,
rumus rekursi (2.60) menjadi

q(Z +1+4 1) + pe?/4neyh? = 0 (2.66)
dengan mengenalkan notasi baru
n=Z+1+1 (2.67)

dimana n kita kenal sebagai bilangan kuantum utama dan dengan mengganti nilai

q= /— Zf’l‘—zE pada persamaan (2.66), akan kita dapatkan energi sebagai berikut

E,=——"" 1 dimanan =123 (2.68)
W 2(4meg)2h2 n2’ N =g=rs ’
2
apabila dimisalkan 47;%;1 sebagai a,, akan kita peroleh energi dalam bentuk
ez 1
fop = 8meg n2ag (2.69)

hasil ini ternyata identik dengan teori Bohr tentang atom hidrogen yang terkenal
ketika kita ambil nilai n = 1 atau pada keadaan dasar, dimana disini dinyatakan
bahwa jarak elektron mengorbit inti (proton) diukur dari pusat atom dinyatakan
menurut persamaan

i Ny (2.70)
dimana r,, menyatakan jarak elektron mengorbit inti (proton) untuk tiap n yang
ditentukan, sedangkan a, menyatakan jarak orbit terdekat elektron pada inti
(proton) ketika mengorbit. Kemudian dengan mengotak-atik persamaan a, akan

diperoleh

ap = T s b ity (2.71)

pe? hZ  age?
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substitusi persamaan (2.71) kedalam persamaan q, akan kita dapatkan q dalam

bentuk a, sebagai berikut

_ | _or _ | _o(4me0) (_ e? 1y _ 1
9= \[ 2 h? E, = \[ 2 (aoez) ( 2(4meg)ag nz) " nao (2.72)
Ketika nilai dari Z pada persamaan (2.67) adalah Z = 0,1,2,3, dan seterusnya,

maka akan mensyaratkan nilai dari n adalah harus sama atau lebih besar dari [ +
1. Sehingga akan didapatkan nilai yang diizinkan dari bilangan kuantum azimut [
memiliki nilai hanya antara nol sampai n — 1 yaitu (Il =0,1,2,... ,n — 1), agar
harga n dapat dipenuhi sebagai bilangan kuantum utama yang berharga (n =
1,2,3,...).

Fungsi radial atom hidrogen dapat diperoleh dengan mensubstitusi
persamaan (2.65) kedalam persamaan (2.52) dan merujuk kembali pada
pendefinisian U(r) = rR(r) sertaq = niao dapat dituliskan sebagai berikut

I‘

Ry () —‘U w(r) = Ny e maort 32 br* (2.73)
dimana N,; merupakan Kkonstanta normalisasi. Sedangkan polinomial
rtyZ_,ber® dikenal sebagai polinomial Laguerre terasosiasi L%(r) yang
merupakan solusi dari persamaan (2.55) dan didapatkan dengan mempelajari
persamaan differensial Laguerre yang telah ada sebelum kelahiran mekanika
kuantum. Polinomial Laguerre terasosiasi merupakan turunan ke Z dari

Polinomial Laguerre L(r), diberikan oleh
VA
LE(r) = = L(r) (2.74)
dimana
k
Le(r) = e" <= (rke™) (2.75)

masing-masing dari L,(r) dan LZ(r) merupakan solusi umum dari persamaan

differensial berikut

d?Ly(r)

2y (1) D 4 kL (r) = 0 (2.76)

dsz(r)

+(Z+1- )“Lk(” +(k—2DIE@) =0 2.77)
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bentuk dari persamaan (2.77) identik dengan persamaan radial atom hidrogen

pada persamaan (2.55) dengan menggunakan sebuah variabel pengganti

f=2qr=2 /——r (2.78)

neoh

dan menggunakan a, = serta q = —, kita dapat menjabarkan persamaan

(2.55) menjadi persamaan sebagal berikut

2@+ D +1- 1%L+ [+ D - @+ DN =0 (279)

Sekarang kita mengetahui bahwa persamaan (2.77) dan persamaan (2.79) adalah
identik dengan asumsi bahwa K(r) = L(f). Oleh karena itu, kita dapat
mengambil keputusan bahwa solusi dari persamaan (2.79) merupakan polinomial
Laguerre terasosiasi yang diberikan oleh L24+!(2qr). Sehingga fungsi gelombang
radial atom hidrogen pada persamaan (2.73) dapat kita tuliskan kembali sebagai
berikut

Ru(r) = Ny o770 (2) 12441 (22) (2.80)

dimana N,;; merupakan sebuah konstanta normalisasi yang dapat dicari nilainya

dengan syarat normalisasi fungsi radial

Jy Ry (M) [Ry ()] r2dr = 1 (2.81)
dan menggunakan kondisi normalisasi dari polinomial Laguerre terasosiasi
berikut

_ 2n[(n+D1]°
J,” e wA L (w)]?w ZdW—?nnl—l), (2.82)

maka didapatkan nilai normalisasi N,,; sebagai

3
— (.2 2 (n—-1-1)!
M == (22) ™ Janicom 289

2n[(n+1)!]3

Sehingga persamaan (2.80) sebagai solusi persamaan radial dapat dituliskan

) = () et (20 e [zt (25)] e

(Zettili, 2009:359)
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2.3.3 Bagian Angular

Bagian angular merupakan persamaan gelombang yang merambat secara
angular atau berotasi berdasarkan sudut polar (6) dan sudut azimut (¢).
Persamaan angular pada atom hidrogen sama dengan persamaan angular pada
koordinat bola karena pada persamaan angular merupakan persamaan yang telah
tetap dalam arti tidak mengandung fungsi atau operator yang belum diketahui
seperti V(r) pada persamaan radial. Langkah yang dilakukan untuk menjabarkan
persamaan polar adalah dengan melakukan pemisahan variabel lebih lanjut pada
persamaan (2.31), yaitu sebagai berikut

Yo,0) = 0(0)P(¢) (2.85)

substitusi persamaan (2.85) kedalam persamaan (2.31) maka didapatkan

1 0 (. 000 1 Po(P) _
0(0) sin 6 96 (Sm =3 ) Y ow@)sin20 092 l1+1) (2.86)

setelah persamaan (2.86) dikalikan dengan sin?8 , didapatkan

g 2
Smgi(siné’ a@(e)) S bl L CR —I(l + 1)sin?0

0(6) 96 20 o(p) d¢2
sinf 9 (., 030(6) Cop 1 3%0(e)
B (sin g 592) + 11 + 1)sin0 = 2 (2.87)

sama seperti persamaan (2.29) persamaan (2.87) bernilai benar jika kedua ruas
sama dengan konstanta tertentu, misalkan dipilih m? agar solusi yang diberikan
mempunyai makna fisis. Sehingga persamaan (2.87) dapat dipisahkan menjadi

suku yang hanya bergantung pada sudut polar € yaitu

%% (sin092) + 10 + 1)sin?0 = m? (2.88)
dan suku yang hanya bergantung pada sudut azimut ¢ yaitu
1 %e(¢) _
o) a9 " (2.89)

a. Solusi persamaan polar

Selanjutnya akan kita selesaikan suku bergantung pada sudut polar 8 pada
persamaan (2.88) yang disebut sebagai persamaan polar. Persamaan polar
menggambarkan gerak rotasi berdasarkan sudut 6 yang memotong bidang xy.

Menyelesaikan persamaan polar secara langsung memang sangat sulit, oleh
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karena itu untuk mempermudah digunakan fungsi khusus yaitu polinomial

Legendre terasosiasi P, (v) yang diberikan oleh

2 Iml /g |m|
P =1 -v))z (3) P (2.90)
(Boas, 2006:583)
dimana P;(v) pada persamaan (2.90) merupakan polinomial Legendre yang

didefinisikan oleh formula Rodrigues berikut

P(v) == (= ) w? —1)! (2.91)
(Ayres and Ault, 1999:224)
dimana masing-masing polinomial P;(v) dan P/™(v) merupakan solusi umum dari

persamaan differensial Legendre berikut

(1-v) LD _ 5y 8D 4 11+ 1)P ) = 0 (2.92)

2pm
(1-v?) LB 2v‘“’l 2 [l(l +1

2)] PP() =0  (2.93)

Langkah yang harus dilakukan adalah pada persamaan (2.88) dikalikan dengan
0(9)

, maka didapatkan

siieaa_H(Sine%) +(

selanjutnya, dengan menggunakan pengganti variabel cos & = v akan didapatkan

")) =0 (2.94)

1-v)Z2-2v —+(1(z+1)— m)e=0 (2.95)

v?)
dengan asumsi bahwa @ = P/"(v), maka akan didapatkan bahwa persamaan
(2.95) identik dengan persamaan differensial Legendre terasosiasi pada persamaan
(2.93), sehingga kita dapat mengambil keputusan bahwa solusi dari persamaan
(2.194) adalah sebagai berikut

0(6) ~ P"(cos0)

0 (0) = CppP"(cos ) (2.96)
dimana P/™(cos#) merupakan polinomial Legendre terasosiasi yang bergantung
variabel cos#@, sedangkan C;,, merupakan suatu konstanta normalisasi yang
nilainya dapat dicari menggunakan syarat normalisasi fungsi gelombang 0,,,(8)

diberikan oleh
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Jy [0 (0)]° [0, (6)] sin 6 dB = 1 (2.97)
dan menggunakan normalisasi polinomial Legendre terasosiasi berikut

S [P (cos8)]?sin B do = (1) (LHmD)

2l+1/ \(I-|m])!

maka diperoleh konstanta normalisasi Cj,,, sebagai berikut

— (—1)(m+|m[)/2 21+1 (I-|m])!
Cm = (=1) 2 (+m)! (2.98)

:

sehingga persamaan (2.96) sebagai solusi persamaan polar dapat dituliskan

21+1 (1- !
O (6) = (—1)(m+imb/2 /%%P{n(cos@ (2.99)

b. Solusi persamaan azimut

Suku yang hanya bergantung pada sudut azimut ¢ pada persamaan (2.89)
disebut sebagai persamaan azimut. Persamaan azimut menggambarkan gerak
rotasi disekitar sumbu-z dengan sudut rotasi bernilai nol sampai 2m. Tetapan
negatif —m? dipilih agar memberikan solusi berupa fungsi sinusoidal dan
periodik. Sedangkan jika dipilih tetapan positif m? maka akan memberikan solusi
berupa fungsi eksponensial. Persamaan azimut akan Kkita selesaikan terlebih
dahulu karena lebih mudah untuk diselesaikan. Langkah yang perlu dilakukan

adalah menuliskan kembali persamaan (2.89) dalam bentuk

a%}j’) + m2d(¢) = 0 (2.100)
solusi penyelesaian dari persamaan (2.100) dapat dituliskan
d(p) ~ etimé (2.101)

merujuk pada gambar 2.1 dapat dijelaskan saat (¢) berada di 2w maka (¢) akan

kembali pada posisi awal (¢ = 0). Sehingga dimiliki suatu hubungan,

D(p +2m) = P(¢)

ptim(¢+2m) _ ptime

etim(@m) = 1 (2.102)
dapat dikatakan setiap bilangan bulat m dapat berharga (m =0,+1,+2,...).
Sehingga solusi pada persamaan (2.101) dipilih nilai m yang berharga positif saja
dan dapat dituliskan kembali dalam bentuk

D, () = Ameim(p (2.103)
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konstanta A,, pada persamaan (2.103) disebut konstanta normalisasi atau jika
dalam gelombang disebut amplitudo gelombang. Nilai konstanta A,, dapat
ditentukan dari syarat normalisasi fungsi gelombang ®,,(¢) yaitu probabilitas

fungsi gelombang azimut harus berharga satu, dituliskan

f02”[¢m(¢)]* [@(P)]dep =1 (2.104)
akan didapatkan

1
21

Ay =

sehingga persamaan (2.93) sebagai solusi persamaan azimut dapat dituliskan

@, () = \/Zznei""i’ (2.105)
(Skobelev, 2018:183)
bilangan bulat m disebut sebagai bilangan kuantum magnetik.
c. Fungsi gelombang angular
Bagian angular memiliki solusi yang disebut sebagai fungsi gelombang
angular. fungsi gelombang angular merupakan gabungan dari fungsi gelombang
polar pada persamaan (2.99) dan fungsi gelombang azimut pada persamaan

(2.105), sehingga solusi persamaan angular dapat dituliskan sebagai berikut
Ylm(el d)) = Glm(e)cbm(¢)

21+1 (I- I
Vin(6,8) = (—1)meimb/2 [ZHLAD oimg pn(cos0)  (2.106)

(Supriadi, 2018:2).

2.3.4 Solusi Lengkap Fungsi Gelombang Atom Hidrogen
Solusi lengkap fungsi gelombang atom hidrogen merupakan solusi
gabungan dari fungsi gelombang radial pada persamaan (2.84) dan fungsi

gelombang angular pada persamaan (2.106) yang dapat dituliskan

Ynim (1,0, ) = Ry (1)Y,,,(0, @)
_ (1)3/2 (_1)(m+|m|)/2J (n-1-1)!_21+1 (I-[m])! (Zr )l

nag 2n[(n+D)!3 4w (I+|m|)! \nag

[~ ()] Pin(cos ) 0 &= nao (2.107)

nap

(Idris-Bey and Al-Hashimi, 2018:157).
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2.4 Bilangan Kuantum
Orbital adalah daerah 3 dimensi dengan peluang terbesar menemukan
elektron didalam daerah ruang seperti atom. Dimana setiap orbital mempunyai
ukuran, bentuk, dan orientasi tertentu didalam ruang yang dinyatakan dengan
bilangan kuantum. Penjabaran sebelumnya mengenai solusi lengkap fungsi
gelombang atom hidrogen megantarkan kita pada nilai-nilai yang dizinkan dari
bilangan kuantum utama n, bilangan kuantum azimut [, dan bilangan kuantum
magnetik m. Ketiga bilangan kuantum (n,l,m) berguna dalam menamai setiap
keadaan fungsi gelombang atom hidrogen. Berikut merupakan definisi dari ketiga
bilangan kuantum tersebut
a. Bilangan Kuantum Utama
Bilangan kuantum utama n menyatakan ukuran dan tingkat energi orbital yang
ditempati elektron mengorbit inti (proton) didalam atom hidrogen. Nilai
bilangan kuantum utama berupa bilangan bulat positif dan tidak nol n = 1,2,3
dan seterusnya.
b. Bilangan Kuantum Azimut
Bilangan kuantum Azimut [ menyatakan bentuk orbital dari elektron mengorbit
inti (proton) didalam atom hidrogen. Nilai bilangan kuantum orbital merupakan
bilangan cacah yaitu [ = 0,1,2,3,...(n — 1). Oleh karena bilangan kuantum
orbital terbatas pada harga [ = 0,1,2,3, ... (n — 1), maka elektron hanya dapat

memiliki momentum sudut L tertentu sesuai dengan persamaan L =

\/m h yang mengakibatkan terkuantisasi atau kekalnya momentum
sudut.

c. Bilangan Kuantum Magnetik
Bilangan kuantum magnetik m menyatakan orientasi ruang orbital atau arah
dari momentum sudut elektron L yang terkuantisasi. Untuk setiap harga [,
maka rentang nilai m yang memenuhi adalah m = —I hingga +![ termasuk nol

(m = —1,...,0, ..., +1). Sehingga setiap harga [ yang diberikan, akan terdapat
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nilai m sebanyak (2/+ 1) yang mungkin dengan masing-masing nilai

bersesuaian dengan orientasi yang berbeda ralatif terhadap sumbu z.
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis, Waktu dan Tempat Penelitian

Jenis penelitian ini adalah non eksperimen. Penelitian ini akan dilakukan
pada bulan November hingga bulan Desember tahun 2018. Tempat penelitian
ialah Laboratorium Fisika Lanjut, Program Studi Pendidikan Fisika, Fakultas

Keguruan dan lImu Pendidikan, Universitas Jember.

3.2 Definisi Operasional

Agar tidak terjadi kesalahan dalam mengartikan istilah-istilah dalam
penelitian ini, maka perlu diberikan definisi operasional mengenai variabel
penelitian. Adapun variabel-variabel yang akan diteliti dalam penelitian ini adalah
sebagai berikut:

3.2.1 Fungsi Gelombang Atom Hidrogen

Fungsi gelombang atom hidrogen adalah fungsi gelombang 3 dimensi yang
merupakan gabungan dari solusi radial yang berupa fungsi gelombang radial dan
solusi angular yang berupa fungsi gelombang angular:

a. Solusi radial R,;(r) bergantung pada jari-jari () dan mengandung bilangan
kuantum utama (n) dan bilangan kuantum azimut (1).

b. Solusi angular Y;,, (6, ¢) bergantung pada sudut azimut (¢p) yang mengandung
bilangan kuantum magnetik (m) dan sudut polar (68) yang mengandung
bilangan kuantum azimut (I) dan bilangan kuantum magnetik (m). Sehingga
solusi angular mengandung bilangan kuantum azimut (I) dan bilangan
kuantum magnetik (m).

c. Gabungan solusi radial R,,;(r) dan solusi angular Y, (6, ¢) merupakan solusi
lengkap fungsi gelombang atom hidrogen (Y,.um (7,6, ®)) yang mengandung
bilangan kuantum utama (n), bilangan kuantum azimut (I) dan bilangan

kuantum magnetik (m).
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3.2.2 Bilangan Kuantum
Pada solusi lengkap fungsi gelombang atom hidrogen terdiri dari 3 bilangan
kuantum yaitu sebagai berikut:
a. Bilangan kuantum utama (n = 4)
b. Bilangan kuantum azimut (! = 0,1,2, ..n — 1)

c. Bilangan kuantum magnetik (m = -1, ...,0, ..., +1)

3.3 Langkah Penelitian

[ Persiapan

=

Pengembangan Teori

=

Validasi Alat Simulasi

¢

Simulasi/Pengambilan Data

=

Pembahasan

7

[ Kesimpulan

Gambar 3.1 Bagan Langkah-Langkah Penelitian

Berdasarkan gambar dapat dijelaskan sebagai berikut:

a. Persiapan
Tahap ini adalah mempersiapkan bahan-bahan yang dijadikan informasi
dengan cara mengumpulkan buku-buku tentang fisika modern, fisika kuantum,
fisika matematika, fisika atom, jurnal, dan berbagai sumber berskala nasional

maupun internasional yang relevan atau terkait dengan solusi lengkap fungsi
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gelombang atom hidrogen dengan menggunakan pendekatan persamaan
Schrodinger.

. Pengembangan Teori

Pada tahap ini peneliti mengembangkan teori yang sudah ada di buku literatur
mengenai aplikasi persamaan Schrodinger pada atom hidrogen. Persamaan
Schrodinger untuk atom hidrogen menggunakan persamaan Schrodinger tidak
bergantung waktu dalam koordinat bola. Penyelesaian persamaan Schrodinger
tidak bergantung waktu dalam koordinat bola menggunakan metode separasi
variabel, sehingga dapat dipisahkan kedalam tiga persamaan yaitu persamaan
yang hanya bergantung jari-jari () dan persamaan yang bergantung sudut
(6, ). Persamaan yang bergantung (r) disebut persamaan radial dan solusinya
adalah berupa fungsi gelombang radial R,;(r); persamaan yang bergantung
sudut (6,¢) disebut persamaan angular dan solusinya disebut fungsi
gelombang angular Y,,(68,¢) yang merupakan gabungan dari fungsi
gelombang polar ©,,,(8) dan fungsi gelombang azimut &,,(¢). Sedangkan
gabungan dari fungsi gelombang radial dan fungsi gelombang angular tersebut
merupakan solusi lengkap fungsi gelombang atom hidrogen ternormalisasi
(Wpum (1,6, ¢)). Fungsi gelombang (Y, (7, 0,¢)) bergantung pada tiga
bilangan kuantum n,l dan m. bilangan kuantum [ dan m bergantung pada
bilangan kuantum utama n. Teori yang dikembangkan adalah solusi lengkap
fungsi gelombang atom hidrogen pada bilangan kuantum utama (n) 4.

. Validasi Alat Simulasi

Pada tahap ini dilakukan validasi terhadap hasil solusi lengkap fungsi
gelombang atom hidrogen pada bilangan kuantum utama n = 1,2,3. Hasilnya
dicocokkan dengan buku-buku ataupun penelitian sebelumnya yang terkait.

. Simulasi/Pengambilan Data

Tahap ini adalah perhitungan secara analitik untuk menentukan hasil dari solusi

lengkap fungsi gelombang atom hidrogen pada bilangan kuantum utama (n) 4.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

28

e. Pembahasan
Selanjutnya dari hasil perhitungan analitik akan dijelaskan secara rinci
mengenai solusi lengkap fungsi gelombang atom hidrogen pada bilangan
kuantum utama (n) 4.

f. Kesimpulan
Hasil dari pembahasan kemudian disimpulkan untuk menjawab rumusan

masalah dalam penelitian.

3.4 Teori Hasil Pengembangan

Teori yang digunakan dalam penelitian ini adalah:

3.4.1 Solusi Persamaan Radial (Fungsi Gelombang Radial)

Rur) = ()" [0 (2, o=y [zt (20)]
(Zettili, 2009:359)

dimana L2+ (22) merupakan polinomial Laguerre terasosiasi.
n+l na

3.4.2 Solusi Persamaan Angular (Fungsi Gelombang Angular)

a. Solusi Persamaan Polar (Fungsi Gelombang Polar)

— (_1\(m+m]/2 [2H1U=ImD! hm
0 (60) = (-1) ’ AT P"(cos8)

dimana P/™(cos 8) merupakan polinomial Legendre terasosiasi.

b. Solusi Persamaan Azimut (Fungsi Gelombang Azimut)

®,,(¢) = \/;eim‘l’ (Skobelev, 2018:183)

c. Solusi Persamaan Angular (Fungsi Gelombang Angular)
Ylm(e: ¢) = Glm(e)cbm((p)

l - [
Vin(6,9) = (=1)(m1mb/2 [ZHLEEIE oo P (cos 0)
(Supriadi, 2018:2).

3.4.3 Solusi Lengkap Fungsi Gelombang Atom Hidrogen
Yoim (1,0, ¢0) = Ry ()Y, (6, @)
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_ (i):;/z (_1)(m+|m|)/2 (n=1-1)! 2l1+1 (I-|m])! (Z_T')l
nag 2n[(n+)!3 4w (I+|m|)! \nag
[ —L2H (n )] P™(cos §) eimbe ™" /nay

(Idris-Bey and Al-Hashimi, 2018:157).

3.5 Data Simulasi
Data simulasi untuk menentukan solusi lengkap fungsi gelombang atom

hidrogen y,,;,, (r, 0, ¢) adalah sebagai berikut:

Tabel 3.1 Data Simulasi Menentukan Solusi Lengkap Fungsi Gelombang Atom Hidrogen

Yim (6, $)
n I m Ry (1) nim (1,6, 9)
) @lm(e) (bm((P) l’b : ' ¢
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3.6 Pembanding Hasil Simulasi Penelitian

Peneletian ini menggunakan beberapa pembanding hasil simulasi atau
pengembangan teori diantaranya adalah fungsi gelombang atom hidrogen untuk
n = 1,2,3 dan bentuk fungsi gelombang atom hidrogen untuk n = 1,2,3 dalam
bentuk grafik 2 dimensi pada fungsi gelombang radial dan 3 dimensi pada fungsi
gelombang angular yang dapat dilihat pada lampiran 7 (halaman 122-123).
3.6.1 Fungsi Gelombang Atom Hidrogen untuk n = 1,2,3

Tabel berikut ini merupakan hasil penelitian berupa solusi lengkap fungsi
gelombang atom hidrogen untuk n = 1,2,3 yang penulis tulis ulang berserta solusi
lengkapnya dan sudah sesuai dengan buku literatur (Krane, 2012:205) dapat
dilihat pada lampiran 7 (halaman 122) digunakan sebagai validasi.
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Tabel 3.2 Validasi Solusi Lengkap Fungsi Gelombang Atom Hidrogenn = 1,2,3

Yim (6, 9)
m Ry (r > B (r,6,)
nl( ) @lm(e) q)m(()b) ll’nlm ¢
0 2_ e~/ 2 18 1 -r/ag
ag3/? 2 2m Vr(ag)3/?
_r (p_T\p-r/2a 1 1 1 ( _ L) -r/2a
0 (2a9)3/? (2 ao) 5 ’ 2 27 2V (2a0)3/? 2 ao € ’
) V3 . 1 1 ( ) ip ,-1/2a
1 ~-sinf 77 4 Ve o) sin 6 ei? e/
_ 1t (T)p-r/2a 3 1 8 ( ) —r/2ag
0 V3(2a9)3/2 (ao) e 0 \/; cos 6 i VR 2ag) 2 cosfe
173 I 1 1 (_ L) : ip ,—-r/2a

1 —--sinf /ze“l’ e\ "o sinfe? e 0
0 2 ( 2r 2r? )e_r/3a0 1 1 1 3(1 _2_r+_2r2 ) e~T/3a0

(361.0)3/2 361.0 270.02 2 27T \/5(3(10)5 3(10 27a02
. v3 1 g 23 (T r? ) 0 it ,—T/3a
1 S siné e oV 3aa)3 \ag + 6agz) SN Be '?e 0

__ 8 (r . T\ ,-r/3a 3 1 __ B (r i) -7/3a
0 92(3a0)3/? (ao + 6(102) 1 ° ECOS o 21 9V2m(3ag)3/2 \ag = 6ay? € °
V3 . 1 ip L(_L_ rz) , i ,—1/3a
1 —-siné /m e e Ga T\ " a " aaz)sin @ e'? e/
2 .
-2 ) VIS §in6 /ie‘z“l’ WLM ( - )sm 6 e~ 2 g~T/340
4+ (r_) e~T/30 4 2 4vym(3ay)
27V/10(3aq)3/2 \agy? 15 ~ V3 -2

- ) ip Vs -i¢p ,-1/3a
1 \/: sin6@ cos 6 — 27vr(3ay)3/? ( ) sinf cos6 e e 0

1€
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\E (3cos?6 — 1)

I SR & 20 /3
27v21(3a)3/2 (aoz) (3cos?8—1)e 0

,15 .
= Tsm@cos@

27VR(3a0)"2

2 .
° (— —ar 2) sin @ cos O e'®eT/34
0

i,
- sin?6

V3 (TZ ) . 2idp 1 /3a
__Ns .
54vT(3a0)3/? \ay? sin?6 e?Pe

[43
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3.6.2 Bentuk Fungsi Gelombang Atom Hidrogen untuk n = 1,2,3

Berikut ini merupakan validasi simulasi dari penelitian berupa grafik dari
probabilitas fungsi gelombang radial dan angular atom hidrogen pada bilangan
kuantum utama n = 1,2,3 yang penulis tulis dan sudah sesuai dengan buku
literatur yaitu (Krane, 2012: 206-210) yang dapat dilihat dilampiran 7 (halaman
123).
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Gambar 3.2 Validasi Grafik Hasil Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogenn =1,2,3

Gambar 3.2 merupakan grafik hasil fungsi gelombang radial atom hidrogen
untuk (n=1,2,3) yang digunakan sebagai validasi simulasi grafik fungsi
gelombang radial atom hidrogen untuk (n = 1,2,3) pada rujukan yang digunakan.
Berdasarkan grafik tersebut dapat dijelaskan bahwa pada sumbu ordinat
menyatakan posisi elektron () diukur dari inti (proton) didalam atom hidrogen
dalam satuan (a,), sedangkan pada sumbu absis adalah menyatakan simpangan
R(r) dalam satuan amstrong (A). Masing-masing keadaan (n = 1,2,3) memiliki
jumlah dan bentuk gelombang yang berbeda. Hal ini disebabkan karena
kebergantungan pada nilai (I) yang diizinkan. Berdasarkan grafik juga dapat
dilihat bahwa amplitudo dari tiap-tiap gelombang pada masing-masing keadaan

(n = 1,2,3) adalah semakin menurun ketika nilai (1) semakin bertambah. Grafik
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tiap-tiap fungsi gelombang radial yang terbentuk pada masing-masing keadaan
(n = 1,2,3) menunjukkan bahwa simpangannya menurun secara eksponesial, hal
ini dikarenakan fungsi gelombang radial untuk tiap keadaan (n = 1,2,3)

berbanding terbalik dengan fungsi eksponensialnya.

0.8 T T T T 0.2 T T T T T 0.12

07f o
=1 ol
016 :

06 - 1=2
0141
0.08
05 1 | 1=0

= L 1=0
D_ODE
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04r
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Wil 0.02

! ] | I . . . . ) . ) \
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r (ao) r(ao) r (ao)

Gambar 3.3 Validasi Grafik Rapat Probabilitas Radial Atom Hidrogenn = 1,2, 3

Gambar 3.3 merupakan grafik rapat probabilitas fungsi gelombang radial
atom hidrogen untuk (n = 1,2,3) yang digunakan sebagai validasi simulasi grafik
rapat probabilitas fungsi gelombang radial atom hidrogen untuk (n = 1,2,3) pada
rujukan yang digunakan. Berdasarkan grafik tersebut dapat dijelaskan bahwa
pada sumbu ordinat menyatakan posisi elektron (r) diukur dari inti (proton)
didalam atom hidrogen dalam satuan (a,), sedangkan pada sumbu absis adalah
menyatakan simpangan P(r). Probabilitas fungsi gelombang radial P(r)
dinyatakan sebagai kuadrat nilai mutlak dari fungsi gelombang radial |R(7)|?
yang merepresentasikan kemungkinan suatu elektron ditemukan pada posisi (r)
tertentu didalam atom hidrogen. Hal ini dapat dilihat pada grafik masing-masing
keadaan (n = 1,2,3) , yang mana bahwa nilai simpangannya tidak ada yang
bernilai negatif. Jika ditinjau pada tiap-tiap keadaan (n = 1,2,3) diperoleh untuk

(n = 1) hanya terdapat sebuah titik puncak yang menandakan bahwa elektron
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kemungkinan terbesar dapat ditemukan yaitu berada di (ay); untuk (n = 2)
diperoleh dua jenis grafik karena terdapat dua nilai bilangan kuantum azimut yaitu
(I1=0) dan (I =1) yang masing-masing menghasilkan dua buah titik puncak
maksimum dan sebuah titik puncak maksimum, sedangkan kemungkinan terbesar
elektron ditemukan adalah pada titik puncak maksimum yang berada di (4a,);
dan untuk (n = 3) diperoleh tiga jenis grafik karena terdapat tiga nilai bilangan
kuantum azimut yaitu ({=0), (l=1) dan (Il =2) yang masing-masing
menghasilkan tiga buah titik puncak maksimum, dua buah titik puncak maksimum
dan sebuah titik puncak maksimum, sedangkan kemungkinan terbesar elektron

ditemukan adalah pada titik puncak maksimum yang berada di (9a,).

[ [
l=0m=0 l=1,m=0 l=1,m=+1
Gambar 3.4 Validasi Grafik Rapat Probabilitas Angular Atom Hidrogen n = 1,2

Gambar 3.4 merupakan grafik rapat probabilitas fungsi gelombang angular
atom hidrogen untuk (n = 2) yang digunakan sebagai validasi simulasi grafik
rapat probabilitas fungsi gelombang angular atom hidrogen untuk (n = 2) pada
rujukan yang digunakan. Rapat probabilitas fungsi gelombang angular sendiri
melukiskan kebergantungan pada sudut yang bergantung pada nilai [ dan m. Kita
tahu bahwa jika dipilih nilai (n = 2) akan didapatkan pasangan nilai [ dan m
adalah (I=0,m=0), (I=1m=0) dan (I =1,m = +1). Grafik untuk
(I=0,m=0) sepenuhnya berbentuk bulat menyerupai bola yang
merepresentasikan elektron berpeluang terbesar ditemukan pada sepanjang sumbu
z dan memotong bidang xy. Sedangkan untuk nilai (I = 1) memiliki dua bentuk
grafik yang berbeda: untuk (I =1,m = 0) merepresentasikan bahwa elektron

berpeluang besar ditemukan sepanjang sumbu z positif dan z negatif, sedangkan
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untuk (I =1,m = +1) merepresentasikan bahwa elektron berpeluang besar

ditemukan dalam bidang xy.
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BAB 5 PENUTUP

51 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pengembangan dari penelitian dapat diambil kesimpulan
bahwa solusi lengkap fungsi gelombang atom hidrogen pada bilangan kuantum
utama (n) = 4 memiliki 16 fungsi gelombang berbeda yang terdiri dari 4 fungsi
gelombang radial dan 16 fungsi gelombang angular. Berdasarkan grafik dua
dimensi diperoleh bahwa seiring dengan meningkatnya nilai bilangan kuantum
utama (n) maka jarak dari nilai titik puncak (7;,,,) akan semakin meningkat akan
tetapi nilai probabilitas untuk menemukan elektron akan semakin mengecil yang
ditandai dengan menurunnya nilai dari simpangan probabilitas untuk tiap (7,4.)
pada masing-masing keadaan n = 1,2,3 dan 4, sedangkan untuk mengetahui
bentuk orbital dari elektron mengorbit pada inti (proton) didalam atom hidrogen
dapat dinyatakan dari fungsi gelombang angularnya yang dinyatakan dalam

bentuk grafik tiga dimensi.

5.2 Saran

Dalam penelitian ini, pengembangan teori yang dikaji hanya sampai solusi
lengkap fungsi gelombangnya saja. Saran yang bisa diberikan untuk penelitian
selanjutnya adalah menentukan nilai probabilitas, nilai ekspektasi, atau sampai
pada spektrum energinya. Kondisi atom hidrogen dalam penelitian ini juga dalam
kerangka nonrelativistik dan tidak memperhatikan spin kopling. Saran kedua yang
bisa diberikan adalah mungkin untuk penelitian selanjutnya menggunakan kondisi
real Atom hydrogen serta ditambahkan pendekatan teori gangguan (perturbasi

theory) pada keadaan dasar ataupun tereksitasi.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Matriks Penelitian
MATRIKS PENELITIAN

NAMA - MELVIN MAULANA
NIM : 150210102088
RG : THEORITICAL PHYSICS LEARNING
DATA DAN TEKNIK
JUDUL TUJUAN PENELITIAN VARIABEL PENGAMBILAN METODE PENELITIAN
DATA
SOLUSI a. Untuk mengkaji fungsi | a. Variabel Bebas: a. Mencari solusi angular |a. Jenis Penelitian:
LENGKAP gelombang atom Bilangan kuantum b. Mencari solusi radial Jenis penelitian ini
FUNGSI hidrogen pada bilangan utama (n) 4 adalah penelitian non
GELOMBANG kuantum utama (n) 4 b. Variabel Kontrol: eksperimen
ATOM Atom hidrogen (Pengembangan teori
HIDROGEN (H}) c. Variabel Terikat: fisika)
PADA BILANGAN Fungsi gelombang
KUANTUM atom hidrogen
UTAMA (n) 4
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Lampiran 2. Penjabaran Persamaan Schodinger Bergantung Waktu dan

Persamaan Schrodinger Tidak Bergantung Waktu

Fungsi gelombang ¥ untuk partikel yang bergerak bebas pada arah sumbu x
positif memenuhi persamaan berikut

lp — Ae—iH

lp — Ae—i(wt—kx)
Karena k = 27”; w = 2nf; v = Af, maka diperoleh

= Ae—i(wt—%”x)

2T

—i(wt—v/fx)

P = Ae

T Ao i@t-51x)

W= Ae—i(wt—%x)

P = de o

Y(x,t) = Ao~
Mengingat bahwa E = hf; A =§;h = 2mh, maka fungsi gelombang vy dapat
dituliskan dalam bentuk

b = Ae—i(wt—%nx)

2T

—L'(ant—h/px)

Y = Ae
W= Ae—iZn(ft—%x)
p = 42D
b=A e—i%”(Et—px)
» = Ao~ tEEP)
Y(x, t) = A~ HEEPD)
Turunan kedua dari fungsi gelombang y diatas terhadap x adalah
2y _ 2 (2%)

ax2 ~ 9x \ox
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2y _ (i , —YEt—px)
_— —A h p
ox?  0x (h €

%y izper—%(Et—px)

ax2  h2

%y — _ﬁAe—%(Et—px)

dx2 K2

%y _  p? _ 2. 1l 2 0%y
ax2 ~ h2 => p l‘b =—h dx2

Sedangkan turunan pertama dari fungsi gelombang 1 terhadap t adalah

W _ _IE , - (Et-px)
at h He
NG E - e
at h ¥ == Ey= i ot
Merujuk pada hukum kekekalan energi,
K+V=E
%mv2 +V=E
(mv)?
=4+ V=E
2m
2
L yv=E
2m

Kalikan kedua sisi dengan fungsi gelombang 1, didapatkan
P’y _
Py +Vy =Ey
Kemudian substitusikan p?y dan Ei, maka didapatkan persamaan Schrodinger

bergantung waktu dalam satu dimensi sebagai berikut

_r2o*y _ _hoy
2m 0x?2 + Vl/) W i ot

LR iy
2m 9x2 +Vy = i2 ot

2 a%P(xt) L, 0P(x)
-y +Vy(x,t) = lfl—at

Untuk kasus tiga dimensi persamaan Schrodinger bergantung waktu diatas dapat

dituliskan
_ R (P o 0% _p o
2m <6x2 + dy? + 622) tVip=ih at

Selanjutnya apabila dimisalkan ¥ (x) = Ae%, maka fungsi gelombang y dalam

bentuk E dan p diawal akan menjadi
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ipx LEI: iEt

Y(x, t) = Ae” HECDO) =Aderne n =y(x)e n
Substitusi ke persamaan Schrodinger bergantung waktu dalam satu dimensi akan

didapatkan
K2 aZw(x)e_iiht iEt dp(x)e ll;.l't
—%T+V¢(x)e h lhT
2 iEt 52 iEt lEt
—Zh—me__a LIC Vi (x)e  n = ihp(x) ( )

2 32 iEt iEt iEt
[—h—w e +VY(x)e n =Ep(x)e r

2m  9x2

_ R 9%Y(x)
Persamaan ini merupakan persamaan Schrodinger tidak bergantung waktu dalam
satu dimensi. Untuk kasus tiga dimensi persamaan Schrodinger tidak bergantung

waktu dapat dituliskan

02 02 02
— 0 (axz to: 7t 9) Vayn T VPyz = EPxy.z

Sedangkan secara umum persamaan Schrodinger tidak bergantung waktu dalam

kasus tiga dimensi dapat dituliskan
v ive) |y =E
p— r) |y =Ey

h? o2 _
2+ [E- VOl =
dimana V2 merupakan Laplacian yang bergantung pada koordinat yang digunakan

untuk memecahkan persamaan Schrodinger.
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Lampiran 3. Penjabaran Persamaan Schrodinger dalam Koordinat Bola

Operator Laplace dalam koordinat bola,

20 9%

2 __ —_
) r2 sin 9 90 (Slne ) t Zonte T sm20 6¢2

- r2 ar (
Substitusi ke persamaan Schrodinger tidak bergantung waktu dalam kasus tiga

dimensi,

210 ( 59 1 9 1 92
o 73 (7 35) + 7w ng (S0 35) + smzea?]ll’(wm +IE-
V()] aee) =0
Metode separasi variabel,
Yiro,p) = R(MY (O, d)

Substitusi ke persamaan sebelumnya,

EEL(r )+ 22 (sin62) + 2 2 RV (6, ¢) +

2m Lr2 or ar r2sin6 06 125in20 dp?
[E = V(@IRMY(O,¢) =0
riz [i (rz i) LY (sm@ ) 1 ]R(r)Y(Q ®) + [

ar ar sin 9 86 sin26 0 ¢?
V)IR(TY(6,¢) =0

1 i 2 6R(T)Y(6,¢)) 1 i( . 8R(T)Y(9,¢)) 1 azR(r)Y(9,¢)]
e [8r (T‘ or - sin 6 06 sin & 20 ) sin?6 o2 i

SE-V@IREY(6,¢) =0

v 9 (28R , R 8 (.. ,3Y(0.4)) , R() 82Y(6,9)
r2 [Y(@, ) or (T‘ or ) i sin @ 86 (Sln 4 20 ) i sin28 92

S2E - V(IRE)Y(6, ) = 0

|+

Selanjutnya tiap suku dikalikan dengan sebagai berikut,

R(r )Y(9 )
r2 9 (2 9R() R() 0 (.. 0Y(0.9) R(r) 3%Y(6,0)
R(M)Y(6,9) rz[ ( ¢) ( or )+ sin 6 96 (Slne 00 ) sin20  0¢? ]+
2
vo e [E=VIIRMY(6,¢) =0

R(Y(6.9) ﬁz

2 OR(MY , R 2 (. aY(9,¢)) R(r) 32Y(6,)
R(T)Y (8, d))[ (0 ¢) ( or )+ sin 6 96 (Slne 20 sin20  0¢?

2mr?

|+

> [E-V(M)] =0
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Li(rz 6R(r))+ 1 0 (SlngaY(9,¢))+ 1 62Y(9,¢)+

R(r) or ar Y(68,9)sin6 06 00 Y(0,p) sin?20  d¢p?
S E-V()] =0
1 9 ( 5 09R(r) 2mr? o (. aY(6,9)
R(T) ar (T ar ) + [E V(T)] + Y(6, ¢) sin@ 06 (Sln o a0 ) +
2
1 2%Y(©0.9) _

Y(0,p) sin20  d¢p?

o (#452) + 5 - v+

1 0 (. 0Y(6.9) 1 22Y(6,4)] _
[Y(H,qb) sin6 06 (Sln 4 20 ) + Y(0,p) sin20  d¢p? ] =0

Sebagai penyederhanaan digunakan suatu konstanta pemisah ¢ = f — f = 0,

o (#452) + 5 - v+

1 3 (. ,0Y(0.9) 1 *YO.P] _
[Y(G,(p)sineae(Slne 26 )+Y(6,¢)sin26 a2 ]_ﬁ B

Persamaan diatas dapat dipisah menjadi persamaan radial yang hanya bergantung
(r) yaitu,

Li 2 OR(1) Zmr
R(r)dr (T‘ ar ) [E V(?")]

Dan persamaan angular yang bergantung sudut (6) dan sudut (¢) vyaitu,

1 o (. aY(9,¢>)) 1 >Y(0.9) _
Y(8,¢) sin 6 96 (sm@ 20 +Y(9,¢)sin29 apz 3

sinf 8 aY(8,9) 1 9%Y(0.8) _
Y(8, ¢>)ae( sin ¢ 20 )+Y(6,¢>) a2 B sin®6

Menggunakan pemisahan variabel,
Yio,4) = 0(0)P ()
Maka,

sing 8 (. 00(0)P($) 1 9%20(8)2(¢)
0(9)¢(¢)66(Sln0 20 )+®(9)¢(¢) a2

= —f sin%6

sing 8 ( . ,00(6) 1 920(¢) _

0(0) 96 (sm@ a0 )+¢(¢) a2 —B sin6
[sin6 @ ( . ,00(6) [ 1 32a(p)] _
|0(0) 90 (sm@ a0 )+,85m T o(p) 892 | 0

Sama seperti sebelumnya digunakan konstanta pemisah € = m? — m? = 0,

[sind 8 (. ,80(6) opl L[ d%e@®)] _ .2 2
_@(9)69<sm0 Y )+,6’sm 0_+_—©(¢) 292 |=m m
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Sehingga diperoleh persamaan differensial baru antara lain persamaan polar yang

bergantung pada sudut (8) yaitu

sin@ 8 (. ,00(6) )
0(6) 26 ( 26 ) + B sin®6 =m

(.. a@(e) m? e(6)
sin @ 960 (S ) + '8 6(0) sin20

2 (.. a@(e) m2 e(e)
sin 6 06 (S )+'BO(9) =3

Dan persamaan azimut yang bergantung sudut (¢) yaitu

1 2%0g) _
o) 09z "
1 20(¢) 5
B® o0° G'® °

02D(¢) 2 _
aFyOR +m-d(¢p) =0

Persamaan differensial dengan konstanta  dan m? atau persamaan polar dikenal
sebagai persamaan differensial Legendre terasosiasi. Solusi dari persamaan ini
dapat diperoleh dengan menggunakan metode frobenius yang dinyatakan dalam
bentuk deret pangkat tinggi berhingga yang dikenal sebagai polinomial Legendre
terasosiasi. Sebagai bentuk penyederhanaan, persamaan differensial Legendre

terasosiasi dirubah menjadi persamaan Legendre dengan menganggap m = 0,

2 (sino 22) + g 0(8) =0

sin 6 06
Dimisalkan,
dv .
v =cosf — = —siné
de
d d dv d
i = — p2 —_— = = —qj b
sinf =+v1—v TR sm@dv

Substitusi kedalam persamaan differensial Legendre,

9(—sm0 )(sin@(—sin@j—)@)+ﬁ®= 0

;( )+ﬁ®—0

4T 2) oo
S(a-vH2)+pe=0
G—v519+ﬂilwe+ﬁ®_o

dv? dv
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d%e
Yz ~

— 2 ae —
1-v 2v—+ fO=0
Persamaan differensial Legendre dapat diselesaikan menggunakan polinomial atau
dalam bentuk deret.

Bentuk umum persamaan differensial orde duanya,

0%
af?

Apabila f = f, menyebabkan A(f) dan B(f) bernilai tertentu, maka titik f = f;
disebut sebagai titik ordinary. Penyelesaian persamaan differensial dengan

+A(P S+ BAF =0

menggunakan polinomial (deret pangkat tertinggi) dapat dituliskan,
F(f) = Xa=ocn (f = fo)"
Apabila f = f, menyebabkan A(f) dan B(f) bernilai tak hingga, maka titik
f = f, disebut sebagai titik regular singular. Penyelesaiannya dapat dituliskan,
F(f) =(f = fo)* Xa=ocn (f — fO)™

Persamaan differensial Legendre dapat ditulis kembali menjadi,

(1-v?)d*e  2v de B 0=0
(1-v2) dv2  (1-vddv = (1-v2)
aze _ 217 L B =0
vz (1+v)(1-v) dv  (1+v)(1-v)
Untuk v =0

_ 2v i 2(0) T
Al) = 1+v)(1-v)  (1+0)(1-0)
BO) = iy = moacs = P

(1+v)(1-v)  (1+0)(1-0)
Maka untuk v =0 merupakan titik ordinary, bentuk umum penyelesaian
persamaan differensial Legendrenya adalah
0(v) = Xh=ocn (v—0)"

OW) =co + v+ v +c3v3 + -

Untuk v = +1
2v
AW = e =
__ B _
B(v) = s 0

Maka untuk v = +1 merupakan titik regular singular, bentuk umum penyelesaian

persamaan differensial Legendrenya adalah
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o) =W+ 1) X0, v )"

OW) =W+ 1)(cg+c;vtr D +c,(wt 12+ cs(vx1)3+--)
Kita gunakan bentuk penyelesaian dari titik ordinary dengan mengambil v = 0
sebagai bentuk penyederhanaan,

@(17) = (CO +cv+ szz + C3173 4ot Cnv")
% = (C1 + 2¢c,v + 3C3v2 + 464173 ot TlCnvn_l)

2
d (3 = (2¢, + 6¢5v + 120,12 + 20c5v3 + -+ + n(n — 1)c,v"2)

dv

Sehingga persamaan differensial Legendre menjadi,

_ooandkew) _ . o Z 3
(1-v2)—= =1 —=v%)(2c, + 6c3v + 12¢,v* + 20c5v?)

dv?
—Zv%iv) = —2v(c; + 2¢,v + 3c3v? + 4c,v3)
B 0(v) = B(co + 1V + cv? + c3v3)
0 = Bcy + 2c, + (Bcy — 2¢; + 6¢3)v + (Be, —4c, — 2¢, +

12¢,)v? + (Bc3 — 6¢3 — 6¢5 + 20c5)v3
Persamaan diatas merupakan persamaan polinomial atau identitas, maka masing-
masing koefisien dari semua pangkat v harus sama dengan nol. Hubungan antara

koefisien-koefisiennya dapat dituliskan,

(Bco + 2¢,)v° = diperoleh o —gco
gl - B2
(Bcy —2¢; + 6¢5)vt =0 diperoleh CG3=—"—"0
24 - _ B+6
(Bcy — 4cy — 2¢, + 12¢4)v° = diperoleh ==
(Bes — 6¢3 — 6¢3 + 20c5)v° = diperoleh €5 = — £42 3

20

B+(n-1)(n—-2)

Sehingga dari hubungan antar koefisien diperoleh ¢, = — 2

n-2
Solusi ©(v) dapat dipecah menjadi dua bagian yaitu solusi genap dan solusi ganijil
sebagai berikut,
O(W) = (co + V2 + c4v* ... v ™) +
(c1v + 303 + csv° .. cpp 27 Y)
Deret genap atau ganjil diatas akan terputus apabila pangkat tertinggi dari deret

ditentukan (misalnya dipilih n), maka nilai koefisien c,,, dan seterusnya akan

&
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bernilai nol karena tidak diperbolehkan variabelnya mempunyai pangkat yang

lebih besar dari n. Sehingga diperoleh bentuk hubungan antar koefisien berikut,

B+(n+2-1)(n+2-2)
(n+2)(n+2-1)

Cn+2 = —

n+2-2

_ B+
T m+2)(n+1) M

Akan didapatkan

0=-F+Mmn+1)(n)

B=m+1n)
Dimana n merupakan bilangan cacah yang bernilai n = 0,1,2,3, ...
Apabila variabel n diganti dengan [ (dimana [ disebut sebagai bilangan kuantum
orbital) maka didapatkan,

B=U+1DD)

B =1({1+1),dimana [ =0,1,2,3,..
Sehingga diperoleh bahwa persamaan Schrodinger dalam koordinat bola dapat
dipisah menjadi,

1. Persamaan Radial

Li(rz 6R(r)) Zmr [E V(T)]

R(r)dr ar
Li 2 OR(1) 2mr?
o (PER) + B E -V =10+ 1)
] ]
2 (r2 B0 4 2mr? [E — V(r)]R(r) = I(L + DR(r)
Dengan mendefinisikan variabel baru berikut,
U(r) =rR(r)
Diperoleh,
auv(r) _ dr dR(r)
ar R(T) dr s ar
dU(r) dR(r)
ar R( ) TT

Tiap suku kalikan dengan r didapatkan,
PO _ TR(r) + 12 ar(r)

dr dar
2 dR(T) _ dau(r) _ T'R(T')
dr dr
2 dR(r) _ dU(r)
re— == —U(r)
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Kedua ruas diturunkan terhadap r,

w (P SR) = a (P )

d (T2 dR(r)) (T‘ dU(r)) _aum
dr dr dr dar ar

d ( 2 dR(r)) d?Uu(r) , du(r)dr dU(r)

dr dr dr? dr dr dr
2

i(rz dR(r)) _ T‘d u(r) + au(r)  du(n)

dr dar dr? dr dr

i(rz dR(r)) gt d*u(r)

dr dar dr?

Sehingga persamaan radial dapat ditulis kembali dalam bentuk,

2 (r220) 4 2 2 g — v()IR@) = 1L+ DR()

ar ar

d2 U@) , 2mr? U(T) U(T)

S0 B E v 2 =1+ D2
r2 8D LI [y ()] UG = 1A+ 1) U
h? d?u(r) _ = W3
s TIE-V()] U(r)—ZW2
jmd 'O 4 FUG) —V()U®) =
EU(r) = 2*‘ & ”(”

h?2 K2

EU(r):_%ddj(;) (ver )+“’“) Ju@)

_h_ZdZU(r) (V( )+ l(l+1)h )U( ) _ EU(r)

2m dr?

2. Persamaan Polar

S (sin ] 69(9)) + B sin?6 = m?

0(0) 96 a0
Sing 9 (. 0 00(0) 2
e(e)ae(sme )+l(l+1)sm =m

3. Persamaan Azimut

1 92d(¢) 2
—_——— = —m
@(¢) 09?
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Lampiran 4. Penjabaran Persamaan Schrodinger untuk Atom Hidrogen

Karena atom dianggap simetri dengan bola, maka penjabaran persamaan
Schrodinger untuk atom hidrogen mirip dengan penjabaran persamaan
Schrodinger dalam koordinat bola. pembedanya adalah untuk atom hidrogen

menggunakan massa tereduksi u dan energi potensialnya diganti dengan energi

1 e?

potensial Coulumb V(r) = —

ameg T

Jari-jari orbit elektron pada atom hidrogen

Jari-jari orbit elektron pada atom hidrogen dapat diketahui dari hubungan
antara gaya eletrostatis antara elektron dan proton dengan gaya sentripetal
elektron yang dapat dituliskan,

Fe = F

2 va

4TTE(T 2 r

e

2

e? _ (mv)?

ATTEQT m

me?

— 2
Amegr (mv)

Mengingat nilai dari kuantitasi momentum angular adalah L = nh = mvr,, maka
diperoleh

nh = mor,

nh
mv = —
r
n2n?
r2

(mv)? =

Selanjutnya substitusi ke persamaan sebelumnya, didapatkan

me? _ n?h?
ATTET r2
me? _ n2h?
4—71'80 r
_ 4megn?h?
me?
2
_ 2 47T€0h
r=n"——mm

me?
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Massa tereduksi atom hidrogen

Sekarang tinjau suatu sistem yang terdiri dari dua buah benda bermassa m, dan
m, yang berada di r; dan r, dari pusat 0. Untuk atom hidrogen dapat dimisalkan
m,; dan m, masing-masing adalah massa proton m, dan massa elektron m,

tampak seperti gambar berikut

Gambar 3.a Posisi Relatif Elektron terhadap Proton

Komponen gaya-gaya yang bekerja pada kedua partikel tersebut adalah sebagai
berikut,

FP = gaya luar yang bekerja pada proton
F; = gaya luar yang bekerja pada elektron
FLY = gaya internal yang bekerja pada proton karena pengaruh elektron

E;? = gaya internal yang bekerja pada elektron karena pengaruh proton
Menurut hukum 111 Newton, gaya aksi dan reaksi yang bekerja adalah
F= F1z;e = _er1p
Sedangkan gaya luar yang bekerja pada sistem adalah sebagai berikut,
F'=F' —F§f
Menurut hukum 11 Newton, gerak dua benda dalam kerangka laboratorium adalah
m ¥, = FF + F dan  m,#, = F§ + EF
Kemudian persamaan pertama dikalikan dengan m, dan persamaan kedua
dikalikan dengan m; untuk menentukan massa tereduksi, sehingga dapat

dilakukan eliminasi berikut
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. e
mims,r; = szlp + szlg

. e
mimyr, = mlFZe + m1F21p

mym, (7 — ) = myEf — 7;1F2"’ + myEPY — myEF
Apabila tidak ada gaya luar yang bekerja pada sistem, maka EP = Ff¢ = 0.
Sehingga persamaan diatas menjadi

mym, (¥ — ) = m2F1pze - mlee1p

mym, (¥ — ) = m2F1pze i m1F1ezp

mym,(# —¥,) = myF + mF

mym, (7.”'1 — fz) = (my + my)F

mim;

= mytmy) (7 — 1)

Dimana —="2_ disebut sebagai massa tereduksi p. Sehingga untuk atom
(my+my)

hidrogen, massa tereduksi dari proton dan elektron dapat dituliskan

__mim;
l/t _ ———
(m1+my)

mym

— pe

u=

(mp+me)

u= MeMy

Me+mp

Karena massa proton jauh lebih besar dibandingkan massa elektron (m, > m,)
maka pada penelitian ini proton dianggap relatif diam. Sehingga massa

tereduksinya menjadi

_ MeMp
R VY +m

ety

_ MeMp
B ™
H=meg

Kembali mengacu pada penjabaran persamaan Schrodinger dalam koordinat bola

sebelumnya, persamaan Schrodinger untuk atom hidrogen dapat dituliskan
_P[L0 (20 19 ( - 1 92 ]
2u lr2 or (T 6r) T r2sin6 06 sin 6 69) + r2sin20 92 lp(r,g@) +

[<_ 471150 er_z) - E] Yo =0
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Menggunakan metode separasi variabel,

Yiro,p) = R(MY (O, d)
Didapatkan,
1 9 2 OR(1) 2ur? 1 e*
lR(T) ar (T ar ) + h2 [E + (47‘[80 T )]l +

1 a aY(0,9) 1 22Y(6,4)] _
[Y(H ¢) sin6 06 (Sln 4 20 ) + Y(0,p) sin20  d¢p? ] =0

Oleh karena itu, persamaan Schrodinger untuk atom hidrogen dapat dipisah

menjadi bagian radial dan bagian angular sebagai berikut:

Bagian Radial
Merujuk kembali pada persamaan radial yang telah dijabarkan pada persamaan
Schrodinger dalam koordinat bola,

_h_deU(T) (V( )+ l(l+1)h )U( ) il EU(T)

2m  dr?

Kemudian mengganti dengan massa tereduksi dan energi potensial Coulumb akan

diperoleh,
_%dzd‘;(;) + (V(r) + l(”l)zhz) U(r) = EU(r)
L0 4 [ ) + 52 u ) - 0
L0 [(- )+ 2 - v
(- ) 2 =
ot 220

Kelakuan asimtotik dari solusi, pertama untuk r yang sangat kecil (r — 0) maka
persamaan diatas menjadi

2
acu(r) l(l-';l) U(T‘) -0

dr?

Penyelesaiannya menggunakan metode Frobeneus dalam bentuk deret,
Ur) =15 Y5, Cprk
Turunan pertamanya

dU(r) da

— [Cor + CirSt 4+ CorSt2 4]
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au(r)

— = =Cost* T+ Ci(s + Dré + Co(s + 2)r°™ + -
Turunan keduanya

d*u(r) _ d du(r)
drz  dr dr

LUD = L[Cysrs7 + Cy(s + DS + Co(s + 27+ + -]

LU0 = Cos(s = Drs2 + Cs(s + Drs + Cos + 1)(s + 2)r° + -
Sedangkan,

_ l(l;l) UQr) = — l(lrzl) [CorS + Cyrstt + Cprst2 + -]

- W:) U ==[ClU+Dr 2+ C LU+ D+ G UL+ 1) 78 + -]
Penjumlahan dari keduanya akan menjadi,

d?u(r) RIGRY _
— . LU0

Cos(s = D752+ Cis(s+ D5 1+ C(s + D(s + 2)rs + - —
[Col+D)rs 2+ C LU+ D) r T+ I+ D) r$+-]1=0
Cols(s—1D) =1+ D]rs 2+ Cls(s+ 1) = I+ D]r5t + G[(s +
Ds+2)—-IA+D]r5+--=0
Mengenolkan koefisien dari suku dengan variabel r terendah yaitu -2,
Colss—=1)=I(l+1)]=0
[ss—1)—-Il+1)]=0
s?—s—1(l+1)=0
s+Ds-U+1)=0
s = -l atau s=(+1)
Sehingga,
Ur)y=rs 35, Cr*
U(r) = Art*1 + Brt
untuk (r —» 0) maka r~! akan menjadi tak berhingga, sehingga B = 0 agar U(r)
berhingga. Oleh karena itu solusinya dapat dituliskan
U(r) = Art+t atau  U(r) ~ritt

Kedua adalah untuk r yang sangat besar (r — ), persamaan radial menjadi
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0%U(r) , 2uUE

h2

+=—=U(r)=0

Karena elektron dalam keadaan terikat dengan inti atom, maka energi yang
dimiliki oleh elektron akan berharga negatif dan energi eigen dapat ditulis
E =—|E|.

Dengan menggunakan pemisalan,

2 —
a_—D2 dan M:qz

arz h2

9 _ /211(—5) _
ar D 2 .

Didapatkan,

0%U(r) , 2uUE
o2 T he

D2U(r)—q?U(r) =0
D?—q*=0
D-qD+q)=0
D =1q

U
—,~ = TqU(r)

Uir)=0

1 —
mdU(r) = +qdr

1 —
maU(r) = [tqor

InU(r) =+qr
U(r) =etar
Atau dapat dituliskan,
U(r) = Ce9" + De™ "
untuk (r = o) maka e9" akan menjadi tak berhingga, sehingga C = 0 agar U(r)
berhingga. Oleh karena itu solusinya dapat dituliskan
U(r) = De™9r atau U(r) ~e 9"
Menghilangkan perilaku asimtotik dengan mengkombinasi masing-masing solusi
U(r) dan memperkenalkan fungsi baru K (r) dihasilkan solusi sebagai berikut,
Ur)=r*t K@) e @

Dimana untuk turunan pertamanya
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ou() _ 0 r 1+1 —qr
ar  or [T' K(T') € ]

our) _ —qr 9 _.1+1 141 ,—qr 9 I+1 9 —qr
> =K(r)e ST rthe arK(r)+r K(r)are
ZO = K@) e (1 + Drt + i emr B bt g (r)ge "
our) _ l,—qr 141 ,-qr 9K _ 141 ,-qr

> = U+ Drle TK(r) + ritle 5 —ar'tle K(r)

Turunan keduanya

d*u(r) _ @ au(n)
arz ~ or or

o%u(r) _ 9 l,—qr 141,-qr 9K _ 1+1,-qr
2P [(l + Drle K (r) + ritle S —ar'e K(r)]
a%u(r) _ —qr 9 l 9 —-qr l —qri
2 —(l+1)[e K(r)arr +rK(r)are +rle arK(r)]+
— aK(T) 0 1+1 1+1 aK(T) 0 —ar 1+1 ,—qr azK(T)
qr 2K(1) 0 gk(r) J ¥ =g qipe X ()] _
[e ar 6rr T or are i € ar? ]
q [e‘qu((r)irl+1 + 1K (r) 9 p-ar 4 pl+1p-ar iK(r)]
ar ar ar
2
9 U(Zr) =U+1) [e‘qu(r)(l ') —r'K(r)qge " + rle~ar —aK(r)] +
or or
_gr OK(1r) 1 1+1 0K (1) —ar 1+1 . —ar BZK(r)
qr 2K(1) - ) ».-q gho K@)
[e = U+ Drt=r 5, ae T +rtle .
q [e‘qu(r)(l + Drt —r* 1K (r)qe " + ritle=ar —agir)]
22uU(r) _
arz

I(1+ De 1K (r) — (L + 1)e_qrquK(T) + (I + 1)earr! algir)

-qr 1 9K@) _  —qr . .1+1 9K(") —qr.1+1 °K@)
(l+ De 9r oy e Ugr = + ey —

(I+ De TqriK(r) + e Tq?r* 1K (r) — e~ gri+t al;—(:)

22u(r) _ —qr,.l+1 92K(r) —qry.l _ 9,—qr ,,.1+179K()
52— e Ur - + [2(1 + 1)e 9yt — 27 rgritl] ~

[I(L+ e Tri=1 —2(1 + 1)e Tqr! + e~ 9q%r'* 1K (r)
Substitusi ke persamaan radial,

2 2
a%U(r) n [@ n 2pue® l(l-;l)] U(r) —0
r

ar? h2 amegh?r

68
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[e qry-l+1 66K(2T) + [2(1 + 1)e~rl — 2¢~rgritt]| —= aK(r) + [1(1 +

De =1 —2(1 + 1)e qr! + e‘qrqzr”l]l((r)] + [ﬂ p2me

K2 4T h2T
W+ 1+ —qr _
T—Z] r K(T‘) e I"=0

Tiap suku dibagi dengan e~9r!*1 diperoleh,

2

SO 20+ Drt = 2q] B0 4 10+ Dr? - 200+ Dgr +
2ue? l(l+1) _
]K(T) + [ + ATTEgh2T ]K( ) 0

62K(r) -1 0K(1) 1(1+1) - -1 2 ﬂ

—— T2+ Dr - 2q] =5+ [—rz 20+ Dgrt +q* +-7+

2ue? 1(1+1) _
4amTegh2r T2 ]K(T) =

2
aa’“j) + 120+ Drt = 2] ED 4 |-2(0+ Dgr +¢% + 2 +
418 hz ] (T‘) =

Mengganti nilai E dari pemisalan —— 2”( £) =q? =>E = ——dldapatkan,

92K (r) “1_ o 10KM) | [ -1, g2 _ 2kh%q%
SR+ 20+ Drt - 2q] 52+ |20+ Dart +¢2 - B4
41T hz ] (T‘) =10
82K (1) [(+1)  JoKm , [ U+ , o, 5

or? +2_r q_ or +[2 r & q+4nsh2]K(r)_0
02K (1) [(1+1) 10Kk (I+1)q ue

ar? +2, r _q_ or +2[_ r +4nsh2] (T')—O
02K (1) [(1+1) T 9K() —(+1)q+(ue?/amegh?) _

or? +2_r q_ or +2[ r ]K(T‘)—O

Asumsikan K (r) sebagai deret pangkat,
K(r) = Y=o bir”

Turunan pertamanya
51;(r) Zk 0 kka -1

Turunan keduanya

9%2K(r) _ 9 9K(r)
arz2 ~ or or

%K (1) 9 v -
o = 5 [Zieo kbyr ']
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%K . _
KO = 5o k(k — 1)byr*2

Substitusi ke persamaan sebelumnya akan diperoleh,

2 _ 2 2
d°K(r) 42 [(l+1) _ q] 61;1(}”) +2 [ (l+1)q+(ure /Amegh )] K(T‘) —0

or? r

i k(k = Dber? + 2| C2 — | S kbt +

_ 2 2
2 [ (l+1)q+(;ie /Amegh )] Z}?:o ka'k —0

Yiiok(k— Dbr*2 + 2(L+ 1) X0oo kbyr* ™2 — 2q X5 o kberk~t +
2[—(1+ 1)q + (ue? /4megh?)] i byt = 0
Yiolk(k — Dber*=2 + 2(L + 1)kbyr*=2 — 2qkb,r*=1 + 2[-(1+ 1)q +
(ne?/4megh?) by ~1] = 0
Yiollk(k —1) +2(1 + Dk)brk=2 +
2[—qk — (A + 1)q + (ue?/4meyh?)br*11 =0
Yiolk(k + 2L+ Dbr* 2 + 2[—q(k + 1 + 1) + pe?/4meyh?lbr*1]1 =0
Mengubah k ke (k + 1) pada penyebut suku pertama akan diperoleh,
Y olk(k + 2L+ Vbr* 2+ 2[—q(k + 1 + 1) + pe?/4meyh?lbr*=1]1 =0
k(k + 21+ D)ber*2 + 2[—q(k + 1+ 1) + pe?/4me h? b r=1 =0
(k+ 1Dk + 14214+ Dbgeyyr* 72 +
2[—q(k + 1+ 1) + pe?/4neyh?br*=1 =0
(k+ 1) (k+ 2L+ 2)by 7%t + 2[—qk + 1+ 1) + pe?/4ne h?lbrk—t =0
(k+ 1D (k+ 2L+ 2)bg 7%t = 2[qlk + 14 1) — pe?/4me h? bkt
(k+ 1)k + 2L+ 2)byyq = 2[qlk + 1+ 1) — pe?/4meyh?]by,
Didapatkan rumus rekursi,

2[q(k+1+1)—pe? /4meoh?]
(k+1)(k+21+2)

bi+1 = k

Untuk nilai k - oo,

2qk

k+1 = —(k)(k) by,
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Substitusikan ke deret pangkat K (r) didapatkan,
K(r) = X5 ber™

o @k
K@) = T S bor*

o @k
K(r) = by Nio 227k

[ed) 2 k
K(r) = by Xio 51

(2qn)k
k!

Hasil ini merupakan hasil dari sebuah deret eksponensial e2a" = %,

sehingga dapat dituliskan bahwa

K(r) = bye?d"  atau K(r) ~e?dr
Oleh karena itu solusi U(r) menjadi,

Ulr) =r"*1K(r)e "

U(r) = ritl e2ar g—ar

U(r) = ritlear
Tetapi untuk (q — o) maka U(r) akan menjadi tak berhingga sehingga tidak
memiliki makna fisis. Untuk memperoleh solusi yang memiliki makna fisis adalah
deret pangkat K(r) harus berhenti pada sebuah pangkat tertentu misal Z. Oleh
sebab itu fungsi K (r) menjadi sebuah polinomial berorde Z sebagai berikut,

K(r) = X5 o ber* S (R A
Hal ini mengakibatkan semua koefisien b, bz, b;.3, ... akan lenyap. Ketika

b,., = 0, rumus rekursi menjadi

2[q(Z+1+1)—pe? /ameoh?]
(Z+1)(Z+21+2) z

bzi1 =

2[q(Z+141)—pe? /ameoh?]
0=
(Z+1)(Z+21+2)

0=2[q(Z+1+1)— pe?/4me,h?]
q(Z +1+ 1) — pe?/4neyh? =0

k

Sejak q = —Z;L‘—ZE dan dengan mengenalkan notasi baru berikut,

n=7Z+1+1
Dimana n kita kenal sebagai bilangan kuantum utama. Kita dapat memperoleh

persamaan energi sebagai berikut,
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qn — pe?/4ne h? = 0
qn = pe?/4meyh?

2;1E _ 2 2
-2 n=je /Ameyh

— Z:—fnz = u’e*/(4mey)?h*

En? = —pe*/2(4mey)?h?

ue* 1
2(4meg)2h? n?

N e? Zi B
En - 2h2 (471'80) n2'’ untUKn B 1;2,3,
m, = 9,109390 x 10-31kg

m, = 1,672623 X 10"kg

u=m, =9,109390 x 10-31kg

h = 6,626 x 107345

ho= = 862601075 _ 4 054136 x 10345
2m 2(22/7)

2

° = 2,307113707464 x 10~28]m
4-71'80

_ _ _uNmes 2 _ _9109390x10"3'kg —28 2
Ey = 2h2 (47t£0) T 2(1,054136x1073%Js)2 (2307113707464 x 107%/m)
—-31

E, = — 208010 " X9 (539777366 x 10756]2m?)

2,22240541x10768 252
E, = —21,81745101 x 10~ °kgm?/s?
E; = —21,81745101 x 10719
E, =—-136¢eV
Hasil ini merupakan formula Bohr yang terkenal. Sedangkan (dalam teori atom

hidrogen dari Bohr) jari-jari Bohr diberikan oleh

_ 4-77,'80h2
ap = >
ue

_ 477.'80 hz

A =—7 —

u

a 1 (1,054136x1073%J5)2  1,11120271x10758 252
0

T 2,307113707464x10-28m (9,109390x10~31kg) = 21,01639854x10~5% Jm kg

a, = 0,0529 X 10™°m
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ap, = 0,529 x 107 1%m

a, = 0,529 A
Dan persamaan energinya dapat dituliskan kembali dalam bentuk a, adalah
_ k()
E, = 2h?2 (47‘[80) n2
E —— ue* 1
=

2(4meg)2h% n?

e? ue? 1
E,=— o
2(4meg) (41EQ)R2 N2

e? 1

2(4meg)ag n?

E, = -

Dari persamaan jari-jari Bohr didapatkan,

amegh?
ao = 2
ue
amey h?
Ao = —3
e u
u 4TTE
nz  e2a,

Perhatikan bahwa kita dapat menuliskan q dalam bentuk a, sebagai berikut,

2UE
9= |5
u
q= /_ZﬁEn
_ | _o 4] [ e? 1
9= \/ 2 [ezao] [ 2(4meg)ag nz]

1

2
n2ag

1
q=—

nao

Merujuk kembali pada pendefinisian variabel U(r),
U(r) =rR(r)
R(r) = % U(r)

Kemudian substitusi solusi U(r) berikut,
Ur)=r*t K@) e @

Dimana,

73
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K(r) =Y%_, br*
Didapatkan fungsi radial atom hidrogen,

R(r) = %U(r)
R(r) = an%rl“ K(r)e ar

R(r) = Nyrte ®YZ_ b,rk
R(r) = Nyrte nao ¥2_ b,rk

T

R(r) = Ny e naortyZ_ b,rk
Dimana N,,; disebut sebagai konstanta normalisasi fungsi radial, sedangkan
rtYZ_, bir® merupakan polinomial berderajat Z + [ atau n — 1 sejak dikenalkan
notasin = Z + 1+ 1 dan polinomial ini berkaitan dengan penyelesaian solusi dari
persamaan differensial Laguerre. Persamaan differensial Laguerre merupakan
persamaan differensial yang telah lama ada dan sudah dipelajari oleh
matematikawan sebelum kelahiran mekanika kuantum di fisika. Bentuk dari

persamaan differensial Laguerre adalah

rED 4 (1 - ) D g, () =0

Solusmya disebut polinomial Laguerre L (r),

Ly(r) = er:Tkk(rke‘r)
Didalam mempelajari persamaan differensial Laguerre, kita juga akan dikaitkan
dengan persamaan differensial Laguerre sekawan atau dikenal dengan persamaan
differensial Laguerre terasosiasi. Bentuk dari persamaan differensial Laguerre
terasosiasi adalah

CLO Lz +1-nD - 2)1Z@) =0

Dan solusinya disebut polinomial Laguerre terasosiasi L%(r) yang merupakan

turunan ke Z dari Polinomial Laguerre L(r),

z a?
Ly(r) = —zLi(r)
Selanjutnya kita akan mengecek pada persamaan sebelumnya yang menghasilkan

solusi berupa polinomial !t ¥2_, b,r* yang berkaitan dengan penyelesaian solusi

dari persamaan differensial Laguerre diatas. Persamaan tersebut sebagai berikut
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02K (1) +1) 19K (+1)q+(ue?/amegh?) .
ar? +2[r q] +2[ T ]K(T)—O

Dengan menggunakan variabel pengganti,
f =2qr

Serta dengan menggunakan jari-jari Bohr,

amegh?

aAn =
0 pe?

Dapat dijabarkan,

02K (1) +1) 19k m (+1)q+(ue?/amegh?) _
or? +2[r q] +2[ r ]K(T)—O

02K (1) (1+1) 0K (1) —(+1)g+(1/ap) _
or? +2[ q] +2[ r ]K(T)—O

(2 )a K(r) n (2 )2 [(l+1) q] 0K (1) + (2qr)2 [_(l+1)q+(1/a°)]K(r) —0

02 K(r)

aK(r)

(2q1) 52 + [4q(U + 1) — 4g7r] B2+ |42 + D + 2| K () = 0

02 K(r)

2q1) 552 + (220 + 1) — @) 2] 52 + |- (49)q (1 + 1) +

(49) —] K@) =0

92 K(r) oK (T)

+2q2(l+1) - fl—

f 62K(r) 2q
(2q)? or? (2 )?

f D+ 4q[-q0+1) + ]K(r)_o

8K(r) 4q
(2 )?

o [q(1+1)+ ]K(r)—o

20+ 1) -]

|-q0+ 1)+ ]K(r)_o

92K (1)

FED 4 20 +1) - f]

0K (r)

FEED 4 20+ 1) - f]‘”“”+[ Q) + i) = 0

K (1) 3
FED 4 20+ 1) - D 4+ [0+ D + | K() = 0
FEL 20+ D - %D+ -0+ D +nlK() = 0
FEED @4 D+ 1 A% 4 (D) - @2+ DIKE) =0

Hasil ini identik dengan persamaan differensial Legendre terasosiasi, dengan

mengasumsikan K (r) = L(f) didapatkan

LA [@A D+ 1= 1%L+ [+ D) - L+ DILK) = 0
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Dengan melihat pada persamaan differensial Legendre terasosiasi berikut,

CUO L (2 +1-m Dy - 2)12@) =0

Dapat diambil keputusan bahwa,
Z=2l+1
k=n+1

K(r) = ka' = L(f) = LZ(f) = Lilff (nao)

Sehingga fungsi gelombang radial atom hidrogen dapat dituliskan,

T

R(r) = Ny e naortyZ_ p,rk

l
2T 20+1 2r
nl(r) r— nl e nao (na ) Ln+1
]

nag

Syarat normalisasi fungsi gelombang radial,

1y R @] [Ruy ()] r2dr = 1

7 e G st G [ () 2 ] )™ G’
o(2)-1

2r

22300—E2r2121+12r22r2 2r Y _
Nt () Iy e (5) [ (3] () e(B) =1
Selanjunya dapat menggunakan kondisi normalisasi dari polinomial Laguerre

terasosiasi berikut,

—w 2l 2L+l 2,2 _ 2n[(n+n1]3
f e 2L w)]*widw = T =0

. 2r
dengan memisalkan — = w
nag

Nai? (-2) 7 J7 e wh L2 w) 2w 2dw = 1

nag

N2 (L)_S 2n[(n+01? _ 1

nag (n—1-1)!

an2 = - (i)gm

naog/ 2n[(n+1)!]3

N, = — (i)% (n-1-1)!

nag 2n[(n+D)!]3
Sehingga solusi persamaan radial atom hidrogen ternormalisasi (disebut fungsi

gelombang atom hidrogen ternormalisasi) dapat dituliskan,
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R == (2) " el e () 1 (2)

) =~ () Jii () o 1 )

nag 2n[(n+D)'3 \nag nag

Bagian Angular

Persamaan angular pada atom hidrogen sama dengan persamaan angular pada
koordinat bola karena pada persamaan angular merupakan persamaan yang telah
tetap dalam arti tidak mengandung fungsi atau operator yang belum diketahui
seperti V(r) pada persamaan radial. Sehingga penyelesaiannya sama dengan
persamaan angular dalam koordinat bola. Persamaan angular merupakan
persamaan gelombang yang merambat secara angular atau berotasi berdasarkan
sudut polar (@) dan sudut azimut (¢) dengan menggunakan separasi variabel
berikut

Yim(0,8) = 0 (0) P (@)
Oleh karena itu persamaan angular terpisah menjadi persamaan polar yaitu

persamaan yang hanya bergantung pada sudut polar (6),

sinei
0(6) 06

. 000 .
(sm 0%) + (1 + 1)sin?6 = m?

Dan persamaan azimut yaitu persamaan yang hanya bergantung pada sudut azimut
(¢p) berikut,

1 920(¢) 2
— = —m
@(¢) 09?

Solusi dari masing-masing persamaan polar dan persamaan azimut dapat

dijabarkan sebagai berikut:

Persamaan Polar

sinf 3 (., 30() P
@(e)ae(sme Y )+,6’sm9—m

sinf 3 (., 30(0) P
@(9)69<Sln0—69 )+l(l+1)sm 6=m

Solusi persamaan polar

sinf 3 (., 30(0) P
@(9)69(5"10 Y )+l(l+1)sm9—m
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1 d 80(0) m?0(6)
e (sm ) ) +101+1)0(0) =20

1 9 (. ,00(0) m?e(8) _
Singﬁ(sma )+z(1+1)@(9) 0 =0

1 0 (. ,00(6) m 3
sin9£(sm6 26 )+( 29)9(9)—0
Dengan menggunakan variabel pengganti,

v

cosf =v £=—sin9

sin@ = V1 —v2 %=;—vg—z=—sin9;—v
Substitusi ke persamaan sebelumnya,

—(~sin0 ) (sin6 (-sin 2)0) + (10 +1) ) 0 =0

= (sin?032) + (1 + 1) — 6) =0

%((m)ziv) (l(l + 1 (\/T) > “»

a(A-v3)+( 2))@=0

R (TSI

-2 -2+ ( 2))@=0

Persamaan polar diatas ternyata identik dengan persamaan Legendre terasosiasi
berikut,

.2 dzle(v)_ apr™(v)
(1-7v%) - 2v i

(11:?2)] Pt(v) =0

Sedangkan langkah yang dilakukan untuk menyelesaikan persamaan diatas adalah
terlebih dahulu mengubahnya kedalam persamaan Legendre dengan melalui
pendekatan bahwa m = 0

(1-v?)

020

200
oz 2v5+ (l(l +1)—

12—;))(:):0

1-v)22- 22 +10+ DO =0
Atau bisa dituliskan

2
1 -v) =82 - 20 P 4 11+ DPW) = 0
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Untuk menentukan P;(v) dari persamaan diatas menggunakan formula Rodrigues

yaitu melalui fungsi pembangkit persamaan differensial Legendre berikut

1

Ny = Y=o B (x)s™ Is| <1
(1-2xs+s2)7Y2 =¥ P,(x)s" Is| <1
(1 - (2xs —s2))Y2 = ¥%_ B, (x)s™ Is| <1

Ruas kiri dapat dijabarkan menggunakan deret binomial (1 — x)P sebagai berikut,
(1-Qxs—s?))2=1+ (—%) (—(2xs —s?)) + #(—(sz -
1) (_3)(_8
SZ))Z +( 2)(3'2)( 2) (_(sz_ 52))3 4+ 4

(DDDDLED) o

n!

Bentuk koefisisen suku terakhir dapat disederhanakan menjadi,
(DE)EE)ATF) _ EDEEHED (~@n-1)
n! - n!2n

= (-1)" (DB)(5B)(7)...(2n-1)

n!2mn

= (=1)" 1WBIB)(7)..(2n-1) (2)(4)(6)(8)...2n
n!2n (2)(4)(6)(8)..2n

= (=1)" (1)(2)(3)(H)(5)(6)(7)(8).(2n—-1)2n
n! 2™ (2)(4)(6)(8)..2n

—(_1\n (2n)!
_( ) n!2m 2 n!

— [ 1\n (2n)!
_( ) (nh2 22n

Kemudian substitusi ke persamaan deret binomial,

(2n)!
(n!)z 22n

(1-(2xs—s))™V2 =E0,,(-1)"

(~(2xs — s2)"

!
= Zo(~ D" =2 (- 1) (2x5 — 57"

- 2n)!
= S (- D o (2xs — 52"

) (2n)!
= n=0 (n!)z on (sz —_ SZ)TL

Ekspansikan secara binomial fungsi (2xs — s2)™ akan didapatkan,
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(2xs — s)" =s"(2x — s)" =

57 (2207 = (20" (=s) + "2 (22" 2(=5)? + - +

nn-1)(n-2)..(n-(k-1)) k(\k
. (250" () (~1)¥)

Bentuk koefisien suku terakhir dapat disederhanakan menjadi,

n(n-1)(n-2)..(n-(k—-1)) _ n(n-1)(n-2)..(n—(k-1)) (n—-k)(n—(k+1))...(3)(2)(1) — n!
k! k! (n—k)(n—(k+1))..(3)(2)(1) k!(n—k)!

Didapatkan,

(2xs — s = Tieo oy 20" () (-1

oo g QR () (1)

Fungsi pembangkit dapat dituliskan kembali dalam bentuk,

r o 2n)!
(1- (2xs — 52)) 1/2 — 0 (n!()zn;zn (2xs — s?)"
— Yoo (2n)! k k k
= Ln=0{(np2 g2n ( he Ok'(n k)l(Zx)n (s)"+k(=1) )
Ozk Y (2n)! (Zx)n k(s)n+k( 1)k

22n(n!) k'(n k)!
Selanjutnya digunakan pendekatan bahwa nilai (s)*** — (s)™ sehingga diperoleh
n+ k — n atau dapat juga dituliskan n — (n — k) dan substitusikan kedalam

fungsi pembangkit,

- - (2n)! k k k
(1 - (sz_ SZ)) 12 = Ozk 022n(n|) k!(n- k)l( x)n (S)n+ ( 1)

e <2Y)-1/2 — @(n—k))! 1
(1 (ZXS S )) OZk 0 52(n— k)(n K)! k'((n K)— k)'

(Zx)(n—k)—k(s)(n—k)+k(_1)k

L _2-1/2 _ (2(n=k))! 1
(1 - (2xs —s%)) = D500 Wi 0 22(n=k) (n—k)! k!(n—2k)!

(2) =2 ()" (- 1)*

Substitusikan kembali pada persamaan awal fungsi pembangkit,
1

Tismrer — 2m=o P (0)s™

(2(n-k))! -
n=0 L= =0 22(n~k) (n—k)! k!(n- 2k)'( x) 2R ()M (=K = X Py (x)s™

@m-k))! 2k .
;(1 022(71 k)(n k)' k'(n Zk)'( x)(n )(S)Tl( 1) P (X)S
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2n-i)! ok

(2(n—k))! 1 _ _ _
;cl=0 22(Tl—k)(n_k)| k'(n—Zk)' (2)(n Zk)(x)(n Zk)(_l)k - Pn(x)

2n=k))! 1 -2k -2k k —
;(L=0 22n2_2k(n—k)! k!(n_zk)! 2n2 (x)(n )(_1) - Pn(x)

n  (2Mm-k))! 1 m—2k) (_ 1)k —
k=021 (n-k)! k!(n—Zk)!(x) GLESE()

_ 2m-kK))! 1 _ K
Pa(x) = 2= 21 (n—k)! k!(n—2k)!(x)(n #(=1)

Agar diperoleh deret pangkat tertinggi fungsi Legendre, maka parameter k

dirubah menjadi r sehingga akan didapatkan formula Rodrigues sebagai berikut

2(n-r)! 1 _
PA(x) = g TR T (x) =27 (=1)"

Jika ingin merubah bentuk deret menjadi bentuk persamaan differensial, maka

untuk setiap n bilangan bulat berlaku

21 = 2 -1))2n-r) - 1DRMH-7)=2)..

dx™
QCn—-r)—(n—1))x" 2"

d Z(n 7). I (2(n- r))'
dxn (n— Zr)'

Substitusi kedalam formula Rodrigues,

2(n-nr)! 1 o
B,(x) = Y& o T ()21 (=1)"

Pu(x) = ey AT () (2 i (1)
P (x) - r— :x”xZ(n_r) 2n r!(ln—r)! (_1)7”

B () = 20 OZ“r'(n r)'(_ 1 Zi%xZ(n_r)
Pu(x) = Biog s (—1)7 22 x20)
ba(x) = zn(n') dinn ¥=°r!(:ir)!x2(n_r)(_1)r

Kemudian dilakukan penyederhanaan dengan menggunakan ekspansi deret
binomial (x? — 1)™ berikut,

(% = D" = 22"+ n(x?)" 1 (-1) + 22 )2 (—1)2 + - +

n(n-1)(n-2)..(n— k+1)(

x Z)n—k(_l)k
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Bentuk koefisien suku terakhir dapat disederhanakan menjadi,

n(n-1)(n-2)..(n—-k+1) _ n(n-1)(n-2)..(n—-k+1) (n-k)(n—(k+1))..(3)(2)(1) _ n!
k! - k! (n—-k)(n—(k+1))..(3)(2)(1) _ k!(n—k)!
Didapatkan,
2 _ n! 2yn—k k
(% = D" = g g O (-1)

Sama seperti sebelumnya, dengan mengubah parameter k menjadi r akan

diperoleh

(x2—1D" =

(XZ)n r( 1)r

Sehingga didapatkan bentuk formula Rodrigues yang lebih sederhana adalah

k=0 k'(n k)!

P,(x) =

2 (x2 — 1)n

zn(n') dx”
Dimana n merupakan bilangan cacah yang bernilai n = 0,1,2,3, ...

Sama seperti sebelumnya, apabila variabel n diganti dengan [ (dimana [ disebut
sebagai bilangan kuantum orbital) maka didapatkan,

Pl(x) Zl(l')d l( 2 — 1)l
Atau
P(v) = Zl(l')d l( v2 — 1)}, dimana [ =0,1,2,3, ...

Formula Rodrigues diatas berguna untuk menyelesaikan persamaan differensial

Legendre terasosiasi berikut

2pm
(1-v) LD 2y 2D 4 N1 +1) - ]P{n(v) =0

Langkah yang dilakukan adalah melalui pendekatan bahwa m = 0 didapatkan,

2
(1—v2) 2 — 2y PB4 11+ 1)P() = 0

Kemudian dengan mendifferensialkan persamaan diatas sebanyak m kali terhadap

v akan diperoleh,

am 2y d2P;(v) dPl(v)
e [CE R 2 +l(l+1)P,(v)] =0

2 m
_(1 )d P(v) _d 20 apr(v) + o l(l + 1)Pl(17) =0

dv™m dv? dv™m dv

Untuk menyelesaikan persamaan diatas menggunakan rumus Leibnit 'z berikut,

lA@B@)] = 2o () 5 A@) 1= B(a), dimana () =

S

n!

(n-s)!s!
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Dan sebagai penyederhanaan digunakan pemisalan berikut,
U= _Pz (v)
Untuk suku pertama

_(1 )m=d_2[

dvm dv? dv?

P(w) (1-v?)| ="

dv™
Dimana,

A(w) = P(v)

B(v) = (1 —v?)
Dengan menggunakan notasi Leibnit 'z akan diperoleh,

L [P(v) (1 - v?)] = (mf‘o’)!o!(l ~v) L P() +-

_(_

1)'1'dv

—(-mj;a@

Z)d L) W 2)'2'dv2

g%wm»u—v%y—m—vﬂ——aoo+m<zm () +

m(m-1) am-
D (—2) L P(w)

;,_mm [P,(v) (1 = v®)] = (1 —v?) ;,—mmpl(v) — 2m £ P () — m(m -

dym-1
dm—Z
1) 2oz (W)

Maka dapat dituliskan kembali,

;,,22 [dvm PL(U) (1- 1]2)] ZZ [(1 - vz)—Pl(v) - vad p— 1Pz(17)
m(m B’ 1) pm- ZPl(v)]

;vzz [d m P(v)(1-v )] =1-v )dd —_ pP(v) — vad m+1Pl(7-7)
m(m — 1)_P1(17)

:_; I:d(i_mmpl(v) ol vz)] =1-v)U" -2mvU —-m(m—-1)U

Untuk suku kedua

L (—20) P9 = (—20) L P (v) = (—20) U

dvm dym+1

Untuk suku ketiga

;v_mml(l + 1)Pl(v) = l(l + 1);}—mmpl(v) = l(l + 1) U

83
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Sehingga gabungan dari suku pertama, suku kedua dan suku ketiga akan
dihasilkan

L (1 —p?) L) L5 ) L1 4+1) () = 0
1-v)HU" -2mvU —mm-1D U+ (2v)U' +1(l+1)U=0
1-v)U"-2v(m+ DU +(-mm-D+I(+D)U=0
1-v2)U"-2vim+ DU +U-m)U+m+1)U=0

Persamaan diatas bukan merupakan persamaan self adjoint, sedangkan untuk

merubahnya menjadi persamaan self adjoint digunakan suatu pemisalan berikut
w) = u(v)(1 — v?)™/? u() = w)(1 — v?) ™2

Sebagai penyederhanaan dapat dituliskan w(v) =w dan u(v) = u. Nilai

differensial pertama dan differensial kedua bagi u(v) dapat dijabarkan sebagai

berikut,

Untuk differensial pertama
r_ d b
u =E[W(1—U2) m/2]
P = (1 = p2)ym/2 L 4 1 _ ,2y-m/2
u' = (1—-v?)2S (W) + (W)= (1—v?) ™

u =w' (1-v?)"™2+ (mow)(1—-v?) 2z "

P — ' (1 — p2Y-m/2 4 W) oy my2
u'=w'(1-v%) +(1—v2)(1 v?)

" (mvw) 2)-™m/2
‘o= [W (1 vz)] (1-v%)

Untuk differensial kedua
v = gl v

nm_ a ’ ) —m/2 (mvw) 2 -m/2
w’ = 2w (1 - v?) 2 4 S (1 2y

mo_ ar p2)—m/2 (mvw) p2)~m/2
w' = S[w (- v + S (1 - )2

Persamaan diatas dapat diselesaikan dengan menguraikan suku pertama dan suku
kedua sebagai berikut,

Suku pertama

= w' (1= v ™2] = (1 —v2) 2 E (W) + (W) o (1 — v?) T2
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[W (1 2)—m/2] =w'" (1 _ vZ)—m/Z + (mVW’) (1 _ vz)—%_ 1

av
di [W’ 1- v2)—m/2] =w'" (1-v3)™24 (mvw ) (1 — p2)~m/2

:_U[W, (1 2) m/z] — [W” + (mvw ))] (1 _ vZ)—m/Z

Suku kedua

A [mow) o o ay-myz]| — ...
dv [(1—172) (1 v ) ] -

Digunakan pemisalan,

E =43 F=(1-v2) ™2
oo eamre
E= (fgz)% ((11:1:2))2_: %Z_‘: F'= (mr)(1 -2
E'= (ivv:z) 2m + (mw )d_u e (T:z)i—f F'= (mV) 5 (1= v
B = 0+ (mw) (227) 4 ()

pro= ) | 2mviw (mvw')

T (1-v?)  (1-v?)?2  (1-v?)

E' = (mw) (mvw’) | 2mv?w
T (a-v?)  (1-v?)  (1-v?)2

Maka didapatkan,

a [mow) o on—my2| _ '
dv[(l_vz)a v?) ]—EF+FE

A [mow) o o 2] _ [w) (mvw') = 2mv?w H2)-m/2
dv [(1—1;2) (1-v ) ] T l(1-v?) (1-v2) . (1- vz)z] (1 ) ¥

(mv) (g _ py2y-m/2] (mow)
[(1—1;2) (1 4 ) ](1—172)

A [mow) o o 2] _ [ mw) (mvw')  (2mviw) | (m?viw) _
v [(1—v2) (1 v ) ] — [(1—v2) T (1-v2) T (1-v2)2 (1-v2)2 ](

1]2)—m/2

Kemudian dengan menggabungkan nilai differensial suku pertama dan suku

kedua akan didapatkan,

" da __ 1,2y—m/2 (mvw) 2 -m/2
w =g lw a=vymel+ SRR a - vy
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/ 2
u' = [W” + (va )] (1 _ vz)_m/z + (mw) + (mvw ) (2mvew) n

(1-v?) (1-v?) = (1-v?) (1-v?)?
(m?v?w) _
S| =)
"o__ " (mvw’) (mw) (mvw’) (vazw) (m vew) 2 -m/2
u = [W + (1-v?) (1-v?) (1-v?) (1—172)2 (1- vz)z] (1 )
n_ [..n, CGmow’) | (mw) (vazw) (m?v2w) v2)-m/2
= [W 1-v23) = (1-v?) (1—1;2)2 (1- 1;2)2](1 )

Dapat dituliskan kembali,
u=w(l-—v?)"m?

u = [W (mvw)] (1 2)—m/2

(2mvw')  (mw) | mviw) | (mZv3w) _2\-m/2
(1-v?) (1-v2) (1-v2)2 (1-v2)2 ] (1 v )

uII — [WII +
Selanjutnya substitusi kedalam persamaan self adjoint,

1-v2)U"-2vim+ DU +U-m)U+m+1)U=0
Dengan menganggap bahwa u = U, u’ = U’, u"" = U"" akan diperoleh

1-v2)U"-2vim+ DU +U-m)U+m+1)U=0

.2 o, (2mvw’) (mw) (vazw) (m2v2w) v2)-m/2 _
(1 v )[W + (1-v2) (1-v2) + (1—1;2)2 (1- vz)z] (1 )

2v(m+ 1) |w' + g’”’wi] (1=v?)"™2 4+ (—m)(+m+1DWw)(1—

vZ)—m/Z =0

Dapat disederhanakan menjadi,

.2 o, (2mvw’) (mw) emviw) | m*v?w)] 0
1-v )[w t T ey e e, (1_1;2)2] 2v(m+ 1) [w +

E’f_wg] +(-—mI+m+1DWw) =0

(emviw) | (m*viw) Tmuw’ —

w'(1—v2) + Cmvw’) + (mw) +

(1-v?) (1-v?)
%— 2uw' — (i"“’ Y) b A—m)A+m+ 1D(w) =0
W' (1 — v2) + (mw) — M 20w’ + ([ —m)(A+m+1Dw) =0
w”(1—v%) + (mw) — (1(711—%‘/‘)1) —2vw' + (P +1—m»)w — (mw) =0

(m?v?)

W”(1—v2)—2vw’+[l2+l— z2— - 172)]W—0

86
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7 a2Y ’ [ _ 2_(m2v2) _
w'(1l—v%) —2vw' + _l(l+1) m (1—172)]W_0

w(1 = v2) — 2vw’ + [10 + 1) = mz(l‘(‘f_);()mz”z)] w=0

w' (1= v?) = 20w’ + [10+ 1) ——)] =0
Dimana solusinya adalah

w) = u(v)(1 — v?)™/?
Dengan,

uw) =u=U= —Pl(v)

Sehingga solusi dari persamaan self adjoint diatas dapat dituliskan kembali dalam
bentuk

w(v) = (;J_mm Pz(v)> (1 —v?)m/2

w) = (1- 2)m/2 10

Persamaan self adjoint,

2
II _12) N —
(1-v?) — 20w’ + |11 + 1) = Vz)] =0
Dengan solusi,
w() = (1-v)™2 22 p(v)
Identik dengan persamaan differensial Legendre terasosiasi,

2pm
(1-v) 2L 2p PO 4 [iq + 1) - 2] A (w) = 0

Maka dapat diambil keputusan bahwa solusi dari persamaan differensial Legendre

terasosiasi (disebut polinomial Legendre terasosiasi) adalah,
P"(v) = w(v) = (1— vz)m/z—Pl(v)

Dimana dari formula Rodigues telah didapatkan (disebut polinomial Legendre),
P(v) = w2 — 1)

Sehingga dengan mengingat kembali bahwa persamaan polar ternyata identik

zl(u) dvl

dengan persamaan Legendre terasosiasi jika menggunakan pengganti variabel
cosf = v, maka dapat disimpulkan bahwa solusi dari persamaan polar dapat

dituliskan
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0(0) ~ P™(cosB)
0m(0) = Cyn P (cos 0)

Dimana,
m — (1 _ rnc2gym/2 __a™"
P™(cosB) = (1 — cos?*6) d(cose)mPl(cose)
Sedangkan,
l
P,(cos ) = ——2(cos?0 — 1)!

2L(1!) d(cos 6)!

Syarat normalisasi fungsi gelombang polar,
J; [0 (0)]*[0,, ()] sin 6 do = 1
fon[Clm P™(cos 0)]*[Cpp, P™(cosB)]sinfdO =1
fon Cim’ [ P/ (cosB)]?sinf do = 1
C R fon [ P™(cosB)]?sinfdo =1
Dengan menggunakan normalisasi dari polinomial Legendre terasosiasi berikut,

T 2 — (2 (tmD
fo [ P*(cos 6)]° sin 6 df = (21+1) ((l—lml)!)

—1)ym+iml (™ [ pm 2 i = (2 (&mD
(1) fo [Pl (cos )] Sln9d9—(21+1) ((l—lml)!)

Didapatkan konstanta normalisasi,

G 170 [(25) (G| = 1

2 — (— m+|m|ﬁ(l_|m|)!
Cim =D 2 (I+m!

— (—1)(m+im]y/2 |2L+1 A=ImD!
Clm ( 1) 2 (L lmD!

Sehingga solusi persamaan polar yang ternormalisasi (disebut fungsi gelombang

polar ternormalisasi) dapat dituliskan,

— (—1)(m+|m])/2 2141 (I=ImD! 5,
Om(6) =(-1) N P™(cos 6)

Solusi persamaan polar (disebut fungsi gelombang polar)

[21+1 @=m!
Oy (0) = (—1)(mtimb/2 T(lel)!ﬂm(cos 9)

Solusi persamaan azimut (disebut fungsi gelombang azimut)
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@n(@) = [Lem

Sehingga solusi dari persamaan angular (disebut fungsi gelombang angular)
sebagai gabungan dari fungsi gelombang polar dan fungsi gelombang azimut
dapat dituliskan,

Ylm(e' d)) = elm(e)cbm ((;b)

— (m+|m|)/2 /Zl"'l (=ImD! ,m eime
Ylm(e d)) ( 1) 2 (leDlpl ( OSQ)

— (m+|m|)/2 2l+1 (l |m|)' lm¢ m
Ylm(g d)) ( 1) ’ - (l+|m|)' P (COSB)

Persamaan Azimut

1 e o
o) 09z "

Solusi persamaan azimut

TG 4 m2ap(¢) = 0

a2
2
O8h n? 9 _

Misalkan: 307 =D dan ™ D
Maka,

D2®(¢p) + m2d(¢p) =0

D?+m? =0

D= —b+Vb2-4ac

2a

D= 04+/0—(4)(1)(m?2)
@@

D = +V—4m?2
2

D= +2m—1
2

D =+im

| .

9% +im

35 (@) = £imd (@)
[ 35 ®(8) = [ +imd($)
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$a¢(¢) = [ +im ¢

In®(¢) = £im¢
q)(¢) ~ eiimqb
Dimiliki suatu hubungan,

d(¢ +2m) = P(¢)

eiim(¢+27r) — eiimtp
eiimd)eiimZn — eiimcp
etim2m — 1

etim2r — o0

90

Sehingga nilai m adalah bilangan bulat yang dapat berharga (m = 0,+1, +2, ...).

Oleh karena itu dipilih yang berharga positif saja,

D(p) ~ e™m?®
®,, () = A, e™?

Syarat normalisasi fungsi gelombang azimut,
[ (@ (@] [P (@)]de = 1

[ [Ane ™) [Ape™®]dg = 1

Amz fOZ”e—im¢+im¢> do =1
An? [T e%dp =1
An? [T dp =1

A, Qr—-0)=1

A 2m) =1
1
Amz = E
1
Am = E

Sehingga solusi persamaan azimut ternormalisasi (disebut fungsi gelombang

azimut ternormalisasi) dapat dituliskan,

(@) = [Lem
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Solusi Lengkap Fungsi Gelombang Atom Hidrogen
Solusi lengkap fungsi gelombang atom hidrogen merupakan solusi gabungan
dari fungsi gelombang radial dan fungsi gelombang angular yang dapat dituliskan

lpnlm (T' 0, d)) = Ry, (T)Ylm (9, ¢)
3/ !
= _(2)"? f("—l—l)’ 27\ o "/nag 2141 (27
- (nag) 2n[(n+0)!]3 (nao) e /Mo Ly (nao)
_1)(m+m])/2 /ww im¢ pm
(1) an (i |mi) € Pl"(cos )

3
= —(2) " (cpymemire T 200 2 T (o)

nag 2n[(n+D)']3 4m (I+|m|)! \nay

L2 (nz_:o) P™(cos §) eimbe™"/nag
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Lampiran 5. Perhitungan Solusi Lengkap Fungsi Gelombang Atom Hidrogen
untukn =1,2,3

A. Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogen untuk n =1,2,3

) =~ (G2) " s ()’ o 1 32)

nag 2n[(n+D)'3 \nag nag

Fungsi gelombang radial atom hidrogen mengandung bilangan kuantum utama
(n) dan bilangan kuantum orbital (). Dimana untuk bilangan kuantum utama (n)
yang diizinkan adalah n = 1,2,3, dan seterusnya, sedangkan untuk bilangan
kuantum orbital (1) yang diizinkan adalah [ = 0,1,2,3, ... (n — 1). Mengingat yang
akan dicari adalah untuk n = 1,2,3, maka fungsi gelombang radial yang akan
memenuhi adalah R,y (), R, (1), Ry, (1), R3 (1), R3. (1) dan R5, (7).

Fungsi gelombang radial atom hidrogen juga menggunakan polinomial
Laguerre terasosiasi yang didalamnya mengandung polinomial Laguerre. Berikut
ini merupakan perhitungan beberapa polinomial Laguerre dan polinomial

Laguerre terasosiasi yang dapat dijabarkan sebagai berikut.

Polinomial Laguerre
L) = " L (ke )
Untuk L, (r)
L) = em L (e
Li(r)=e"[r(—e™) + (e ")1]
L(r)=-r+1
Untuk L, (r)
L,(r) = er:—:z(rze‘r)
Ly(r) =e"[r?(e™) + (—e™)(2r) + (™) (2) + (2r)(—e )]
L,(r)=r%—4r +2
Untuk L (r)

d3 _
Ly(r) =" 5(r%e™)
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Ly(r) =e"[r*(=e ™) + (e™)@Br?) + (—e™)(6r) + B3r¥)(e™) +
(e7)(6) + (6r)(—=e™™) + (3r?)(e™) + (—e™)(61)]
Ly(r)=-1r3+9r2 - 18r+6
Untuk L,(r)
L,(r)=e" ;Ti (rte™™)
L,(r)=e"[r*(e ") + (—e ")(4r3) + (e7")(1272) + (4r3)(—e™ ") +
(—e™™)4r) + (12r3)(e™™) + (4r3)(—e™) + (e ") (1272) +
(e™)(24) + (24r)(—e™™) + (12r2)(e ™) + (e77)(241) +
(4r3)(—e ™) + (e™)(1272%) + (—e ") (241) + (12r%) (e )]
L,(r) =r*—16r3+72r% — 961 + 24
Untuk Ls(r)
Ls(r) =e” :Tss (r°e ")
Ls(r) = e"[(e7")(5r* — 80r3+3607r? — 480r + 120) +
(r> — 20r*+12073 — 24012 + 1207)(—e )]
Ls(r) = —r> + 25r*—20073 + 60072 — 6007 + 120

Polinomial Laguerre Terasosiasi
dZ
Li(r) = —Z Ly (r)
Untuk LY (r)
1 at
Li(r) = ﬁLl(r)

L) =L [—r +1]

drl
Li(r) =-1
Untuk L} (r)
1 al
L;(r) = FLZ (r)

dl
Li(r) = F[r2 —4r + 2]
Li(r)=2r—4
Untuk LL(r)
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dl

1) = L1,

1
LA(r) = == [-73 + 972 — 187 + 6]

L1(r) = —3r? +18r — 18
Untuk L3(r)

d3
B0 =14

3
3(r) = 5 [-73 + 972 — 187 + 6]
L3(r) = -6
Untuk L3 (1)

d3
B0 =2 1,0

d3

L3(r) = -5 [r* — 1613 + 72r? — 961 + 24]
L3(r) = 24r —96
Untuk L2 (r)

d5
1500 = 1,0

5
L3(r) = % [—7r> + 25r*—20073 + 6007% — 6007 + 120]
L13(r) = —120

Sehingga diperoleh,

94

Tabel 4.a Polinomial Laguerre Terasosiasi untuk Fungsi Gelombang Radial n = 1,2, 3

1) (%Q
Li(r) = -1 I (ﬁ) =1
Li(r)=2r—-4 le(nz_;o) )_4
LY(r) = —3r? + 18r — 18 Lé(nz_;o) 418 z_ro _ 18
L3(r) = -6 13 (nz_;o)
L3(r) = 24r — 96 13 (nz_;) ) 96
L3(r) = —120 L3 (Z_r)
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% Perhitungan Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogen untukn =1,2,3
Untuk keadaan dasar (n = 1 danl = 0)

== (2) " [ ()¢ ()

) ==() " fre o )

Ruo() = =L @) e oo [-1]

Ryo(r) = ﬁ e” /a0 => digunakan untuk validasi
Ao

Untuk keadaan tereksitasi pertama (n = 2 dan [ = 0)
3/ 0
S 2 ,(2-0-1)! 21\ = ")2a, Jo+1 (27
Rao (1) = (2a0) 4[(2+0)']3 (Zao) € “ Lato (Zao)
R
o _ (L) "2 f 1 = "/2a0 1
Rzo(r) o (ao) 4[2]3 A L (ao)

Rao(r) = — (a; 32 (2)(2) /z "2y [2 ( ) 4]

Ryo(r) = 0)3/2 [2 - (L)] e” /a0 => digunakan untuk validasi

Qo

Untuk keadaan tereksitasi pertama (n = 2 dan [ = 1)
3/ 1
_ _(2Y'2 |@-1-1n! (2r T hoas 72+1 (27
Ray () = (Zao) \/4[(2+1)!]3 (Zao) & “L341 (Za )
3
—_(1Yy’? [1_ "f2a, 13
R == (30) " (&) e 2 13 ()

— Wit L \e "f2a —6
Ry (1) = =~ () e /26

—_ 1 (r\,"T)|a —. 2T P
Ry (r) = TR (ao) e 0 > digunakan untuk validasi

Untuk keadaan tereksitasi kedua (n = 3 dan [ = 0)

) =-(2) " i () ()

3a, 6[(3+0)!]3 3ag
R ( ) _ _(L)?)/Z 2 _T/3a0 Ll (Z_T)
30\ =~ 34, ol6l® € 3 \3q,

Reor) = — () L e e [3 (2 418 () - 19]
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Rao(r) = —5- [1 - (Z—r) + ( 2 )] e”'/3a0 => digunakan untuk validasi

(3a0)3/2 3ag 27a02

Untuk keadaan tereksitasi kedua (n =3 danl = 1)

@ =) [ () e 131 ()

3ay 6[(3+1)']® \3a, 3ag

Roar) = = () * [ () e oo 13 ()

Raa) = = (&) L [ () o [24 (22) - 96]

3ag (24) +[ 6[24]
7 8 A rES -"/3a y . S
Ry, (r) = 72 ez [(ao) (6a02)] e o =>digunakan untuk validasi

Untuk keadaan tereksitasi kedua (n =3 danl = 1)
Raa(r) = — () 72 [S0L (20Y? o~ "say g1 (2)
32\ = 7 \34, 6[G+2)]® \3a5/ € 342 \3q,
3/ 9
— (2} f 1 (27" o= "/3a0 g5 (27
Rap (1) = (3a0) 6[120]3 (3a0) -~ %o Lg (3a0)

o) =~ () iy [ ()" e~ Ptz

(120) A/ 6[120]

1)) 3a0
4 r2\ -7/, — . x
= — =>
R3, (1) T (aoz) e 0 digunakan untuk validasi

B. Fungsi Gelombang Angular Atom Hidrogen untuk n = 1,2, 3
Ylm(H' d)) = G)lm(e)cl)m (d))
Fungsi gelombang angular terdiri dari gabungan fungsi gelombang polar dan

fungsi gelombang azimut yang masing-masing diberikan oleh

2141 (I-|m|)! 1
Oun(®) = ()02 LD pncos ) gan () = [ Lo

Fungsi gelombang angular atom hidrogen mengandung bilangan kuantum

orbital (n) dan bilangan kuantum azimut (/). Dimana untuk bilangan kuantum
orbital (I) yang diizinkan adalah [ =0,1,2,3,...(n — 1), sedangkan untuk
bilangan kuantum azimut (I) yang diizinkan adalah m = —I,...,0, ..., +L.
Mengingat yang akan dicari adalah untuk n = 1,2,3, maka fungsi gelombang

angular yang akan memenuhi adalah Y, (6, ¢); Y1(—1)(8, ¢); Y10(6, ¢); Y11 (6, ¢);
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Yo-2) 6, 9); Yoi-n (6,9);Y20(6,9); Y21(0,¢) dan Y5, (6, ¢).

Fungsi gelombang angular atom hidrogen juga menggunakan polinomial
Legendre terasosiasi yang didalamnya mengandung polinomial Legendre. Berikut
ini merupakan perhitungan beberapa polinomial Legendre dan polinomial

Legendre terasosiasi yang dapat dijabarkan sebagai berikut.

Polinomial Legendre

20 _ 1\l
P;(cosB) = zl(z') o sa)l ——(cos?0 —1)

Untuk P, (cos 6)

Py(cosB) = 20(0') d(cos 5 (cos?0 —1)°

Py(cosf) =1
Untuk P; (cos 6)

Py(cosB) = 21(1,) d(cos oL (cos?6 — 1)?

P;(cos9) = 5 1 (2 cos )

P;(cosB) = cosO
Untuk P,(cos 6)

P,(cosf) = 22(2') & 29)( cos?0 —1)?

P,(cos @) = +—2 [ (cos?0 — 1)? ]

2 8d(cos 0) Ld(cos 6)
P,(cos8) = Ed( [2(00520 —1)(2cos 9)]
P,(cos ) = Ed( 5 (cos36 — cos 0)

P,(cos ) = E 1 (3 cos20 — 1)

Polinomial Legendre Terasosiasi

|ml(cos 0) = (1 — cos?)ml/2 —Pl(cos 9)

)Iml

Dimana,

PlImI (cos ) = Pll_ml(cos 9)
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Untuk P2 (cos 8)
0 — (1 _ rne2p)0/2
Py (cosB) = (1 — cos®H) 03 070 Py(v)
Pd(cosf) = 1
Untuk PP (cos 8)
PY(cosB) = (1 - coszé?)o/2 9)0 P, (cos 6)
PY(cos8) = cos 6
Untuk P2 (cos 8)
PY(cosh) = (1 - coszé?)o/2 9)0 P,(cos 6)
P3(cos @) = > (3 cos?0 — 1)
Untuk Pi(cos @)
Pi(cosB) = (1 — cos?6)'/? d(c B P, (cos0)
P}(cos@) = (sm20)1/2 6)1 (cos )
P (cos@) = sinf
Untuk P3 (cos 6)
P}(cos@) = (1 — cos?0)'/? d(c o P,(cos 8)

P}(cos ) = (sin?0)Y/? ——— [ (3 cos?6 — 1)]

d(cos 6)1
Pi(cos0) = sin@ [é (6 cos 0)]

P;(cos8) = 3sin6 cosf

Untuk PZ(cos 6)
P2(cosf) = (1— 00529)2/2 9)2 P,(cos )
2 — cin? d d 1 20 _
PZ (COS 9) = sin®0 d(cos @) [d(cos 0) ( 2 (3 cos"f 1))]
PZ(cos0) = sin?@ [3 cos @]

d(cos )

PZ(cosf) = 3sin%6
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+ Perhitungan Fungsi Gelombang Angular Atom Hidrogen padan =1,2,3
Untuk Yy, (6, ¢)

Y00(9 (.'b) = @00(0)d>0(¢))

Yoo (6, ¢>)—[( 1)“’*"’”/2 °21§3+:3:§'P O(COS‘”l lf l

Yo0(6, ) = I\El L/:inl => digunakan untuk validasi
YOO (0' d)) = \/jin_

Untuk Yl(—l) (0, ¢)
Yi-(6,9) = @1(—1) O)P_1)(d)

2+1 (1—-|-1
Yic1)(0,¢) = ( MRy 1|)/2 ; E1+: 1:§IPl 1|(c059)l l( i(= 1)¢]

Yic1)(0,¢) = (—1)0 Sépll(cos 9)] [\/;e—wl

Yiey(6, ) = g sin 0] [\/;e‘i‘l’l => digunakan untuk validasi
Yicy(6,9) = \/g sin@ e~
Untuk Y;,(6, ¢)

Y10(9' (b) = 910(9)CD0(¢)

) = (-0 T o[ [

Y10(6,¢) = (1) gcosel [ \/;l

Y10(6,9) = \E cos 9] I\/;] => digunakan untuk validasi

Y10(0,¢) = \/gcos 6

Untuk Y;,(6, ¢)
Y11(6' ¢) = 911(9)Cb1(¢)
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(1+11])/2 2+1(1 D! PRIEOL
Y1 (6, ¢>)—l( 1) . (1+|1D,P1 cos 0)

Y1:(0,9) = I(—l)1 Z%sin 0] l\/zzne“f’l

100

Y,060,9) = [— gsin 0] [\/Zzne"‘i’l => digunakan untuk validasi

Untuk YZ(—Z) (0, ¢)
Yo-2)(0, ) = @2(—2) (0)P (2 ()

2+|-2])/2 4+1(2|2l) [-2]
Y2-2)(6,9) = ( 1)(=2+1=2b/ > o 2|)IP (cos 0)

Vo0, ) = ( 1)2 5(2—4P2 (cos 9)] [\F —21¢l
Ya-2)(6,9) = -\/% (3)sin26?l L/;e-%ﬁl
Y2-2)(6,9) = - gsinzel [\/;e-%bl

[l

Ya22)(6,9) = —sz [f ‘21"’] => digunakan untuk validasi

Yo-2)(6,¢) = / sin?@ e~

Untuk YZ(—l) (0, d))
Yz(—1)(9. ¢) = 92(—1)(9)Cb(—1)(¢)

4+1 (2 [—1D)! 5|-1]
Yo1y(6,¢) = ( 1)(=t+l=1h/2 , O 1|)|P (cos 6)

Yo-1)(6,¢) = ( 1)0 E(?PZ (cos 9)] l\/7 —l¢l
Yo-1y(6,9) = \/g (3) sin 6 cos 0] I\/ge—kﬁl
Yoc1y(6,¢) = \/gsin 0 cos 0] I\/ge—kbl

[l
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Yoc1)(6,¢) = IE sin @ cos 9] l\/zzne“'d’l => digunakan untuk validasi

Yo-1y(6,9) = \/g sin@ cos @ e~i®
Untuk Y,,(6, ¢)
Y20(6,¢) = @20(0)<DO(¢)

N = ) (=
Y50(6,¢) = \E (%)(3 c0s20 — 1)l [\/;l

Y,0(6,9) = \E (3 cos?6 — 1)] l\/;’fl => digunakan untuk validasi
Y50 (8, 9) = ’%(3 cos?6 — 1)
Untuk Y, (6, ¢)

Y21(9' ¢) 3 921(9)¢1(¢)
6.9 = (000 T sy 0]

Y,1(6,¢) = (—1)1 E%G) sin 6 cos 0] [\/;er
Y,1(6, ) = —\/g (3)sin @ cos 0] [\/;eifi’l
Y100, ¢) = —\/gsinecos 9] I\/;ekﬁl

Y,1(0,¢) = —E sin @ cos 0] I\/;ei‘i’l => digunakan untuk validasi

Y1(0,¢) = —\/g sin 8 cos 8 e'?®
Untuk Y5,(6, ¢)
Y55 (60, 9) = 0,,(8)P, ()
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(2+]2])/2 |41 (2 12! i(2)¢
Y,,(6,¢) = ( 1) 5 (2+|2|)'P2 cos @) et

Y5, (0,¢) = (— )? 2(24 (3)Sm20] [f 21¢l
Y2,(6,¢) = _\/:38 (3)sinzel l\/zzne”‘i’l
Y22(0,9) = _\/::Zsinzel L/:Lnezwl

Y,,(6,¢) = ? sinze] L/:ine”‘i’l => digunakan untuk validasi

Y22(0,9) = f sin?6 e?

C. Solusi Lengkap Fungsi Gelombang Atom Hidrogen untukn =1,2,3

Ynim (r,6, (l)) = Ry, (r)Ylm (6, ¢)
Untuk keadaan (n = 1,1 = 0 dan m = 0)

Y100 (1,6, 8) = R1p(r)Y40 (6, $)

[(aozf/z X T/ao] [\/gl

EU ~-"/a
Y100 (r,0, (b) \/—(ao)/ e 0

Untuk keadaan (n = 2,1 = 0 danm = 0)
Y200 (1,6, 0) = Ry ()Y (6, $)

Y200 (1,6, 0) = [W( ao —T/Zao [\/;l

lpZOO (T 9 d)) = W(Z aLO) —T/Zao
Untuk keadaan (n = 2,1 = 1 danm = —1)
l/J21(—1) (r,6,¢) = R21(7”)Y1(—1) 6,9)

1 r _ 3 . —i
Ya1-1) (1,0, ) = [W (a—o)e T/Z“O] l\/; sinfe “1’]

e i ,-1/2a
V21-1) (1,0, 0) = Zm(mo)g/z( )Slnee e 0

Y100 (1,6, ¢) =
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Untuk keadaan (n = 2,1 = 1 danm = 0)
Y210 (1,0, ) = Ry (r)Y10(6, ¢)

Y10 (1,0, 9) = [W —r/ZaO [(COS 9]

1
Y210 (1,0, 0) _W( )COSQe r/2a0

Untuk keadaan (n = 2,l =1danm = 1)
Y11 (1,0,¢) = Ry (1)Y1,(6, ¢)

1 | B, -
Y11 (1,0,0) = [W (alo)e r/zao] [—\/:—n sin @ el‘i’l

1 . i —
Yo, (1, 6,0) = PN e INEE (—aLO) sin 8 e'®e~"/2a0
Untuk keadaan (n = 3,1l = 0 danm = 0)

Y300 (1,6, 0) = R3¢ (1)Y0(6, p)

—olh 20 A —r/3a
l/)300 (r’ 0' (l)) - [(3a0)3/2 (1 3(10 + 27(10 y [\/;l

Y300 (1,6, 9) =

(1 _JEEN L) e—r/SaO
\/—(3(10)2 3ap 27(10

Untuk keadaan (n = 3,l = 1danm = —1)
l/)31(—1) (r,0, ¢) = R31(7")Y1(—1) (6, ¢)

— 8 L TZ —r/3a i . —l¢
1/131(—1) (r,0, ¢>) = [9\/7(3a0)3/2 (ao + 6a02) e 0] - sinfe

243 T r?
Yoo (1,0,9) = s (5 +

3a0)3/2 Qo 6(10

Untuk keadaan (n = 3,1l = 1 danm = 0)
VY310 (1,6, 0) = R31(r)Y1,(6, p)

_ 8 T r? —r/3 3
l/)310 (r; 0: d)) - [9\/5(3(10)3/2 (a_o + 6a02) e T/ aO] [\/;COS 9]

Y310 (1,0,0) = L(r r? )e—r/3a0

9V2m(3ag)3/2 \ay = 6a,2

Untuk keadaan (n =3,l =1danm = 1)

2) sin @ e~ P e=T/340

Y311 (1,6,0) = R31(1)Y11(0, ¢)

(8  (r TN\ —r3a]|_ |3 i
Y311 (1,0,0) = [9ﬁ(3a0)3/2 (ao + 6a02) e 0] o sin Oe
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= —Z‘E _r _ r? ; i¢p ,—1/3a
Y311 (1,6,¢) = SVrGay) ( - 6a02) sinf e'®e 0
Untuk keadaan (n = 3,1l = 2 danm = —2)

V32(-2) (1,0,0) = R3 (1Y, (0, ¢)

— 4 i -r/3a A5 .2 —2i¢
1/)32(_2) (r,0,¢) = [27m(3a0)3/2 (aoz) e 0] 3on S 0e

V3 (N2 —2i¢ ,—7r/3a
Vaa(-2) (1 6,¢) = o= s (aoz) sin?fe~%ibgT/3a0

Untuk keadaan (n = 3,1l = 2 danm = —1)
V32(-1) (1,0,0) = Ry, (1)Y,_1y(0, ¢)

4 r? _ 15 . N
PY3p-1) (1, 6,¢) = [W(a_oz) e T/3a°] [\/:—n sinf cos@ e ‘¢}

ARy () —i¢p,—r/3a
VY32-1) (1,0,¢) = TG (aoz) sin @ cos f e~ Pe~7/3%

Untuk keadaan (n = 3,1l = 2 danm = 0)
V320 (1,0,0) = R, (1)Y20(6, ¢)

4 r2\ _ 5
V320 (1,0, ) = [W (;.2) e r/3a°] [ /E(B cos?6 — 1)]

W30 (1,6,0) = ———> (i) (3cos?0 — 1) e /3%
320 (1,0, T Gay T \a

Untuk keadaan (n = 3,l = 2danm = 1)
V321 (1,6, ¢) = R3;(1)Y21(6, ¢)

4 r2 _ 15 . ,
Y301 (1,0,0) = [W (a_oz)e r/SaO] [—\/; sin 6 cos @ el¢]

B (N i ,—1/3a
V321 (1, 6,¢) = =55 ( aoz) sin O cos @ ei®e~7/3%

Untuk keadaan (n = 3,1l = 2 danm = 2)
V322 (1,6, 0) = R3,(1)Y5,(6, $)

_ 4 2\ _—r/3a A5 . 2p ,2ip
l/)322 (T', 0, d)) - [27@(&10)3/2 (aoz) e 0] 327 sin“f e

V3 2 . _—
Y30, (1,0,0) = S Ga2 (r—) sin20e?iPe—7/3a0

(3a)3/? \ay?

104
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Lampiran 6. Solusi Lengkap Fungsi Gelombang Atom Hidrogen n = 4

A. Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogen untuk n = 4

) =~ () Ji ()’ o 1 ()

nag 2n[(n+D)'3 \nag nag
Sama seperti sebelumnya, akan tetapi sekarang yang akan dicari adalah untuk

(n) = 4. Sehingga fungsi gelombang radial yang akan memenuhi adalah
Ry (), R41(r), Ry (1), Rys (r).

Polinomial Laguerre
ak .
Ly(r) = erﬁ(rke 9]
Untuk L,(r)
L ( )_ rﬂ 4 -1
a(r) =e"— (re™)

Ly(r) =e"[(e)(r*) —16(e™) () +72(e™)(r?) —96(e )(r) +

24(e™ )]
L,(r)=0* —16(3) +72(r%) —96(r) + 24
Untuk Ls(r)

ds _
Ls(r) = erﬁ(rSe D)

Ls(r) = e"[—(e™)(r>) + 25(e™")(r*) — 200(e™")(r3) + 600(e ) (1?) —
600(e ") (r) +120(e™)]

Ls(r) = —=(r®) + 25(r*) — 200(r3) + 600(r?) — 600(r) + 120

Untuk Lg(1)
dé _
L¢(r) = erﬁ(r% D)

Le(r) =e[(e ) (r®) —36(e™™)(r>) + 450(e ") (r*) — 2400(e™")(r3) +
5400(e ") (r?) — 4320(e™")(r) + 720(e™")]
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L¢(r) = (r®) — 36(r°) + 450(r*) — 2400(r3) + 5400(r?) — 4320(r) +
720

Untuk L, (r)
r a’ 7 ,-T
L,(r)=e F(T e’ ")

L,(r) =e"[—-(eT)(7) +49(e ") (r®) — 882(e ") (r®) + 7350(e ") (r*) —
29400(e ) (r3) + 52920(e ") (r?) — 35280(e ") (r) +
5040(e )]

L,(r) = —=(7) + 49(r°) — 882(r>) + 7350(r*) — 29400(r3) +
52920(r?) — 35280(r) + 5040

Polinomial Laguerre Terasosiasi

dZ
() = 5L ()

Untuk L% (r)
LL(r) = = Ly()
L) = [(r*) — 16(r3) + 72(r?) — 96(r) + 24]

Li(r) =4(r3) —48(r?) + 144(r) — 96

Untuk L3 (r)
3 a?
L3(r) = FLS(T)
Li(r) = :733 [—(r>) + 25(*) — 200(r3) + 600(r?) — 600(r) + 120]

Li(r) = —60(r?) + 600(r) — 1200

Untuk L2 (7)

dS
150) =2 1)
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L3(r) = 2. [(r9) - 36(r®) + 450(r*) — 2400(r?) + 5400(r?) -

4320(r) + 720]
L2(r) = 720(r) — 4320

Untuk L7 (1)

d7
1) =L 1,0

12(r) = L [=(+7) + 49(r6) — 882(r5) + 7350(r*) — 29400(r2) +

dr’

52920(r?) — 35280(r) + 5040]
L7(r) = =5040
Sedangkan yang digunakan untuk menentukan fungsi gelombang radial atom

hidrogen adalah polinomial Laguerre dalam bentuk L2} (nZTTO)

Tabel 5.a Polinomial Laguerre Terasosiasi untuk Fungsi Gelombang Radial n = 4

2r
128 (na)

na,
Ik (n%) =4 (nZTrO)3 — 48 (nZTrO)2 + 144 (nZTTO) — 96
I3 (nz—;) = —60 (nz—;)2 + 600 (n%ro) — 1200

L3 (nz—;) =720 (nz—;) — 4320

L7 (nz—;) = —5040

¢ Perhitungan Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogen untuk n = 4
Untuk keadaan (n = 4 dan [ = 0)

R40 (T) = - (L)g/z (Gl ( 2r )0 e_r/‘*ao L}} (Z_T)

4a, 8[(4+0)13 \4a, 4a,
Ryo(r) = — (%)3/2 %8_%% [4 (;TO)3 — 48 (;To)2 + 144 (;To) - 96]

R =227 [1- )+ () (i)

Untuk keadaan (n =4 danl = 1)
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R41(r)=—(4270) S (E) e e 13 (2

Ry (r) = — (i) = (= " e /aa [—60 (E)Z +600 (ﬁ) _ 1200]

2a,
Ray () = m [(aLO) - 4a02) + (801:1303)] e_r/4a0

Untuk keadaan (n = 4 dan [ = 2)
3/ | —
Ry (r) = - (4270) ’ ([4(4-2+2)1§ (E) /o L3 (4a0)
Ryp(r) = — (—) % o (;TO)Z e™"f1as (720 (;TO) — 4320]
1

2a
= (BT e

Untuk keadaan (n = 4 dan [ = 3)
° ( ) _ (L)3/2 (4—-3-1)! (2_1-)3 _r/4a0 17 (Z_T)
43\1") = 4a, 8[(4+3)!]® \4a, € 7 \4a,

Rys(r) = — (—) %

~—~
=
N

w

w
N

 —

Ry, (r) =

<

(—)3 e~ /4a0 [—5040]

2a 8[7!]3 2ag
1 r3 T
R R —— (—) /4-(10
43 (1) 768v35(ay) /2 \ao? €

B. Fungsi Gelombang Angular Atom Hidrogen untuk n = 4
Ylm(H' d)) = G)lm(e)cl)m (d))
Fungsi gelombang angular terdiri dari gabungan fungsi gelombang polar dan

fungsi gelombang azimut yang masing-masing diberikan oleh

21+1 (1
Oum(6) = (~1)(m+imD/2 | L PIM(cos0) dan Dy () = \/: ime

Fungsi gelombang angular atom hidrogen mengandung bilangan kuantum

orbital (n) dan bilangan kuantum azimut (/). Dimana untuk bilangan kuantum
orbital (I) yang diizinkan adalah [ =0,1,2,3,...(n — 1), sedangkan untuk
bilangan kuantum azimut (I) yang diizinkan adalah m = —I,...,0, ..., +L.
Mengingat yang akan dicari adalah untuk (n) 4, maka fungsi gelombang angular
yang akan memenuhi adalah Y, (6, ¢); Y1(_1)(6, ¢); Y10(6, ¢); Y11(6, ¢);
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Y2(—2) (6, (.b); Yz(—1) (6, ¢); Y20 (6, 4’); Y21(6, 4’), Y22(6, ¢), Y3(—3) (, ¢)» Y3(—2)(9, ¢).
Y3(—1) (6, (.'b); Y30(9' (.'b); Y31(9; ¢): Y32 @, ¢): Y33 (6, ¢)

Fungsi gelombang angular atom hidrogen juga menggunakan polinomial
Legendre terasosiasi yang didalamnya mengandung polinomial Legendre. Berikut
ini merupakan perhitungan beberapa polinomial Legendre dan polinomial
Legendre terasosiasi yang dapat dijabarkan sebagai berikut

Polinomial Legendre

7/¥ O]
P;(cosB) = zl(z')d(cose)l (cos?6 —1)
Untuk P, (cos 6)
20 _ 110
Py(cos ) = 20(0,) d(cose)o (cos?6 — 1)
Py(cosh) =1
Untuk P; (cos 6)
P;(cosB) = (cos?6 — 1)1

21(1') d(cos o)1
P;(cosB) = 3 1 (2cos )

P;(cosB) = cos O

Untuk P, (cos 6)
P,(cos ) = 22(2,) e 29)( cos?0 — 1)
P,(cos§) =12 [ (cos?6 — 1)? ]
2 8 d(cos 0) Ld(cos 6)
P,(cos ) = Ed(c [2(00529 —1)(2cos )]
P,(cos ) = Ed( = (cos36 — cos 0)

P,(cos ) = E 1 (3 cos20 — 1)
Untuk P;(cos 9)

P;(cos @) = (cos?8 —1)3

23(3') d(cos39)

dZ
P;(cosB) = —

29 _
8(6) d(cos?%6) [d(cos 0) (COS 4 1) ]
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P;(cos @) = Ed(co 7S [3(cos?6 — 1)?(2 cos 6)]
_1_d 20 _
P;(cos @) = p” d(cos 5 [d(cos ) 6 cos B (cos?8 — 1)? ]
P;(cos @) = 5 d( [cos 6 (2(cos?0 — 1)(2cos)) + (cos?8 — 1)?]
P;(cos @) = Ed( [4(60540 — c0s%0) + (cos?0 — 1)?]

P;(cos @) = S [4(4cos39 —2c0s8) + (2(cos?0 — 1)(2cos 9))]

P;(cos @) = % [(4c0s30 — 2 cos0) + (cos30 — cos )]
P;(cos @) = %(5 cos30 — 3 cos )

Polinomial Legendre Terasosiasi

lel(cos 0) = (1 — cos?0)ml/2 A Py (cos 6)

d(cos )
Dimana,
P™ (cos8) = P "™ (cos 6)
Untuk P{(cos 8)
Pd(cosB) = (1 - 00520)0/2 6)0 Py(v)
Pd(cosf) = 1
Untuk P (cos 8)
PY(cosB) = (1 — cos?8)%/? o 59)0 P,(cos 0)
PY(cos @) = cos @
Untuk P (cos 6)
Pd(cosf) = (1— 00529)0/2 9)0 P,(cos )
P)(cos ) = E 1 (3 cos20 — 1)
Untuk P2 (cos 6)
PY(cosf) = (1— 00529)0/3 9)0 P;(cos )

PY(cos ) = E L (5 c0s30 — 3 cos 6)

Untuk Pi (cos 8)
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Pi(cosB) = (1 - 60520)1/2 9)1 P;(cos8)
Pi(cosB) = (511120)1/2 9)1 (cos 9)
P} (cos@) = sin@
Untuk P (cos 8)
Pi(cosB) = (1 - coszé?)l/2 9)1 P,(cos 8)

Pi(cosB) = (sin?0)Y/? —— [ (3 cos?6 — 1)]

d(cos o)t
P}(cos6) = sin@ |2 (6cos6)|
P}(cos@) = 3sin6 cosH

Untuk P3 (cos 6)

P}(cosf) = (1-— c0529)1/2 P;(cos )

0)1

P}(cos @) = (sin?6)/? [ (5 cos36 — 3 cos 9)]

d(cos o)t
P}(cos@) = sin@ [% (15 cos?6 — 3)]
P}(cos0) = 2sin 6 (5 cos?0 — 1)

Untuk P#(cos 8)

P2(cosf) = (1— cosz6?)2/2

9)2 P,(cos6)

2 — <in2 d d 29 _
P;(cosB) = sin Bd(cose) [d(cose)( (3 cos?6 1))]

P2(cos @) = sin?0 m [3 cos 6]

PZ(cosf) = 3sin%6
Untuk PZ(cos 0)

P2(cosf) = (1— 00529)2/2

9)2 P;(cos6)
d

2 = sin?
P3(cos0) = sin Hd(cose) [d(cos9)

( (5 cos30 — 3 cos 9))]

PZ(cos ) = %sin 9) [15 cos?6 — 3]

PZ(cos ) = %sin29[30 cos 0]
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PZ(cos @) = 15 sin?0 cos O
Untuk P3 (cos 6)

P3(cosf) = (1 - 60529)3/2

9)3 P;(cos8)
dZ

P3(cos8) = (sin?0)3/? 2(c0s 0)? [d(cos 0)

( (5 cos36 — 3 cos 9))]

P3(cos @) = %sin39 [15 cos?6 — 3]

d?
d(cos 6)?

P3(cos @) = gsin?’e (5 cos?8 — 1)]

d(cos8) [d(cos 6)

P3(cosB) = = sm30 [10 cos 0]

P3(cos @) = 15 sin®0

¢ Perhitungan Fungsi Gelombang Angular Atom Hidrogen untuk n = 4
Untuk Yy, (6, @)

Yoo(e; ¢) = @oo(e)q)o(d))

Y00 (0, ®) = l(_l)(o+|o|)/z 0;1 Eg+:g:;'p0 (cos 9)] [f l
Y00(0,9) = [\El [\/;] => digunakan untuk validasi
ho(6.9) = [

Yoo (6, ) = 5=
Untuk Yl(—l) (0, d))
Y1(—1) 0,¢) = 91(—1) (Q)Cb(—n ()

e (6.9) = |- 1)1+ 1')/2 2:18+: B 1|(c056)l [\/7 i(- 1)¢l
Yi-1y(6,9) = _(—1)0 ;%P}(cos 0)] I\/;e—upl

Yic1)(6,¢) = g sin 9] I\/;e—kbl

Yic1)(6,¢) = \/g sin @ e~
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Yi-(6,9) = NLZ’_” sin @ e~i®

Untuk Y;,(6, ¢)
Y10(9' (.b) = @10(9)®0(¢)

a0 = [0 FEE s [

Yi0(6,9) = :(_1)0\/'2(30591 [\/;ﬂl
woo-{fe

Untuk Y;,(6, ¢)
Y11(‘9 ¢’) = 911(9)¢1(¢)

Y; (6, qb)—l( 1)(1+|1|)/z 2;1&:1:;:& H)l [\/‘ l(wl
Y11(0,9) = [(—1)1 2L 5in 9] [ \gew]

Y,(0,) = [~ Lsing] [\/;ewl

Y1:(8,9) = —\/g sin @ e'®

N :
Y1.06,9) = —2\/% sin 6 e'®

Untuk YZ(—Z) (CA d))
Yz(—z)(e. ¢) = 92( 2)(9)CD( 2)(¢)

4+1(2 |-2))!
Yo(-2)(6,¢) = ( 1)(-2+l=2h/2 i 2|)IPl 2|(cos@)l [\/7 i= 2)¢l

Y2(-2)(6,¢) = ( 1)2 5(2—4P2 (cos 9)] l\/7 —2l¢l

Ya(22y(6,¢) = \/g(f%)sinzel I\/ge—mbl
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Y2-2)(6,9) = l \/:::sinzel [ \/:Lne—zmbl
Y2-2)(6,9) = —S in? [f —21¢l
Yo(-2(0,9) = \/g sin2@ e~2i¢

Yo2)(6,9) = ﬁ sin?@ e~2¢

Untuk YZ(—l) (6, ¢)
Yoy(6,9) = @2(—1)(9)‘13(-1)((1’)

Y2-1)(6,9) = ( 1)(1+l=1h/z AL =l P| 1|(cost9)l [\[7 i(- 1)¢}

2 (2+|-1))!
Yo-1y(0,¢) = (— )° Egpz(cose)] [f —l¢l
Ya(-1)(60,¢) = \/g (3) sin @ cos 9] [\/;e—wl
Yoo1y(6,9) = -\/%Siné?cos 9] [\/;e—wl
Yoe1y(6,9) = -\/%sinecos 9] [\/;e—upl
Ya_1y(6,¢) = :\/%_Ssinecos 0] [\/;e—upl

Y2-1)(6,9) = \/g sinf cosf e~i®

Yo-1)(6,9) = T\/__ sinf cos @ e~

Untuk Y5, (6, ¢)
Yzo(e' ¢) = @zo(e)cbo(d))

Yzo(e.¢)=[(—1)<°+'°“/2 o 9>Hf l
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Y,0(6,¢9) = I\E (%)(3 cos?0 — 1)] [\/:L”l
Y20(0,9) = [% (3 cos?0 — 1)] l\/zz”l

Yy (6, ) = % (3 cos26 — 1)
Untuk Y5, (6, ¢)
Y21(9; ¢) = @21(9)‘1)1((1))

4+1 (2—[1))!
Y5,(60,¢) = ( 1)(1+|1D/2 : E2+:1:;|P2 (COSQ)] [( 1(1)4’]

Y,1(0,¢) = _(—1)1\/%(3) sinecose] l\/;ﬂewl
Y100, ) = _—\/% 3) sin@cosel L/;inewl
Y,1(0,9) = -—\Esinecos 9] L/;ewl
Y,1(6,$) = :—gsinecos 9] L/;ewl

Y51(6,¢) = —f sin @ cos 6 e'?®

Y,1(6,¢) = —N% sinf cos O e'?

Untuk Y5, (6, ¢)
Yzz(g' (b) = Gzz(e)cbz(d))

Y,,(0,¢) = ( 1)(z+|z|)/z 421&:;:;:132( Sg)l [\/7 l(zwl
2 (0,9) = [(-1)2 [2L 3)sinel] [ J;ezwl

Y,,(6,¢) = \/g(B)sinzel [\/;ezwl

Y,,(6,¢) = -\/gsinzel [\/;ezupl
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Y5,(6, ) = [? sinze] L/;ezl'qbl
V,(6, ) = \r sin?6 %9

Y2,(6,¢) =

Untuk Yg(_g) (9, ¢)

sm20 e?

Y3.3(0,¢) = @3(—3) (O)P (3 ()

Y3(—3) (0' d)) -
Y3(—3) (0' d)) —
Y3(—3) (0' d)) =

Y3(—3) (0' d)) -

(=3+|-3))/2 6+1(3 [=3D! p|-3| ei(-3)¢
( 1) AT 3l)'P (cos 6)

(00 [fpiceose) [ [zes]

L(lS) sin36?l l\/ze‘3i¢l
1440 2T

o] ]

Y323)(6, 9) —— = sin 39 e3¢

Untuk Y3(_2) (0, (l))

Y3.2,(0,¢) = @3(—2) (O)P (2 ()

Y3(—2) (0' d)) o=
Y3(—2) (0' d)) =
Y3(—2) (0, d)) =

Y3(—2) (0, d)) =

Y3(—2)(9' ¢) =

(-2+|-2])/2 6+1(3 [=2D! pl-2] ei(-2)¢
( 1) S 2|)|P (cos 6)

)0 ;(120 P3 (cos 9)] [\/7 _M)l

/—7 (15) sin?6 cos 9] I /ie‘m’l
240 2T

[¥195 ¢in2g cos 9] I /ie‘m’l

|l 4 2T

V105

WNors sin
Untuk Y3(_1) (0, ¢)

in26 cos O e ~2i¢

Y3(—1) (6, ¢) = 93(—1) (9)¢(—1) (¢)


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

6+1(3 [=1D! 5|-1]
Fyo(6,6) = | (-0 [EEEER i cos) | [Letcv

Y3-1)(6,9) = ( 1)° 2(224 P}(cos 0)] l( —l¢l
Y3-1)(6,9) = \/%G) sin 6 (5 cos?6 — 1)] [\/;e—id’l
Y3-1)(6,9) = _\/%Sin 0 (5cos%0 — 1)] [\[ge—hﬁl

Y3-1)(6,9) = Y21 in o (5 cos?0 —1) e

Untuk Y5,(6, ¢)

8\m

Yso(e' ¢) = @30(9)‘130@5)

Y30 (0' d)) F—

Y30 (6' d)) =

Y30 (6' d)) =

(0+]0])/2 6+1(3 [0])!
o [ s 3

(_1)0\/2 G) (5 cos36 — 3 cos 9)] [\/;l
-\/g (5c0s30 — 3 cos 0)] [\/;l

Y30(8,9) = % (5 cos36 — 3 cos8)

Untuk Y3, (6, @)

Y31(6' ¢) = G)31(9)CI)1 ((b)

Y31 (6' d)) _

Y31(6,¢) =

Y31(9' ¢) =

Y31(9' ¢) =

(1+l1)/2 |6+1 (3 11D PRIEHL

( )1\/;(?( )Sln9(5 cos?0 — 1)] [\/7 l¢l

_—\/% G) sin 8 (5 cos?6 — 1)] [\/;ei‘l’l
:—\/% sin @ (5cos20 — 1)] l\/;e"‘l’l

V21

Y31(6,¢) = — 577 Sin® (5 cos?6 — 1) e'®

Untuk Y;,(6, ¢)

Y32(9' ¢) = 932(9)CD2(¢)
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2 (3+]2)!

Y32(0,¢) = ( 1)(2+|2D/2 41 G-zt P3 SH)l lf 1(2)4’]

Y3, (6, ¢) = ( 1)? 2(120 (15) sin?6 cos 9] l( 21¢]

Y3,(0, ) = /ﬁ(lS) sin?6 cos 0 l\/zznem)l
Y3,(0,9) = _@sinze cos 9] [\/zznezwl

Y5, (6, ) = % sin28lcos 8'e2®

Untuk Y35(0, ¢)
Y33(9' ¢) = @33(9)‘133((]5)

Ys3(6, ) = :(_1)(3+|3|)/2 ;1&:2:;:133 9)] [f z(3)¢l
ts(6,9) = [ (-1 [ s P eos )] [ e s«»l

Y3(6, ) = E ——(15) sin36?l [\geswl

Ys3(0, ) = -—\/%Sin%l [\/;eswl

Y33(0, ) = \/_ 35 (in3g e3¢

C. Solusi Lengkap Fungsi Gelombang Atom Hidrogen untuk n = 4

Ynim (1,0, ) = Ry (1)Y,,,(6, @)
Untuk keadaan (n = 4,1 = 0 danm = 0)

Yao0 (1,0, P) = Ry ()Y (6, @)

_ 3r r2 _ 73 —r/4a} 1
Y400 (r,0, ¢) - {4( )3/2 [1 4q + 8ay? 192a03] € ’ {2\/5}

_ 3r r? _ r —-r/4a
l/)4,00 (T 0 ¢) - 8\/_(110)3/2[ 4q, 86102 192a03] € ’

Untuk keadaan (n = 4,1 = 1 danm = —1)
Ya1(-1 (1,6,9) = R4y (T)Y1(—1) 0, )
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)5 |r_ r i —r/4a} V3 : —i¢
1/141(_1) (r.0,4) = {16\/E(a0)3/2 [ao 4ay® + 80a03] € ’ {zm sin¢ e }

2 3 i
[T = 3] sin@ e ¥ e7/40
32\/107‘[(:10) 2lag  4ap® " 80ag

Untuk keadaan (n = 4,1 = 1 danm = 0)
Ya10 (1,0,¢) = Ry (r)Y10(6, )

Va1 (1,6, 0) = {; [L L i] e—T/4ao} {ﬂ

3
16\/E(a0) /2 ag 46102 80(103 2\m

'~/)41( 1) (r,0,¢) =

cos 9}

r r2 r3

_— —r/4a
32\/_(110) 3 [ao 4ay? 5" 3] cosBe 0
Untuk keadaan (n = 4,1 = 1 danm = 1)

Yu11 (1,0,0) = Ryy (1)Y11(6, 9)
Y411 (1, 0,0) = {; [L—i Y ] e—r/4ao}{

Ya10 (1,0, 0) =

V3
3 2 3 ——sinf e
16\/15((10) /Z ap 4ap 80ay

2V2m
T r2 r3

— 3 ey [ X" 3] sin  e'® e~7/4a0
32\/101T(a0) ol ag " 4ag®  80gg
Untuk keadaan (n = 4,1l = 2danm = —-2)

Y411 (1,0, 0) =

Vaz(-2) (1,60,0) = Ry (1)Y5_2)(6, $)

el N1 W I37 |3 —r/4a0} V15 —2i¢
Vaz(-2) (1,6, ¢) = {192\/§(a0)3/2 [aoz 4a03] € {4\/_ sin®6 e }

V3 3r? rs
_n (1,0, =
Yaz(-2) $) 768v2T(ag) 12 Lag?  4ag®

Untuk keadaan (n = 4,1l = 2danm = —1)

] sin%@ e~ %9 g=7/%a0

Vaz-1) (1,60, 8) = Ry (r)Y5_1)(6, $)

3r r3 _ V1
=]— r/4a —ig
Yaz-1) (1,0, 9) = {192\/_(%) 7 [aoz 4a03] e 0}{2\/_ sinf cos@ e }

1/)42( 1) (r,0,¢) = #[% s

3] sin @ cos B e~ Pe~"/4%0
384+/21(ag) 2 Lag?  4aq

Untuk keadaan (n = 4,1 = 2 danm = 0)

Yaz0 (1,0, 9) = Ry (r)Y50(6, @)

3r r3 _ \5
_ r/4a N 20 _
Vazo (1,0, ) = {—192\/_(%) 3, [aoz 4a03] e 0}{4ﬁ (3 cos=0 1)}

3r r3 ~
m [ao m] (3C0529 — 1) e r/4ay
0

Untuk keadaan (n = 4,l =2danm = 1)

Yazo (1,0, 9) =
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Yaz1 (1,0,0) = Ry (r)Y51(6, ¢)

3r r3 _ V15 . .
_ r/4ag L § __ VIS i¢p
Pyp1 (1,0, ) = {192\/_(%) 78 [aoz 4a03] e 0}{ o sin6 cos@ e }

¢421(T9¢)_# _

3
r . id —
=+ —3] sin @ cos @ e'$e /4%
38427(ap) 2 L a0?  4ag

Untuk keadaan (n = 4,1 = 2 danm = 2)
Yazz (1,0,0) = Ryp(r)Y2,(0, ¢)

Yazz (1,6, 0) = {;3 [%— - ] e_r/““o}{‘/_s sin%6 eZ‘¢}

192v/5(ag) /2 Lag?  4ag’ ey
___ V3 [ﬁ . ] . 20 _2ip —r/4a
Yazo (1,0, 9) = =gy i L 0 e?i® g=/4a0

Untuk keadaan (n = 4,1 = 3 danm = —3)
Vas-3) (1,0, 0) = Ry3(r)Y3_3)(6, $)

1 s - V35 . _ai
1) r o ¢ =) - | r/4ag { J V22 3 3ig
43(_3) ( Y, ) {768\/3_5(a0)3/2 [a03] e 0}{8\/_ Sin 9 e }

3
0, _ m 3g g=3i¢ o—T/4ag
Yaz(—3) (1,0, 9) = " \/_(ao) 7 e ]s in30 e 3 ¢

Untuk keadaan (n = 4,1l =3 danm = —-2)
Vaz(—2) (1,0,@) = Ry3(r)Y3_2)(6, $)

Yaren (,0,9) = [ [0 e-rrseo| (T8

2 —2i
sin%6 cos O e ¢}
768v35(ag) /2 Lao N

= L r —2i¢ ,—r/4ay
Yaz(—2) (1,0, ) = 2 [ao ] sin®0 cos 0 e % %e

Untuk keadaan (n = 4,1l = 3 danm = —1)
Vaz-1) (1,60, 8) = Ry (r)Y3_1)(6, $)

73

Yaz-1) (,0,9) = {m [—] e‘r/‘*“o} {% sin 6 (5 cos?6 — 1) e‘i¢}
ap

ao

3
1 (10,¢) =———~
‘/)43( 1) (r,6,¢) = 6044+/57 (ag) 2

Untuk keadaan (n = 4,1 = 3 danm = 0)
Va0 (1,0, ) = Ry3(1)Y5,(0, )

1 Bl _ V7
S . S A r/4a 3p
l/)4,30 (TI 0: (p) - {768m(a0)3/2 [a03] e 0} {4\5 (5 coS 9 3 COS 6)}

— 3p _ r/4ay
Yaz0 (1,0, 9) = 3072@(%) /2[ ](5COS 0 —3cosf)e”

3
[a ] sinf (5c0520 — 1) e @e~/40
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Untuk keadaan (n = 4,l =3 danm = 1)
VYaz1 (1,0,¢) = Ry3(1)Y5,(6, p)

r3 —r/4a ; i
Yuz1 (1,0, 0) = {m [%—3] e/ 0}{—£sm9 (5 cos?0 — 1) e‘¢}
ao

V3
) 0' =
Y31 (r,6,9) 604457 (ag) /2 [

Untuk keadaan (n = 4,1 = 3 danm = 2)
Va2 (1,0,¢) = Ry3(1)Y5,(6, p)

1 —r/4a, | (Y105
Yuz2 (1,0, 0) = {m [ao ]e /4 0}{4\/_ sin?6 cos 6 eZ‘¢}

V3
) 6; — . 3
Yus2 (r ¢) 3072y (a0) 3,

Untuk keadaan (n = 4,1l = 3 danm = 3)
Yaz3 (1,0,¢) = Ry3(r)Y33(0, )

1 = V35 . ;
lp = | — r/4a A~ 3 3ig
333 (1,6, 9) {msm(ao)% [a03] ¢ 0}{ gym oM }

T3 .
L] sin6 (5c0s26 — 1)t/ 10
0

r3 2ip ,—r/4q
sin®6 cos 0 e%®e 0
aO

3
r,0,¢) = ———|-— g 3 o—7/4a0
l/)4-33 ( ¢) 6044\/_((10) 3/, ™ ]sm e e
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Lampiran 7. Simulasi Fungsi Gelombang Atom Hidrogen untuk n = 1,2, 3

Berikut ini merupakan pembanding simulasi dari buku literatur (Krane,

2012:205-210) yang digunakan dalam penelitian.

Tabel 7.a Solusi Lengkap Fungsi Gelombang Atom Hidrogen n = 1,2,3

- ! m; R(r) aq) ®(d)
t o o %e—#m % ﬁ
T o™ | = | =
0| | fe |
2 |1 | méfﬂ‘“ I? sin® V%e*'*
3| 0 0 ﬁﬁ (| ~ ;T"u + ;%)e—rﬁﬂu % q%
3 1] o W (i_%)e—rm %mﬂ J%
N Wsau}-‘ﬂ (:—D—:—%)f"”"“ f"zj sinf) ﬁeﬂ
3|2 0 m%e-’ﬂm \E{S cos’ ) — 1) ﬁ
3| 2 | 4l TP m‘;ﬂ“}] 5 %e‘”‘-‘“ﬂ x‘/';s sinf cos @ J;_He'“
3|2 | £ m%e-' ? sin? 6 ,}Iﬁ A
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Gambar 7.a Grafik Fungsi Gelombang Radial Atom Hidrogenn =1,2,3
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= n=3
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Gambar 7.c Grafik Rapat Probabilitas Angular Atom Hidrogen n = 2
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Lampiran 8. Flowchart pada program matlab2015

Masukkan nilai n, [

R,;(r) =radial (n,1,1)

Plot (X,y)

Gambar 8.a Flowchart untuk Program Menampilkan Grafik Fungsi Radial
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Masukkan nilai n, [

R, (r) =radial (n, 1, 1)

P(r) = (abs(R,;(1)).22).x (r.72)

Plot (x,y)

Selesai

Gambar 8.b Flowchart untuk Program Menampilkan Grafik Probabilitas Radial
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Masukkan nilai [, m

l

126

theta = linspace(0,2*pi,401); phi = linspace(0,2*pi,401);
[theta,phi] = meshgrid(theta,phi);
f1 = factorial(l-m); f2 = factorial(l+m); a = (2*I+1)*f1l/(4*pi*f2);
pp = legendre(l,cos(theta);
if (1==0)
rho = a.*pp;
else
plm = pp(abs(m)+1,:); kk =1,
for k1 =1:401
for k2 = 1:401
rho(k2,k1) = a*pIm(kk)"2;
kk = kk+1;
end
end
end
X=cos(phi).*sin(theta).*rho; Y=sin(phi).*sin(theta).*rho;
Z=cos(theta).*rho;

1
®
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Surf (X,Y,2)

Selesai

Gambar 8.c Flowchart untuk Program Menampilkan Grafik Probabilitas Angular
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Lampiran 9. M-file untuk Membuat Simulasi Grafik pada Matlab2015

Langkah I: Membuat simulasi grafik 2D fungsi gelombang dan rapat

7
L X4

probabilitas radial atom hidrogen sebagai validasi.
Fungsi gelombang radial
Sebagai contoh diambil grafik fungsi gelombang radial untuk n = 1;1 = 0.
n=0:0.1:6;
r=n*ao0;
er=r/a0;
R10=((2/(a0"1.5))*(exp(-r/a0)))*10;
plot(er,R10,b-";
xlabel('r (a0)");ylabel('R(r) (amstrong)’)
Rapat probabilitas radial
Sebagai contoh diambil grafik rapat probabilitas radial untuk n = 1;1 = 0.
n=0:0.01:20;
r=n*ao0;
er=r/a0;
R10=(2/(a0"1.5))*(exp(-r/a0));
P10=((R10)./2).*(r."2);
sum(P10);
fit=P10/sum(P10);
vin=(fit).*100;
plot(er,vin,'b-")
xlabel('r');ylabel("P(r)")

Langkah II: Membuat simulasi grafik 2D fungsi gelombang dan rapat

*
A X4

probabilitas radial atom hidrogen untuk n = 4
Fungsi gelombang radial untuk bilangan kuantumn = 4; [ = 0,1,2,3
n=0:0.1:30;
r=n*ao0;

er=r/a0;
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R40=((1/4).*((1)/((a0)."(1.5))).*(1-((3.*r)/(4.*a0))+((r."2)/((8).*(a0)."2))-
((r.~3)/((192).*(a0).73))).*(exp(-r/(4.*a0)))).*10;

R41=((5/(16.*sqrt(15))).*((1)/((a0).~(1.5))).*((r/a0)-((r."2)/((4).*(a0)."2))+
((r.~3)/((80).*(a0).n3))).*(exp(-r/(4.*a0)))).*10;

R42=((1/(192.*sqrt(5))).*((1)/((a0)."(1.5))).*((3.*(r."2)/(a0).~2)-((r."3)/((4) .*
(20).73))).*(exp(-r/(4.*a0)))).*10;

R43=((1/(768.*sqrt(35))).*((1)/((a0).~(1.5))).*((r."3)/((a0)."3)).*
(exp((-r)/(4.*a0)))).*10;

plot(er,R40,'b-",er,R41,'r-",er,R42,'m-",er,R43,'g-";

xlabel('r');ylabel('R(r)")

+ Rapat probabilitas radial untuk bilangan kuantumn = 4; 1 = 0,1,2,3

n=0:0.01:40;

r=n*ao0;

er=r/a0;

R40=(1/4).*((1)/((a0).%(1.5))).*(1-((3.*r)/(4.*a0))+((r."2)/((8).*(a0)."2))-
((r"3)/((192).(a0)."3))).*(exp(-r/(4.*a0)));

R41=(5/(16.*sqrt(15))).*((1)/((aB).”(1.5))).*((r/a0)-((r.~2)/((4).*(a0)."2))+
((r."3)/((80).*(a0)."3))).*(exp(-r/(4.*a0)));

R42=(1/(192.*sqrt(5))).*((1)/((a0)."(1.5))).*((3.*(r.~2)/(a0)."2)-((r.~3)/((4).*
(20)."3))).*(exp(-r/(4.*a0)));

R43=(1/(768.*sqrt(35))).*((1)/((a0)."(1.5))).*((r."3)/((a0)."3)).*
(exp((-r)/(4.*a0)));

P40=(abs(R40).72).*(r."2);

P41=(abs(R41).72).*(r."2);

P42=(abs(R42).72).*(r."2);

P43=(abs(R43).72).*(r."2);

sum(P40);

sum(P41);

sum(P42);

sum(P43);

fit=P40/sum(P40);
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alf=P41/sum(P41);

ria=P42/sum(P42);

cit=P43/sum(P43);

mel=(fit).*100;

vin=(alf).*100;

mau=(ria).*100;

lana=(cit).*100;
plot(er,mel,'b-",er,vin,'r-",er,mau,'m-',er,lana,'g-")
xlabel('r');ylabel('P(r)")

Langkah I11: Membuat simulasi grafik 3D rapat probabilitas angular atom
hidrogen untuk n = 2
++ Sebagai contoh diambil grafik 3D rapat probabilitas angular [ = 1;m = 0.
%define the spherical grid

rslv = 401,
theta = linspace(0,2*pi,rslv); %polar angle
phi = linspace(0,2*pi,rslv); %azimuth angle

[theta,phi] = meshgrid(theta,phi); %define the grid
%calculate the spherical harmonics

f1 = factorial(1-0);

f2 = factorial(1+0);

a = (2*1+1)*f1/(4*pi*f2);

pp = legendre(1,cos(theta));

if (1==0)
rho = a.*pp;
else

plm = pp(abs(0)+1,:);
kk =1,
for k1 = 1:rslv
for k2 = 1:rslv
rho(k2,k1) = a*plm(kk)"2;
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kk = kk+1;
end

end
end
X=cos(phi).*sin(theta).*rho; %convert to cartesian coordinate
Y=sin(phi).*sin(theta).*rho;
Z=cos(theta).*rho;
% the following code figures out the maximim
% coordinate value and then puts it as the range of all
% three coordinates X, Y and Z when drawing the figure.
xmax = 0;
ymax = 0;
zmax = 0;
tmp=max(X,[],1);
Xmax=max(tmp);
tmp=max(Y,[],1);
ymax=max(tmp);
tmp=max(Z,[],1);
zmax=max(tmp);
amax = max([xmax ymax zmax]);
amaxn= amax*(-1.0);
%plot the spherical harmonics on the surface of a sphere
surf(X,Y,Z,'FaceColor','b','EdgeColor’,'none")
camlight left; lighting phong;
axis tight equal off
axis([amaxn amax amaxn amax amaxn amax]);
if (0==0)

return;

end
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Langkah IV: Membuat simulasi grafik 3D rapat probabilitas angular atom
hidrogen untuk n = 4

++ Sebagai contoh diambil grafik 3D rapat probabilitas angular [ = 3;m = 0.

%define the spherical grid

rslv = 401;
theta = linspace(0,2*pi,rslv); %polar angle
phi = linspace(0,2*pi,rslv); %azimuth angle

[theta,phi] = meshgrid(theta,phi); %define the grid
%calculate the spherical harmonics
f1 = factorial(3-0);
f2 = factorial(3+0);
a = (2*3+1)*f1/(4*pi*f2);
pp = legendre(3,cos(theta));
if (3==0)
rho = a.*pp;
else
plm = pp(abs(0)+1,:);
kk =1,
for k1 = 1:rslv
for k2 = 1:rslv
rho(k2,k1) = a*pIm(kk)"2;
kk = kk+1;
end
end
end
X=cos(phi).*sin(theta).*rho; %convert to cartesian coordinate
Y=sin(phi).*sin(theta).*rho;
Z=cos(theta).*rho;
% the following code figures out the maximim
% coordinate value and then puts it as the range of all

% three coordinates X, Y and Z when drawing the figure.
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xmax = 0;
ymax = 0;
zmax = 0;
tmp=max(X,[],1);
Xmax=max(tmp);
tmp=max(Y,[],1);
ymax=max(tmp);
tmp=max(Z,[],1);
zmax=max(tmp);
amax = max([xmax ymax zmax]);
amaxn= amax*(-1.0);
%plot the spherical harmonics on the surface of a sphere
surf(X,Y,Z,'FaceColor','b’,'EdgeColor’,'none")
camlight left; lighting phong;
axis tight equal off
axis([amaxn amax amaxn amax amaxn amax]);
if (0==0)
return;

end
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