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Gelombang terbentuk karena adanya sumber yang berupa getaran dan
adanya getaran yang merambat, oleh karena itu gelombang dapat diartikan sebagai
getaran yang merambat. Berdasarkan dimensinya, gelombang dapat dibagi
menjadi tiga kelompok, yaitu gelombang dimensi satu, gelombang dimensi dua,
dan gelombang dimensi tiga. Secara garis besar, gelombang dimensi satu
merupakan gelombang yang merambat pada satu arah, gelombang dimensi dua
merambat pada bidang, dan gelombang dimensi tiga merambat dalam ruang atau
ke segala arah. Contoh-contoh gelombang pada dimensi satu, dua, dan tiga secara
berturut-turut yaitu gelombang pada dawai, gelombang pada permukaan air, dan
gelombang bunyi. Gelombang-gelombang tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk
persamaan, yaitu persamaan diferensial yang disebut persamaan gelombang.

Solusi dari permasalahan yang muncul dalam persamaan gelombang dapat
diselesaikan dengan beberapa metode yang ada pada materi Persamaan
Diferensial (PD) yaitu formula D’Alembert, transformasi Laplace, dan separasi
variabel. Permasalahan yang dimunculkan pada penelitian ini yaitu tentang nilai
awal dan syarat batas, yang mana metodenya menggunakan transformasi Laplace,
karena metode ini mampu mereduksi persamaan yang akan diselesaiakan yaitu
dari persamaan diferensial parsial ke persamaan diferensial biasa, sehingga lebih
mudah untuk diselesaikan.

Persamaan gelombang yang diambil yaitu gelombang bola pada dimensi
satu, yang mana akan bergerak dari persamaan umum gelombang dimensi tiga
yang kemudian ditransformasi ke dalam dimensi satu. Hasil dari transformasi ini,

yaitu berupa persamaan umum gelombang bola dimensi satu, mengharuskan
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untuk memberikan dua kondisi nilai awal, sehingga penulis memutuskan untuk
mengambil nilai awal dengan salah satu bernilai nol, dan lainnya diberikan
sebarang konstanta satuan, fungsi trigonometri, dan trigonometri hiperbolik.

Pada penelitian yang telah dilakukan dengan memberikan nilai awal dalam
tiga kondisi nilai awal, syarat batas, dan diaplikasikan dengan metode
transformasi Laplace serta untuk visualisasi gelombang menggunakan aplikasi
Maple, didapat bahwa gelombang yang diciptakan dengan pengambilan suatu
konstanta satuan adalah lurus, atau tidak adanya gelombang yang diciptakan. Pada
nilai awal dengan fungsi trigonometri, tidak ditemukan adanya penyelesaian atau
solusi karena terdapat nilai imaginer di dalamnya, sehingga tidak dapat
divisualisasikan. Nilai awal dengan trigonometri hiperbolik, menghasilkan

gelombang hiperbolik.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Terbentuknya sebuah gelombang karena adanya sumber yang berupa
getaran dan adanya getaran yang merambat. Jadi, gelombang adalah getaran yang
merambat. Sebagai simulasi, ketika batu dijatuhkan di atas permukaan air.
Getaran merambat dari sumber getaran ke segala arah di atas permukaan air,
dalam perambatannya tersebut getaran memerlukan waktu atau dengan kata lain
getaran mempunyai periode, dan getaran juga mempunyai kecepatan yang disebut
kecepatan gelombang. Permukaan air yang mendapat gangguan berupa getaran,
mempunyai bentuk gelombang berupa lingkaran. Lingkaran tempat kedudukan
titik yang mendapat gangguan getaran dengan simpangan yang sama dalam waktu
yang bersamaan disebut muka gelombang. Muka gelombang ada juga yang
berbentuk bola, seperti gelombang bunyi di udara.

Berdasarkan dimensinya, gelombang dapat dibagi menjadi tiga kelompok,
yaitu gelombang dimensi satu, gelombang dimensi dua, dan gelombang dimensi
tiga. Gelombang dimensi satu merupakan gelombang yang merambat pada satu
arah, misalnya gelombang tali dan gelombang pada dawai. Gelombang dimensi
dua merupakan gelombang yang merambat pada bentuk bidang, seperti
gelombang pada permukaan air. Sedangkan gelombang dimensi tiga yaitu
gelombang yang merambat dalam ruang atau ke segala arah, seperti gelombang
radio, gelombang bunyi, gelombang micro, dan gelombang cahaya. Gelombang
dalam tiga dimensi ruang yang berbeda ini dapat dirumuskan ke dalam suatu
persamaan yang dinamakan persamaan gelombang. Sedangkan solusi dari
penyelesaian persamaan gelombang salah satunya dapat menggunakan metode-
metode yang ada pada persamaan diferensial parsial (PDP). Masalah persamaan

gelombang bunyi, dimana gelombang bunyi merupakan gelombang bola, dapat
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diperoleh dengan menerapkan solusi penyelesaian untuk gelombang dimensi tiga.
Hasil ini kemudian dapat digunakan untuk mendapatkan solusi dalam ruang
dimensi satu dan dimensi dua.

Definisi bola adalah himpunan titik-titik di dalam ruang berdimensi tiga
yang mempunyai jarak konstan (jari-jari) dari sebuah titik tetap (pusat).
Sedangkan gelombang bola merupakan gelombang bunyi yang menyebar
(merambat) ke segala arah. Penyelesaian dari persamaan gerak gelombang bola ini
dapat diturunkan dengan menggunakan banyak cara, salah satunya dengan
transformasi Laplace. Transformasi Laplace adalah metode transformasi yang
digunakan untuk penyelesaian persamaan diferensial yang digagas oleh Piere
Simon Laplace. Transformasi Laplace merupakan suatu transformasi dari fungsi
yang menggunakan integral tak wajar. Metode penyelesaian dengan transformasi
Laplace banyak digunakan dalam menyelesaikan masalah nilai awal suatu
persamaan diferensial biasa dan masalah-masalah syarat batas, khususnya
transformasi Laplace sangat ampuh untuk menyelesaikan persamaan gelombang
dan persamaan panas dimensi satu. Gelombang terbentuk akibat cara pandang
waktu dan bersifat kontinu, sedang transformasi Laplace merupakan suatu metode
yang sering dianggap sebagai transformasi dari cara pandang domain-waktu ke
cara pandang domain-keluaran persatuan waktu. Transformasi ini juga
mengurangi kerumitan perhitungan dari persamaan diferensial menjadi persamaan
atau fungsi biasa, sehingga mampu menyederhanakan proses analisis suatu
kelakuan atau keadaan menjadi sistem baru yang berupa kumpulan fungsi
spesifikasi dari perlakuan. Perkembangan transformasi Laplace banyak digunakan
di bidang fisika, optik, dan pengolahan sinyal (Nababan, 2014).

Tulisan dari Meyriska Aulia Harini (2005) dengan judul “Transformasi
Laplace dari Masalah Nilai Batas pada Persamaan Diferensial Parsial”, membahas
persamaan konduksi panas dimensi satu. Kemudian Yuli Purwandari (2008)
dengan judul “Penyelesaian Numeris Masalah Nilai Batas Menggunakan Metode
Tembakan”, dimana permasalahan dari tiga tulisan tersebut hampir sama hanya
saja menggunakan objek dan metode yang berbeda. Hingga Agus Supratama dan

Hartono (2017) dengan judul “Tinjauan Kasus Persamaan Gelombang Dimensi
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Satu dengan Berbagai Nilai Awal dan Syarat Batas”, membahas penyelesaian
gelombang dimensi satu yaitu dawai, dengan nilai awal berupa fungsi yang
menyatakan simpangan awal dan kecepatan transversal awal, serta syarat batas
Dirichlet dimana setiap permasalahan diberikan syarat batas yang berbeda.
Pertama diberikan dawai dengan panjang berhingga (memiliki dua syarat batas)
yaitu x =0 dan x = [, permasalahan ini diselesaikan menggunakan formula
D’Alembert. Kedua diberikan dawai dengan panjang semi-tak berhingga
(memiliki satu syarat batas) yaitu x =0 dan x = oo, permasalahan ini
diselesaikan menggunakan transformasi Laplace. Terakhir diberikan dawai
dengan panjang tak berhingga (tidak memiliki syarat batas) yaitu x = —oo dan
x = oo, permasalahan ini diselesaikan menggunakan formula D’ Alembert. Hal ini
membuktikan bahwa banyaknya permasalahan di sekitar atau lingkungan
kehidupan sehari-hari yang berkaitan dan dapat diselesaikan dengan persamaan
diferensial, sehingga penulis mencoba untuk menyelesaikan permasalahan yang
dekat dengan kehidupan sehari-hari yang mungkin juga menjadi pertanyaan bagi
pembaca, yaitu tentang persamaan gelombang yang menyebar dari satu titik tetap

dengan memberikan nilai awal serta syarat batas.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasar pada latar belakang, maka masalah yang dapat dirumuskan
adalah:
Bagaimana cara menyelesaikan atau meninjau kasus persamaan gelombang bola
dimensi satu dengan memberikan nilai awal dan syarat batas menggunakan

metode transformasi Laplace?

1.3 Tujuan

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui penyelesaian
khusus dari persamaan gelombang bola dimensi satu dengan memberikan nilai
awal dan syarat batas menggunakan metode transformasi Laplace serta

memberikan gambaran gelombangnya menggunakan program Maple.
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1.4 Manfaat

Manfaat yang dapat diambil dari penelitian ini adalah pemahaman tentang
persamaan gelombang dalam tiga dimensi ruang yang berbeda, dengan
memberikan nilai awal dan syarat batas menggunakan metode transformasi
Laplace yang ditekankan pada gelombang bola dalam ruang dimensi satu, serta
dapat digunakan pada perkembangan masalah yang ada dalam dunia nyata seperti
perhitungan gelombang cahaya, gelombang radio, gelombang micro, dan

gelombang dalam dimensi satu dan dimensi dua.
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BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Turunan Parsial
Definisi 2.1

Jika f fungsi dua variabel (x dan y) maka:

a. Turunan parsial f terhadap x, dinotasikan dengan —afé’;’”

atau f.(x,y),

didefinisikan sebagai,

of (x,y) i fx+Ax,y) — f(x,y)
dx x>0 Ax

jika limit ruas kanan ada.

b. Turunan parsial f terhadap y, dinotasikan dengan —afé’;y)

atau £, (x,y),
didefinisikan sebagai,

if (x,y) _ lim [,y +Ay) = f(x,y)
dy  Ay-0 Ay '

2.2 Persamaan Diferensial Parsial

Pada umumnya persamaan diferensial dibedakan menjadi dua kelompok,
yaitu Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial Parsial
(PDP). Persamaan Diferensial Biasa didefinisikan sebagai suatu persamaan yang
mengandung satu atau lebih turunan biasa suatu fungsi yang tidak diketahui
dengan dua atau lebih peubah bebas. Sedangkan Persamaan diferensial parsial
adalah persamaan yang memuat satu atau lebih turunan parsial dengan dua atau
lebih variabel bebas. Tingkat tertinggi dari fungsi derivatif yang ada dalam
persamaan diferensial parsial disebut orde, dan pangkat tertinggi dari turunan
tingkat tertinggi dalam persamaan diferensial parsial dinamakan derajat.
Persamaan diferensial parsial linier adalah suatu bentuk persamaan diferensial
parsial yang berderajat satu dalam peubah tak bebasnya dan turunan parsialnya
(Hutahean,1993).
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Beberapa contoh persamaan diferensial parsial yang penting adalah sebagai
berikut:

a IU_ 20 ersamaan gelombang satu dimensi
C otz T ax? P g g
ou 5 0%u . . .
b. == C o persamaan konduksi panas satu dimensi
0%u  9%u . .
C. -5+ 3 = 0 persamaan Laplace dua dimensi
0%u . 9%u . . .
d. =t 37 f(x,y) persamaan Poisson dua dimensi

0% 0% 0%u _

e = a2 Tam = 0 persamaan Laplace tiga dimensi

Persamaan umum dari persamaan diferensial parsial linear orde dua fungsi
dua peubah adalah :

A%+B%+C%+DZ—Z+E;—;+FLL=G 2.1)
dengan:
A, BC D,E,F,G = koefisien (bisa konstan, fungsi dari x atau y dan bukan

fungsi dari u atau turunannya)

u = variabel terikat (fungsi dari x dan y)
X, Y = variabel bebas
Jika G adalah 0 (nol), maka persamaan (2.1) dinamakan persamaan diferensial
homogen, dan jika sebaliknya yaitu G tidak sama dengan O (nol), maka
dinamakan persamaan diferensial non homogen.

Jika B2 — 4AC < 0 maka persamaan (2.1) disebut persamaan diferensial
eliptik, jika B? —4AC = 0 disebut persamaan diferensial parabolik, dan jika
B2 — 4AC > 0 disebut persamaan diferensial hiperbolik.

2.3 Masalah Nilai Awal dan Syarat Batas Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial dengan syarat awal disebut sebagai masalah nilai
awal. Syarat awal sendiri yaitu suatu syarat tambahan pada persamaan diferensial
untuk satu nilai variabel bebas yang mempunyai satu atau lebih nilai syarat. Jika

syarat yang diberikan pada persamaan diferensial lebih dari satu nilai variabel
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bebas, disebut syarat batas dan merupakan persamaan diferensial dengan masalah
nilai batas.

Suatu masalah nilai awal adalah suatu masalah yang mempunyai kondisi-
kondisi spesifik pada saat t = t,. Masalah ini umumnya terdapat pada kedua jenis
persamaan diferensial, baik persamaan diferensial biasa maupun persamaan
diferensial parsial. Sedangkan suatu masalah nilai batas merupakan suatu masalah
yang pasti diperlukan dan ada ketika membahas persamaan diferensial. Nilai batas
sendiri tergantung pada masalah dan nilai yang telah ditetapkan. Secara
matematika, masalah nilai batas ditentukan melalui suatu fungsi yang dapat
memberikan kemudahan pada suatu persamaan diferensial parsial dengan syarat
batas yang telah ditentukan. Secara fisika, masalah nilai batas merupakan suatu
masalah yang tidak terikat pada waktu, melainkan hanya memerlukan ruang

koordinat.

2.4 Persamaan Gelombang

Telah dijelaskan sebelumnya, bahwa gelombang menurut dimensinya
dikelompokkan menjadi tiga bagian, yaitu satu dimensi, dua dimensi, dan tiga
dimensi. Gelombang tiga dimensi merupakan gelombang yang merambat dalam
ruang atau ke segala arah, misalnya gelombang radio, gelombang mikro, dan
gelombang cahaya. Pemantulan gelombang tiga dimensi berhubungan dengan
muka gelombang. Muka gelombang dapat secara mudah diamati, yaitu sebagai
contoh ketika sebuah batu dijatuhkan pada permukaan air, batu yang jatuh
menyebabkan munculnya riak atau gelombang air yang berbentuk lingkaran dan
menyebar keluar dari pusat lingkaran. Sehingga menyebabkan gelombang tersebut

bersifat simetris. Berikut ilustrasi gelombang beserta persamaannya.

2.4.1 Persamaan Gelombang Dimensi Satu
Untuk menyelesaiakan persamaan gelombang pada dimensi satu, akan
diambil gelombang pada dawai atau tali yang salah satu ujungnya diikat. Gambar

2.1 merupakan ilustrasi dari gelombang pada dawai atau tali,
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T(x + Ax)

T(x)

v

X X+ Ax

Gambar 2.1 Gelombang pada dawai

Pada Gambar 2.1, u menyatakan simpangan gelombang sehingga u(x)
adalah simpangan di titik x dan u(x 4+ Ax) adalah simpangan pada titik x + Ax.
Diasumsikan bahwa dawai hanya bergerak pada arah vertikal, maka resultan gaya
yang bekerja pada sumbu horizontal adalah nol, yaitu

z E. =T(x + Ax) cos8, — T(x) cos6; = 0.

Tegangan pada bagian dawai (T (x)) saat diberikan tegangan sebesar T,, adalah,

T() = —2
X = Cos 6,
To
T(x+ Ax) = :
cos 6,

Sedangkan resultan gaya pada arah vertikal yaitu,
Z E, =T(x + Ax)sin8, — T(x) sin 8,

= TO tan 92 - TO tan 91.
Karena akan menghitung nilai simpangan ketika At — 0, maka dinyatakan dalam

bentuk persamaan parsial. Dengan demikian diperoleh,

ou Ju
z E, =T, (E (x + Ax, t) — E(x, t)).
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Berdasarkan Hukum Il Newton,

ZFu =Am.a

dimana Am = u.Ax dengan u adalah koefisien gesekan. Percepatan a

didefinisikan sebagai laju perubahan kecepatan terhadap waktu sesaat, sehingga

ZF_ A a(au)_ A 0%u
= A o) = Ao

Dengan demikian diperoleh hubungan,

d d
92u . (%(x+Ax,t)—%(x,t))
Koz =70 Ax '
Jika Ax — 0, maka berdasarkan definisi turunan parsial (lihat subbab 2.1)

diperoleh
0°u  T,0%u
t2  u 9x?
Atau dapat dituliskan sebagai,
azu 1 2 az_u
kT P (2.2)

— o
denganC—\/:.

(Supratama dan Hartono, 2017).

2.4.2 Persamaan Gelombang Dimensi Dua

Gelombang dimensi dua merupakan rambatan getaran pada sebuah
membran atau gelombang di permukaan air. Dalam hal ini membran diasumsikan
berbentuk persegi panjang. Untuk memecahkan masalah membran yang bergetar,
maka harus menentukan solusi u(x,y,t) dimana u menyatakan simpangan pada

titik x, y dan waktu t > 0. Gambar 2.2 merupakan ilustrasi dari getaran membran,
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Membran

Gambar 2.2 Getaran pada membran

Sesuai dengan Gambar 2.2, dimana komponen vertikal gaya tersebut
sepanjang sisi yang sejajar dengan bidang adalah T Ay sin 8 dan —T Ay sin a.
Berdasarakan Hukum Il Newton yaitu resultan gaya yang bekerja pada suatu

benda sebanding dengan massa (pAxAy) dan percepatannya (Z%‘), yang dihitung

pada titik antara y dan y + Ay dimana p adalah massa membran persatuan luas,
sedangkan Ax dan Ay adalah luas bagian membran. Jadi menurut Hukum 1l

Newton yaitu,
2
T Aysinf + (=T Aysina) = p Ax Ay ZTZ
. . 9%u
T Aysinf —T Aysina = p Ax Ay b
. . 2%u
T Ay (sinff —sina) = p Ax Ay v atau

2
p Ax Ay ZTZ =T Ay(sinf — sina)
Maka resultan kedua komponen vertikal itu adalah,

T Ay(sinff —sina) = T Ay(tanf — tan )

=T Ay [ 22 (x + Ax, 1) — 2= (x,37)] (23)
dimana y; dan y, mempunyai nilai antara y dan y+Ay. Dengan cara yang sama,
maka resultan komponen horizontal dari gaya yang bekerja pada kedua sisi
lainnya adalah,

T Ax(sinff —sina) = T Ax(tan§ — tan a)
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a a
=T Ax [ﬁ (x,y +Ay) — i (xz,y)] (2.4)
Menurut Hukum 1l Newton, jumlah gaya-gaya yang diberikan pada
persamaan (2.3) dan (2.4) sama dengan massa p Ax Ay dan percepatannya ‘;;ZTZ,

maka:
a2 0 3} d
pAXAY S5 =T Ay 2 (x + Ax, y1) — 2o (0, y2) | + T dx |52 Gy, y +
a
8y) — 2 ()

u ou ou ou
%u T [a(x"'Ax')ﬁ)—a(xJ/z) n E(XLJH'A}’)—E(?CZ,}’)l

a2 p Ax Ay

d a a a
lim 0w _T See+Ax,y1)-52(x,y2) N S20e1,y+Ay)—52(x2,y)
(Ax8Y)=0 5t2 ™ p (axAy)-0 Ax Ay

azu_ T 62u+62u
at2  p\dx?2  0y?
u _ oo (P,
atz ¢ (ax2 + 6y2) (2.5)

T
dengan C = \/;.

(I Gede Astina, dkk, 2011).

2.4.3 Persamaan Gelombang Dimensi Tiga

Gelombang dimensi tiga dapat digunakan untuk mendeskripsikan berbagai
macam gelombang seperti, gelombang suara, gelombang udara, gelombang
elektromagnetik, dan gelombang gravitasi. Sebagai contoh, perambatan
gelombang bunyi pada fluida yang mana gelombangnya berupa gelombang bola
(sferis). Gambar 2.3 merupakan ilustrasi dari gelombang bola (sferis), dengan
r € [0,00), 8 € [0,2r), dan @ € [0, ].
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e

Gambar 2.3 Gelombang bola

Persamaan gelombang bola (Sferis) dapat diperoleh seperti pada satu
dimensi (persamaan (2.2)) dan dua dimensi (persamaan (2.5)). Sehingga
persamaan gelombang pada tiga dimensi yaitu,

u _ 2(‘32_” 0%u 62_”) (2.6)

atz ax2 | 9y? | 9z2
dengan C cepat rambat gelombang.
dimana pada persamaan (2.6) u = u(x, y, z,t) dan x, y, dan z merupakan variabel-
variabel pada koordinat Kartesius. Pada masalah ini u menyatakan perpindahan
(tekanan) longitudinal dari fluida sebagai gelombang menyebar yang melaluinya
pada waktu t (Riffe, 2012). Sehingga penyelesaian persamaan (2.6) harus

memenuhi persamaan gelombang bola yaitu,
9%u o [0%u | 2(0u
= C (a_ s (5))- @7

2.5 Transformasi Laplace
Definisi 2.2
Misalkan f(t) suatu fungsi yang didefinisikan untuk ¢t > 0. Bila integral

tak wajar f0°° e Stf(t)dt konvergen ke suatu fungsi F(s), maka F(s) disebut
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transformasi Laplace dari f(t) dan dinyatakan dengan L{f(t)}. Jadi transformasi
Laplace dari f(t) adalah,

L{F(0)} = F(s) = f et F(t)dt

Selanjutnya, f(t) disebut invers transformasi Laplace dari F(s) dan dinyatakan
dengan L~{F(s)}, sehingga
f@) =L{F(s)}
Contoh 2.3
Bila diketahui f(t) = e%,t > 0, maka tentukan L{f (¢)}.

Penyelesaian:

L{f(O)} = L{e®} = [ e~teqtdt

©  _tle_ . b _4re_
=f0 et~ dt = limy,_,o fo e~ ts—a) g¢

1 B 1
= lim (— e‘t(s_a)) = lim — (e_b(s_a) - 1).
b—oo S—a t=0 b—oo S—a

untuk s —a > 0 atau s > a, maka lim e ?6-9 = 0,

b—oo

Jadi,

1
L{eat}=s_a, s> a.

2.5.1 Sifat Kelinearan Transformasi Laplace
Teorema 2.1
Bila F(s) = L{f(t)} dan G(s) = L{g(t)} maka untuk setiap konstanta-
konstanta a, 3 berlaku,
L{af (t) + Bg()} = aF(s) + BG(s) = aLl{f ()} + BL{g(D)}.
Bukti:

L{af (t) + Bg(t)} = [, e " (af (t) + Bg(t)) dt
— —st d ” —st d
aj;) e St f(t) t+ﬁf0 e St g(t) dt
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= aLl{f(t)} + BL{g(t)}
= aF(s) + BG(s).

Contoh 2.4
Untuk f(t) = cosh at, tentukan L{f (t)}.

Penyelesaian:

eat_l_e—at

Diketahui bahwa cosh at =
Jadi, dari Teorema 2.1 dan Contoh 2.3 diperoleh,
eat+e—at

_1 at 1 —at
> }—ZL{e }+2L{e }
1 1 1 1 1( 1 1 > S

L{coshat} =1L {

2's—a 2s+a 2
untuk s > a dan s > —a atau s > |a|. Jadi,

s—a Ss+a s2—aq?

S
L{cosh at} =7 gz > |al.

2.5.2 Sifat Kelinearan Invers Transformasi Laplace
Teorema 2.2
Bila L{f(t)} = F(s) dan L{g(t)} = G(s) maka untuk setiap konstanta-
konstanta a, B berlaku,
LHaF(s) + BG(s)} = aL ™ {F ()} + BLHG(s)} = af (t) + Bg(0).
Bukti:

Dari Teorema 2.1 telah diketahui bahwa,

L{af(t) + Bg(©)} = aLl{f (O} + BL{g(D)} = aF(s) + BG(s).

Jadi,
af (t) + Bg(t) = L {aF(s) + BG(s)}
atau
L™YaF(s) + BG(s)} = af () + Bg(t) = aL ™ {F(s)} + BL™H{G(s)}
Contoh 2.5

Tentukan L‘l{ >5+7 }

s243s+2
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Penyelesaian:
Lakukan pemisahan variabel, yaitu

55 +7 55 +7 A B A(s+2)+B(s+1)
52+3s+2=(s+1)(s+2)=s+1+s+2= (s+1D(s+2)
55+7=A(s+2)+B(s+1)
untuk,
s=—1-2=A(-14+2)=A-A=2
s=—-2-5>-3=B(-2+4+2)=-B->B=3.
Jadi,

5s+7 B 2 4 3
s24+3s+2 s+1 s+2

dan dari tabel (Lampiran 1 dan Lampiran 2) diperoleh,

L‘1{ 55 +7 }—L‘l{ 2 N 3}
s24+3s+2) s+1 s+2

=2L‘1{—1 }+
s+l

1
3L71 {s = 2} =2e t+3e7%

(Nababan, 2014).

2.5.3 Transformasi Laplace dari Turunan
Misalkan f’(t) menyatakan turunan pertama dari f(t), f"(t) menyatakan
turunan kedua dari f(t), dan seterusnya. Sehingga,
L{f'(©)} = J, e~ f'(t)dt
= [e™tf(OIF = J; f(©){—se™"}dt
= —f(0) + sL{f (1)}
Dengan mengganti f(t) menjadi f'(t), maka diperoleh
L{f(®)} = F(s)
L{f'(®©} = —f(0) + sL{f (©)} = sF(s) — f(0)
L{f"(®} = —=f'(0) + sL{f"(©)}
= —f"(0) + s(=f(0) + sL{f (D}
= s%F(s) = sf(0) — f'(0)
L{f""'(®)} = s3F(s) — s?f(0) — sf'(0) — f"'(0), dan seterusnya.
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2.6 Metode Variasi Parameter untuk Penyelesaian PD Linier Tak Homogen
Orde-2
Metode variasi parameter adalah metode untuk menentukan penyelesaian
khusus PD linier tak homogen dengan koefisien variabel. PD linier tak homogen
dengan koefisien variabel yang diselesaikan dengan metode ini mempunyai
bentuk umum,
y'+p()y +qx)y =r(x). (2.8)
Penyelesaiannya yaitu,
Langkah I. Menentukan penyelesaian PD homogen.
Penyelesaian PD homogen dari persamaan (2.8) adalah,
y'+p@)y +q(x)y =0
Y = €1y1 (%) + ¢y, (x).
Langkah Il. Menentukan penyelesaian PD tak homogen dengan metode variasi
parameter.
a. Menentukan solusi umum,
Yp = v1(0)y1(x) + v2 () ¥, (%).
b. Menentukan turunan y,,,
Vp' = 1" (0)y1 (%) + v () Y1 () + v (x)y2 (%) + v2(X)y," (x).
c. Menentukan persamaan syarat,
U1 (0)y, () + v (x)y2(x) = 0
sehingga,
V' = v1(0)y1"(x) + v (x)y," (%)
V' = v1(0)y1" () + 01" ()y1" () + v2(x)y," (%) + v, (), ().
d. substitusi y,, ¥, y," pada persamaan (2.8),
[v1 ()" () + v )y1" () + v, ()Y, (x) + v () y,' (x)] +
P [v1(0)y1(x) + v2(0)y2 ()] + qW)[v1 () y1(x) + v2 () y, ()] = 7(x)
karena,
yi" +p)y" +qx)y, =0
y2" + )y, +q(x)y, =0
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maka diperoleh,
v ()y,' () + v, (x)y,'(x) = 0.
e. Menentukan v, (x) dan v, (x),

vy (0)y1(x) + v () y2(x) = 0 }
v ()1 (%) + v, (0)y,' (x) = r(x)

dari persamaan 2.9, maka

(2.9)

() = _%ﬁ vy (x) = f _w
i) = 20T - (2007

dengan W = y; (x)y,(x) — y1' (x)y,(x).
Sehingga,
Vp = v1(X)y1(x) + v2(x)y2(x)

=f_y2(x3|-/r(x)y1(x)+jJ’1(x3|-/r(x)y2(x)

Langkah I11. Solusi umum PD

Y=YntW

_yz(x).r(x) yl(x)+jy1(x31'/r(x) e

= ¢1y1 (%) + 2y, (%) + f W

(Kusmaryanto, 2018).
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BAB |11
METODOLOGI PENELITIAN

Secara umum, penelitian ini adalah mencari penyelesaian persamaan
gelombang bola yang solusinya dicari dengan metode Laplace yang diberikan
berbagai nilai awal dan syarat batas. Selanjutnya, penyelesaian ini akan dimuat
dalam bentuk script menggunakan program Maple. Gambar 3.1 merupakan

langkah-langkah yang akan dilakukan pada penelitian ini,

Ambil persamaan umum
gelombang dimensi tiga

Ubah ke dalam persamaan umum gelombang bola
dengan mengubah varibel x, y, dan z ke dalam variabel r

Tentukan nilai awal dan
syarat batas U(0,s) = 0
danlim,_ . U(r,s) =0

u(r,0) =0 u(r,0) = 0; u(r,0) = 0;
ou Ju ou

. 0 =, U, = . U

3t (r,0) 5% (r,0) =2 5% (r,0)

= sin(r) = cosh(r)

Selesaikan dengan
transformasi Laplace

Pembuatan program ﬁ[ SELESAI ]

Gambar 3.1 Bagan Metodologi Penelitian
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Berdasarkan pada Gambar 3.1, maka uraian metodologi penelitian ini
adalah sebagai berikut:

a. Gelombang bola umumnya merupakan gelombang pada dimensi tiga, maka
dari itu akan diambil persamaan umum gelombang dimensi tiga.

b. Dari persamaan umum pada gelombang dimensi tiga, akan dicari solusi umum
dari persamaan gelombang bola dimensi satu dengan men-transformasi
operator Kartesius ke dalam operator r dengan kaitan r? = x?% + y? + z2.

c. Selanjutnya ditentukan nilai awal dan syarat batas dengan syarat batas r =

[0, ) pada tiga kondisi nilai awal, yiatu:
i. u(r,0) = O;Z—Z(r, 0) = sin(r)
ii. u(r,0) = 0;5: (r,0) = 2, dan
ii. u(r,0) = 0;%(r, 0) = cosh(r).
d. Selesaikan dengan metode transformasi Laplace.
e. Setelah itu dibuat program (script) dengan bantuan Maple, sekaligus mem-plot-

kan persamaan khusus yang telah dihasilkan, sehingga menunjukkan gambaran

gelombang yang terbentuk.
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BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan pada hasil dan pembahasan, maka dapat ditarik kesimpulan
sebagai berikut:

a. Nilai awal yang diambil yaitu sebarang nilai awal pada konstanta satuan, fungsi
trigonometri, dan trigonometri hiperbolik.

b. Jika diberikan nilai awal suatu konstanta satuan, maka gelombang yang tercipta
yaitu lurus, atau dalam artian tidak terciptanya sebuah gelombang.

c. Jika diberikan nilai awal suatu fungsi trigonometri maka tidak dapat ditemukan
sebuah penyelesaian, karena penyelesaian Laplace-nya mengandung nilai
imaginer.

d. Jika diberikan nilai awal suatu fungsi trigonometri hiperbolik, maka gelombang

yang dihasilkan yaitu gelombang hiperbolik.

5.2 Saran

Persamaan gelombang dimensi tiga tidak hanya dapat diselesaikan dengan
aturan 72 =x? +y2 +z2, namun juga bisa dengan menggunakan aturan
koordinat ruang pada dimensi tiga yang lain, seperti koordinat bola dengan
memperhatikan sudut dan koordinat silinder. Selain itu juga dapat diselesaikan
dengan metode lain yang ada pada persamaan diferensial parsial. Maka dari itu,
pembaca dapat melakukan penelitian lebih lanjut mengenai penelitian ini dengan
menggunakan metode-metode lain yang sesuai atau dengan mengambil suatu

kasus dari sudut pandang yang diinginkan dan perlu untuk diteliti.
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Lampiran 1

Tabel Transformasi Laplace

LAMPIRAN

f(® L{f(®)} = F(s)
1
1 -, s>0
S
" n=1,231L ™ 2D o
) ) &y Iy Sn+1,
ra+1)
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Lampiran 2
Tabel Invers Transformasi Laplace

34

F(s) L Hf(s)} = F(t)
1
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S
1 t"
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1 te
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1 sinh at
prpmpE a#0 -
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Lampiran 3
llustrasi Gelombang Hiperbolik Sinus dan Cosinus

> plot(cosh(r),r=-2..2);

> plot(sinh(r),r=-4..4);

1

35
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Lampiran 4

Penyelesaian Kondisi | sampai Kondisi I1l dengan Program Maple

Solusi Persamaan Gelombang Bersimetri Bola

> restart; with(PDETools): with(inttrans): with(plots):
> a:=u(x,y,zt);

a:=u(xy,zt)

> p1:=diff(a,t$2)=C~2*(diff(a,x$2)+diff(a,y$2)+diff(a,z$2));

2 2 2 2
pl = jtz u(x,y, z,t) = C? ((SXZ u(x, y, z, t)J + (jyz u(x,y, z, t)} + [522 u(x,y, z, t)j]

> p2:=diff(u(r,t),t$2)=k*(diff(u(r,t),r$2)+2/r)*diff(u(r,t),r));

0
p2 ::stzzu(r,t) =k {(88:2 u(r,t)J+W}
1.1 Jika diketahui bahwa nilai awal yaitu u(r,0)=0 dan u'(r,0)=sin(r) dengan
Cr2=k=1
> p3:=laplace(p2,t,s);
p3 := s laplace(u(r, t),t,s) — D (u)(r,0) —su(r,0) =

52 2k (gr laplace(u(r, t), t, s))
k {6r2 laplace(u(r, t), t, S)J + :

> p4:=subs(k=1,u(r,0)=0,D[2](u)(r,0)=sin(r),p3);
p4 = s? laplace(u(r, t), t, s) —sin(r) =

2 2 (68 laplace(u(r, t), t, s))
[ Jo

?Iaplace(u(r,t),t,s) .

> p5:=diff(u(r,s), $ (r,2))+2/r*diff(u(r,s),r)-s2*u(r,s)=-sin(r);

0
2| =u(r,s)
p5 = (;:2 u(r, s)j +(arj—s2 u(r, s) = —sin(r)

r

> p6:=dsolve(p5,u(r,s));
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06 = u(r, s) = sinh(s rz_FZ(s) . cosh(s rr) _F1(s) +411(

(SPri+(-r=1)s?+(r1+2)s+1-r)(-sinh(sr) +cosh(sr)) g+ i))
—(sinh(s 1) +cosh(s 1)) (S*r 1+ (1 - 1) $+ (<2 +r1)s—r—1)e ")
+(sinh(sr)+cosh(sr)) (s®r1+(r+1)s>+(r1+2)s—1+r) NCIC
(SPria (14 2+(2+rD)s+r+1)e" " (Ssinh(sr) + cosh(s r))) / (s
r(52+1)2)

1.2 Jika diketahui bahwa nilai awal yaitu u(r,0)=0 dan u'(r,0)=2 dengan C"2=k=3

> p32:=laplace(p2,t,s);

p32 = s* laplace(u(r, t), t,s) - D,(u)(r,0) —su(r,0) =

e 2k (aar laplace(u(r, t), , s))
(ar-’- aplace(u(r, t), t, S)J +

r
> p42:=subs(k=3,u(r,0)=0,D[2](u)(r,0)=2,p32);
p42 = s? laplace(u(r, t), t,s) — 2 =

. 52 | 6(88r Iaplace(u(r,t),t,s)j
(8r2 aplace(u(r,t),t,s))+

r

> p52:=3*diff(u(r,s),"$"(r,2))+6/r*diff(u(r,s),r)-s"2*u(r,s)=-2;

0
6| =-u(r,s)
p52 := 3 (;:2 u(r, s)} +[arj

: —s2u(r,s)=-2

> p62:=dsolve(p52,u(r,s));

sinh(@J_FZ(s) cosh(ﬁ;rJ_Fl(s)
p62 :=u(r,s) = ; + : +?

dengan memasukkan U(0,s)=0 didapat
>
p72:=sinh(1/3*3™(1/2)*s*r)*_F2(s)+cosh(1/3*3™(1/2)*s*r)* _F1(s)+r*2/s"2=0;

p72 = Sinh[ﬁs rj_FZ(s) + cosh(ﬁ?’S rJ _F1(s) + 2—; =0
S

> p82:=subs(r=0,p72);
p82 :=sinh(0) F2(s)+cosh(0) F1(s)=0
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> f1_2:=0;
fl 2:=0
selanjutnya dari limit r mendekati tak hingga = 0, diperoleh

> p92:=limit(p72,r=infinity);

p92 = lim sinh(ﬁ;'rj_FZ(s) +cosh(ﬁ3S r]_Fl(s)+232r:0
r— oo

> pl102:=cosh(1/3*3™N(1/2)*s*r)*_F1(s)=-sinh(1/3*3™(1/2)*s*r)*_F2(s);

J3sr J3sr

pl02 = cosh(sj _F1(s) = —sinh(3] _F2(s)

> pl12:=subs(_F1(s)=f1_2,p102);
pl12 = 0= —sinh[ﬁ > rJ F2(s)

3
> f2_2=0;
22=0
> pl22:=subs(_F1(s)=0, F2(s)=0,p62);

p122 = u(r,s) =%
S

> pl32:=invlaplace(pl122,s,t);

p132 = invlaplace(u(r, s),s, t) =2t

> ul2:=(rt)->2*t;

ul2 :=(r,t) > 2t

>
plot({ul2(r,0),ul2(r,0.5),u12(r,0.8),u12(r,1),u12(r,1.5)},r=Pi..1,axes=boxed,col
or=[red,blue,yellow,green,brown]);
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]

251

1.5

.5

> plot(ul2(r,0),r=Pi..1,axes=boxed,color=red);

1.3 Jika diketahui bahwa nilai awal yaitu u(r,0)=0 dan u'(r,0)=cosh(r) dengan
Cn2=k=3
> p33:=laplace(p2,t,s);
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p33 = s? laplace(u(r, t), t,s) — D,(u)(r,0) —su(r,0) =

52 2k (aar laplace(u(r, t), t, s))
k o laplace(u(r, t), t, S)J + .

> p43:=subs(k=3,u(r,0)=0,D[2](u)(r,0)=cosh(r),p33);
p43 := s laplace(u(r, t), t, s) — cosh(r) =

. e | 6(2 Iaplace(u(r,t),t,s)j
(arz aplace(u(r,t),t,s)j+ -

> p53:=3*diff(u(r,s), $ (r,2))+(6/r)*diff(u(r,s),r)-s"2*u(r,s)=-cosh(r);

6| =-u(rs)
p53 :=3 (5:2 u(r, s)j +(arrj —s?u(r, s) = —cosh(r)

> p63:=dsolve(p53,u(r,s));
p63 :=u(r,s) =

sinh(ﬁsr] _F2(s) cosh(ﬁsr
+

3 3 J_Fl(s) pr (s?> —3) cosh(r) + 6 sinh(r)

2
' / r(s?—3)

dengan memasukkan syarat batas U(0,s)=0 didapat
> p73:=sinh(1/3*3™N(1/2)*s*r)*_F2(s)+cosh(1/3*3™N(1/2)*s*r)* _F1(s)+(r*(s"2-
3)*cosh(r)+6*sinh(r))/(s"2-3)"2=0;

p73 = sinh(@) CF2(s) + cosh(@j Fi(s) + r (s?>—3) cosh(r) + 6 sinh(r) 0

($-3)
> p83:=subs(r=0,p73);
p83 :=sinh(0) _F2(s) + cosh(0) Fi1(s) + M =0
(s*-3)
> f1_3=0;
fl3=0

selanjutnya limit r mendekati tak hingga = 0, didapat

> p93:=limit(p73,r=infinity);
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p93 =

lim smh(@j _F2(5) + COSh(@] _Fl(S) T r (52 —3) cosh(r) :— 6 sinh(r)
r— o (32_3)

=0
> p103:=sinh(1/3*3™(1/2)*s*r)* _F2(s)=-cosh(1/3*3(1/2)*s*r)* _F1(s);

p103 = sinh(ﬁgs rj_FZ(s) ~ —cosh(ﬁgs r} F1(s)

> p113:=subs(_F1(s)=0,p103);

pl13 = sinh[ﬁ;rj _F2(s)=0
> pl23:=subs(_F1=0, F2=0,p63);
pl23 =

- (3sr J/3sr
57 smh(S] 0(s) . cosh(BJ 0(s) LT (s —3) cosh(r) + 6 sinh(r)

2
{ r r(s?—3)

> p133:=(r*(s"2-3)*cosh(r)+6*sinh(r))/r/(s"2-3)"2;
_ r(s®—3) cosh(r) + 6 sinh(r)

r(s2— 3)2
> pl43:=invlaplace(p133,s,t);

0143 = t sinh(r) cosh(,/3 t) A /3 (cosh(r) r —sinh(r)) sinh(,/3 t)
- r 3 r

pl33:

> ul3:=(r,t)->t*sinh(r)*cosh(3(1/2)*t)/r+1/3*3"~(1/2)*(cosh(r)*r-
sinh(r))*sinh(3”™(1/2)*t)/r;

W13 = (1. 1) t sinh(r) crosh(ﬁt) +§ /3 (cosh(r)r - sirnh(r)) sinh(/3 t)

>
plot({ul3(r,0),ul3(r,0.5),u13(r,1),ul3(r,1.5),ul3(r,2)},r=Pi..1,axes=boxed,colo

r=[orange,blue,yellow,green,red]);
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1an—f
160-
140—5
1211—5

100+

> plot(ul3(r,0),r=1..5,axes=boxed,color=red);

1

1 > 3 -4 I

2.1 Jika diketahui bahwa nilai awal yaitu u(r,0)=sin(r) dan u'(r,0)=0 dengan
Cr2=k=1
> p3_2:=laplace(p2,t,s);
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p3 2 = s? laplace(u(r, t), t,s) — D,(u)(r,0) —su(r,0) =

52 2k (aar laplace(u(r, t), t, s))
k o laplace(u(r, t), t, S)J + .

> p4_2:=subs(k=1,u(r,0)=sin(r),D[2](u)(r,0)=0,p3_2);
p4_ 2 :=s?laplace(u(r, t),t,s) —ssin(r) =

52 2 (aar laplace(u(r, t), t, s))
(arz laplace(u(r, t), t, s)] + .

> p5_2:=diff(u(r,s), $ (r,2))+2/r*diff(u(r,s),r)-s~2*u(r,s)=-s*sin(r);

52 2 [aar u(r, s)]
p5 2 = (2 u(r, s)) +————2 —52u(r,s) =-ssin(r)
or r

> p6_2:=dsolve(p5_2,u(r,s));

sinh(sr) F2(s) cosh(sr) F1(s) 1
r i r "

p6_2 :=u(r,s)= (

(Sr1+(-r=1)s2+(r1+2)s+1-r)(-sinh(sr) +cosh(sr)) e’ ="

— (sinh(sT) + cosh(s 1) (3 1+ (1 1) s?+ (=2 +r1)s—r—1)e "
+(sinh(sr)+cosh(sr)) (s°r1+(r+ I)52+(r|+2)5_|+r)e(—r(s+|))

(SPria (e 2+ (=2+r)s+r+1)e" D (Csinh(s ) + cosh(s r))) / (r
($+1))

1.2 Jika diketahui bahwa nilai awal yaitu u(r,0)=2 dan u'(r,0)=0 dengan C"2=k=3

> p32_2:=laplace(p2,t,s);

p32_2 := s laplace(u(r, t), t,s) — D (u)(r,0) —su(r,0) =

)\ 2k (aar laplace(u(r, t), , s))
k {&2 laplace(u(r, t), t, S)J + -

> p42_2:=subs(k=3,u(r,0)=2,D[2](u)(r,0)=0,p32_2);
p42_2 :=s?laplace(u(r,t),t,s) —2s=

. 52 | 6(68r Iaplace(u(r,t),t,s)j
(8r2 aplace(u(r,t),t,s)j+

r

> p52_2:=3*diff(u(r,s), $ (r,2))+6/r*diff(u(r,s),r)-s~2*u(r,s)=-2*s;
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- (82 j G(aaru(r,s)j ,
p52_2 :=3| S u(r,s) |[+————=-su(r,s)=-2s
or r

> p62_2:=dsolve(p52_2,u(r,s));

sinh(’?’er _F2(s) cosh(v:asrj _F1(s)
3 3 2
p62_2 :=u(r,s) = : + . +5

dengan memasukkan U(0,s)=0 didapat

>
p72_2:=sinh(1/3*3™N(1/2)*s*r)*_F2(s)+cosh(1/3*3™(1/2)*s*r)* _F1(s)+r*2/s=0;

J3sr J3sr A

p72_2 :=sinh(3)_F2(s)+cosh( 3 ]_Fl(s)+S 0

> p82_2:=subs(r=0,p72_2);

p82_2 :=sinh(0) F2(s) +cosh(0) F1(s)=0

> fl 22:=0;

fl 22:=0

selanjutnya dari limit r mendekati tak hingga = 0, diperoleh
> p92_2:=limit(p72_2,r=infinity);

092 2 := lim sinh(ﬁ;rJ F2(s) +cosh[€s r]_Fl(s) +23r= 0
r— oo

> pl102_2:=sinh(1/3*3™(1/2)*s*r)*_F2(s)=-cosh(1/3*3™(1/2)*s*r)*_F1(s);

J3sr J3sr

pl02_2 = sinh[sj _F2(s) = —cosh[3] _Fi1(s)

> pl12 2:=subs(_F1(s)=f1_22,p102_2);

pl12 2 = sinh(ﬁ;rj F2(s)=0

> f2_22=0;
222 =0

> pl22 2:=subs(_F1(s)=0, F2(s)=0,p62_2);

pl22 2 :=u(r,s) :i

> pl132_2:=invlaplace(p122_2,s,t);
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pl32 2 :=invlaplace(u(r,s),s, t)=2

>ul2 2:=(rt)->2;

ul2 2 :=(r,t) »2

>
plot({ul2_2(r,0),ul2 2(r,0.5),ul2 2(r,0.8),ul2 2(r,1),ul2 2(r,1.5)},r=Pi..5axe

s=boxed,color=[red,blue,yellow,green,brown]);

=B

> plot(ul2_2(r,0),r=Pi..1,axes=boxed,color=red);

3]

N
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2.3 Jika diketahui bahwa nilai awal yaitu u(r,0)=cosh(r) dan u'(r,0)=0 dengan
Cn2=k=3

> p33_2:=laplace(p2,t,s);

p33 2 :=s? laplace(u(r, t), t,s) — D,(u)(r,0) —su(r,0)=

) 52 | 2k(§r Iaplace(u(r,t),t,s))
o aplace(u(r,t),t,s) |+ .

> p43_2:=subs(k=3,u(r,0)=cosh(r),D[2](u)(r,0)=0,p33_2);
p43 2 :=s?laplace(u(r, t),t,s) —scosh(r) =

52 6 (;r laplace(u(r, t), t, s)j
3 arzlaplace(u(r,t),t,s)j+

=

> p53_2:=3*diff(u(r,s), $ (r,2))+(6/r)*diff(u(r,s),r)-s~2*u(r,s)=-s*cosh(r);
N 6[8 u(r,s)) ,

p53 2 :=3 P u(r,s) |+ T RV s=u(r,s)=-scosh(r)

> p63_2:=dsolve(p53_2,u(r,s));

p63 2 :=u(r,s)=
. (/3sr J3sr
5'”h(3j e A COSh[sj AlE) (£ (s~ 3) cosh(r) + 6 sinh(r)) s
r r

r(s?— 3)2
dengan memasukkan syarat batas U(0,s)=0 didapat

>
p73_2:=sinh(1/3*3™N(1/2)*s*r)*_F2(s)+cosh(1/3*3™(1/2)*s*r)* _F1(s)+r*(r*(s"
2-3)*cosh(r)+6*sinh(r))*s/r/(s"2-3)"2;

073 2 =
Si”h[ﬁ;’rj _F2(s) + cosh(ﬁ?’er _F1(s) + (r (s*—3) cosh(r) +26 sinh(r)) s
2
(s°-3)
> p83_2:=subs(r=0,p73_2);
p83_2 = sinh(0) _F2(s) + cosh(0) _Fi(s) + 2 SM0) s
(s*~3)

> f1_32=0;
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fl 32=0
selanjutnya limit r mendekati tak hingga = 0, didapat
> p93_2:=limit(p73_2,r=infinity);

p93_ 2 := lim
sinh[ﬁssr} F2(s) + Cosh(ﬁ;f] Fa(s) 4 (T(8°=8) cosh(r) +65inN(r)) s
(s°-3)

> pl103_2:=sinh(1/3*3™(1/2)*s*r)*_F2(s)=-cosh(1/3*3™(1/2)*s*r)*_F1(s);

pl03_2 := sinh(@] B2 &= —cosh(ﬁ?’srj _Fi(s)

> pl13 2:=subs(_F1(s)=0,p103_2);

pll3 2 = sinh[ﬁ;'rj _F2(s)=0

> pl23 2:=subs(_F1=0, F2=0,p63 2);
pl23 2 == u(r,s) =

sinh(ﬁ ST (3sr

3 jo(s) °°Sh( 3 jo(s)+(r(32—3)cosh(r)+6$inh(r))s
r

r N 2
r(s?>-3)

> pl133_2:=(r*(s"2-3)*cosh(r)+6*sinh(r))*s/r/(s"2-3)"2;

2 i
0133 2 = (r(s“—3)cosh(r) +26 sinh(r)) s
r(s?>-3)

> pl43_2:=invilaplace(p133_2,s,t);

p143_2 := cosh(r) cosh(/3 t) + sinh(r) tﬁrsinh(ﬁt)

> ul3_2:=(r,t)->cosh(r)*cosh(37(1/2)*t)+sinh(r)*t*37(1/2)*sinh (3™(1/2)*t)/r;

u13_2 :=(r, t) — cosh(r) cosh(,/3 t) + sinh(r) tﬁrsinh(ﬁt)

>
plot({ul3_2(r,0),ul3 2(r,0.5),u13 2(r,1),ul3 2(r,1.5),ul3 2(r,2)},r=Pi..1,axes

=boxed,color=[orange,blue,yellow,green,red]);
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1 15 2 25 3

> plot(ul3 2(r,0),r=1..5,axes=boxed,color=red);

1
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> limit(sinh(1/3*37™(1/2)*s*r),r=infinity);

lim sinh(ﬁer

r— o 3

> limit(cosh(1/3*3™(1/2)*s*r),r=infinity);

lim cosh[ﬁsrj

r— o 3

> limit((r*(s”2-3)*cosh(r)+6*sinh(r))/(s"2-3)"2,r=infinity);
o0

signum(s? — 3)

49
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