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I. LIMIT FUNGSI
A. Limit Fungsi Aljabar
1. Pengertian Limit Fungsi di Suatu Titik Melalui Perhitungan Nilai-
nilai di Sekitar Titik Tersebut
Diketahui fungsi f : R 2 R yang ditentukan oleh f(x) = 2x — 1. Jika
variabel x diganti dengan 3, maka f(3) = 2.3 — 1 =5. Berapakah nilai yang
akan didekati f(x) jika variabel x mendekati 3? Untuk menjawab persoalan

ini diperlukan Tabel sebagai berikut.

Tabel 1. Pengertian Limit f(x) = 2x — 1 didekati dari 3
X 15 | 1,75 | 25 | 2,75 | 2,85 | 2,95 | 297 | 298 | 2,99

f(x) 2 2.5 4 4,5 4,7 49 | 494 | 596 | 4,98

Dari tabel dapat dilihat jika xmendekati dari pihak kurang dari 3, maka
nilai f(x) mendekati 5. Apakah nilai f(x) akan mendekati 5 jika x lebihbesar

dari 3? Untuk menjawabnya kita lihat Tabel berikut ini.

Tabel 2. Pengertian Limit f(x) = 2x — 1 didekati dari 5
X 3,01 3,10 3,25 3,50 3,75 4,25

f(x) 5,02 5,20 5,50 6,00 6,50 7,50

Dari tabel dapat dilihat bahwa jika x mendekati 3 dari pihak lebih besar
dari 3 maka nilai f(x) mendekati 5, sehingga dikatakan bahwa fungsi f(x)=

2x — 1, maka nilai dari Iirr?3 2x—1=5. Grafiknya sebagai berikut.
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Gambar 1.Grafik fungsi f(x) = 2x -1

Dari uraian diatas, secara intuitif limit dapat didefinisikan sebagai
berikut.

—— c— — — — — = —

I|m f(x)=Lartinya jika x mendekati a (tetapi x;éa) maka f(x)

| mendekati nilai L. J

Menentukan limit dengan cara diatas ternyata lambat dan tidak efisien.

Misalkan untuk menyelesaikan lim f(x), maka dapat dilakukan dengan

cara yang lebih cepat dengan menggunakan rumus sebagai berikut.

a. Jikaf(a) = C, maka nilai Iim f(x)=1f(a) =

b. Jikaf(a) :%, maka nilai I|m f(x)= %— 0
. 0 0
c. Jikaf(a) =—, maka nilai I|m f(x)= ==0
& &
d. Jika f(a) :%, maka nilai lim f (x)disederhanakan dahulu hingga

menjadi bentuk (a), (b), (c).
(Maryanto, 2008)

2. Menentukan Limit Fungsi Aljabar Bila Variabelnya Mendekati Nilai
Tertentu
Menentukan limit dengan cara diatas tidaklah efisien. Untuk

mengatasinya, Kkita dapat menentukan nilai limit suatu fungsi dengan

beberapa cara, yaitu:
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a. Subtitusi
Cara ini digunakan ketika fungsi berbentuk polinom atau dalam bentuk

lim f (x)dan jika disubtitusi langsung tidak dalam bentuk %(bentuk

tentu).
Contoh:

1. Tentukan nilai Iirr13(x2 ~7))

Penyelesaian :
Nilai limit dari fungsi f(x) = x> — 7 dapat kita ketahui secara

langsung, yaitu dengan cara mensubtitusikan x =3 ke f(x)

lim(x? -7)=32-7=9-7=2

x—3

Artinya jikax dekat 3 maka x*— 7 dekat pada 3° -7=9-7=2
2. Tentukan nilai Iiml(x2 +2x-2)!
Penyelesaian :

Nilai limit dari fungsi f(x) = x?+ 2x — 2 dapat kita ketahui secara

langsung, yaitu dengan cara mensubtitusikan x =2 ke f(x)

Iir713X2+2x—2=22 +22-2=6

Artinya jika x dekat 2 maka x? + x — 2 dekat pada 2° +2.2 - 2=6

b. Pemfaktoran

Jika dengan cara subtitusi langsung pada lim %diperoleh bentuk %
X—>a g X

(bentuk tak tentu), lakukan pemaktoran terlebih dahulu terhadap f(x)
da g(x). Kemudian, sederhanakan ke bentuk paling sederhana.

lim ﬂ =lim (X_a)P(X) = lim P(X) _ P(a)
x—>a (X) x—>a (X — a)Q(X) x—>a Q(X) Q(a)
P(a) =0,
Q(a) = 0.

(Sudrajat W. D., 2008)
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Contoh:

2

1. Tentukan nilai fim = -9
x->3 X—3

Penyelesaian:

F-9 0

3-3 0

Kita telah mengetahui bahwa semua bilangan yang dibagi dengan

Jika x = 3 kita subtitusikan maka f (3) =

2

0 tidak terdefinisi. Ini berarti untuk menentukan nilai Iim3X 3
X—> X_

kita harus mencari fungsi yang baru sehingga tidak terjadi
pembagian dengan nol. Untuk menentukan fungsi yang baru itu,

kita tinggal menfaktorkan fungsi f (x) sehingga menjadi:

x>3 X=3  x3 (x=3)
= Ixiins(x +3)
=3+3=6
2. Hitung lim "1

1 2x% —3x+1

Penyelesaian:

: e . (Xx—=1)(x+1)
im ————=1im ;
-1 2x% =3x+1 1 (x=D(2x° +2x-1)

(x+) _ 1+1 2
1 (2x* +2x-1) 2+2-1 3
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C.

Merasionalkan Penyebut
Cara yang ke-tiga ini digunakan apabila penyebutnya berbentuk akar

yang perlu dirasionalkan, sehingga tidak terjadi pembagian angka 0

dengan 0.
Contoh:
2 B
1. Tentukan nilai lim M!
X—2 X — 2

Penyelesaian:

X MB+6 . X°—5xTo K2
lIm ———= lim :
X—>2 X —2 X—2 \/X—Z \/X—2

(x2 —5X + 6X\/E)

=i
N e

u (x—3)(x—2)(ﬂ)
X2 (x-2)

= lerﬁn2 X—3WXx—

= (2-3)4/2-2

=-1.0

=0

e \/_ 1

Penyelesaian:

im "X‘_llzlx@1 x fof”)_hm (Vx+1)=+1+1=2
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. Merasionalkan Pembilang
Contoh:

J3x—2—J5x—4|

1. Tentukan nilai lim
X Xx-1

Penyelesaian:

i V3x—2=Bx—4 _  \[Bx—2-Bx—4 3x—2+5x—4
im =lim

X
X1 Xx—1 x-1 x—1 V3x—2++/5x—4

_ o ex-af - (Vex=af
1 (x—1)\/3x—2 +Bx—4)

- Iim —2X+2
1 (x—1)V/3x—2 +5x—4)

y i -2(x-1)
1 (x—1f/3x - 2 +/5x—4)

-2
= lim
Hl\/3x 2 +/5x—4

F =5
J3.1-2++56.1-4

L >
\/1+\/— 178
2. Tentukan nilai Iing)—“x_z_\/i!
X— X

Penyelesaian:

IiJ—J_IJ—J_J—+f

x—0 x—0 X / _|_ \/_

= lim (x=2)=2
0 X(\X—2 ++/2)

e X
O x =2+ 92)
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. 1

-0 (Wx=2++/2)

N S
(J0—2 ++/2)

3. Pengertian Limit Fungsi di Tak Berhingga

Diketahui f(x) = 3 . Jika dibuat tabel untuk x bilangan sebagai berikut.
X

Tabel 3. Pengertian Limit Fungsi di Tak Berhingga (1

> ™ | amife IF 2 . | 1§ 100 | ... | 200
i’ 2 g | L REN L N | 1
5 50 1.000

Apabila nilai x makin besar, ternyata nilai f(x) makin kecil. Apabila x

: . - L .2
besar sekali atau x mendekati tak berhingga, ditulis x — oo, maka nilai —
X

akan mendekati nol, dikatakan limit dari guntuk X mendekati tak
X

berhingga adalah nol dan ditulis: lim A =0

X—>00 X

Sekarang perhatikan contoh berikut ini: Hitunglah lim 2—)(1
xow X +

Untuk menjawab limit tersebut, dapat dicoba dengan Tabel berikut ini.

Tabel 4. Pengertian Limit Fungsi di Tak Berhingga (2)
X 1 2 3 10 100 1.000
2X 1 ﬂ § @ @ 2000
X+1 3 2 11 101 1001
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Apabila x menjadi semakin besar, maka nilai 2—X1 akan mendekati 2.
X+

Dikatakan bahwa L = lim ﬂ =2.

o X+1

Limit fungsi yang berbentuk lim %dapat diselesaikan dengan cara
X—>00 g X

membagi bagian pembilang f(x) dan bagian penyebut g(x) dengan x", n
adalah pangkat tertinggi dari f(x) atau g(x) untuk setiap n bilangan positif
dan a bilangan real, maka:

— == L]

|
| iim2 -0

X—>o0 X”

Nilai dari lim ——= ad

adalah sebagai berikut.
X—0 g(x)

1. Jika derajat dari pembilang f(x)lebih besar daripada derajat

penyebut g(x), maka nilai lim —— T4 )
e g(x)

2. Jika derajat dari pembilang f(x)sama dengan derajat penyebut

f) -

g(x), maka nilai lim ——= = real
X—0 g(X)

3. Jika derajat dari pembilang f (x) lebih kecil daripada derajat

penyebut g(x), maka nilai lim E ; 0. (Maryanto, 2008)
X—>»00 g X

. Menentukan Limit Fungsi Aljabar Bila Variabelnya Mendekati Tak
Berhingga
Bentuk limit fungsi aljabar yang variabelnya mendekati tak

berhingga,diantaranya:

iim ) gan I|m[f(x)+g(x)]
== g(X)

Untuk menentukan nilai limit dari bentuk-bentuk tersebut, dapat dilakukan

cara-cara sebagai berikut:
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a. Membagi dengan pangkat tertinggi
f(x)

Cara ini digunakan untuk mencari nilai IimT. Caranya dengan
X—>00 g X

membagi f(x) dan g(x) dengan pangkat yang tertinggi dari n yang
terdapat pada f(x ) atau g (x).

Contoh:

1. Tentukan nilai limit dari lim e
x>0 2% +1

Penyelesaian:

Untuk menentukan nilai dari lim s i
x>0 2X +1

perhatikan pangkat

tertinggi dari x pada f(x) = 4x + 1 dan g(x) = 2x + 1. Ternyata
pangkat tertinggi dari x adalah satu.

4x+3
e, N | |
lim k- (jm B N
X—)oo2x+1 x—w 2X 1
+7
X X

4+E
X
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4x +1

2

2. Tentukan nilai limit dari lim

x>0 X° —2X
Penyelesaian:
Perhatikan fungsi h(x) = A;X+1 !
X —2X

Fungsi tersebut memiliki x dengan pangkat tertinggi 2, yaitu x2
yang terdapat pada x*> — 2x. Jadi, untuk menentukan nilai

lim A;X il maka fungsi 4x + 1 dan x*— 2x harus dibagi dengan x?

X—0 ¥ __2X

A,

i 4x+1 . X2+X2
lim 5 =

X0 X© 22X xow X 2X
w2 2

X2 X

I
§.

. Mengalikan dengan faktor lawan

Cara ini digunakan untuk menyelesaikan lim[f(x)+g(x)] untuk

f (x), g(x)adalah bilangan irasional. Jika kita dimitai menyelesaikan

10
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lim[f (x) + g(x)] maka kita harus mengalikan [f (x)+ g(x)]dengan

[f(x) - g(x)]
[T (x) - 9(x)]

sehingga bentuknya menjadi:

ataupun

: [f0-g]_ . [F0°—g(0?]
lim [ f =91

imlf09+ 9] (e g0l” " Tre9—g]
sebaliknya (Sudrajat A. , 2000)

Contoh:

1. Tentukan nilai dari lim v/x? +2x —+/x? +1

X—>0

Penyelesaian:

2 2
lim VX2 + 2% — VxZ +1=1lim VX2 +2x = VX2 +1 VX2 +2x +4/x% +1

Lo (x2 +2x)—(x2 +1)
S (2 gy g

= lim g
xoe [y2 L ox 4 a/x% +1

B 2-0
VJ1+0+4+4/1-0

=1

2. Tentukan nilai dari lim+Vx+3—-+/x+4

X—>00

Penyelesaian:

ImJVx+3—-+vx+4=Ilim+Vx+3-v/x+4 . VX+3+Vx+4
X0 X VX+3+VJX+4

11
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= iim (x+3)—(x+4)

0 X+3+VX+4

. -1

= lim

>0 X+ 3+VX+4
-1

Jx

B. Teorema Limit
Misalkan n bilangan bulat positif, k sebuah konstanta dan f, g adalah fungsi-

fungsi yang mempunyai limit di a maka:

1. limk=k

2. IX'EL X

3. L‘ﬂkf (x) = kIXiLna f (x)

4. Ixm [fX)xgX]= lerﬁna1 f(x) £ leﬂl g (x)

5. lim [f (x) . g (9] = lim f (x). lim g (x)

6. lim ;83 _ :g ;E:; . dimana lim g(x)# 0

7. lim [f (x) 1" = [lim f (x)]"

8. limg/f(x) :r{/lim f(x) dimana
9. Iim f(x) > 0 untuk n bilangan genap

10. lim f (X) < 0 untuk n bilangan ganjil (Sudrajat,200).

12
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Contoh:

1. Tentukan nilai dari Iirrl(sz —x)!

Penyelesaian:

lim (2x2 - x) = lim 2x* —lim x (teorema 4)

X—4 X—4 X—4
= 2lim x* —lim x (teorema 3)
X—4 X—4
= 2 |_|Xim xJ2 —lim x (teorema 7)
—4 X—4

= 2. (4)> — 4 (teorema 2)

=2.16-4= 28

x?2+9
X

2. Tentukan nilai dari Iim3 !
X—>

Penyelesaian:

w2+g lim+x*+9

lim = Spooi (teorema 6)
x—3 X lim x
X—3
[lim (x* +9)
= L (l¢o¢em418 dan 3)
lim x
X—3
lim x> +1lim 9
= X—3 . X—3 (l¢auma¢)
lim x
X—3

13
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(lim x)* +1im 9
= x23 - x23 (laaaama?)
lim x

x—3

2
= 3 * 9 (lw-temd dan 2)

Sl g,

C. Limit Fungsi Trigonometri

1. Menghitung Limit Fugsi Trigonommetri

Gambar 2. Lingkaran Gambar 3. Juring AOB
Perhatikan gambar diatas. Dari gambar diatas diketahui panjang jari-jari

lingkaran = r, besar sudut AOB adalah x radian, BC dan AD tegak lurus

OA untuk 0 <X<%7r

B—C:sinx:> BC =0Bsin x
OB

BC =rsin x

E=tanx:> AD = OAtan x
OA

AD =rtanx
Lrose < ELnppa < Loso
LocBe< XL

Lingkaran
2 2r

< %.OAAD

14
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Loceec< X wz<toanp
2 o 2
1 1

~0OCBC<=xr? <£.OAAD

2 2 2

E.OC.rsin x<1xr2 <£.0Artan X :lr2
2 2 2 2

E.OC.rsin X 1xr2 E.OArtan X
2 ey

lrz 1, lrz

2 2 2

OoC . OA
—sinXx<x<—tanx
r r

. r
COSXSIN X < X < —tfan x
r

(cosxsin x < x < tan x):sin x

X 1
COSX<—X<
SIn X COSX

. i & 1
lim cosx < lim —— < lim
Xx—0 Xx—0 S|n X X—0 COSX

- X 1
cosO<lim —<——

x->0g5in X cos0
y X 1
1<I|m_—<—
x>0sinx 1

T<lim—2—<1

x-0 Sin X
Maka
) X . Sinx
lim—=1 atau im—=1
x—0 SN X x—0 X

Sehingga untuk

. ax
lim —
x-0 sjn ax

=1

Berdasarkan

lim L =1 maka berlaku lim L =1
x-0 §in X y-0siny

Misalkan y = ax sehingga

14
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lim — lim “lim Y =1

ac0ginax a—adsinax y-0siny

Maka

.ax . ax ax ., ax ax
lim — = lim — x — = lim — x—=1
x>0sinbx x»0sinbx ax x»0sinax bx

i ax _a

x-0sinbx b

Dari persamaan: (cosxsin x < x < tan x): tan x

€cOSXSin X X tan x
< <
tan x tan x tan x

COSXSin X X
- < <1
Sin X tan X
COS X
COSXSsin x X
- < <1
SIn X tan x
COSX
COS X )
——.C0SXSIn X < <1
sin X tan x
cos® X < <1

tan x

. 5 ! X
lim cos” x<lim —<1
x—0 x—0 tan X

1<lim R <1
x-0 tan X
Maka
lim——=1 atau lim . LS .
x=0 tan X x>0 X
(Maryanto, 2008)
Sehingga untuk

. ax
lim =1
x=0 tan ax

Berdasarkan

lim X 1 maka berlaku lim Y 1

x-0 tan X y-0 tan y
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Misalkan y = ax sehingga

) . ax . y
lim = lim =lim =1
a-0tagnax a-adtanax vy-otany

Maka

..ax .. ax ax ., ax ax a a
lim =lim x — = |lim X—=1x—=—
x-0tanbx x>0 tanbx ax x»0tanax bx b b
i ax _a

x0tanbx b

Rumus limit fungsi trigonometri
a. Limit fungsi sinus

: X
1. I|m — :1
x=0 51N X

2l X1

x—=0 ¥

N
3. lim — &1
x=0 Sin ax

0 X a
4. lim — =—
x0sinbx b

. Sinax
5. lim =
x—0 ax

1

. Sinax a
6. lim =—
x=0  px b

b. Limit fungsi tangen

1. lim —d

. ax
3. lim =1
x-0 tan ax

. ax a
4, lim =—
x>0tanbx b

. tanax
5. lim =
x>0 ax

1

16
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. tanax a
6. Iim =—
x—0 bx b

Contoh:

e ... SIin3x
1. Tentukan nilai limit dari lim

x—0 2%
Penyelesaian:
. Sin3x .. sin3x 3x
lim = lim —
x—0 2)( x—0 3)( 2)(
. sin3x .. 3x
= lim Jim —
x—0 3)( x>0 2
= 1 § - §
R F 2

2. Tentukan nilai limit dari lim S
0—0 tan36

Penyelesaian:

WERsin 50" . 8inTSY 80 F1
lim =lim 0
60 tan3@ o0 50 tan 3¢ 360

. Sin50 . 30 . 50
=lim . Iim Clim —
0—0 56 0-0 tan 340 ¢-0 30

. sinb@ . So8 = 56
= lim . lim —=

. lim E
500 5@ 300 tan 360 ¢-0 30

11222
3 3

D. Limit Fungsi yang Mengarah ke Konsep Turunan

Limit merupakan konsep utama yang mendasari kalkulus diferensial(turunan)
maupun integral (invers turunan). Perhatikan gambar berikut:

17
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(b)

Gambar 4. Limit Fungsi yang Mengarah pada Turunan

Misalkan titik P(x;, ;) dan P(x,,Y,) digambarkan pada Gambar 4 (a).
Garis g berpotongan dengan fungsi f (x) di titik P dan Q. Jika gradient garis
g adalah m, dapat dituliskan dengan:

m = Yo=Y

X; =X
Pada Gambar 4 (a) tampak bahwa y, = f(X,) dan y, = f(x,). Oleh karena
I Rt
X, — X,

itu, . Jika Ax=X,—-X dan Ay=Yy,-Yy,, persamaan

Fix)—Fx) _ flx+Ax)—1(x)

X AX
Sekarang perhatikan Gambar 4 (b). Jika P sebagai titik tetap dan garis g
digeser terus-menerus ke bawah, garis tersebut mendekatai datar. Akibatnya
AX=X, —x;, 0. Jika hal ini dilakukan terus-menerus P akan berimpit
dengan Q. Hal ini dapat dinyatakan dalam bentuk limit, yaitu:

-0 TOCH A= (X))

m=lim AX

Bentuk limit semacam ini akan dikembangkan kea rah konsep turunan. Secara
umum, gradient menyinggung kurva f(x) dapat ditentukan dengan limit

berikut:

gradient menjadi: m =

. T(x+Ax)- (%)
m=
IA!<[>r0] AX
AX biasanya juga dituliskan dengan h
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1. TURUNAN FUNGSI

A. Turunan dan Tinjauan Geometrinya

Turunan berhubungan dengan tingkat perubahan suatu fungsi karena

variabel bebasnya berubah. Perubahan ini sangat kecil sehingga dikatakan

perubahannya mendekati nol.

1. Pengertian Turunan

Misalkan diketahui fungsi y = f(x). Jika variabel x bertambah
sebesar AX maka variabel y mengalami perubahan sebesar Ay . Hal ini
dapat dituliskan:

y=f(X) & y+Ay = f(X+AX)

SAYy=f(X+Ax) -y
< Ay = f(X+ AX) — f(x)

Jadi, Ay timbul karena adanya perubahan sebesar Ax pada x. Jika kedua

Ay _ f(x+Ax) = f(x)
= AX

ruas dibagi Ax, diperoleh:

% ini dinamakan hasil bagi perbedaan atau difference quotient yang
X

mencerminkan tingkat perubahan rata-rata variabel y terhadap variabel x.

Perhatikan gambar berikut:

YA
C Y=/
Ay - r
y + Ay Ai Ay
A S el B
A
é xé+ Ax %X

Gambar 5. Pengertian Turunan

(Y. & Indriyastuti, 2012)

Untuk perubahan x sangat kecil, ditulis: “mﬂ:ﬂ
oo AXdX
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Jadi, ﬂ:"mf(xwx)-f(x). dy disebut turunan dari fungsi f di titik x.
dX w0 AX dx

Jika Ax biasanya ditulis dengan huruf h maka rumus turunan tersebut

conody L f(x+h) = f(X)
dapat ditulis =2 = V7 TV Jika g
p ix lim . |

h—0

mw ada atau

—0

mempunyai nilai, maka fungsi y = f(x) dikatakan deferensiabel atau
mempunyai turunan di titik x. Turunan fungsi y = f(x) dinotasikan

dengan f (x)atau % atau g—f Jadi, turunan suatu fungsi f(x)
X X

didefinisikan sebagai berikut:

d . i h)— f
il - "0

(Y. & Indriyastuti, 2012)
Contoh Soal:

f(x+h) - f(x)

1. Dengan menggunakan  definisi Bl ') =lim .
h—0

dx
tentukan turunan pertama fungsi f (x) =x? + 2

Penyelesaian:

ﬂ_l. f(x+h)—f(x)
dx h—0 h

i (x+h)2+2—(x2+2)

=lim

h—0 h

. X 42xh+h?*+2-x2-2
=lim h
h—0

2xh + h?

h—0 h
. h(2x+h
= |Im7( )
h—0 h

=lim(2x+h)

h—0

=2X

2
2. Tentukan turunan pertama fungsi f (x) =X?

Penyelesaian:
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gzl. f(x+h)— f(x)

dx  “hoo h
(x+h)® x*
T 5 5
lim—"
x2+2xh+h2_£
T 5 5
lim h
i x> +2xh+h? —x°
Im 5h
P 2xh +h?
M2
4= h(2x+h)
=lim=,
b (2x+1M
="
h—0

1L e
=g|lm(2X+h)

h—0

ZEXZXZEE
5 5

2. Turunan Ditinjau dari Sudut Pandang Geometri
Limit yang mengarah pada konsep turunan dapat digambarkan sebagai
kemiringan atau gradient suatu kurva di titik tertentu. Misalkan diberikan
fungsi y= f(x), serta titik P(x,y), serta Q(X+AXx,y+Ay) seperti

tampak pada gambar berikut:

Gambar 6. Turunan ditinjau dari Geometri

(Y. & Indriyastuti, 2012)
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Pada gambar diatas, sudut « adalah besar sudut yang dibentuk
antara garis g yang menyinggung fungsi f (x) di titik P dengan sumbu X,
sedangkan sudut p adalah besar sudut yang dibentuk antara garis
penghubung titik P dan Q dengan sumbu X. seperti yang kalian ketahui
bahwa nilai tangen merupakan koefisien kemiringan suatu garis. Oleh

Ay f(x+A0) - f(X)
= .

karena itu, dari gambar tersebut diperoleh tan g = n
X

Nilai tan ¢ yaitu gradien persamaan garis singgung g terhadap f (x)

di titik P dapat ditentukan dengan cara pendekatan berikut ini. misalkan
titik Q bergerak sepanjang f (x) mendekati titik P. Akibatnya, Ax —0.

Dengan demikian, besar sudut # mendekati besar sudut « . Dengan kata

fan o

! . L F A .  f(x+Ax)-f(x
ain, [jmtan = [jm* = ljm - 01—

Ax—0 AX—0 AX Ax—0 AX
Besar perubahan x yang dinyatakan dengan Ax biasanya juga

dinyatakan dengan h.
TR+ (X).

im0 =100 ~ ()

Ax—0 AX Ax—0 AX

Dengan demikian, f'(x) merupakan gradient garis singgung fungsi
f(x) di titik (x,y). f'(x) juga diartikan sebagai laju perubahan suatu
fungsi.

Misalkan diketahui y = f (x). Gradient garis singgung di titik P(a,b)
yang terletak pada fungsi y = f (x) adalah:

f(mz“mf@+?—u@

h—0

Contoh Soal:
1. Tentukan gradien garis singgung kurva f(x)=x*—x di x =1!
Penyelesaian:

F1(x) = Iim(x+h)2 —(x;]rh)—(x2 —x)

h—0
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x> +2xh+h?>=x—h—-x>+x

h—0 h
2xh+h%—h
=lim———
h—0
. h(2x+h-1
=I|m—( : )

h—0

=lim@x+h-1)

h—0

=i2X —1
Dengan demikian, f'(l) =2x1-1=1

Jadi, gradien garis singgung kurva f(x) = x> —x di x =1 adalah 1
2. Tentukan laju perubahan fungsi f(x) = il arvg= 1!
X+

Penyelesaian:

2 T
f.(x):“mx+h+rl] x+1
h—0
2(x+1)-2(x+h+1)
(x+h+1)(x+1)

h—0 h

2X+2-2x-2h-2
- X’ +2x+xh+h+1

=lm h
B —2h
_Ihlm h(x? +2x+xh+h+1)
it 2
_Ihlm(x2+2x+xh+h+1)
——
C2x+1

Dengan demikian, f'(1) = —2 _-2

20+1 3

Jadi, laju perubahan fungsi f(x) = i, di x =1 adalah -2
X+1 3
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B. Turunan Fungsi Aljabar

Secara umum, fungsi f(x)=x", dengan n bilangan bulat, turunannya

(x+h)" —x"

dapat ditentukan dengan f'(x)=|im . Menurut teorema Binomial,

h—0

untuk x dan y bilangan real dan n bilangan asli, berlaku:

n,,n-1

(x+y) =CIx" +Cx" 'y + CIx"?y? 4. +Cy"

Dengan teorema tersebut, diperoleh sebagai berikut:

. { (x#h)" =%

f (x)=I|mA—( r)1
h—0
Cox" +CM™"?h+C)x"2h%+...+Ch" — x"
h—0 h
X" +C’x"h+CJIx"?h*+...+ CTh" = x"
h—0 h
. C'x"'h+CJx"?h*+...+C'h"
=lim m
h—0

:Clnxn—l
= X

(Y. & Indriyastuti, 2012)

Dengan demikian, apabila f (x) = x" maka telah terbukti f (x) =nx"".
Dengan cara yan sama, jika f(x)=ax" maka dapat dibuktikan bahwa

turunan f(x) adalah f (x)=anx"". Selanjutnya rumus ini berlaku pula

untuk n bilangan rasional.

Jika n bilangan rasional, ¢ konstanta, u(x) dan v(x) fungsi-fungsi
diferensiabel dengan turunannya masing-masing u'(x) dan v'(x). Jika f'(x)

turunan dari f (x), berlaku sifat-sifat sebagai berikut:

1. Jika f(x)=c— f'(x)=0
2. Jika f(x)=x" = f'(x)=nx""
3. Jika f(x)=ax" —» f'(x) =anx""

(Y. & Indriyastuti, 2012)
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Contoh Soal:

1. Tentukan turunan dari f (x) = 4x°!
Penyelesaian:
f'(x) =4x3x*!
f'(x) =12x>

Jadi turunan dari f (x) = 4x®adalah 12x?

: 2x?
2. Tentukan turunan dari f(x) = !
Penyelesaian:
Rx°
f(x)=
(x) AT
2x?
f =]
(%) -
o
f =
(x) S
e
fl - )
)
3x%
f‘ =
OIS
f'(x) =/x
2
Jadi, turunan dari f (x) = 2x adalah/x
3Jx

C. Turunan Fungsi Trigonometri
Seperti halnya turunan fungsi aljabar, turunan fungsi trigonometri diperoleh
dengan mencari “mf(x+hz—f(x)

h

—0

, untuk f(x) merupakan fungsi-fungsi

trigonometri. Dua buah fungsi yang dijadikan acuan untuk menentukan
turunan fungsi trigonometri lainnya adalah fungsi sinus dan cosinus.
1. Turunan Fungsi Sinus

Misalkan  diketahui f(x)=sinx. Dengan  menggunakan limit

lim

h—0

f(”hz_f(x), untuk f(x)=sin x diperoleh sebagai berikut:
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sin (x + h)—sin x

t00=lim

h—0 h

20031(2x+ h)xsin 1h
2 2

~him h
1 sinlh
=2]imcos=(2x+h)x|im
h—0 2 h—0 h
1 sinlh d
=2]imcos=(2x+h)x|im x2
h—0 2 h—0 h 1
2
1 sinlh
=2]imecos=(2x+h)x|im x>
h—0 2 >0 Lp 2
2
=200$XxE
2
=COSX

Jadi, diperoleh rumus turunan fungsi sinus sebagai berikut:

Jika f(x)=sin x, maka turunannya adalah f (x)=cosx

2. Turunan Fungsi Cosinus

Misalkan diketahui f (x) =cosx. Dengan menggunakan
|im—f S hg — ") untuk f(x)=cosx diperoleh sebagai berikut:

h—0

: . cos(x+h)—cosx
LOO=|IrG

h—0 h

—2sin E(2x+ h)x sin ~h
2 2

=lim h
1 sinlh

- . - 2
==2]jmsin (2x+h)x]im—*=

h—0 h—0 h

=—2|imsin%(2x+h)x||m

h—0 h—0 h

sinlh
2

:—2|imsin%(2x+h)x||m 5%

h—0 oo o 2
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=-2sin x><i
2
=-sin X

Jadi, diperoleh rumus turunan fungsi sinus sebagai berikut:

Jika f(x)=cosx, maka turunannya adalah f'(x)=—sin x

Dengan menggunakan rumus f'(x) =|im F(x) akan diperoleh:

h—0

f(x+h)-
h

Jika f(x)=asin x— f'(x) =acosx
Jika f(x)=acosx — f'(x)=-asin x
Jika f(x)=tanx — f'(x)=sec® x
Jika

f(x)=cscx— f'(x) =—cscxcotx

Eales A

5. Jika f(x)=secx— f'(x)=secxtan x
6. Jika fIENECOMK D> f'(X) SRSE X

(Y. & Indriyastuti, 2012)

Contoh Soal:

1. Tentukan f'(x) jika f(x)=4cosx!
Penyelesaian:
f (x) =4cosx
f'(x) = —4sin x

Jadi f'(x) jika f(x)=4cosx adalah —4sinx

2. Tentukan f'(x) jika f(X) = A !
2C0SX

Penyelesaian:
£(x) = 4sin x

2C0SX
f(x) =2tanx
f'(x) = 2sec® x

4sin x

Jadi f'(x) jika f(x) = adalah 2sec® x

2C0SX
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D. Sifat-sifat Turunan Fungsi

Misalkan n bilangan rasional, ¢ konstanta, u(x) dan v(x) fungsi-fungsi
diferensiabel dengan turunannya masing-masing u'(x) dan v'(x). Jika f'(x)
turunan dari f (x), berlaku sifat-sifat sebagai berikut:

1. Turunan Hasil Kali Konstanta dengan Fungsi

Misalkan f(x) =cxu(x). Dengan menggunakan Iimw’ untuk

h—0
f (X) =cxu(x) diperoleh sebagai berikut:

- D=0

cxu(x+h)—cxu(x)

h—0 h
. u(x+h)—u(x
=C||m( ; (X)
h—0
=cxUu'(x)

Jadi, jika f(x) =cxu(x) = f'(x)=cxu'(x)

2. Turunan Jumlah dan Selisih Fungsi

Misalkan  f(x) =u(x)+v(x). Dengan menggunakan ”mf(x+hg—f(x)’

h—0
untuk f(x) =u(x)+v(x) diperoleh sebagai berikut:

60 -lim f(x+hr)]— f(x)

0

u(x+h) £ v(x+h) —(u(x) £v(x))

=lim

h—0 h
e u(x+h) £ v(x+h) —u(x) F v(x)
=lim h
e u(x+hy —ux) £ (v(x+h)—v(x))
~lim h
=Iimu(x+h)—u(x)iv(x+h)—v(x)

h—0 h h
:Iimu(x+hg—u(x)i“mv(x+hz—v(x)

h—0 h—0
=u'(x)£Vv'(x)

Jadi, jika f(x) =u(x)xv(x) > f'(x) =u'(x) £ Vv'(X)
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3. Turunan Hasil Kali Fungsi

Misalkan f(x) =u(x)xv(x). Dengan menggunakan “mw,
h—0

untuk f(x) =u(x)xv(x) diperoleh sebagai berikut:
. f(x+h)-f(x
im (x+h) - f(x)

h—-0 h
e u(x+ hyxv(xe hy = [u(x) < v(x)]
=lim h

. u(x +h) x v(x + h) = [u(x) x v(x) ]+ u(x + hyv(x) = u(x + h)v(x)

h—0 h
i u(x+h)xv(x+h) —u(x+hv(x)+u(x+h)v(x) - [u(x) xV(x)]
h—0 h
i u(x + h)v(x -+ h) =v(x)]+ [u(x+hy = u(x) p(x)
iy h
-lim u(x+ h)[v(); +h)-v(x)] lim [u(x +h) ; u(x)M(x)
5 Ihier(H ) x Ihirp [v(x + h; ~v(x)] .\ Ihirp[u(><+ hk)‘ —u(x)]X IhirpV(X)

=u(xX)v'(X) + u'(x)v(x)

Jadi, jika f(X) =u(x)xv(x) > f'(X) =u(xX)v'(x)+u'(x)v(x)

4. Turunan Fungsi Pangkat

Jika f(x)={u(x)}" = f'(x) =nxu)}"* xu'(x)

Untuk pembuktiannya dapat dibuktikan setelah mempelajari aturan rantai

5. Turunan Hasil Bagi Fungsi

Misalkan f(x)=m. Dengan menggunakan |y T+N=TX) - untuk
v(X) h h

f(x)= L) diperoleh sebagai berikut:
v(X)

- lim f(x+ht2—f(x)
u(x+h) U
:"mw

h—0 h
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u(x+h)xv(x)—u(x)xv(x+h)
V(X +h)xv(x)

=lim h
g U(x+h)xv(x) —u(x) xv(x+h) +u(x)xv(x) —u(x) x v(x)
- Ih—>0 hxv(x+h)xv(x)
g U(xHh)xv(x) —u(X) x v(X) +u(x)xv(x) —u(x)xv(x +h)
- Ihao hxv(x+h)xv(x)
i [u(x+h) —ux) ] v(x) —u(x) x [v(x + h) —v(x)]
hlm hxv(x+h)xv(x)
- [u(x+ h;_u(x)]xv(x)—u(x)x [v(x+ hz —v(x)]
# Ihl_(p v(X+h)xv(x)
Ihi[[‘ [u(x+r2—u(x)]X Ihimv(x)— Ihi[pu(x)x Ihim [v(x+ hz—v(x)]

limVv(x+h)xv(x)

h—0

N u' (X)v(x) —u(x)v'(x)
Vo)’

Contoh Soal:

1. Tentukan turunan dari f(x) = (x2 - xXx3 + 2)!
Penyelesaian:
f(x)= (x2 - xXx3 + 2)
u(x) = (x2 - x)v(x) e (x3 + 2)
u'(x) = 2X =L v'(X) = 3x?
f'(X) =u(x)v'(x) +u' (x)v(x)
f'(x) = (x2 - x)x 3x° +(2x —1)(x3 + 2)
() R 3t 2X° — X+ 4X -2
f(x) =5x* —iC™ 454 3
Jadi turunan dari f (x) = (x? — x)x° +2) adalah 5x* —4x® + 4x— 2

2. Tentukan turunan dari f(x) = (x* - xJ"!
Penyelesaian:
f(x)= (x2 — x)lo
f1(x)=10(x* - x)’ (2x -1)
f(x) = (20x —10)(x* - x

Jadi turunan dari f(x) = (x2 — x)10 adalah f'(x) = (20x—10)(x2 — x)9
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E. Menentukan Turunan dengan Aturan Rantai

Misalkan diketahui fungsi f(x) = (2x—3)°. Tentu dengan soal ini tidak
terlalu sulit untuk menentukan turunannya, yaitu dengan menguraikannya
terlebih dahulu kemudian menurunkannya. Namun, bagaimana jika kalian
dihadapkan pada persoalan f(x)=(2x—-3)""? Apakah kalian juga akan
menguraikannya terlebih dahulu, kemudian menurunkannya? Persoalan
seperti ini akan lebih mudah jika dikerjakan dengan menggunakan aturan
rantai. Prinsip menentukan turunan dengan menggunakan aturan rantai
adalah mengubah fungsi yang akan diturunkan ke dalam fungsi bentuk dasar,
seperti x", sinx, cosx, tanx, dan lain-lain. Selanjutnya, fungsi-fungsi
bentuk dasar itu diturunkan seperti halnya aturan yang telah dijelaskan
sebelumnya.

Misalkan terdapat fungsi y = f(u(x)). Turunan fungsi y dapat ditentukan

dy_dy_du

dengan x — . Rumus ini didapat dari:
dx du dx
LAY Ay Au
lim = M
. Ay . Ay Au
<lim= =lim=x—

Ax—0 AX Ax—0 AU AX

. A . A . AU
S lim= = lim=2x lim=—

AX—0 AX AX—0 Au Ax—0 AX
dy _dy du

dx du  dx
(Y. & Indriyastuti, 2012)

Dengan cara yang serupa, misalkan terdapat fungsi y = f(u(v(x))), turunan

fungsinya dapat ditentukan dengan:

dy dy du_dv

= X X
dx du dv dx

Contoh Soal:
1. Tentukan turunan dari f(x)=(3x—5)°!
Penyelesaian:

Misalkan u = (3x—5) = f(x) =u?®
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dy _dt() _y,

du du

du_,

dx

dy _dy du w3 6u=6(3x—5)
dx du dx

Jadi turunan dari f(x) = (3x —5)* adalah 6(3x —5)
2. Tentukan turunan dari f(x) =sin(3x—5)!

Penyelesaian:

Misalkan u = (3x-5) — f(x) =sinu

ﬂ:m:cosu

du du

du_,

dx

ﬂzﬂxﬁzcosuﬁ:%osu =3cos@x—5)
dx du dx

Jadi turunan dari f(x) =sin(3x —5) adalah 3cos@@x —5)
F. Turunan Fungsi Eksponen dan Logaritma
1. Turunan Fungsi Eksponen (y =¢*)

Turunan suatu fungsi dapat ditentukan dengan menggunakan limit.

Berdasarkan pengertian itu, turunan fungsi y= f(x) adalah

y'=j T+ -T(X)  Oleh karena itu, misalkan y =e” maka

h—0 h

b f(x+h)— f(x)

h—0 h
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Berdasarkan uraian di atas, dapat disimpulkan sebagai berikut:

Jika y=¢e* > y'=¢"

Dengan menggunakan dalil rantai, misalkan u(x)=ax+bkalian dapat

menentukan bahwa turunan dari fungsi y = e adalah sebagai berikut:

=e"' 5L =¢"=¢
y du

du
u=ax+b—-—=a

dx
ﬂ_ﬂxﬁzeaxmxa:aeaﬂb

dx du  dx

Jlka y = eax+b e y-: aeax+b

Contoh Soal:
1. Tentukan turunan dari y =1

Penyelesaian:

y — e2x—l
y'=2xe”™t
yl: 2e2xfl

Jadi turunan dari y = e*** adalah 2e®**

2. Tentukan turunan dari y =e""*1
Penyelesaian:
y - esinx
y'=cosxxe™™* =cosxe™
Jadi turunan dari y=e™"* adalah cosxe™*
2. Turunan Logaritma Natural (In x)
Ingat kembali definisi logaritma yaitu jika y="logx — x=a”. Logaritma
natural merupakan logaritma dengan basis atau bilangan pokok e.

Logaritma natural biasanya dinotasikan In x sehingga “log x =In x. Oleh

karena itu, dapat didefinisikan sebagai berikut:
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Ihx=y«<x=¢’

(Y. & Indriyastuti, 2012)

Misalkan y =1Inx — x=¢€”. Turunan terhadap variabel y akan diperoleh

de’ dx

——=¢”. Karena e’ =x-—>-—=x. Oleh karena itu, diperoleh
dy dy
dy_1_1
dx dx x
dy

Jadi, jika y = In x = y'= =
X

Secara umum, dapat ditentukan turunan y =Inu dengan u = f(x) adalah

sebagai berikut:

dy _1

du u

du [

—=U

dx

Jadi, jika y =Inudenganu = f(x)ey'zﬂxﬂzlxu':—
du dx wu u

Contoh Soal:
1. Turunan dari y =5Inx adalah. . .

Penyelesaian:

y =5In x
y':5><£:E
X X

Jadi Turunan dari y =5In x adalah >
X
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2. Tentukan turunan dari y = In(7x —5)!

Penyelesaian:

y = In(7x-5)?
. 2x(7Tx-5)x7
~ (7x-5)
.14
Rk D
Jadi turunan dari y = In(7x =5) adalah 754 -

G. Fungsi Naik, Fungsi Turun, dan Nilai Stasioner
1. Pengertian Fungsi Naik, Fungsi Turun, dan Nilai Stasioner

Misalkan diberikan fungsi y = f (x)maka cara menentukan interval suatu

fungsi naik atau turun:

a. Jika untuk setiap x pada suatu interval, f'(x) >0 maka f(x) fungsi
yang naik pada interval tersebut. Hal ini dikarenakan gradien garis
singgung pada titik-titik tersebut adalah positif(condong ke Kiri)

b. Jika untuk setiap x pada suatu interval, f'(x) <0 maka f(x) fungsi
yang turun pada interval tersebut. Hal ini dikarenakan gradien garis
singgung pada titik-titik tersebut adalah negatif(condong ke kanan)

c. Jika untuk setiap x pada suatu interval, f'(x)=0 maka f(x) fungsi
yang tidak naik dan tidak turun pada interval tersebut. Hal ini
dikarenakan gradien garis singgung pada titik-titik tersebut adalah nol.

2. Jenis-Jenis Nilai Stasioner
Terdapat 3 jenis nilai stasioner suatu fungsi yaitu:

a. Titik balik minimum

oQ

Misalkan x = a adalah stasioner
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Apabila nilai x yang lebih kecil dari a atau x<a, f (x) turun dan nilai x
yang lebih besar dari a atau x>a menyebabkan f (x) naik maka (a,f (a))
adalah titik balik minimum

b. Nilai balik maksimum

=T

Misalkan x =a adalah stasioner

Apabila nilai x yang lebih kecil dari a atau x<a menyebabkan f (x) naik

dan nilai x yang lebih besar dari a atau x>a menyebabkan f (x) turun

maka (a,f (a)) adalah titik balik maksimum

c. Titik belok

Misalkan x = a adalah stasioner

o Apabila nilai x yang lebih kecil dari a atau x<a menyebabkan f (x)
turun dan nilai x yang lebih besar dari a atau x>a menyebabkan f
(X) juga turun maka (a,f (a)) adalah titik belok

W

o Apabila nilai x yang lebih kecil dari a atau x<a menyebabkan f (x)

naik dan nilai x yang lebih besar dari a atau x>a menyebabkan f (x)

juga naik maka (a,f (a)) adalah titik belok

(Y. & Indriyastuti, 2012)
3. Turunan Kedua dan Penggunaannya

Turunan pertama dari fungsi y = f (x) dinotasikan dengan y,%, dfd(X)
x' dx

atau f'(x). Turunan dari turuna pertama dinamakan turuna kedua.
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2 2
Notasinya dapat ditulis sebagai y",%,%,atau f"(x). Turunan
X X

kedua dapat digunakan untuk.
a. Menentukan Jenis-Jenis Nilai Stasioner
Misalkan terdapat suatu fungsi f (x) yang kontinu dalam interval b<x<c

yang memuat x=a. Turunan pertama dan turunan kedua fungsi tersebut

terdefinisi pada interval tersebut.

1. Jika f'(a)=0dan f"(a) >0 — (a, f (a)) adalah titik balik
minimum

2. Jika f'(a)=0dan f"(a) <0 — (a, f(a)) adalah titik balik
maksimum

3. Jika bergantian tanda ((+) ke (-) atau sebaliknya) — (a, f (a))
adalah titik belok

(Y. & Indriyastuti, 2012)
b. Uji Turunan Kedua untuk Kecekun
Dengan menggunakan turunan kedua(jika ada), kita dapat menentukan

kecekungan kurva. Misalnya fungsi f terdiferensialkan dua

kali(mempunyai turunan kedua) pada selang terbuka I.

1. Jika f'"(x) >0 — fungsi f cekung ke atas pada |
2. Jika ' (x) <0 — fungsi f cekung ke bawah pada |

(Y. & Indriyastuti, 2012)
c. Uji Turunan Kedua untuk Titik Belok

Misal fungsi f terdiferensialkan pada selang terbuka I yang memuat
adan f''(a) ada. Jika f''(a) =0 dan di sekitar x = a terjadi perubahan
kecekungan dari fungsi f maka (a, f(a)) adalah titik belok dari fungsi
f.

4. Nilai Maksimum dan Minimum Fungsi dalam Interval Tertutup

Nilai maksimum dan minimum fungsi y = f(x) dalam interval tertutup

a < x <D ditentukan sebagai berikut.
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a. Tentukan nilai stasioner (maksimum dan minimum) fungsi f(x)

dalam interval itu
b. Tentukan nilai f(a) dan f(b)
c. Nilai terbesar dari nilai-nilai itu merupakan nilai maksimum,
sedangkan nilai terkecil merupakan nilai minimum.
(Y. & Indriyastuti, 2012)
Contoh Soal:

1. Sebuah fungsi ditentukan dengan rumus y = f (x) = x* —6x +10

a. Tentukan interval x supaya fungsi naik
b. Tentukan interval x supaya fungsi turun
c. Carilah nilai stasioner dari fungsi tersebut
Penyelesaian:
f'(x)=2x-6
a. Fungsi naik saat f'(x)>0
f'(x)>0
2Xx—6>0

2X>6
X>3

Jadi fungsi naik pada interval x >3
b. Fungsi turun saat f'(x) <0

f'(x)<0

2Xx—-6<0

2X<6
Xx<3

Jadi fungsi naik pada interval x <3
c. Titik stasioner saat f'(x)=0
f'(x)=0
2x-6=0
2X=06
X=3
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Maka nilai stasioner dari fungsi y= f(x)=x*-6x+10 adalah
f(3)=(3)°-6(3)+10=9-18+10=1
2. Tentukan nilai stasioner serta jenisnya dari fungsi berikut:
a. f(x)=—x"+4x+10
b. f(X)=x>+2x+4
Penyelesaian:
a. f(X)=-x*+4x+10
f'(x)=—2x+4
o Fungsi naik saat f'(x) >0
f'(x)>0
-2X+4>0
—2X> -4
X<2
o Fungsi turun pada saat f'(x) <0
f'(x)<0
—-2X+4<0
—-2x<-4
X>2
o Titik stasioner saat f'(x)=0
f'(x)
-2x+4=0
—2x=-4
X=2

f(2)=—(2)* +4(2) +10=-4+8+10=14
.. nilai stasionernya adalah 14
Saat X <2 fungsi naik, sedangkan saat x >2 fungsi turun maka

nilai stasioner dari f(X)=-x*+4x+10 adalah titik balik

maksimum
b. f(X)=x*+2x+4
f'(x)=2x+2
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o Fungsi naik saat f'(x) >0
f'(x)>0
2x+2>0
2X > -2
x>-1
o Fungsi turun pada saat f'(x) <0
f'(x)<0
2x+2<0
2X < -2
x< -1
o Titik stasioner saat f'(x)=0
f'(x)=0
2x+2=0
2x=-2
P il
L) — (M1)° +2¢ N4 18 2 F4 2
.. nilai stasionernya adalah 3
Saat x<-1 fungsi turun, sedangkan saat X >-1 fungsi naik

maka nilai stasioner dari f(x)=x*+2x+4 adalah titik balik

minimum

H. Menggambar Grafik Fungsi
Dalam menggambar grafik suatu fungsi f(x), langkah-langkah yang perlu

kalian perhatikan adalah sebagai berikut.

1.

Menentukan titik potong f(x) dengan sumbu-sumbu koordinat (sumbu

X dan sumbu Y).
Menentukan titik-titik stasioner atau titik ekstrem dan jenisnya

Menentukan titik-titik sembarang dalam fungsi untuk memperhalus

grafik.
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Aplikasi Turunan
1. Menentukan Persamaan Garis Singgung Kurva

Turunan pertama suatu fungsi merupakan gradien persamaan garis
singgung pada suatu titik tertentu. Apabila suatu gradient persamaan garis
singgung f(x) di titik (a,b) diketahui, kita dapat mencari persamaan
garis singgungnya. Kalian tahu bahwa persamaan garis di titik (a,b) dan
bergradien m adalah y—b=m(x—a). Karena gradient garis singgung
f(x) di titik (a,b) adalah m= f'(x), persamaannya dapat dirumuskan

dengan:

y—b=(f'(@))x-a)

. Perhitungan Kecepatan dan Percepatan

Salah satu aplikasi turunan adalah untuk menyelesaikan kasus-kasus yang
berhubungan dengan kecepatan(kelajuan) dan percepatan. Sebagai contoh
dalam bidang fisika dibahas tentang suatu gerak lurus berubah beraturan,
yang berarti bahwa kecepatan benda selama bergerak tidaklah tetap.
Misalkan sebuah benda bergerak dari suatu tempat ke tempat yang lain
menempuh jarak s dalam waktu t. kecepatan rata-rata benda itu ditentukan

dengan:

perubahan jarak  As

Kecepatan rata-rata= ==
perubahan waktu At

Jika kecepata pada saat t dinotasikan dengan v(t) maka kecepatan
dirumuskan dengan: v(t) =$
t

Dengan kata lain, kecepatan pada waktu t adalah turunan pertama dari

fungsi jaraknya. Jika fungsi kecepatan terhadap waktu v(t) kita turunkan

lagi, maka akan diperoleh percepatan.

Misalnya percepatan pada saat t dinotasikan dengan a(t), percepatan

dirumuskan dengan: (t) = %
t
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Dengan kata lain, percepatan pada waktu t adalah turunan pertama dari

fungsi kecepatan. Percepatan juga diartikan sebagai turunan kedua dari

dt dt  dt?
Apabila percepatan bernilai negatif, berarti benda bergerak berlawanan

i
fungsi jaraknya, yaitu: a(t) _dv_ [dt _d’

arah dengan arah sebelumnya. Dalam hal ini dikatakan benda mengalami
perlambatan.

. Menentukan Limit Tak Tentu

Limit-limit yang mempunyai bentuk tak tentu juga dapat dikerjakan

dengan aturan L’Hopital, dibaca Loupital. Dalam pembahasan kali ini,

bentuk-bentuk tak tentu yang dimaksud adalah % danZ.
o0

Apabila f(x) dan g(x) memiliki turunan di x=a dan f(a)=g(a)=0,

sedangkan f'(a) dan g'(a) tidak sama-sama bernilai nol, berlaku:

. TR 1)
limgc =lIMa

Aturan inilah yang disebut dengan aturan L’Hopital. Apabila setelah

kalian gunakan aturan L’Hopital dengan menentukan turunan pertama

fungsi f(x) dan g(x) ternyata masih dijumpai bentuk % dan 2, lanjutkan

0
aturan L’Hopital itu dengan menentukan turunan kedua fungsi f (x) dan

0

g(x). Apabila untuk turunan kedua masih dijumpai bentuk % dan =,

0
lanjutkan aturan L’ Hopital itu dengan menentukan turunan ketiga fungsi
f(x) dan g(x), demikian seterusnya sehingga tidak lagi dijumpai bentuk
9 dan =.

0 0

. Menentukan Kasus Maksimum dan Minimum

Turunan  juga dapat digunakan  untuk  mencari titik-titik
ekstrem(maksimum atau minimum) dari suatu fungsi. Konsep mencari

maksimum dna minimum ini secara umum dapat diterapkan pada kasus-
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kasus yang sering dijumpai dalam kehidupan sekitar kita. Untuk dapat
menyelesaikannya, ubahlah kasus-kasus tersebut ke dalam model-model
matematika. Kemudian selesaikan model itu.
Contoh Soal:
1. Sebuah mobil bergerak menrut rumus s(t) =t* + 5t . Hitunglah kecepatan
mobil setelah:
a. 3detik
b. 8 detik
c. kdetik

Penyelesaian:

V(t) — d (S(t))

dt
v(t)=2t+5
a. v(3)=2(3)+5=6+5=11
b. v(8)=28)+5=16+5=21
c. v(k)=2(k)+5=2k+5

2. Tentukan persamaan garis singgung fungsi f (x) = x* di titik (2,4)!
Penyelesaian:
Diketahui: f(x) =x* — f'(X) = 2x
.. gradien garis singgungny a adalah f'(2) =2(2) =4

Ditanya: persamaan garis singgung fungsi f (x) = x* di titik (2,4)
Jawab: persamaan garis singgungnya adalah:
y—b=m(x-a)
y—4=4(x-2)
y—4=4x-8
y=4x-4

Jadi persamaan garis singgungnya adalah y =4x—4

43


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

I11. Latihan Soal
1. Buktikan bahwa jika lim f(x)=L dan lim f(x)=M ,maka L=M !

X—C X—C

Penyelesaian:

Diketahui lim f(x)=L dan lim f(x)=M

X—>C X—>C

v lim f(x)=L < Ve >0368,>050<|x—c| <, =|f(x)-L<g

X—>C

Ambil sebarang &, = % =>|f(x)-L< %

|f(x)—L|<§:>0£|f(x)—L|<% ......... 1)

v lim f(x)=M & Ve, >035, >050<|x—c|<5, =|f(X)—M| <&,

X—>C

Ambil sebarang ¢, :%3| f(x)— M| <g

|f(x)—M|<%:>Os|f(x)—M|<§ ......... )
Dari (1) dan (2) diperoleh:

& 5
0—O§|(f(x)—M)—(f(x)—L)|<E—E

<0<|f(X)-M - f(x)+L|<0
<0<|-M +L|<0

< 0<|L-M|<0

= haruslah L-M =0

s Ll=M

~.terbukti bahwa jika lim f(x)=L dan lim f(x)=M ,maka L =M

X—>C X—C

N e
2. Tentukan limit dari: lim —
x—0 |X|

Penyelesaian:

. X
lim = ,untukx >0
x—0 X

¢
lim —,untukx <0
X—>0_X
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Lo X X
i. Iim—=Ilm=-=Iliml=1
x—>0|x| x—>0X x—0

e . X .. X ]
ii. im—=Iim—=Ilim-1=-1
x—0 |X| x—0 — X x—0

Karena limit Kiri = limit kanan, maka Ilrrg)ﬂ tidak ada
X—> X

3. Jika f(x)=+/x*-1 dan g(x)zg,tentukan: f4(x)+g*(x)
X
Penyelesaian:

i f () ="N* -1

1

f'(x):z(x2 —2)_% ox - X

&l 1
1
1-/x? —1—x-;(x2 —2)_E - 2X
e af

()

2
-1
I
Xq—1
x> —1-x?
2
-1
F)=-7r——=%
x* -1
X% —1—x2
£ (x)= :
=)
" -1
ey 2
x° -1
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f"(x)=
e —1f
x-S
x2 -1
AT
e
#4(x) 3'(‘/X2—‘1)5-3X-2(\/ﬂ)3.gx
f4(x)=3-(\/x2——z_)5_15)}2(m)3
x2 -1 .

o A o)
g
A{fr o)

f4(x)= =
g(X)=§
()= 2X2 =2
:
-
9" (x)= 0"‘3(;3(‘)12'3%): —];(26x2 i _X142
. 8 3
g*(x)= " ()54;22-4x ):43)3(? :j_§
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3((\/x2——1)2 —5x2j 48

f*(x)+g*(x)= Gf77:1y _F;?
3x° \/xz——lz—Sx2 +\/x2——17
LX)+ gt (x)= (( ) j ( )

x5-( x2-—1y

sin? x + tan? x
1
2

. Tbnwkmwﬁmhdaﬂ:mQ

Penyelesaian:

iR’ xPanZx e SISO e ton 2 X
lim =lim +lim
x—0 1 2 x—0 l 2 x—0 1 2
=X =X =X
2 2 2

sin®x 1

. Tagh /e
2 + lim

x—0 X2

=lim
x—0 X

N |-

2
=2+
=4
. sin®x+tan®x
Ml gy ——————— =
Xx—0 1 2

2

4

47


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

DAFTAR RUJUKAN

Maryanto, N. S. (2008). Matematika Untuk SMA dan MA Kelas X1 Program IPA.
Jakarta: Depdiknas.

Sudrajat, A. (2000). Prestasi Matematika 2. Bandung: Ganeca Axact.

Sudrajat, W. D. (2008). Mahir Mengembangkan Kemampuan Matematika.
Jakarta: Depdiknas.

Y., R. A, & Indriyastuti. (2012). Perpektif Matematika untuk Kelas X1 SMA dan
MA Program IPA 2. Solo: PT. Tiga Serangkai Pustaka Mandiri.

48


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

