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MOTTO

"Boleh jadi kamu membenci sesuatu, padahal ia amat baik
bagimu, dan boleh jadi (pula) kamu menyukai sesuatu,
padahal ia amat buruk bagimu. Allah mengetahui, sedang
kamu tidak mengetahui”
(QS. Al — Bagarah : 216)*)

"Tuhan menaruhmu di tempatmu yang sekarang, bukan karena
kebetulan. Orang yang hebat tidak dihasilkan melalui
kemudahan, kesenangan, dan kenyamanan. Mereka dibentuk
melalui kesukaran, tantangan dan air mata"

(Dahlan Iskan)™”

"Maka sesungguhnya bersama kesulitan ada kemudahan. Maka
apabila engkau telah selesai (dari sesuatu urusan),
tetaplah bekerja keras (untuk urusan yang lain). Dan
hanya kepada Tuhanmulah engkau berharap”
(QS. Al — Insyirah : 6 — 8)**)

*) Departemen Agama Republik Indonesia. 1998.— Qur’'an dan Terjemahannya.
Semarang: PT. Kumudasmoro Grafindo.

***) https://jagokata.com/

**)  Departemen Agama Republik Indonesia. 2008.— Qur’an dan Terjemahannya.

Jakarta Timur: Maghfirah Pustaka
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RINGKASAN

Pewarnaan Lokal Wilayah Super Antimagic pada Graf Planar; Arum Andary
Ratri, 161820101009; 2018: 65 halaman; Jurusan Magister Matematika, Fakultas

Matematika dan llmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Konsep pewarnaan graf puncaknya muncul pada tahun 1976, yaitu sebagai
hasil dari pemecahan persoalan 4 warna. Setelahnya muncul konsep pelabelan
graf. Pada tahun 2017 Arumugam menggabungkan dua konsep tersebut, yaitu
memperkenalkan konsep pewarnaan yang didapatkan dari bobot suatu pelabelan.
MisalkanG = (V, E) adalah suatu graf terhubung dengatitik dan m sisi. Fungsi
bijektif f : £ — {1,2,3,...,m} disebut pelabelaantimagiclokal jika untuk setiap
dua titik yang bertetanggea danv di G, w(u) # w(v), denganw(u) = > f(e).
Pelabelarantimagiclokal menginduksi pewarnaan titik pada g@fdirﬁgﬁg)titikv
diberi warna atau bobai(v).

Termotivasi oleh penelitian Arumugam, pada tesis ini dikaji tentang pewarnaan
lokal wilayah supeantimagicpada graf planar. Misalkad = (V, E') adalah suatu graf
terhubung dengamtitik danm sisi. Fungsi bijektiff : V(G)UE(G) — {1,2,...,n+
m} disebut pelabelan lokal wilayah supemtimagicjika terdapat fungsi bijektiff :

V(G) — {1,2,...,n} dan fungsi bijektiff* : B(G) — {n+1,n+2,...,n+m}
sedemikian sehingga untuk dua wilayah yang saling bertetadggadan A, di G,
w(A;) # w(Ay). Pelabelan lokal wilayah supantimagicmenginduksi pewarnaan
wilayah pada grafz dengan wilayahA diberi warna atau boboi(A). Bilangan
kromatik lokal wilayah supeantimagic dinotasikan dengan;.:(G), didefinisikan
sebagai banyak warna terkecil dari seluruh warna gadkri hasil proses beberapa
pelabelan lokal wilayah supantimagicpadaG.

Pada penelitian ini diperoleh hubungan antara bilangan kromatik pewarnaan
wilayah graf G dengan bilangan kromatik yang didapatkan dari proses pelabelan,

yaitu bilangan kromatik lokal wilayah supantimagic Pada graf terhubung, bilangan

viii
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kromatik lokal wilayah supeantimagicy;s.:(G) = 1 diperoleh jikaG merupakan graf
yang memiliki satu wilayah berhingga. Selain itu diperoleh juga,(G) > 2 jika G
merupakan graf yang memiliki lebih dari satu wilayah berhingga dan setidaknya
terdapat dua wilayah yang saling bertetangga.

Selanjutnya pewarnaan lokal wilayah supatimagicditerapkan pada beberapa
graf planar yang telah direpresentasikan dalam bentuk graf bidang, yaitu graf kipas
(F,), graf roda {V,,), grafladder (L,), graf triangular ladder(7'L,,), dan grafthree
circular ladder (T'C'L,,). Pada semua kelas graf yang telah disebutkan, kecuali graf
three circular ladderdengan jumlah wilayah ganjil diperoleh keberbedaan bobot

wilayah dari hasil pelabelannya sama dengan kromatik pewarnaan wilayahnya.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika sebagai ilmu dasar telah memberikan peranan yang cukup penting
dalam kemajuan teknolgi. Matematika terbukti telah banyak menyelesaikan berbagai
macam persoalan dalam kehidupan sehari-hari. Persoalan tersebut diantaranya
menyelesaikan masalah jalur transportasi, menganalisis ada tidaknya penyakit dengan
bantuan citra dan hitungan komputer, meramalkan kedatangan jumlah wisatawan yang
berkunjung dengan data statistik dan masih banyak yang lainnya. Salah satu cabang
iImu matematika adalah teori graf. Graf digunakan untuk merepresentasikan objek
diskrit dan hubungan antara objek tersebut. Representasi visual dari graf adalah
dengan melambangkan titik sebagai objek dan garis atau sisi mewakili hubungan
antara objek tersebut.

Beberapa bidang kajian dalam teori graf yang banyak mendapat perhatian
adalah tentang pelabelan dan pewarnaan graf. Pewarnaan graf merupakan pemberian
warna pada objek tertentu pada graf seperti titik, sisi, maupun wilayah. Pelabelan graf
adalah pemberian bilangan ke setiap titik, atau setiap sisi, atau keduanya dengan
kondisi tertentu (Hartsfield dan Ringel, 1990). Salah satu bentuk pelabelan graf
menurut Wallis (2001) adalah suatu pemetaan satu-satu dan onto (fungsi bijektif) yang
memetakan himpunan dari elemen-elemen graf (titik dan sisi) ke himpunan bilangan
asli yang memenuhi sifat tertentu.

Dalam pelabelan graf terdapat istilah bobot. Jika yang dicari adalah bobot titik,
maka nilai dari bobot titik ialah hasil penjumlahan label sisi pada titik tersebut. Bobot
wilayah merupakan hasil penjumlahan dari label titik dan label sisi yang terdapat dalam
satu wilayah.

Arumugam dkk (2017) memperkenalkan konsep pewarnaan yang diperoleh dari

bobot suatu pelabelan. Pelabelan yang digunakan adalah pelabelaartksgic
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Yaitu dengan terlebih dahulu melakukan pelabelan sisi dalam suatu graf, kemudian
dihasilkan bobot titik dari hasil pelabelan tersebut. Bobot titik hasil pelabelan
tersebut yang kemudian dijadikan sebagai warna pada graf. Peladetiamagic
lokal menginduksi pewarnaan titik pada grafdimana titik v diberi warnaw(v).
Arumugam juga menentukan bilangan kromatik lo&atimagicy,,(G) yaitu banyak
warna terkecil dari semua warna yang diinduksi oleh pelaksiimagiclokal G.

Selanjutnya, muncul beberapa penelitian berkaitan dengan konsep pelabelan dan
pewarnaan graf. Jika Arumugam meneliti tentang pewarnaan titik lekinagic
pada graf, Agustin 2017 meneliti pewarnaan sisi la@imagicpada graf. Kemudian
beberapa penelitian lainnya adalah pewarnaan lokal titik atnagicdan pewarnaan
lokal sisi totalantimagic

Berdasarkan penelitian-penelitian  sebelumnya, maka penulis ingin
mengembangkan pada pewarnaan lokal wilayah sapémagic Pelabelan lokal
wilayah superantimagicadalah pelabelan dengan fungsi bijektif dari himpunan titik
dan himpunan sisi ke bilangan asli dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi sehingga
menghasilkan bobot pada tiap-tiap wilayah, dengan ketentuan pada wilayah yang
bertetangga tidak boleh memiliki bobot yang sama, sedemikian sehingga setiap
pelabelan lokal wilayah supentimagic merupakan pemberian warna(A) pada
wilayah grafG. Pada penelitian ini, penulis mengambil beberapa graf planar yang
telah direpresentasikan dalam bentuk graf bidang untuk dicari pewarnaan lokal

wilayah supeantimagic

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, masalah pada penelitian ini adalah berapa
bilangan kromatik yang dihasilkan dari pewarnaan lokal wilayah sapgmagicpada

beberapa graf planar?
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1.3 Batasan Masalah

Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, pada

penelitian ini masalahnya dibatasi pada:

a. Graf planar yang akan diteliti adalah graf kipas, graf roda, taddfler, graf

triangular ladder, dan gratthree circular ladder

b. Penelitian pewarnaan lokal wilayah supsrttimagic dilakukan pada wilayah

yang berhingga.

1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah menentukan berapa bilangan kromatik
yang dihasilkan dari pewarnaan lokal wilayah supatimagic pada beberapa graf
planar, yaitu graf kipas, graf roda, grdafdder, graftriangular ladder, dan grafthree

circular ladder.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini diantaranya adalah:

a. Menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya pada materi
pelabelan graf, yaitu mengetahui pewarnaan lokal wilayah saqgenagicpada
graf kipas, graf roda, grdadder, graftriangular ladder, dan grafthree circular
ladder,

b. Agar pembaca maupun peneliti lain yang ingin mengembangkan penelitian ini
mengetahui jumlah bilangan kromatik yang dihasilkan dari pewarnaan lokal
wilayah superantimagicpada graf kipas, graf roda, griaidder, graftriangular

ladder, dan grafthree circular ladder
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan
antara objek-objek tersebut (Munir, 2010). Suatu gfdérdiri atas dua himpunan tak
kosongV (G) yang anggotanya terdiri dari titik dan himpun&ilG) yang mungkin
kosong terdiri dari sisi, sedemikian hingga setiap anggatalam F(G) merupakan
pasangan tak terurut dari titik-titik dalaii(G), graf G' dinotasikanG = (V, E)
(Hartsfield dan Ringel, 1990). Misalkan danv adalah titik-titik pada suatu graf,
maka sisie yang menghubungkan titik danv dinyatakan dengan pasangans- uv.
Banyak titik pada grafs disebut order dari7, sedangkan banyak sisi diselsigedari
G. Graf yang ordernya berhingga disebut graf berhingga.

Graf yang tidak mempunyai sisi disebut dengan graf kosong. Graf kosong yang
hanya memiliki satu titik disebut graf trivial (Munir, 2010). Gambar 2.1 (a) adalah
gambar graf trivialG; dan Gambar 2.1 (b) gra¥, adalah graf yang terdiri dari tiga
titik dan tiga sisi.

V1

€2
V2

@Gy (b) G2

Gambar 2.1 (aj+; graf dengan satu titik dan (l6y, graf dengan tiga titik dan tiga sisi

Dalam suatu graf, titikk € V' disebut bertetangga dengan titikc V' jika terdapat
sisi wv antarau danwv. Notasi N(u) digunakan untuk mewakili himpunan semua
tetangga pada titiki. Banyak titik yang bertetangga dengan titikdisebut derajat
u, dilambangkan dengateg(u). Jadi,deg(u) = |N(u)|. Sebuah titik dengan derajat O

disebut titik terisolasi, dan sebuabh titik dengan derajat 1 disebut titik tepi (atau daun).
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Derajat minimum graf> dinotasikan dengati = §(G) = min,cydeg(u) dan derajat
maksimum graf+ dinotasikan dengan = A(G) = max,cvdeg(u). Jika setiap titik
dalam graf memiliki derajat yang samayaitud = A = r, makaG disebut graf

reguler derajat atau graf--reguler (Sugeng, K. A, 2005).

2.2 Kelas-kelas Graf

Pada subbab ini akan dijelaskan beberapa jenis graf, yaitu:
a. Graf Lintasan

Menurut Diestel (2005) sebuah lintasapath) adalah graf tak kosong
P = (V, E) dari bentuk:V = {xg, 21, ..., z,} E = {zoz1, 2122, ..., Tpy_1%p }

dimanazx; semuanya berbeda. Titik, dan x,, adalah titik ujung dariP dan
x1, ..., x,—1 adalah titik dalamP. Graf P, memiliki n titik dann — 1 sisi. Gambar

2.2 merupakan contoh graf lintasan yang memilikitik.

z)

Y ®

(N
[ 3
[ N

€1 €2 €3 €4

Gambar 2.2 Graf lintasan dengan= 5

b. Graf Lingkaran

Graf lingkaran adalah graf lintasan yang titik-titik ujungnya dihubungkan oleh
satu sisi, sehingga setiap titiknya berderajat dua. Graf lingkaran dinotasikan
denganC),, untukn > 3. Dengan demikian, graf lingkaran memilikititik dan

n sisi. Contoh graf lingkaran dengan= 8 ditunjukkan pada Gambar 2.3.
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Gambar 2.3 Graf lingkaran dengan 8 titik

c. Graf Lengkap

Graf lengkap dengan titik dinotasikan dengaik’,,, adalah graf sederhana yang
setiap titiknya bertetangga ke semua titik lainnya sedemikian hingga setiap titik
mempunyai derajat — 1. Graf K,, memiliki » titik dan % sisi. Gambar 2.4

menunjukkan graf lengkap dengan 4 titik.

Gambar 2.4 Graf lengkap dengan= 4

d. Graf Bintang

Graf bintang dinotasikan denga$), adalah graf terhubung sederhana yang
memiliki n + 1 titik dengan satu titik berderajat yang dinamakan titik pusat
dann titik berderajat satu yang dinamakan titik daun. Contoh graf bintang

ditunjukkan pada Gambar 2.5.
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Gambar 2.5 Graf bintang dengan= 3 dann = 8

2.3 Operasi Graf
Operasi pada graf adalah suatu cara untuk membentuk graf baru dari beberapa
graf dengan aturan tertentu. Salah satu operasi dalam graf adalah ghecde

Definisi operasshackledijabarkan pada Definisi 2.1 berikut.

Definisi 2.1 Shackle dari suatu graf G dinotasikan dengaack (G, v, m) adalah graf
yang dibangun dari graf terhubung non trivi@, Gs, . . . , G,,, sedemikian hinggé-,
danG, tidak memiliki titik penghubung untuk setidp< s,¢ < k dengans — t| > 2,
dan untuk setiap < i < m — 1, G; bdanG;,; memiliki tepat satu titik yang sama
disebut dengan titik penghubungeftex linkagg@danm — 1 titik penghubung semuanya
berbeda (Maryati et al, 2010).

Contoh graf hasil operashackledapat dilihat pada Gambar 2.6 berikut.

v Y2 Y3 ya
‘ ‘ ‘ ' 5
21,1 22,1 23,1 24,1

Gambar 2.6 Grafshack(Cy,v,4))
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2.4 Graf Planar

Menurut Guichard (2017), suatu graf adalah planar jika dapat
direpresentasikan oleh suatu gambar di bidang tanpa terdapat sisi yang bersilangan.
Definisi tersebut memerlukan beberapa representasi pada graf agar tidak ada sisi yang

bersilangan. Gambar 2.7 berikut menunjukkan dua representasi graf lgffgKap

(a) ()

Gambar 2.7 Gral(, yang digambarkan dengan 2 cara

Sebagai contoh pada Gambar 2.7, gféf (a) dapat digambar sedemikian
sehingga tidak ada sisi yang bersilangan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.7
(b). Hal tersebut menunjukkan bahw& adalah planar. Sedangkan graf planar yang
telah digambarkan di bidang sehingga tidak terdapat sisi yang bersilangan disebut
sebagai graf bidang.

Untuk setiap graf planatr, daerah-daerahnya disebut wilayah-wilayah p@da
Pada graf terdapat satu wilayah yang tidak terbatas, wilayah tersebut disebut wilayah
luar G. Wilayah-wilayah yang lainnya, disebut wilayah dalam(Diestel, 2005).
Himpunan wilayah-wilayah pada dinotasikan dengad(G).

Suatu wilayah dibatasi oleh titik dan sisi dan ketetanggan antara wilayah satu
dengan wilayah yang lainnya dalam suatu graf dibatasi oleh sisi. Pada Gambar 2.8
merupakan contoh graf yang memiliki dua wilayah dalam dan satu wilayah luar.
Wilayah dalam pertaméA,) dibatasi oleh titikzy, z3, x4 dan sisiey, es, 3, wilayah
kedua (A,) dibatasi oleh titik z1, 25, x5, 24,23 dan sisies, eq, €5, 66, Sedangkan

wilayah luarnya ialah wilayah di luar titik,, x5, x5, x4, x3 dan sisieq, ey, es, €5, €.
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Gambar 2.8 Wilayah dalam dan wilayah luar pada graf planar

Banyaknya wilayah dalam suatu graf dapat ditentukan dengan rumus Euler, yaitu
misalkanG adalah graf planar yang terhubung, digambarkan sehingga tidak terdapat
sisi yang bersilangan, denganitik danm sisi, dan graf membagi bidang kavilayah,
maka:

r=m-n-+2..(2.1)

Contohnya misalkan pada graf di Gambar 2.8 yang memiliki 6 sisi dan 5 titik, maka
jumlah wilayahnya adalah 3 yang merupakan 2 wilayah berhingga, dan 1 wilayah tak
berhingga.

Karena sifat graf planar yang tidak memiliki sisi yang saling bersilangan, maka
graf-graf planar merupakan graf yang sesuai untuk penelitian berkaitan tentang
wilayah pada suatu graf. Berikut merupakan macam-macam graf planar yang
digunakan sebagai objek penelitian, yaitu graf kipas, graf roda, lgdafer, graf
triangular ladderdan grafthree circular ladder Graf-graf tersebut direpresentasikan
dalam bentuk graf bidang seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.9, Gambar 2.10,
Gambar 2.11, Gambar 2.12 dan Gambar 2.13.

Graf kipas {an graph dinotasikan denga#h;, yaitu graf yang diperoleh dengan
menghubungkan semua titik dari graf lintas&p dengan suatu titik yang disebut
dengan titik pusat. Dengan demikian graf kiggsmemiliki n + 1 titik dan2n — 1
sisi. Sebagai contoh, graf kipdg yang telah direpresentasikan dalam bentuk graf

bidang ditunjukkan pada Gambar 2.9 berikut:
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x2 T5

A\ 4
1 o T6

Gambar 2.9 Graf kipasg

Menurut Rosen (2007), sebuah graf rod&, didapatkan dengan cara
menambahkan sebuah titik ke sebuah graf lingkaran untuk 3, dan kemudian
menghubungkan titik baru tersebut ke masing-masing titiK'glidengan sisi baru.
Graf W,, memiliki n + 1 titik dan 2n sisi. Gambar 2.10 berikut ini merupakan

representasi bentuk graf bidang dari graf réda

Gambar 2.10 Graf rodd/y

Graf ladder (L,,) adalah graf planar yang tidak berarah dengan himpunan titik
V(L,) = {zi,y;;1 < i < n}dan himpunan sisE(L,) = {z;xi11,yiyi41;1 < i <
n—1}U{x;y;; 1 <i < n}. Jumlah titik pada grddderadalai2n dan jumlah sisinya
adalah3n — 2. Representasi graf bidang dari gtaflder L5 ditunjukkan oleh Gambar
2.11.
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S@—O°
SO—OF
fFO—0F

Ys

Gambar 2.11 Grdfadder Ls

Graftriangular ladder(7T'L,) adalah sebuah graf yang diperoleh dari dgdfier
dengan menambahkan sisjy;.; untuk1 < i < n — 1. Graf pada Gambar 2.12

merupakan representasi graf bidang dari ¢gniahgular ladder7 Ls.

Xy xro xr3 g Is5
A4
Y1 Y2 Y3 Ya Ys

Gambar 2.12 Grdfiangular ladderT L5

Menurut Dafik (2013), graf three circular ladder dinotasikan
dengan TCL, adalah graf yang memiliki himpunan titik
V(TCL,) = {ziys1 < i < n}U{a;,1 < ¢ < n — 1} dan himpunan sisi
E(TCL,) = {a;x;, a;xi11, 095, 0901, 1 < j < n— 1} U{zy;1 < j < n}. Graf
(TCL,) memiliki 3n — 1 titik dan 6n — 5 sisi. Berikut ini merupakan gambar graf

three circular ladderdengann = 6 yang telah direpresentasikan dalam bentuk graf
bidang, ditunjukkan oleh Gambar 2.13.
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A
Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ye

Gambar 2.13 Grahree circular ladderl'C' Lg

2.5 Fungsi

Suatu fungsif adalah suatu aturan padanan yang menghubungkan tiapobjek
dalam satu himpunan yang disebut daerah asal (domain) dengan sebuah njfgiQinik
dari himpunan kedua yang disebut daerah kagkalomain) Himpunan nilai yang
diperoleh dari aturan padanan tersebut disebut daerah hasil {vmgge) Definisi ini
tidak memberikan pembatasan pada himpunan-himpunan daerah asal dan daerah hasil
(Purcell dan Varberg, 1987). Daerah asal bisa berupa himpunan orang, nama benda,
ataupun yang lainnya. Namun secara umum yang sering dibahas adalah menggunakan
himpunan bilangan riil.

Berdasarkan sifatnya fungsi dibagi menjadi tiga yaitu fungsi injektif, fungsi
surjektif, dan fungsi bijektif. Misalkarf : A — B adalah suatu fungsi dari A ke B

dengarrangefungsi .
a. Fungsi f disebut injektif atau satu-satu jika setiap # x5, maka berlaku
f(z1) # f(z2).
b. Fungsi f disebut surjektif atau pada, jikek| = |B| dimanaR adalahrange
fungsi.

c. Jika f adalah keduanya surjektif dan injektif, makalisebut bijektif (Bartle dan
Sherbert, 2000).
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2.6 Pewarnaan Graf

Pewarnaan graf merupakan fungsi dari himpunan objek tertentu pada graf
seperti titik, sisi, maupun wilayah ke himpunan bilangan asli. Dalam hal ini,
himpunan bilangan asli berperan sebagai warna. PewarnaanvgtiteX coloring
pada grafG adalah fungsi dari himpunan semua titik gtafke himpunan bilangan
asli dimana setiap dua titik yang bertetangga mempunyai warna atau hasil fungsi yang
berbeda. Bilangan kromatik titik dari suatu grafadalah banyak warna terkecil yang
dibutuhkan untuk pewarnaan titik gréfdan dinotasikan dengay(G) (Hartsfield dan
Ringel, 1990).

Pewarnaan sisedge coloring pada graf adalah fungsi dari himpunan semua
sisi grafG ke himpunan bilangan asli dimana setiap dua sisi yang terkait pada titik yang
sama memiliki warna atau hasil fungsi yang berbeda. Bilangan kromatik sisi dari suatu
graf G adalah banyak warna terkecil yang digunakan untuk mewarnai sisi pada,graf
dinotasikany(G) (Hartsfield dan Ringel, 1990).

Pewarnaan wilayah pada gk@fadalah fungsi dari himpunan semua wilayah graf
G ke himpunan bilangan asli dimana setiap dua wilayah yang bertetangga mempunyai
warna atau hasil fungsi yang berbeda. Bilangan kromatik wilayah dari suatu graf
G adalah banyak warna terkecil yang dibutuhkan untuk pewarnaan wilayaltzgraf
Gambar 2.14 dan Gambar 2.15 berikut merupakan contoh pewarnaan wilayah pada
grafladder(L,,):

Gambar 2.14 Pewarnaan wilayah pada tadtlerdengan banyak warna 3


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

14

Gambar 2.15 Pewarnaan wilayah pada tadfierdengan banyak warna 2

Pada Gambar 2.14 dan Gambar 2.15 merupakan contoh pewarnaan wilayah pada
grafladderdengan banyak warna berbeda-beda. Pada Gambar 2.14 banyak warna yang
dihasilkan adalah 3 warna, pada Gambar 2.15 banyak warna yang didapatkan lebih
minimum yakni 2 warna. Perlu ditinjau kembali apakah banyaknya warna terkecil pada
pewarnaan grdadderbisa lebih kecil dari 2, maka dicoba pewarnaan dengan 1 warna.
Namun jika hanya menggunakan 1 warna tidak memenuhi untuk definisi pewarnaan
wilayah, karena wilayah yang bertetangga harus memiliki warna yang berbeda. Jadi
bilangan kromatik wilayah dari grafs; adalahy(Ls) = 2, karena merupakan banyak
warna terkecil dan tidak terdapat dua wilayah bertetangga yang memiliki warna yang

sama.

2.7 Pelabelan Graf

Pelabelan graf adalah fungsi dari himpunan titik atau himpunan sisi biasanya ke
bilangan bulat positif dengan kondisi tertentu. Salah satu bentuk pelabelan graf
menurut Wallis (2001) adalah suatu pemetaan satu-satu dan onto yang memetakan
himpunan elemen-elemen graf (titik dan sisi) ke himpunan bilangan bulat positif
(himpunan bilangan asli) yang memenuhi sifat tertentu.

Pelabelan berdasarkan domainnya dibedakan menjadi tiga, yaitu pelabelan
titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Suatu pelabelan disebut pelabelan titik jika
domainnya adalah himpunan titjikertex labeling) pelabelan sisigdge labelinyjika
domainnya adalah himpunan sisi, dan pelabelan taaédl(labeling jika domainnya

adalah titik dan sisi.
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Dalam pelabelan graf terdapat istilah bobot. Bobot wilayah merupakan hasil
penjumlahan dari label titik dan label sisi yang terdapat dalam satu wilayah. Rumus

untuk mencari bobot wilayah dituliskan dalam persamaan (2.2) berikut:

w(A) =3 cviay J(W) + 2 cpa fle) .(2.2)

Terdapat beberapa macam pelabelan, diantaranya adalah pelatzgjerdan
antimagic Misalkan terdapat graf yang memiliki banyak titik: dan sisim. Jika titik
dan sisi padd- diberi labell, 2, 3, ..., m + n sehingga jumlah label pada titik dan sisi
memberikan hasil bobot yang sama pada wilayah manapun, maka pelabelan tersebut

disebutmagic Gambar 2.16 berikut merupakan contoh pelabelagictotal wilayah.

2
1 4 5 3
11 e ;. SRR 3 V.
19 90 Ils 90 Iﬂ 90 Ilﬁ 90 15
o = T W22l Ay 2 AE

Gambar 2.16 Pelabelan wilayatagicdi grafladder L5 dengan bobot wilayah 90

Pada Gambar 2.16 gr&ddder L; memiliki 10 titik dan 13 sisi. Jika.; diberi label
1, 2, ..., 10 + 13, sehingga bobot wilayah pada grafdidapatkan nilai 90 pada
wilayah manapun. Hasil bobot wilayah yang sama tersebut menunjukkan pelabelan
pada Gambar 2.16 adalah pelabetzamic.

Berbeda dengan pelabelaragic pelabelarantimagicmenghasilkan bobot yang
berbeda. Misalkan terdapat gri@fyang memiliki banyak titike dan sisim. Jika titik
dan sisi padas diberi labell,2,3,...,m + n sehingga jumlah label pada titik dan
sisi memberikan hasil bobot yang berbeda pada wilayah manapun atau tidak ada dua
wilayah yang mempunyai bobot yang sama, maka pelabelan tersebut @isginaigic

Gambar 2.17 berikut merupakan contoh pelabalatimagicwilayah.
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2
1 4 5 3
11 P 12 P 13 N 14
19 87 Ils &9 Il? 91 Ilﬁ 93 15
A 4 A 4 A 4
8 20 6 21 9 22 7 23 10

Gambar 2.17 Pelabelan wilayahtimagicgrafladder L5 dengan bobot wilayah berbeda-beda

Pada Gambar 2.17 merupakan contoh pelabataimagictotal wilayah, karena
pada semua wilayah pada graf tidak terdapat bobot total wilayah yang sama. Graf
ladder L5 yang diberi label 1, 2, ..., 10 + 13 menghasilkan bobot total wilayah 87, 89,
91, dan 93.

2.8 Pelabelan Lokal Wilayah SuperAntimagic

Arumugam (2017) memperkenalkan konsep pewarnaan yang didapatkan dari
bobot suatu pelabelan. Pelabelan yang digunakan adalah pelabelaarnokedgic
Terlebih dahulu dilakukan pelabelan dalam suatu graf, kemudian dihasilkan bobot dari
hasil pelabelan tersebut. Banyaknya keberbedaan bobot hasil pelabelan tersebut yang
kemudian dijadikan sebagai banyaknya warna pada graf. la meneliti tentang pewarnaan

titik lokal antimagicpada graf.

Definisi 2.2 Misalkan G = (V, E') adalah suatu graf terhubung dengartitik dan
m sisi. Fungsi bijektiff : £ — {1,2,3,...,m} disebut pelabelaantimagiclokal
jika untuk setiap dua titik yang bertetanggalanv, w(u) # w(v), dimanaw(u) =
Yecrw) f(e). Pelabelamantimagiclokal menginduksi pewarnaan titik pada gr&f
dimana titikv diberi warna atau bobat(v) (Arumugam, 2017).

Arumugam juga menentukan bilangan kromatik lokatimagic x;,(G) yang

dijelaskan pada Definisi 2.3.
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Definisi 2.3 Bilangan kromatik lokal antimagic dinotasikan dengany;,(G),
didefinisikan sebagai banyak warna terkecil dari seluruh warna padari hasil
proses beberapa pelabelan loaatimagicpadaG (Arumugam, 2017).

Berikut ini merupakan contoh pelabelamtimagic lokal pada graf lintasan

dengan banyaknya titik 5 ditunjukkan pada Gambar 2.18.

1 /5\ 5{_\ 3
@ 1 hd 4 2 hd 3 @

[ )a

Gambar 2.18 Pelabelamtimagiclokal pada graf lintasan dengan warna 4

Pada Gambar 2.18 didapatkan banyaknya keberbedaan bobot titik hasil
pelabelanantimagiclokal adalah 4. Perlu ditinjau apakah banyaknya keberbedaan
bobot tersebut bisa kurang dari 4, oleh karena itu dilakukan proses pelabelan kembali
yang ditunjukkan pada Gambar 2.19. Pada Gambar 2.19 banyaknya keberbedaan
bobot titik yang dihasilkan adalah 3. Perlu diuji kembali apakah bisa kurang dari
3 atau tidak. Menurut Arumugam (2017), untuk setiap pofibdlengan/ daun,

x.(T) > 1 + 1, maka pada graf lintasan didapatkan bilangan kromatik pelabelan lokal

antimagiclokal y;.(Ps) = 3.

E}\ 2
4 1 3 ~ 2 @

[ 13
[ e

4
@

Gambar 2.19 pelabelantimagiclokal pada graf lintasan menghasilkan warna 3

Selanjutnya, muncul beberapa penelitian berkaitan dengan konsep pelabelan dan
pewarnaan graf. Jika Arumugam meneliti tentang pewarnaan titik lmkamagic
pada graf, Agustin 2017 meneliti pewarnaan sisi la@imagicpada graf. Kemudian
beberapa penelitian lainnya adalah pewarnaan lokal titik tat@imagic dan
pewarnaan lokal sisi totaintimagic Fokus penelitian pada tesis ini adalah pewarnaan
lokal wilayah supeantimagicpada graf planar. Definisi pelabelan super, pewarnaan

lokal wilayah superantimagic dan bilangan kromatik lokal wilayah supantimagic
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dijelaskan pada Definisi 2.4, Definisi 2.5 dan Definisi 2.6.

Definisi 2.4MisalkanG = (V, F)) adalah suatu graf terhubung dengatitik dan m
sisi. Fungsi bijektiff : V(G) U E(G) — {1,2,...,n + m} disebut pelabelan lokal
wilayah superantimagicjika terdapat fungsi bijektiff : V(G) — {1,2,...,n} dan
fungsi bijektif /* : E(G) — {n+1,n+2,...,n+m} sedemikian sehingga untuk dua
wilayah yang saling bertetanggh danA, di G, w(A4;) # w(As).

Definisi 2.5Pelabelan lokal wilayah supantimagicmenginduksi pewarnaan wilayah

pada grafs dimana wilayahA diberi warna atau bobat(A).

Definisi 2.6 Bilangan kromatik lokal wilayah supeantimagic dinotasikan dengan
vrat(G), didefinisikan sebagai banyak warna terkecil dari seluruh warna @adi

hasil proses beberapa pelabelan lokal wilayah sapemagicpadaG.

Contoh pelabelan lokal wilayah supantimagicdiilustrasikan dalam Gambar

2.20 berikut.
1 8 3 7 2
11 55 IB 56 12
5 10 ZJ 9 6

Gambar 2.20 Pelabelan lokal wilayah supetimagictotal pada graf laddek

Skema pada Gambar 2.21 berikut merupakan skema penelitian berkaitan tentang
pewarnaan lokantimagicyang pernah dilakukan. Penelitian yang sedang diteliti oleh
penulis saat ini adalah pewarnaan lokal wilayah sapéimagicpada graf planar yang

pada Gambar 2.21 ditandai dengan warna biru.
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Graf Khusus

Graf Operas Famili graf
Korona roda

L Y Ll

Graf Khusus

Graf Khusus

Graf operasi comb (Agustin et al, (Alfarisi et al,
product dan korona 2017) 2017)

%

A

} fﬁq

Pewarnaan lokal titilentimagic
(Arumugam et al, 2017)

Pewarnaan lokal sisintimagic

(Agustin et al, 2017)

Pewarnaan lokal sisi
antimagictotal

A

f }

A
|

Pewarnaan lokantimagic

Gambar 2.21 Kerangka konsep pelabelan
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BAB 3. METODE PENELITIAN

Pada bab ini dibahas mengenai metode dan langkah-langkah penelitian yang
berkaitan dengan pewarnaan lokal wilayah swgrgmmagicpada graf kipas, graf roda,
graf ladder, graf triangular ladder, dan grafthree circular ladder Metode yang
digunakan adalah dengan menurunkan definisi dan teorema yang telah ada, kemudian
diterapkan dalam pewarnaan lokal wilayah sugetimagic Langkah-langkah yang
dilakukan dalam penelitian ini adalah dengan terlebih dahulu melakukan penotasian
titik, sisi dan wilayah pada graf-graf yang diteliti. Kemudian melakukan pembuktian
dari teorema yaitu dengan mengklaim nitgj,.(G) = k, dengan cara menunjukkan
Yrat(G) > k dany,(G) < k. Untuk menunjukkany;,.(G) < k, dilakukan proses
pelabelan yaitu dengan menerapkan proses pelabelan super, selanjutnya menghitung
bobot lokal wilayah supeantimagichasil dari proses pelabelan, memeriksa apakah
bobot wilayah memiliki nilai yang sama pada wilayah yang bertetangga, kemudian
menghitung keberbedaan warna, setelah itu dihasilkan bilangan kromatik hasil
pelabelan lokal wilayah super antimagic.

Secara lebih jelas mengenai langkah-langkah penelitian pewarnaan lokal

wilayah supeantimagicdijabarkan pada teknik penelitian berikut:

3.1 Penotasian Titik, Sisi, dan Wilayah
Berikut ini merupakan macam-macam graf planar yang digunakan sebagai objek
penelitian serta penotasian titik, sisi, dan wilayahnya. Graf-graf yang dilakukan proses

penotasian tersebut yaitu sebagai berikut:

A. Graf Kipas
Misalkan diketahui graf kipasF},), dengan himpunan titik’ (£,) = {z;,0 <
i < n}, himpunan sistE'(F),) = {xoz;, 1 <i < n}U{zxip,i <i<n-—1}

dan himpunan wilayald(F,,) = {A4;,1 < i < n — 1}. Misalkan wilayah(4;)
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pada graf kipas dibatasi oleh himpunan tifik;, o, z;+1;1 < i < n — 1} dan
himpunan sis{ z;z; 1, xoz;, xozi11; 1 < i < n—1}. Sebagaiilustrasi penotasian

titik, sisi, dan wilayah pada grdf; dapat dilihat pada Gambar 3.1.

Gambar 3.1 Penotasian titik, sisi dan wilayah pada graf kigas

B. Graf Roda
Misalkan diketahui graf rodél,,), dengan himpunan titik’ (W,,) = {z;,0 <
i < n}, himpunan sist(W,,) = {xox;, 1 <i<n}U{z;x;41,1 <i<n—-1}U
{z;xz,} dan himpunan wilayat(1W,,) = {4;,1 < ¢ < n}. Misalkan wilayah
(A;) pada graf roda dibatasi oleh himpunan tiiky, z;, z;11;1 < i < n — 1}
dan{zg, x1,x,} dan himpunan sis{z;z,1, zoz;, Toziy1;1 < i < n —1} U
{z12,, To21, T02, }. llUstrasi untuk penotasian titik, sisi, dan wilayah pada graf

roda(Ws) ditunjukkan pada Gambar 3.2.

Gambar 3.2 Penotasian titik, sisi, dan wilayah pada graf Rigla
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C. GrafLadder
Misalkan himpunan titik/(L,,) = {z;,1 <i <n}U{y;, 1 <i <n}, himpunan
SiSiE(L,) = {zwy;, 1 <i<n}U{xiri,1 <i<n—1}U{yyi1,1 <i<n-—
1} dan himpunan wilayal(L,,) = {A;,1 < i < n—1}. Misalkan wilayah(A;)
pada grafadderdibatasi oleh himpunan titikz;, z;11, yi, yi11; 1 <i <n—1}
dan himpunan sisiz;z; 11, YiVit1, TiVi, Tiv1Yie1; 1 < i < n—1}. llustrasi untuk

penotasian titik, sisi, dan wilayah pada gedderditunjukkan pada Gambar 3.3.

Z1

A1 A2 A3 A4

TO—@°
SO—OF
fQ——OF

Y1 Ys

Gambar 3.3 llustrasi penotasian titik, sisi, dan wilayah padalgdafer L5

D. GrafTriangular Ladder
Misalkan  diketahui  graf triangular ladder (T'L,), himpunan
titk V(T'L,) = {z;,1 < ¢ < n} U {y,1 < i < n}, himpunan
sisi E(TL,) = {zw;,1 < i < n} U {zzi,l < i <
n— 1}y U{zwiz,l < @ < n—1} U{yyin,l < i < n— 1} dan
himpunan wilayah A(L,) = {4,,1 < ¢ < 2n — 2}. Misalkan
wilayah (A;) pada graf triangular ladder dibatasi oleh himpunan titik
{Zi, i ¥ir1; 1 <0 <= 1} dan{z;_nq1, Timngos Yimng2;n < 4 < 2n — 2}
serta himpunan sisi{z;y;, ;vi11,yivis1; 1 < i < n — 1} dan
{Ti—n1Ti nto, Ticni1Yi—nto, Tioni2Vi—nio;n < @ < 2n — 2}. Sebagai contoh
llustrasi untuk penotasian titik, sisi, dan wilayah pada drangular ladder

T L5 ditunjukkan pada Gambar 3.4.
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Y1 Y2 Y3 Ya Ys

Gambar 3.4 llustrasi penotasian titik, sisi, dan wilayah padatgeafgular ladderT L5

E.

Graf Three Circular Ladder

Misalkan diketahui grathree circular ladder(T'C'L,,), dengan himpunan titik
V(TCLy,) =A{z;,1 <i<n}U{y;,1 <i<n}U{a;,1 <i<n-—1} himpunan
SiSiE(TCL,) = {ajz;,1 <i<n—1}U{axi11,1 <i<n—1}U{ay;, 1 <i <
n—1}U{a;yiy1,1 <i <n—1}U{yyir1,1 <i <n—1}U{x;y;, 1 <i<n}dan
himpunan wilayalA(T'CL,,) = {A;,i < i < 3n — 3}. Misalkan wilayah( A;, 5)
pada grathree circular laddedibatasi oleh himpunan titika;, z;, y; } untuk1l <
i<n—1;7=1,{a,yi,yir1 y untukl <i <n—1;5 =2, dan{a;, 41, Yir1}
untuk untukl < i < n — 1;j = 3 serta himpunan sidia;z;, a;y;, z;y;} untuk
1 <i<n—1j=1{ayayis1, vy} Untukl < i < n —1;5 = 2 dan
{a;xit1, aiYis1, Tiv1yisr p UNtUk1 < i < n—1;j = 3. llustrasi untuk penotasian
titik, sisi, dan wilayah pada grahree circular ladder7'C'Lg ditunjukkan pada
Gambar 3.5 berikut:

Ty T2 3 T4 5

Y1 Y2 Y3 Ya Ys

Gambar 3.5 Penotasian titik, sisi, dan wilayah pada @ha¢e Circular Laddefl'C Lg
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3.2 Mengklaim Nilai v;7,:(G) = k
Mengklaim nilaiv;r.:(G) = k, yaitu diambil suatu nilak yang diasumsikan

sebagai bilangan kromatik hasil pelabelan lokal wilayah sapgmagic

A. Menunjukkan nilaty;;,.(G) > k
Pada bagian ini terlebih dahulu ditunjukkan nigj..(G) > k. Jika terpenuhi

nrat(G) > k, maka telah terbukti batas bawah bilangan kromatik dari suatu graf.

B. Membuktikan nilaiy;;,.(G) < k
Pada bagian ini dibuktikan nilaj;.:(G) < k. Jika nilaivy;;:(G) < k dapat
dibuktikan, maka batas atas bilangan kromatik hasil pelabelan telah terpenuhi.
Untuk membuktikan bahwa;..(G) < k, maka dilakukan langkah-langkah

sebagai berikut:

1. Menentukan pelabelan titik dan pelabelan sisi
Pelabelan titik
Pelabelan titik yang diterapkan adalah fungsi bijektif dari himpunan titik
ke bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik pada graf yang diteliti.
Pemberian label titik disesuaikan dengan karakteristik setiap graf.
Pelabelan sisi
Pelabelan sisi yang diterapkan adalah fungsi bijektif dari himpunan sisi ke
bilangan bulat mulai jumlah titik ditambah 1 sampai sejumlah titik dan sisi
pada graf tersebut. Pemberian label sisi disesuaikan dengan karakteristik

setiap graf.

2. Menghitung bobot lokal wilayah supantimagic
Pada bagian ini dilakukan penghitungan bobot wilayah. Bobot wilayah
didapatkan dengan cara menjumlahkan setiap label titik dan sisi dalam
setiap wilayah pada graf. Besarnya bobot wilayah antara wilayah yang

saling bertetangga tidak boleh sama.
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3. Memeriksa apakah bobot wilayah memiliki nilai yang sama pada wilayah
yang bertetangga
Setelah didapatkan bobot wilayah pada masing-masing wilayah pada graf,
kemudian dilakukan pemeriksaan. Apakah bobot wilayah pada wilayah
yang saling bertetangga memiliki nilai yang sama atau tidak. Jika tidak,
maka proses dilanjutkan ke tahapan selanjutnya. Namun jika masih terdapat
bobot wilayah yang sama antar wilayah yang saling bertetangga, maka

langkah diulangi ke tahap pelabelan.

4. Menghitung keberbedaan warna
Pada bagian ini, akan dihitung banyaknya keberbedaan warna yang
dihasilkan dari proses pelabelan. Banyaknya keberbedaan warna diambil
dari keberbedaan bobot lokal wilayah supemtimagic Banyaknya
keberbedaan warna tersebut kemudian digunakan untuk menunjukkan
Vifat(G) < k.
Berdasarkan tahapan-tahapan dalam teknik penelitian, skema teknik penelitian

ditunjukkan pada Gambar 3.6 sebagai berikut:

}

Mengklaim nilaiv; 7. (G) = k

I

Menunjukkarny; rq:(G) > k
}
Membuktikarny; sq:(G) < k

)

Bilangan Kromatik

Gambar 3.6 Rancangan Penelitian
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Selanjutnya, untuk membuktikan;..(G) < k, dilakukan langkah-langkah sebagai
berikut:

l

Proses Pelabelan

!

Menghitung Bobot Wilayah

Tidak

Bobot wilayah bertetangga
berbeda?

Menghitung Keberbedaan Warha

Gambar 3.7 Algoritma proses pelabelan lokal wilayah sapdamagic
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