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MOTTO

"Allah meninggikan orang-orang yang beriman diantara kamu
dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa
derajat"
(QS. Al — Mujadalah : 11)”)

"Boleh jadi kamu membenci sesuatu, padahal ia amat baik
bagimu. Dan boleh jadi kamu mencintai sesuatu, padahal
la amat buruk bagimu. Allah Maha Mengetahui sedangkan
kamu tidak mengetahui"
(QS. Al — Baqarah : 216)""

"Life is like riding a bicycle. To keep your balance,
you must keep moving"
(Albert Einstein)™"

*) Departemen Agama Republik Indonesia. 1998.— Qur’an dan Terjemahannya.
Semarang: PT. Kumudasmoro Grafindo.

**)  Departemen Agama Republik Indonesia. 2008.— Qur’an dan Terjemahannya.
Jakarta Timur: Maghfirah Pustaka

***) http://lwww.katabijakpedia.com/
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Pelabelan graf/ adalah pemetaan yang memetakan himpunan elemen dari suatu
graf G ke himpunan bilangan non negatif. Jika domain berupa titik disebut pelabelan
titik. Jika domain berupa sisi disebut pelabelan sisi. Jika domain berupa titik dan sisi
disebut pelabelan total. Sedangkan pewarnaan graf adalah memberikan warna pada
objek tertentu pada graf. Objek tersebut dapat berupa titik, sisi, maupun wilayah.

Konsep pelabelarantimagic diperkenalkan oleh Harstfield dan Ringel pada
tahun 1989. Kemudian Arumugam dkk., memperkenalkan kofsegd antimagic
coloring yang menggabungkan konsep pelabelan dan pewarnaan. Dalam jurnlanya
yang berjudul textitLocal Antimagic Vertex Colorinf of a Graph, Arumugam dkk.
menjelaskan tentang pelabelan pada suatu @r&kemudian dicari bobot titik atau
warnanya. Pada tesis ini, mengembangkan komseg antimagic coloringyaitu
dengan melabeli titik dan sisi sekaligus yang disebut dehgead vertex antimagic
total coloring

Local vertex antimagic total coloringnerupakan pemetaan fungsi bijektif
f - V(G)U EG) — {1,2,3..,|V(G)| + |E(G)|} jika untuk setiap dua titik
yang bertetangga; dan v, mempunyai bobotu(v;) # w(vy), denganv € G,

w(v) = > cpw fle) + f(v), E(v) danV (v) adalah himpunan sisi yang berinsiden
padav dan himpunan titik yang bertetangga pada Oleh karena itujJocal vertex
antimagic total coloringmenginduksi pewarnaan titik dari graf jika setiap titik
v mempunyai bobotv(v). Bilangan kromatik darilocal vertex antimagic total

coloring dinotasikan dengam,.;(G) adalah bobot titik minimum yang diperoleh dari

Vil
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pelabelan total pada gréf.

Pada tesis ini diperoleh dua lemma dan tujuh teorema baru téokaitvertex
antimagic total coloring Teorema yang diperoleh berupa bilangan kroméital
vertex antimagic total coloringpada famili graf pohon dan graf hasil operasi
amalgamasi diantaranya adalah graf bint&pggraf lintasanP,, graf bintang ganda
Sn.m. graf pohon pisan@,, ,,, graf centipedeC’,, serta graf hasil operasi amalgamasi

dari graf bintang dan graf lintasan. Adapun lemma dan teorema tersebut adalah:

1. Lemma 4.1.1 Jika x(G) adalah bilangan kromatik pewarnaan titik dari suatu

graf G maka berlakw,.:(G) > x(G).

2. Lemma4.1.2 MisalkanT adalah graf pohon dengandaun. Bilangan kromatik

local vertex antimagic total colorindari graf7" adalahy,..(7") > 2

3. Teorema 4.1.1 Untuk n bilangan aslin > 2, bilangan kromatikdocal vertex

antimagic total coloringdari graf bintangS,, adalahy;,.:(S,) = 2.

4. Teorema 4.1.2 Untuk n bilangan aslin > 5, bilangan kromatikocal vertex

antimagic total coloringdari graf lintasanP, adalahy;,..(F,) < 3.

5. Teorema 4.1.3 Untuk n, m bilangan aslin > 2 danm > 2, bilangan kromatik

local vertex antimagic total coloringdari graf bintang gandsb,,,, adalah

leat(Sn,m) S 3.

6. Teorema 4.1.4 Untuk n, m bilangan aslin > 3 danm > 3, bilangan kromatik

local vertex antimagic total colorindari graf pohon pisangs,, ,, adalah

y
4 untuk n ganjil, m ganjil atau

(Boa) < untuk n genap, m ganjil
Xiwat\ Pmn) >
5 untuk n ganjil, m genap

6 untuk n genap, m genap

viii
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7. Teorema 4.1.5 Untuk n bilangan aslin > 4, bilangan kromatikocal vertex

antimagic total coloringdari grafcentipede”,, adalahy;,.:(C,,) < 4.

8. Teorema 4.1.6 MisalkanG adalah graf hasil operasi amalgamasi titik dari graf
bintangS,, yang dinotasikan dengatimal(S,,, v, m). Untukn, m bilangan asli
n > 3 danm > 2, bilangan kromatikocal vertex antimagic total coloringari

graf GG adalah

3; untuk n ganjil atau
Xwat(G) < untuk n genap m ganjil

4; untuk n genap m genap

9. Teorema 4.1.7 MisalkanG adalah graf hasil operasi amalgamasi titik dari graf
lintasan P; yang dinotasikan dengafAmal(Ps, v, m). Untuk m bilangan asli
m > 3, bilangan kromatikocal vertex antimagic total coloringlari graf G

adalah

3; untuk m ganjil
leat(G) S
4; untuk m genap
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sejarah munculnya graf berawal pada permasalahan jembatan Konigsberg pada
tahun 1736. Di kota Konigsberg terdapat sungai Pregal yang mengalir mengitari
Kneiphof lalu bercabang menjadi dua buah anak sungai. Ada tujuh buah jembatan
yang menghubungkan daratan yang dibelah oleh sungai tersebut. Permasalahan
jembatan Konigsberg adalah apakah mungkin melalui ketujuh jembatan itu
masing-masing tepat satu kali dan kembali ke tempat semula. Sebagian penduduk
kota berpendapat bahwa tidak mungkin melalui setiap jembatan hanya satu kali dan
kembali ke tempat asal. Pada tahun 1736, seorang matematikawan Swiss, Leonard
Euler adalah orang pertama yang berhasil menemukan jawaban dari permasalahan
jembatan Konisgberg. Euler memodelkan permasalahan itu ke dalam graf dengan
mengilustrasikan situasi jembatan Konigsberg dimana digambarkan empat daratan
sebagai titik, dan tujuh jembatan sebagai sisi. Datri ilustrasi yang dilakukan Euler, graf
mulai berkembang.

Teori graf dalam matematika dan ilmu komputer adalah cabang kajian yang
mempelajari sifat-sifat graf. Graf merupakan salah satu model matematika yang
kompleks dan cukup sulit, akan tetapi bisa juga menjadi solusi yang sangat bagus
untuk masalah tertentu. Saat ini teori graf semakin berkembang dan menarik karena
keunikan dan banyak sekali penerapannya. Salah satu alasan perkembangan teori graf
yang begitu pesat adalah aplikasinya yang sangat luas dalam kehidupan sehari-hari
maupun dalam berbagai bidang ilmu (Budayasa, 2007).

Dalam perkembangannya terdapat beberapa topik atau kajian tentang teori
graf seperti pewarnaan-dinamis, bilangan dominasigovering bilangan ramsey,
dimensi metrik dan pelabelan. Salah satu bidang kajian dalam teori graf yang banyak

mendapat perhatian adalah tentang pelabelan dan pewarnaan graf. Pewarnaan graf
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mulai berkembang sejak Erdos dan Szekeres (1935) memperkenalkan bilangan
Ramsey dua warna dalam teori graf. Sedangkan pelabelan graf diperkenalkan secara
formal oleh Kotzig dan Rosa pada tahun 1967. Pelabelan(graflalah pemberian

nilai (biasanya bilangan asli) pada titik, sisi atau keduanya pada graf (Gallian, 2009).
Pelabelan pada graf merupakan pemetaan dari himpunan titik atau himpunan sisi
atau gabungan dari himpunan titik dan sisi ke suatu himpunan, biasanya himpunan
bilangan asli, dengan suatu aturan tertentu. Pelabelan terhadap titik disebut pelabelan
titik, pelabelan terhadap sisi disebut pelabelan sisi, pelabelan terhadap gabungan titik
dan sisi disebut pelabelan total (Wallis, 2001). Sedangkan pewarnaan pada graf
meliputi pewarnaan titik, pewarnaan sisi dan pewarnaan wilayabh.

Salah satu topik yang sedang berkembang saat ini adatat antimagic
coloring. Padalocal antimagic coloringmelabeli elemen titik, sisi dan wilayah
(face. Dasar pemikiradocal antimagic coloringpertama kali diperkenalkan oleh
Arrumugam dkk. di awal tahun 2017 pada jurnalnya yang berjticadal Antimagic
Vertex Coloring of Graph! Konseplocal vertex antimagic coloringdalah melabeli
sisi dari graf kemudian dicari bobot titiknya dengan cara menjumlahkan nilai dari
label sisi yang berinsiden dengan titik tersebut. Pada artikel ini dijelaskan bahwa
bilangan kromatiklocal vertex antimagic coloringmerupakan banyaknya warna
minimum yang diambil dari semua wardayang disebabkan pelabeléocal vertex
antimagic Beberapa graf yang sudah diteliti oleh Arrumugam dkk. antara lain graf
lintasanP,, grafcycleC,, graffriendshipF;,, graf tanggal,,, graf rodalV,,, dan graf
hasil operasjoint.

Pada tahun 2017 Agustin dkk.mengembangkan penelitian dari Arrumugam
tentanglocal antimagic coloring Hal ini dapat diketahui dari jurnalnya yang berjudul
"Local Edge Antimagic Coloring of Graphs”Penelitian Agustin dkk. mengacu pada
penelitian Arrumugam dkk. sebelumnya. Konsep dzcal edge antimagic coloring

pada dasarnya sama dendaocal vertex antimagic coloring Perbedaannya terletak
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pada elemen yang dilabeli. Jil@cal vertex antimagic coloringnelabeli sisi kemudian
dicari bobot titiknya, maka untulocal edge antimagic coloringnelabeli titik dari

graf kemudian dicari bobot sisinya. Paldeal edge antimagic coloringbobot sisi
yang diperoleh selalu terdiri dari jumlah dua nilai label titik yang bersisian dengan
sisi tersebut. Pada artiklelcal edge antimagic coloringhenjelaskan jika (G) adalah
derajat terbesar dari suatu gta@fmaka diperolehy,..(G) > §(G). Beberapa graf yang
telah diteliti antara lain graf lintasah,, grafcycleC,,, graffriendshipF,,, graf tangga

L., graf bintang$,,, graf rodalV,,, graf komplit K,,, graf prismaPr,,, dan graf hasil
operasi korona.

Selanjutnya ditahun yang sama, Agustin dkknelanjutkan penlitiannya tentang
local edge antimagic coloringPada penelitian sebelumnya hanya menerapkan pada
graf khusus, sedangkan pada penelitian ini menerapkan pada graf hasil cperhsi
product Hal ini dapat terlihat dari jurnalnya yang berjudidocal edge antimagic
coloring of comb product of graphs”

Agustin dkk. mengembangkan penelitiannya tentimcgl edge antimagic total
coloring. Hal ini diketahui dari jurnalnya yang berjudiifhe Construction of Super
Local Edge Antimagic Total Coloring by Using an EAVL Techniqéejustin dkk.,
2017). Local edge antimagic total coloringnerupakan pengembangan diacal
edge antimagic coloringKarena pewarnaan total maka elemen yang dilabeli adalah
titik dan sisinya kemudian dicari bobot sisinya.

Mengacu pada hasil penelitian sebelumnya, peneliti tertarik untuk mengkaji lebih
lanjut tentangocal vertex antimagic total coloringada beberapa famili graf pohon
dan graf hasil operasi amalgamasi. Konksgal vertex antimagic total coloringdak
jauh berbeda dalocal edge antimagic total coloring?addocal vertex antimagic total
coloring melabeli titik dan sisi dari graf kemudian dicari bobot titiknya. Pada penelitian
ini menggunakan famili graf pohon karena memiliki karakterisasi yang berbeda dengan

graf khusus lainnya yakni memiliki daun atau anting. Adapun graf yang digunakan
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pada penelitian ini adalah famili graf pohon seperti graf bintépggraf lintasan?,,
graf bintang gand#,, ,,,, graf pohon pisang,, ,,, graf centipede’,,, amalgamasi titik

graf bintang Amalg,,, v, m), dan amalgamasi titik graf lintasan Ama}( v, m)

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang maka rumusan masalah pada penelitian ini adalah
berapa bilangan kromatik dddcal vertex antimagic total coloringada graf bintang
Sy, graf lintasanp,, graf bintang ganda,, ,,, graf pohon pisands,, ,,, graf centipede
C,, amalgamasi titik graf bintang Amal(, v, m), dan amalgamasi titik graf lintasan

Amal(Ps, v, m)?

1.3 Batasan Masalah
Adapun batasan masalah pada penelitian ini yaitu:
a. graf yang digunakan pada penelitian ini yaitu famili graf pohon antara lain, graf
bintang, graf lintasan, graf bintang ganda, graf pohon pisang, danerapede
b. operasi yang digunakan pada penelitian ini menggunakan operasi amalgamasi

titik.

1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah menentukan bilangan kromatik dari
local vertex antimagic total coloringpada graf bintangs,, graf lintasanP,, graf
bintang ganda),, ,,,, graf pohon pisand3,, ,,, grafcentipede’,,, amalgamasi titik graf

bintang Amal(,,, v, m), dan amalgamasi titik graf lintasan Am&l( v, m).

1.5 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini yaitu:
a. meningkatkan pemahaman mengenai famili graf pohon, graf khusus dan graf

hasil operasi amalgamasi titik;
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b. memberi motivasi pada peneliti lain untuk memperluas penelitian teihdaad
vertex antimagic total coloring
c. hasil dari penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan ilmu

dan aplikasi dalam masalédcal vertex antimagic total coloring

1.6 Kebaruan Penelitian
a. pada penelitian sebelumnya, elemen yang dilabeli hanya titik atau sisi saja,
sedangkan pada penelitian ini menggabungkan elemen titik dan sisi untuk
dilabeli kemudian dicari bobot titiknya;
b. pada penelitian ini menggunakan operasi graf yaitu operasi amalgamasi titik;

c. graf yang digunakan pada penelitian ini yaitu famili graf pohon.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Suatu grafG = (V. E) terdiri dari V, himpunan titik tak kosong dat,
himpunan sisi. Setiap sisi memiliki dua titik terhubung yang disebut titik ujung
(Rosen, 2012). Graty didefinisikan sebagai pasangan himpuri@f E), ditulis
dengan notasiz = (V, E) yang dalam hal ini” adalah himpunan tidak kosong dari
titik-titik dan E adalah himpunan sisi yang menghubungkan sepasang titik. Dari
penjelasan diatas menyatakan bahWatidak boleh kosong, sedangkaii boleh
kosong. Jadi sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu buah pun, tetapi
harus memiliki titik minimal satu. Graf yang hanya mempunyai satu buah titik tanpa

sebuah sisi pun dinamakan graf trivial (Munir, 2009).

(% U3

Gambar 2.1 Contoh Graf

Pada Gambar 2.1 merupakan contoh graf Dari gambar tersebut terlihat
bahwa pada grafG terdapat 7 titik dan 10 sisi yaitwy, vy, vs, vy, V5, Vg, U7
dan ey, e, €3, €4, €5, €6, €7, €3, €9, €10- Sisi-sisi pada grafG dinyatakan oleh:
€1 = U1,Vs5, €2 = V1,V2, €3 = V2,Vp, €4 = VU2,V3, €5 = U3,Vs, C6 — U3,V4, €7 =
vy, Vg, €8 = U4, Us, €9 = U4, Vs, €19 = Vs, V5. SISI yang mempunyai ujung yang sama
dinamakan sisi ganda atanultiple edges Dari Gambar 2.1 yang merupakan sisi

ganda adalalg daney. Jika suatu sisi menghubungkan titik yang sama, maka sisi
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tersebut dinamakan gelang ataop. Dari Gambar 2.1 yang merupakan gelang adalah
e1o (Manongga dkk., 2013).

Ordo dari sebuah gr&¥ adalah banyaknya titik dalam grafatau biasa disebut
dengan kardinalitas titik dinotasikan denddn|. Sedangkan ukuran ataizeadalah
banyaknya sisi pada suatu graf biasa disebut kardinalitas sisi dinotasikan déhgan
(Manongga dkk., 2013). Menurut Wilson (2010), derajat sebuahtéi#talah bilangan
yang menyatakan jumlah sisi yang bersinggungan denganvtitilan dilambangkan
dengardeg(v) Pendapat lain mengatakan derajat dari titpadaG: dinotasikardeg(v)
adalah jumlah sisi yang bersisian dengadengan kata lain jumlah sisi yang memuat
v sebagai titik ujung (Lipschutz dan Lipson, 2002). Jika setiap titik pada @raf
mempunyai derajat yang sama maka graf tersebut dinamakan graf reguler atau teratur.
Jika terdapat sebuah titik yang tidak mempunyai sisi yang terhubung dengannya atau
dengan kata lain derajat titik tersebut bernilai 0, maka titik tersebut dinamakan titik
terisolasi (Khud, 2010).

Jika v dan v adalah titik-titik pada grafG, dapat dikatakan: berdekatan
(adjacen) dengarw jika terdapat sebuah sisi yang menghubungkan antarautii&n
v, dinotasikan dengan sisi= uv, dengan kata laim danv bertetangga. Selanjutnya,
titik « disebut bersisian/bertemin¢iden) dengan sise jika titik « adalah titik ujung
dari sisie. Dapat juga dikatakan bahwa stsbersisian/bertemur{cideny dengan titik
u jika titik « adalah titik ujung dari sist (Harstfield, 1994). Dengan kata lain, sisi
bersisian/bertemuir(ciden) dengan titiku danwv jika sisi e menghubungkan titik:
danv. Dua sisi misalnya; dane, dikatakan bertetangga jika keduanya mempunyai
suatu titik ujung yang sama misalnyaartinyae;=uz dane,=vz (Nugroho, 2008).

Graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa jenis bergantung pada sudut
pandang pengelompokannya. Berdasarkan ada tidaknya sisi ganda pada suatu graf,
maka secara umum graf dapat digolongkan menjadi dua jenis yaitu graf sederhana

(simple graph dan graf tak sederhanar(simple graphs Berdasarkan jumlah titik
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pada suatu graf, maka secara umum graf dapat dgolongkan menjadi dua jenis yaitu
graf berhinggal{mited graphdan graf tak berhinggautlimited graph. Berdasarkan
orientasi arah pada sisi, maka secara umum graf dibedakan menjadi dua jenis yaitu

graf tak berarahundirected graphdan graf berarahdfrected graph(Munir, 2009).

Gambar 2.2 Contoh (a)Graf Sederhana (b)Graf Ganda (c)Graf Semu

2.2 Famili Graf Pohon dan Operasi Amalgamasi

Graf terhubung yang tidak mengandung sirkuit disebut pohon. Diantara sekian
banyak konsep dalam teori graf, konsep pofieee( mungkin merupakan konsep yang
paling penting, karena terapannya yang luas dalam berbagai bidang ilmu baik dalam
ilmu komputer maupun di luar bidang ilmu komputer. Berikut ini akan dijelaskan
beberapa graf yang termasuk dalam famili graf pohon antara lain graf linfasgnaf
bintang.s,,, graf bintang gand&,, ,,,, graf pohon pisands,, ,,, graf centipedeC;, dan
graf kembang apk,, ,,.

a. Graf Lintasan
Graf lintasan atapathadalah graf sederhana dend&j = |E,| + 1 yang dapat
digambar sehingga semua titik dan sisinya terletak pada satu garis lurus. Graf
lintasan dinotasikan dengah, mempunyain titik dan n — 1 sisi (Gross dan

Yellen, 2006). Sebagai ilustrasi dari graf lintasan dapat dilihat pada Gambar 2.3.
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1 X9 xs3 X4 xr1 ) x3 T4 Tn

Gambar 2.3 Contoh Graf Lintasdf danp,,

b. Graf Bintang

Graf bintang adalah graf dengant 1 titik, dengan satu titik berderajat yang
dinamakan titik pusat, dan titik berderajat satu, yang dinamakan daun. Graf
bintang dinotasikan dengéf) dengam > 2. Sebagai ilustrasi dari graf bintang

dapat dilihat pada Gambar 2.4.

X1

L5 To

Ty T3

Gambar 2.4 Contoh Graf Bintartf} danSg

. Graf Pohon PisangB@nana Treg

Graf pohon pisandbanana tree)adalah sebuah graf yang diperoleh dengan
menghubungkan satu titik anting dari setiapbuah salinam-graf bintang ke
sebuah titik baru yang disebut titik akar(Chen dkk., 1997). Sebagai ilustrasi
dari graf pohon pisang dapat dilihat pada Gambar 2.5.

Yia Y21

Y12 Y13 Y22 Y23 Y32 Ys3

Gambar 2.5 Contoh Graf Pohon PisaBigs
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d. Graf Bintang GandaJouble Sta)
Graf bintang ganda adalah graf pohon yang mempunyai tepat dua ti y
berderajat lebih dari satu. Titik berderajai: + 1 dany berderajatn + 1. Graf
bintang ganda ini dinotasikan dengédp,, (Darmaji, 2011). Sebagai ilustrasi

dari graf bintang ganda dapat dilihat pada Gambar 2.6.

Gambar 2.6 Contoh Graf Bintang Gansla,,

e. Graf Kembang Apiirecracken
Graf kembang api(firecracker) adalah sebuah graf yang diperoleh dengan
menghubungkam buah graf bintang,, dengan cara menghubungkan satu titik
anting dari setiap graf bintangj, denganl < i < m dan dinotasikan dengan
F,.» (Chen dkk., 1997). Sebagai ilustrasi dari graf kembang api dapat dilihat
pada Gambar 2.7.

1 1 1 2 2 2 3 3 3
2 3

1 2 3

T T L3

Gambar 2.7 Contoh Graf Kembang Apj 4

f. Grafcentipede

Grafcentipedd(),) adalah pohon dengan banyaknya titikdan banyaknya sisi
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2n — 1 yang diperoleh dengan menggabungkan titik bagian bawamdalinan
graf lintasanP, dengan sebuah sisi (Sudha dkk., 2013). Sebagai ilustrasi dari
graf centipededapat dilihat pada Gambar 2.8.

4 4 N\ A T
1 9 T3 Ty Ts Tg T

Gambar 2.8 Contoh graentipede’;,

Operasi graf merupakan salah satu cara untuk mendapatkan graf baru dengan
cara melakukan operasi terhadap graf. Dalam penelitian ini akan menggunakan operasi

amalgamasi. Berikut definisi dari operasi amalgamasi pada graf.

Definisi 2.2.1. Misalkan {G;} merupakan kumpulan graf berhingga dan
masing-masingG; mempunyai titik tertentu yang sama, yakni, yang disebut
sebagai titik terminal. Amalgamasi pada; dinotasikan dengammal{G;, vy},
diperoleh dengan cara menyatukan seluruh gtaf pada titik terminalnya. Untuk
sebarang bilangan bulatn, amalgamasi dari graf{G;} dinotasikan dengan
Amal{G;,v,;,m} denganm adalah banyaknya duplikasi dad:; (Maryati, dkk.,
2010:339).

llustrasi graf hasil operasi amalgamasi dari graf bintaAgual(Sy,v,5)
dapat dilihat pada Gambar 2.9. Pada Gambar 2.9, graf bintandiduplikasi
sebanyak 5 kemudian disatukan pada titik terminalnya dengan titik ujung
dari graf bintang yang dijadikan sebagai titik terminal. Memperhatikan
gambar tersebut dapat diketahui himpunan titikk dan sisi. Adapun himpunan
titik dan sisi dari graf amalgamasi graf bintang, berturut-turut adalah
VG) = {2y Uu{z;; 1 <j<mlu{y;1<i<n-11<j < m}dan
E(G) ={zz;; 1<j<m}U{zy); 1 <i<n—1,1<j<m}. Kardinalitas titik
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dan sisi dari grafs berturut-turut adalahy’ (G)| = mn + 1 dan|V(G)| = mn. Pada
Gambar 2.9 merupakan hasil amalgamasi dari gtafdenganm = 5 sehingga
|[V(G)| =21 dan|V(G)| = 20.

Gambar 2.9 Graf Hasil Operasi Amalgamadsial(Sy, v, 5)

2.3 Fungsi

Suatu fungsif dari himpunan4 ke himpunanB, dinotasikan dengafi: A —
B adalah aturan korespondensi yang memasangkan setiap anggotiedgan tepat
satu anggota dB. HimpunanA disebut daerah asal atdomaindari f dan himpunan
B disebutkodomaindari f. Jika f(a) = b, makab disebut bayangan da#i, dana
disebut bayangan dabi Rangeatau bayangan dapi merupakan himpunan semua

bayangan dari eleme#. Berikut ini beberapa jenis fungsi yaitu:

a. Fungsi injektif
Diberikanf : A — B adalah sebuah fungsi datike B, fungsi f disebut fungsi

injektif atau satu-satu jika;, # z, makaf(z,) # f(z2).

b. Fungsi surjektif
Diberikanf : A — B adalah sebuah fungsi datike B, fungsi f disebut fungsi
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surjektif atau onto jikaangedari f adalah elemen di, dengan kata lain untuk

setiapy € B terdapat: € A sehinggaf(z) = v.

c. Fungsi bijektif
Diberikan f : A — B adalah sebuah fungsi da#i ke B, fungsi f disebut
fungsi bijektif jika fungsi tersebut merupakan fungsi injektif dan fungsi surjektif
(Bartle, 2010).

Zq

U1
T2

Y2
€3
T4 Y3

(b)
Gambar 2.10 (a) Fungsi Injektif (b) Fungsi Surjektif (c) Fungsi Bijektif

2.4 Pelabelan Graf

Pelabelan grafr adalah pemetaan yang memetakan himpunan elemen dari suatu
graf ke himpunan bilangan non negatif. Jika domain berupa titik disebut pelabelan titik.
Jika domain berupa sisi disebut pelabelan sisi. Jika domain berupa titik dan sisi disebut
pelabelan total (Dafik, 2013).

Pada pelabelan graf terdapat jumlah label atau biasa disebut bobot dari
elemen-elemen baik titik maupun sisi. Pada pelabelan titik maka didapatkan bobot
sisi. Bobot sisi diperoleh dari penjumlahan dua label titik yang melekat pada sisi
tersebut. Sedangkan untuk bobot titik didapatkan dari pelabelan sisi. Bobot titik
diperoleh dari penjumlahan dua atau lebih label sisi yang berinsiden pada titik
tersebut. Pada pelabelan total dapat diperoleh bobot sisi dan bobot titik. Untuk bobot
sisi pada pelabelan total selalu diperolah dari penjumlahan dua label titik ujung yang

menghubungkan sisi tersebut. Sedangkan untuk bobot titik pada pelabelan total
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diperoleh dari penjumlahan label sisi yang bersisihan dengan label titik itu sendiri.

Contoh graf dengan pelabelan dapat dilihat pada Gambar 2.11

@& :
N 8'6
¢ e 99
@ e

Gambar 2.11 Contoh (a) Pelabelan Titik (b) Pelabelan Sisi (c) Pelabelan Total

2.5 Pewarnaan Pada Graf

Pewarnaan graf adalah pemberian warna pada objek tertentu pada graf. Objek
tersebut dapat berupa titik, sisi dan wilayah. Pewarnaan titik padaGgnaérupakan
pemberian warna pada titik-titik graf/, satu warna untuk setiap titik, sehingga
titik-titik yang bertetangga diwarnai dengan warna berbeda (Chartrand dan Zhang,
2009). Pewarnaan titik dapat dianggap sebagai fungsl/(G) — {1,2,3,... k}
sehingga:(u) # c(v) jika u danv merupakan dua titik yang bertetangga.

Pewarnaan sisi pada graf merupakan pemberian warna pada sisi-sisi gfaf
satu warna untuk setiap sisi pada gfafdimana sisi-sisi yang bertetangga diberikan
warna yang berbeda (Chartrand dan Zhang, 2009). Seperti halnya pada pewarnaan
titik, pewarnaan sisi dapat digambarkan sebagai fuagst/(G) — {1,2,3,...,k}
sehingga:(e) # ¢(f) untuk setiap dua sigidan f yang bertetangga pada Bilangan
asli£ minimum untuk mewarnai sisi pada gi@fdisebut sebagai indeks kromatik (atau
disebut juga bilangan kromatik sisi) gréfdan dinotasikan dengari(G).

Pewarnaan wilayah pada graf adalah memberikan warna pada setiap
wilayah pada graf sehingga wilayah yang bertetangga tidak memiliki warna
yang sama (Chartrand dan Zhang, 2009). Seperti halnya dengan pewarnaan titik
dan pewarnaan sisi, pewarnaan wilayah juga dapat dinyatakan sebagai fungsi

c: R(G) — {1,2,3,...,k}, sehinggac(r) # c(s) untuk setiap wilayah dan s
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merupakan wilayah bertetangga pa&daContoh graf dengan pewarnaan dapat dilihat
pada Gambar 2.12.

(% (% v (% v %

V4 U3 V4 U3 Uy U3

(@) (b) (€)

Gambar 2.12 Contoh (a) Pewarnaan Titik (b) Pewarnaan Sisi (c) Pewarnaan Wilayah

2.6 Local Antimagic Coloring

Konsep pelabelaantimagicdiperkenalkan oleh Harstfield dan Ringel di tahun
1989 pada jurnalnya yang berjud8upermagic and Antimagic Graphselabelan
tersebut merupakan pemberian angka biasanya bilangan asli sehingga bobot pada setiap
titik atau sisi berbeda. Kerangka konsep pelabelan bijektif dari sebuah graf dapat dilihat
pada Gambar 2.13. Pada gambar tersebut menjelaskan lpasisvertex antimagic
total coloringpada pelabelan bijektif dari sebuah graf. Konkeal antimagic coloring
merupakan penggabungan dari konsep pelabelan dengan pewarnaan. Penggabungan
tersebut didasarkan pada penelitian Arumugam. Pelabelan diterapkan untuk melabeli
suatu elemen gra# dengan himpunan bilangan asli, sedangkan pewarnaan diterapkan
pada bobot hasil penjumlahan dari label. Pdal antimagic coloringw(u) = w(v)
adalah bobot titik pada danv, sedangkam (e) adalah bobot sisi pada Fungsif(v)
dan f(u) adalah fungsi label titik pada danv sedangkarf (¢) adalah fungsi label sisi

padae.

2.6.1 Local Antimagic Vertex Coloring
Konsep local vertex antimagic coloringadalah melabeli elemen dari suatu graf

berupa sisi kemudian ditentukan bobot titiknya. Arumugam dkk. (2017) memberikan
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penjelasan terkait definisi dddcal vertex antimagic coloringang ditunjukkan pada
Definisi 2.6.1.

Definisi 2.6.1. Misalkan diberikan grats = (V(G), E(G)) dengan ordo: dan sizen
dan tidak mempunyai titik terisolasi. Fungsi bijekfif: £ — {1,2,...,m} disebut
local antimagic labeling untuk semua € E diperolehw(u) # w(v) denganw(u) =
ZeeE(u) f(e). Graf G adalah local antimagic jikaG mempunyai local antimagic
labeling (Arumugam dkk., 2017).

Definisi 2.6.2. Bilangan kromatik local antimagic dinotasikan dengan.(G)
didefinisikan sebagai banyak warna minimum yang diambil dari semua wayeng

disebabkan oleh local antimagic labeling dari gi@f(Arumugam dkk., 2017).

2.6.2 Local Edge Antimagic Coloring

Local edge antimagic coloringnerupakan pengembangan dari penelitian yang
dilakukan Arumugam dkk., di tahun 2017. Diberikan graf = (V(G), E(GQ)),
fungsi bijektif f : V(G) — {1,2,...,|V(G)|} disebutlocal edge antimagic
coloring jika untuk dua sisi yang berinsiden dengan titik yang samalan es,
w(ey) # w(ey), dengare = wv € G,w(e) = f(u) + f(v). Local edge antimagic
coloring menginduksi pewarnaan sisi dari graf jika setiap sisie memiliki warna
w(e). Bilangan kromatikocal edge antimagic coloringlinotasikan dengan..(G)
adalah banyak warna minimum yang diambil dari semua wéingng disebabkan

olehlocal edge antimagic coloringraf G (Agustin dkk., 2017).

2.6.3 Local Vertex Antimagic Total Coloring

Local vertex antimagic total coloringmerupakan pengembangan konsep dari
penelitian sebelumnya.  Padacal vertex antimagic total coloringmelabeli
titik dan sisi sekaligus kemudian ditentukan bobot titik. Fungsi bijektif
f:V(G)UEWG) — {1,2,3..,]V(G)| + |E(G)|} disebutlocal vertex antimagic
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total coloring untuk setiap dua titik yang bertetangga dan v, mempunyai bobot
yang berbedav(vi) # w(vz), denganw € G, w(v) = > cp,) fle) + f(v), E(v)
dan V(v) adalah himpunan sisi yang berinsiden padaan himpunan titik yang
bertetangga pada. Bilangan kromatik dariocal vertex antimagic total coloring
dinotasikan dengan;...(G) adalah bobot titik minimum yang diperoleh déoical

vertex antimagic total coloringada graf.

Local \I/_oct:al Local II_E%‘;ZI Local 'é;cca;
Vertex B Edge -age Face “ace.
F . Antimagiq : ' A .| |Antimagig
Antimagig Tlot;gl Antimagid An_}_l(r)‘r;;glc Ant|mag|c Totalg
Coloring Coloring Soloriy Coloring Colgring Coloring
Local Focal Local Local Local Local
Vertex AXteirthg;ic Edge Ant%r?]geg d Face A It:_ace '
Antimagiq Antimagia Antimagia ntmagiqg
9 Total g Total 9 Total
Vertex Edge Face Vertex Edge Face
Magic Magic Magic Antimagig Antimagiqg Antimagiq
Pelabelan Magic Pelabelan Antimagjc

T ‘ !

Pelabelan Bijektif
dari Sebuah Graf

Gambar 2.13 Kerangka Konsep Pelabelan Bijektif dari Sebuah Graf

2.7 Hasil Penelitian Sebelumnya tentand.ocal Antimagic Coloring

Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman Hamibl Vertex Antimagic
Coloring yang dapat digunakan sebagai rujukan penelitian ini. Rangkuman yang
tersedia pada bagian ini merupakan hasil penelitian terdahulu. Bisa dilihat pada Tabel
2.1, Tabel 2.2 dan Tabel 2.3.
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Tabel 2.1: HasiLocal Vertex Antimagic Coloringerdahulu

Graf Bilangan Kromatik Keterangan
GrafPath(P,), n >3 Xia(Pn) =3 Arumugam dkk., 2017
GrafCyclgC,,), n > 3 Xta(Cr) = 3 Arumugam dkk., 2017

GrafFriendship(£7,) P Yikoy) — % Arumugam dkk., 2017
untukn > 2
Graf F,, — {e} Xia(Fn —{e}) =3 Arumugam dkk., 2017
untukn > 2
Graf Komplit (i, ) Xia(Kmn) = 2 jika Arumugam dkk., 2017
m,n > 2 m = n(mod 2)
Graf Komplit Bipartit Xia(K2n) =2,ngenappn >4 Arumugam dkk., 2017
(K2n) Xia(K2.n) = 3, n ganjil,n = 2
GrafL(n), n>2 Xia(Ln) =n+1 Arumugam dkk., 2017
Graf Wheel(1W,,), Xia(Wp) =4,n=1,3(mod 4)  Arumugam dkk., 2017
derajatn + 1 Xia(Wp) = 3, n = 2(mod 4)
3 < xia(Wp) < 5,n=0(mod 4)
GrafG,n > 4, Xia(G) +1 < x1a(H) < Arumugam dkk., 2017
H=G+K» X1a(G) + 1,7 genap

Xia(G) + 1 < x1a(H) <
X1a(G) + 2 lainnya

Arumugam dkk., 2017

Tabel 2.2: HasiLocal Edge Antimagic Colorinterdahulu

Graf Bilangan Kromatik Keterangan
Graf Lintasan P,), n > 3 Yieal Pa) = 2 Agustin dkk., 201%)
Graf Lingkaran C,,), n > 3 Yiea(Cn) = 3 Agustin dkk., 201%)
Graf Friendship(E,), n > 2 Yiea(Fp) = 2n + 1 Agustin dkk., 201%)
Graf Tanggal,),n > 2 Yiea(Ln) = 3 Agustin dkk., 201%)
Graf Bintang 6,,), n > 3 Yiea(Sn) =1 Agustin dkk., 201%)

Graf Roda V,,), n > 2

Vlea(Wn) =2n+2

Agustin dkk., 201%)
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Graf

Bilangan Kromatik

Keterangan

Graf Lengkap £,,),n > 3

’Ylea(Kn) = @ -1

Agustin dkk., 201%)

Graf Prisma Pr,),n > 3

'7lea(Prn) =5

Agustin dkk., 201%)

C, ® mK, Yiea(Crn ®©mK1) =m+3  Agustin dkk., 201%)
n>3m>1
G OmK; Yiea(G ® mK1) = 7ea(G) +m  Agustin dkk., 201%)

G=n>3m>1

P,>P,;n,m?>3

Vlea(PnDPm> =4

Agustin dkk., 2011

P,>Chin,m>3

’VIea(Pn > Cm) =35

Agustin dkk., 201%)

Cnt>Pnin,m>3

Vlea(cn > Pm) =5

Agustin dkk., 2017

(Crn>Cr)in,m >3

’Ylea(Cn > Cm) =6

Agustin dkk., 2011

(P> Sm)in,m >3

7lea(Pn|>Sm) =2+4+m

Agustin dkk., 201%)

(Crn>Sm)in,m >3

Yiea(Crn > Sm) =3+ m

Agustin dkk., 2017

Tabel 2.3: HasiLocal Edge Antimagic Total Coloringgrdahulu

Graf Bilangan Kromatik Keterangan
Graf Lintasan p,,)
n ganjil,n > 3 Yieat (Pr) = 2 Agustin, I.H. dkk., 201
ngenapn > 4 Vieat(Pa) = 3
Graf Lingkaran C,,)
n ganijil Yieat(Cn) = 3 Agustin, I.H. dkk., 2017
Graf Tanggal.,,)
n ganjl Yieat(Ln) = 3 Agustin, I.H. dkk., 2017
Graf Ulat (Cy, m)
n ganijil Vieat (Ln) = m + 2 Agustin, I.H. dkk., 201
Graf P, ® Py
n ganijil Yieat (P © Po) = 5 Agustin, I.H. dkk., 201
GrafC,, © P,
n ganijl Yieat(Cn © Py) =5 Agustin, I.H. dkk., 2017
GrafG © P, Yieat(G ® Po) = Yiear(G) + 3 Agustin, I.H. dkk., 2017
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Graf Bilangan Kromatik Keterangan
Graf H ©® mK; Yieat(H © mK1) = Yiear(H) +m  Agustin, I.H. dkk., 2017
Graf Kipas(F,,)

n ganjil Vieat(Fn) =n+ 2 Alfarisi, R. dkk., 2017
n genap Vieat(Fn) =n+3
Graf Roda(W,)
n=4 Yieat(Wn) =n + 4 Alfarisi, R. dkk., 2017
n > 3dann # 4 YieatWn) =n+3
Graf Gear(.J, 1) i (i . aml Alfarisi, R. dkk., 2017
n>3
Graf Helm(H,,)
n ganijil Yieat(Hn) =n+4 Alfarisi, R. dkk., 2017
n genap Vieat(Hn) =1+ 5

Pada tabel terlihat bahwa untdécal vertex antimagic total colorindgpelum
pernah diteliti sebelumnya. Tabel 2.1 menunjukkan hasil penelitian dari Arumugam
dkk. di tahun 2017 terkaibcal vertex antimagic coloringada sebarang graf. Tabel
2.2 menunjukkan hasil penelitian dari Agustin dkk. (2017) terkedal edge
antimagic coloringpada graf khusus dan graf hasil oper@sinb product Sedangkan
Tabel 2.3 menunjukkan hasil penelitian dari Agustin dkk. (2017) dan Alfarisi dkk.
(2017) terkaitlocal edge antimagic total coloringada graf khusus dan graf operasi.
Mengacu pada tabel tersebut, untldcal vertex antimagic total coloringpelum
pernah ada yang meneliti, sehingga penulis tertarik untuk mengembangkan topik ini.

Gambar 2.14 merupakan skema penelitian terdahulu tddcait antimagic coloring
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Graf khusus
__ .| Local vertex antimagic coloring
(Arumugam dkk., 2017)
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(Agustin dkk., 2017
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total coloring
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(Agustin dkk., 2017)
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™ (Alfarisi dkk., 2017)
Famili Graf Pohon|

- ->i Famili Graf Pohoni- S
1

.
-
. . ] ' 1
Local vertex antimagic 1 [ _,: Yang diteliti 1
B '
-

!

.

total coloring ' o __ o 1 :
_______________________ 1 : S s
1
==t
]

1

i

] Graf operasi
o )
| amalgamasi
I

Gambar 2.18kema penelitian terdahulu tentang local antimagic coloring
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Data Penelitian

Adapun data penelitian yaitu menggunakan data yang bersumbeantganiet
browsing textbook jurnal atau prosiding terkait dengan famili graf pohon. Data yang
digunakan berupa famili graf pohon dan graf hasil operasi. Adapun operasi yang
digunakan dalam penelitian ini adalah operasi amalgamasi titik. Graf-graf yang
digunakan pada penelirian ini adalah graf bintafyg graf lintasanF,, graf bintang
gandas,, ,,, graf pohon pisand,, ,,, graf centipede,,, amalgamasi titik graf bintang

Amal(S,,, v, m), dan amalgamasi titik graf lintasatmal(P;, v, m).

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini  menggunakan metode deduktif aksiomatik dalam
mengambangkan lemma, teorema ataupun konjektur. Metode ini menggunakan
prinsip-prinsip pembuktian deduktif yang berlaku dalam logika matematika dengan
menggunakan lemma, dan teorema yang telah ada untuk memecahkan masalah. Pada
penelitian ini akan didapatkan teorema ataupun definisi baru yang diperoleh dari
hasil analisis lebih lanjut terhadap teorema atau definisi sebelumnya yang telah ada.
Penelitian ini pada prosesnya juga menggunakan metode pendeteksian pola yaitu
dengan menentukan pola pelabelan total sedemikian hingga diperoleh bentuk pola

umumnya.

3.3 Rancangan Penelitian

Rancangan penelitian disusun untuk memberikan gambaran secara sistematis.
Pada bagian ini akan dijelaskan tentang langkah-langkah yang dilakukan terkait
penelitian tentangpcal vertex antimagic total coloringada graf pohon dan graf hasil
operasi amalgamasi. Adapun rancangan penelitian yang dilakukan adalah sebagai

berikut:
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a. menentukan graf sebagai objek penelitian;
Pada langkah ini menentukan graf sebagai objek dari penelitian. Graf yang
digunakan yaitu famili graf pohon seperti graf bintas)g graf lintasanp,,, graf
bintang gand#, ,,,, graf pohon pisangs,, ,,, grafcentipede”;,, amalgamasi titik

graf bintangAmal(S,,, v, m), dan amalgamasi titik graf lintasafmal ( Ps, v, m).

b. menentukan notasi titik, himpunan titik dan sisi serta kardinalitasnya;
Pada langkah ini, graf pada point 1 ditentukan notasi titiknya. Dari penotasian
titik diperoleh himpunan titik dan sisinya. Setelah himpunan titik dan sisi

diperoleh, maka dapat diketahui banyaknya titik dan sisi yang ada pada graf.

c. menentukan pelabelan titik dan pelabelan sisi;
Pada langkah ini dilakukan pemberian label titik dan label sisi dari graf yang
diteliti. Semua titik dan sisi harus diberi label sehingga tidak ada satupun titik
dan sisi yang tidak berlabel. Setiap titik dan sisi mempunyai label yang berbeda.
Di sisi lain, graf pada point 1 dicari pewarnaan titiknya. Sehingga diperoleh

bilangan kromatiknya (G).

d. menghitung bobot titik total pada graf
Setelah graf diberi label, pada langkah ini akan dicari bobot titiknya. Bobot titik
diperoleh dari penjumlahan label titik dan label sisi yang berinsiden dengan titik

tersebut.

e. memeriksa apakah bobot titik total yang bertetangga memiliki bobot/warna
yang sama. Pada langkah ini akan diperiksa keberbedaan bobot titik yang
diperoleh. Apabila titik yang bertetangga memiliki bobot titik total yang sama
maka akan ditinjau kembali pelabelan titik dan sisinya. Akan tetapi apabila titik
yang bertetangga memiliki bobot titik total yang berbeda maka diperoleh

banyaknya bobot titik total dimisalkan
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f. memeriksa banyaknya bobot titik total sama dengan bilangan kromatik;
Pada langkah ini akan diperiksa apakah banyaknya bobot titik total yang
diperoleh pada point 5 sama dengan bilangan kromgtik). Jika banyaknya
bobot titik total sama dengan bilangan kromatik maka:(G) = a, dengan
adalah banyaknya bobot titik yang diperoleh pada point 5. Jika banyaknya bobot
titik total tidak sama dengan bilangan kromatik maka:(G) < a.

g. membuat teorema baru;
Pada langkah ini akan disusun teorema baru teledl vertex antimagic total
coloring. Teorema yang diperoleh berupa nijai..(G) pada famili graf pohon

dan graf hasil operasi amalgamasi.

Skema dari rancangan penelitian ini dapat dilihat pada Gambar 3.1.
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/ Xl'uat(G) =a L liidal Xlvat (G) S a /

Teorema '
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Gambar 3.1 Rancangan Penelitian
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BAB 5. PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Penelitian dalam tesis ini telah menemukan teorema baru tdocaik vertex
antimagic total coloring Teorema baru tersebut tentang bilangan kromébdal
vertex antimagic total coloringpada famili graf pohon dan graf hasil operasi
amalgamasi. Bilangan kromatilocal vertex antimagic total coloringpada graf
bintang S,, adalahy;,.:(S,) = 2. Bilangan kromatiklocal vertex antimagic total
coloring pada graf lintasaw®,, adalahy;,.;.(P,) < 3. Bilangan kromatikocal vertex
antimagic total coloringpada graf bintang gands, ,,, adalahy;..:(P,) < 3. Bilangan
kromatik local vertex antimagic total coloringada graf pohon pisang,, ,, adalah
4 < xwat(Bmn) < 6. Bilangan kromatikocal vertex antimagic total coloringada
graf centipedeC,, adalahy,,.;(C,,) < 4. Bilangan kromatikiocal vertex antimagic
total coloring pada graf hasil operasi amalgamasi titik dari graf bintang adalah
3 < Xwat(Amal(S,,v,m)) < 4. Bilangan kromatiklocal vertex antimagic
total coloring pada graf hasil operasi amalgamasi titik dari graf lintasan adalah

3 < Xwat(Amal(P3,v,m)) < 4.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian terk&tal vertex antimagic total coloringada
famili graf pohon seperti graf bintang§,, graf lintasan?,,, graf bintang ganda, ,,,
graf pohon pisangB,,,, graf centipedeC,,, dan graf hasil operasi amalgamasi,
peneliti memberikan saran kepada pembaca agar melakukan penelitian dan mengkaji
lebih dalam tentang topilocal vertex antimagic total coloringDikarenakan topik ini
masih tergolong topik baru dan perlu pengembangan yang lebih luas. Diharapkan para
peneliti lain dapat menemukan batas bawah ld&al vertex antimagic total coloring

Terkait hasil penelitian yang didapatkan, peneliti memberikan saran kepada para
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pembaca untuk menelitocal vertex antimagic total coloringada famili graf yang

lain, misalkan famili graf roda dan dengan operasi yang berbeda.
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