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‘Menjelujur dari iimu samudranya
adalah manusia terbaik di alam dunia dan akhirat "

(Ciri Quthb)

"Allah yang dituju (untuk meminta hajat).”
(QS. Al- Tkhlaas: 2)

‘Sesungquhnya disamping kesukaran ada kemudahan.
(QS. Al- Insyirah: 5)

'Kebenaran }'ru dari Tuhanmu,
maka jangan engkau termasuk orang-orang yang bimbang.
(QS. Ali Imron: 60)

‘Kebencian adalah rasa cinta yang berlebihan.”
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ABSTRAK

Widya Ekashantt Marmanita, Junt 2002, judul: “Eksentrik Digraf dari Graf
Lintasan, Graf Sikel dan Graf Lengkap™

Skripsi, Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam,
Universitas Jember

DPU : Drs. Kusno, DEA. Ph. D
DPA : Kristiana Wijaya, S. Si, M. Si

Jarak (distance) antara titik » dan v di graf (5, dinotasikan dengan dfu,v)
adalah panjang lintasan terpendek dari « ke v di (. Jika tidak ada lintasan dari ke v.
maka d(u,v) = o. Iksentrisitas titik v di graf (5, dinotasikan e(v), adalah jarak terjauh
dari v ke sctiap titik di ;. Titik v adalah titik eksentrik dari u jika jarak dari v ke
sama dengan eksentrisitas dari u atau d(v, u) = e(u). Fksentrik digraf pada graf
[:1((7) didefinisikan sebagai graf yang mempunyai himpunan titik yang sama dengan
G atau V(/D((5)) = ((;) dimana arc menghubungkan titik u ke v, Jika v adalah titik
cksentrik dari . Penulisan skripsi ini bertujuan untuk mendapatkan eksentrik digraf
pada graf path (lintusan), graf’ cycle (sikel) dan graf complete (lengkap). Hasil dari
penelitian yang telah dilakukan didapatkan bahwa: eksentrik digraf pada graf lintasen
dibedakan menjadi dua, yaitu graf lintasan dengan jumlah titik » ganjil, eksentrik
digrafnya £7)(P,) berupa digraf tripartit, sedangkan graf lintasan dengan jumlah titik
n genap, eksentrik digrafnya /21(7,) berupa digraf hipartir. Eksentrik digraf pada graf
Sikel juga dibedakan menjadi dua, vaitu graf sikel dengan Jumlah titik » ganjil,
cksentrik digrafnya /2D(C,) berupa digraf sikel dengan arc simetrik yang jarak setiap

1
arcnya

§‘edangkan graf sikel dengan jumlah titik n genap, eksentrik digrafnya

- i : ' :
IED(C,) berupa gabungan S digraf lintasan dengan arc simetrik. Selanjutnya

cksentrik digraf dari graf lengkap £/)(K,) didapatkan digraf lengkap dengan arc
simetrik.

Kata kunci: jarak, ecksentrisitas, titik eksentrik, cksentrik digraf, graf lintasan,

graf sikel. graf lengkap, digraf tripartit dan digraf bipartit.
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PENDAHULUAN-— WALREITAS Js.&‘h‘{q
1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu bidang matematika, yang diperkenalkan
pertama kali oleh ahli matematika asal Swiss, Leonardo Euler pada tahun 1736. lde
besarnya muncul sebagal upaya menyelesaikan masalah jembatan K6 nisberg. Dari
permasalahan itu, akhirnya Euler mengembangkan beberapa konsep mengenai
Teori graf.

Salah satu topik menarik dalam teori graf adalah eksentris digraf pada graf,
1:1) ((5), yang diperkenalkan pertama kali oleh Fred Buckley (Boland, J1.,1999).

Misalkan (; adalah graf dengan himpunan titik /((;) dan himpunan sisi /<((;).
Jarak dart w ke v di G, dinotasikan d(w,v), adalah panjang lintasan terpendek
dari v ke v. Jika tidak ada lintasan titik « dan v, maka d(u,v) = o. [‘ksentrisitas titik v
dalam graf (, dinotasikan e(v), adalah jarak terjauh (maksimal lintasan terpendek)
dari v ke setiap titik di . Titik w adalah titik eksentrik dari v jika jarak dari u ke v
sama dengan eksentrisitas dari v atau d(u, v) = e(v).

Fksentris  digraf pada graf, ED (), didefinisikan sebagai graf yang
mempunyal himpunan titik yang sama dengan G, V(D ((;)) = 1((5), dimana arc (sisi
yang mempunyai arah) menghubungkan titik « ke v, jika v edalah titik eksentrik
dari 2. Contoh graf dan eksentrik digrafnya diberikan pada gambar 1.1.

Buckley menyimpulkan bahwa hampir setiap graf (;, eksentrik digrafnya
adalah /< () = (G )*, dimana (G )* adalah komplemen dari (7 yang setiap sisinya

diganti dengan arc simetrik.
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(r LD((7)

Gambar 1.1 graf dan eksentrik digrafnya

Boland (1999) memperkenalkan eksentris digraf pada digraf, D (D). Tcori
ini terinspirasi dari penelitian yang dilakukan oleh Buckley. Tetapi graf yang dikaji
adalah graf berarah (digraf) dengan himpunan titik dan arc. Titik « menyatakan arc
vang dapat dicapai dari v dalam digraf D jika terdapat lintasan berarah dari v ke u.

lksentrisitas utik v dalam digraf D, dinotasikan e(v), adalah jarak dari v ke
titik terjauh dari v. Fksentris digraf pada digraf, 15D (D), didefinisikan sebagai graf
vang mempunyal himpunan titik yang sama dengan (7, V(12D ((/)) = V((;). dimana

arc menghubungkan titik v ke #, jika dan hanya jika « adalah titik eksentrik dari v.

1.2 Masalah
Permasalahan yang kita bahas dalam skripsi ini adalah eksentrik digraf pada
kelas-kelas graf, khususnya graf path (lintasan), graf cycle (sikel) dan graf complete

(lengkap).

1.3 Batasan Masalah
Pada skripsi ini graf yang dikaji adalah graf sederhana dan graf hingga.
Dimana graf sederhana adalah graf yang tidak memuat loop dan sisi rangkap

(multiple edges). Loop adalah sisi yang menghubungkan suatu titik dengan dirinya

sendiri. Jika terdapat lebih dari satu sisi yvang menghubungkan dua titik, maka sisi-sisi

tersebut dinamakan sisi rangkap. Sedangkan graf hingga didefinisikan sebagai oraf
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vang mempunvai order terbatas. Order didefinisikan sebagai banyaknya titik yang ada

dalam graf.

1.4 Tujuan
Penulisan skripst int bertujuan untuk mendapatkan cksentrik digraf” dan graf

lintasan. graf sikel dan graf lengkap.

1.5 Manfaat

Manfaat yang dapat diambil dari penelitian ini adalah dapat menentukan
maksimal lintasan terpendek dari suatu titik ke titik yang lain. Hal ini dapat
diaplikasikan dalam sistem saluran air PDAM, sistem aliran listrik PLN dan

sebagainya.
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BAB II /

TINJAUAN PUSTAKA L __

2.1 Graf dan Digraf

Graf tak berarah (Undirected Graph) (; didefinisikan sebagai pasangan
himpunan (V((s), /(()) dimana }(() adalah himpunan tak kosong dari
elemen-clemen yang disebut /itik (verfex) dan /((;) adalah himpunan (mungkin
kosong) dari pasangan tak terurut (u,v) dari titik titik 2.v di 1 yang disebut sisi (edge).
Sclanjutnya sist ¢ = (u,v) dalam graf’ & akan ditulis dengan ¢ = uv dan graf tak
berarah (; akan disebut dengan graf (; saja. Sebagai contoh graf (; diberikan pada

Gambar 2.1.

Gambar 2.1 Graf G dengan 5 titik dan 6 sisi

Graf (7 pada Gambar 2.1 adalah graf dengan himpunan titik V() = {v;, v,, vs, vy, Vs
dan himpunan sisi £(() = {e,, es es ey, €5 es) yaitu pasangan tak terurvt dari
LVIVa, VaVa, Vivy, VyVs VsV, vVl

Digraf (Graf beraral Directed  Graph) 1) adalah pasangan himpunan
(K1), ACD)) dimana (1)) adalah himpunan tak kosong dari elemen-clemen yang
disebut rittk (verrex) dan A(D) adalah himpunan dari pasangan terurut (uv), vang
mempunyai arah dari v ke v, dari titik-titik «,v di 1 yang disebut arc. Arc yang
menghubungkan titik u ke titik v dan titik v ke titik « dinamakan arc simetrik, yang

dinotasikan dengan « = wv. Contoh digraf ) diberikan pada Gambar 2.2, dengan
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himpunan titk V(D) = {v,, va v vy, vs) dan himpunan arc A(D) — Ly, a2, us ay,

. 3 y y 1
as, uoy vaitu pasangan terurut dari {v,v,, v, v,v, vvg vivs wv )L

Vy

Uy

V2

Gambar 2.2 Digraf ) dengan 5 titik dan 6 sisi

2.2 Definisi dan Notasi
Order n dart graf (; adalah banyaknya titik yang ada di (; yaitu ». Graf yang
mempunyail order terbatas dinamakan graf hingga. Sebagai contoh Gambar 2.3

adalah graf order 4.

V) V)

Vy V3

Gambar 2.3 Graf ¢/ order 4

Dalam suatu graf (7, apabila suatu titik v dihubungkan dengan dirinya sendiri
atau ¢ vy, maka sisi ¢ dinamakan /oop. Jika terdapat lebih dari satu sisi yang
menghubungkan. dua titik, maka sisi-sisi tersebut dinamakan s/ rangkap
(multiple cdges). Graf yang tidak memuat loop dan sisi rangkap dinamakan
graf sederhana (simple graf). Pada skripsi ini, graf yang dikaji adalah graf sederhana

dan graf hingga.
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Contoh graf vang memuat loop dan sisi rangkap diberikan pada Gambar 2.4, dimana

¢>dan ¢, adalah loop, sedangkan sisi ¢4 ¢7 adalah sisi rangkap.

Gambar 2.4 Graf dengan loop dan sisi rangkap

Jika dua titik v; dan v, di graf (& dihubungkan oleh suatu sisi ¢, maka titik v,
dan v, dikatakan adjacent (tetangga) dan sisi ¢ insiden dengan kedua titik yang

dihubungkan

Vi

ey

Vy

Gambar 2.5 Graf untuk mengilustrasikan adjacent dan insiden

Pada Gambar 2.5, titik-titik yang adjacent adalah v, dan v,, v;dan v;, v;dan v, v, dan
vy vy dan v;, sedangkan sisi e, insiden dengan v, dan v, ¢; insiden dengan vy dan vs, ¢;
insiden dengan vy dan vy, e, insiden dengan v, dan v, dan es insiden dengan v, dan v;.
Derajat (degree) darn titik v adalah jumlah sisi yang berinsiden dengan titik v,
dinotasikan dengan deg (v). Misalkan pada gambar 2.5, deg (v)) = deg (v;) = 3 dan
deg (vo) = deg (vy) = 2. Jika setiap titik dalam suatu graf” (; mempunyai dergjat yang

sama, maka graf tersebut dinamakan graf reguler.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

Scbuah jalan (walk) W pada grat‘.(} adalah barisan berhingga vang diawali dan

diakhiri dengan titik, yaitu:
W=wg, e}, v, €3, V3, €3, . ..cs Vsicls Cus Vi (n=0)

dimana suku-sukunya bergantian antara titk dan sisi, sedemikian hingga (v.v, /)
adalah sis1 di (}‘, untuk /< 1 < n-/. Jalan dikatakan tertutup jika v, = v, dan terbuka
Jika vy # v, Suatu jalan yang barisan titik-titiknya tidak ada pengulangan dinamakan
lintasan (path), tetapi jika yang berbeda adalah sisi-sisinya, maka jalan tersebut
disebut jejak (1rail). Sikel (cyele) didefinisikan sebagai jalan tertutup dengan barisan

titik yang berbeda. Dengan kata lain, sikel adalah suatu lintasan yang tertutup.

Vi 2 V2
ez
>
Cs 0 Vi
¢3
V3 ey Vy

Gambar 2.6 Graf untuk mengilustrasikan jalan

Barisan v, ¢), vy, ¢7 vy es vy, €5 Vs ey vy e v;dari Gambar 2.6 adalah jalan,
barisan v;, ¢), vs, es, v, es, vy, ¢y, vs adalah lintasan, barisan v;, ¢, vs, e, vy, €6 V), C5,
Vs, ¢4, vy, 5 vy adalah jejak dan barisan vy, ¢, vy, e; vs ey vy, ey, vs es v, adalah

sikel.

2.3 Graf Terhubung dan Komplemen Graf

Graf /7 dikatakan subgraf dari graf (G jika setiap titik di // adalah titik di ¢
dan sctiap sisi di /7 adalah sisi di (. Dengan kata lain V(H) < V((r) dan L(H) < E(G).
Pada Gambar 2.7, (7, adalah subgraf dari (; tetapi (5, bukan subgraf dari (; karena ada

sist vo vy di (5 vang bukan merupakan elemen dari /:((5).
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{r = G Vi G vy
Vig V2 Vy ® v, Vit vz
V3 "’.‘1 Ve

Gambar 2.7 Graf dan subgraf

Jika sctiap pasang tittk di graf (; ada lintasannya, maka (; dinamakan
lerhubung (connected). Komponen dari graf adalah subgraf terhubung maksimal
darnt (7. Jadi, sctiap graf terhubung hanya mempunyai satu komponen. Sedangkan
untuk graf” tak terhubung, memiliki sedikitnya dua komponen. Gambar 2.8 adalah

contoh untuk graf terhubung dan graf tak terhubung.

(a) (b)
Gambar 2.8 Graf terhubung dan graf tak terhubung

Misalkan ada dua graf (;; dan (5, dimana himpunan titik }((;;) dan himpunan
titik 1((s>) saling asing, begitu juga himpunan sisi /<((;;) dan himpunan sisi /((/>).
Gabungan dari (7, dan (7> dinotasikan dengan (7. U (75, adalah graf dengan himpunan

tuk (GO G) = V(Gy)w W(G;) dan himpunan sisi (G O (o) = [(Cry) w L),
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g

. . . - 5 . 5
Sebagai contoh graf gabungan diberikan pada Gambar 2.9

vy

(.’.“. \’;.__‘“*—*—‘\':

Gambar 2.9 Gabungan graf
Komplemen dan Graf (;, dinotasikan dengan (/. adalah gral’ dengan
himpunan tiuk yang sama dengan himpunan titik di ¢/, dengan kata lain
() = 11((; ). dan titik «v di G adalah adjacent jika dan hanya jika titik w.v di ¢;

tidak adjacent. Contoh graf dan komplemennya dapat dilihat pada Gambar 2,10

Gambar 2.10 Graf dan komplemennya (;

2.4 Kelas-kelas Graf
Graf terbagi dalam beberapa kelas. Pada skripsi ini, kelas graf yang kita kaji

adalah graf path (lintasan), graf cycle (sikel) dan graf complete (lengkap).
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2.4.1 Graf Path (lintasan)
Graf path (lintasan) ialah graf yang terdiri dari satu lintasan. Gral lintasan
dengan » titik, dinotasikan dengan /’,. Beberapa contoh dari gral hintasan, diberikan

pada Gambar 2.11.

:“/ ®
V)
B Vy Vo
P : O —
? ' V) Vs V3

Gambar 2.11 Graf lintasan

2.4.2  Graf cycle (sikel)
Graf cyele (sikel) 1alah grat yang terdiri dari satu sikel. Graf sikel dengan n
titik, dinotasikan dengan (. Pada graf sikel, jumlah titiknya minimal 3. Gambar 2.12

adalah contoh dari graf sikel.

\'.i' Va

F 'y C’s

Gambar 2.12 Graf sikel
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2.4.3  Graf Complete (lengkap)
Graf complete (lengkap) didefinisikan sebagai graf dimana sctiap dua titik
berbeda di (; dihubungkan dengan sisi. Graf lengkap dengan » titik dinotasikan

dengan K. Beberapa contoh dari graf lengkap, diberikan pada Gambar 2.13.

Y1 o V5

K; Ky Ks

Gambar 2.13 Graf lengkap

2.44  Grafn- partit

Graf n- partit didefinisikan sebagai graf dimana himpunan titik 11((;) dapat
dipisah menjadi 7 himpunan titik, vaitu V(G), VAG), . V(). Sisi-sisi pada graf
n-partit terhubung dari titik-titik pada 1((7) ke titik-titik pada himpunan titik selain

i((r) atau Vi((), dimana Vi((;) adalah komplemen dari V{G). Untuk n = 2

~q

dinamakan graf bipartit. Jika |V;] = k dan V.| = [, maka graf bipartit tersebut
dinotasikan dengan By, Sedangkan untuk n = 3, dinamakan graf ripatit, yang
dinotasikan dengan 7, Contoh graf hipartit dan graf iripartir dapat dilihat pada

Gambar 2. 14
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jj’:: ./:f__“_\'

Gambar 2.14 Graf bipartit dan graf tripartit

2.5 Algoritma BES (Breadth First Search) Moore
Algoritma  BES (Breadth First Search) Moore adalah algoritma vang
digunakan untuk mendapatkan lintasan terpendek. Algoritma ini digunakan bila
semua sist mempunyai panjang 1. Adapun algoritmanya dapat ditulis sebagai berikut:
[Cr (TG, 1), o, v|
I. Ambil ik awal pada graf (7, misal u, dan beri label 0
2. Cari semua titik yang adjacent dengan v dan beri label 1
3. Cari semua titik yang adjacent dengan 1 dan beri label 2, demikian seterusnya
sampai titik yang dimaksud pada graf (;, misal v, mendapat label
4. Selanjutnya penelusuran langkah mundur menghasilkan lintasan terpendek, yaitu
k (= label titik v), &k 1, k-2, ..., 0.
Contoh penggunaan algoritma B/S Moore untuk mencari lintasan terpendek dari titik

v.ke titik v;; diberikan pada Gambar 2.15.

v,
®

Keterangan:
- Ben label v-=0

- Tink-tittk ~ yang  adjaceni  dengan

Vo (= vy, vs vy). dibert label 1.

Vs
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Keterangan:
- Tik-titk  yang  adjacenr  dengan
vy ( \'g)_ Vi ( Wi 1) lhi” 'y ( Vo, Vi

vyp). dibert label 2

Keterangan:

- htik-tivk  yang  adjacent dengan
Vo (= vu), vy (= vs), vy (= v vy,
Vio (1\-‘()_. ‘l'”) dan vir (= vy, Vo) diberi
label 3. Karena titik vy, v, v, dan v,
sudah berlabel. maka hanya titik vs, v,
dan v, yang diberi label 3.

Gambar 2.15 Graf untuk mengilustrasikan algoritma BFS Moore

Selanjutnya penelusuran langkah mundur menghasilkan lintasan terpendek, vaitu:
3 (via) 2 (vi), 1 (ve), 0 (v,). Jadi lintasan terpendek dari titik v. ke v, adalah v, v,

vy, dan v,,,

2.6 Eksentrisitas

Jarak (distance) antara titik » dan v di graf G, dinotasikan dengan d(u,v)
adalah panjang lintasan terpendek dari u ke v di ;. Jika tidak ada lintasan dari titik
ke v, maka dfu,v) = o,

| Ko V3

e

Vs y
2 V_; Vg V7

Gambar 2.16 Graf untuk mengilustrasikan jarak
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Pada Gambar 2.15, d(v,, vi) = d(v;,vy) = 2, d(vs, vg) = 0.

Iksentrisitas titik v di graf (4, dinotasikan ¢(v), adalah jarak terjauh
(maksimal lintasan terpendek) dari v ke setiap titik di (7, dengan kata lain:

e(v)y = max | d(v, u) [ ue V().

Titik v adalah titik cksentrik dari u jika jarak dari v ke u sama dengan ekseatrisitas
dari v atau d(v, u) = e(u). Radius pada graf (;, dinotasikan dengan rud((;), adalah
eksentrisitas minimum dari (5. Sedangkan diameter pada graf (7, dinotasikan dengan
diam (G), didefinisikan sebagai eksentrisitas maksimum dari (7. Sebuah titik pada G,
dinamakan itik sentral jika eksentrisitasnya adalah sama dengan rad ((7), dengan kata
lain e(2) = rad ((5). Center dari graf (; adalah subgraf pada (5 vang terbentuk dari titik

sentral yang saling dihubungkan.

vy V2 V3

Gambar 2.17 Graf untuk mengilustrasikan eksentrisitas

Dari graf (7 pada Gambar 2.17:
e(vy) = 3 dengan titik eksentrik v,;
e(v>) = 2 dengan titik eksentrik v, dan vs:
e(vz) = 2 dengan titik eksentrik v; dan vy
e(vy) = 3 dengan titik eksentrik v;;
e(vs) = 2 dengan titik eksentrik v, dan v;
¢(vgs) = 2 dengan titik eksentrik v;dan v,
Setelah itk eksentrik dari setiap titik v di (& didapatkan, maka antara titik v
dengan utik eksentriknya dihubungkan oleh arc. Graf vang dihasilkan dinamakan

cksentrik - digraf dari graf G, ED(G). vang  didefinisikan sebagai graf vang
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mempunyai himpunan titik yang sama dengan (; atau V(Z/(()) = V((7) dimana arc
menghubungkan titik « ke v, jika v adalah titik eksentrik dari . Contoh gral’ dengan
cksentrik digrafnya diberikan pada gambar 2.13. Eksentrik digral dari gral lintasan,

eraf sikel dan graf lengkap akan dibahas secara lengkap pada BAB 111,

Ve Vs Vi

G ED(G)

Gambar 2.18 Graf (& dan eksentrik digrafnya
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BAB IV /_ ’
KESIMPULAN DAN SARAN™ —___ ”4 Ky

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, maka kesimpulan yang

dapat diambil mengenai eksentrik digraf pada graf lintasan, graf sikel dan graf

lengkap adalah sebagai berikut:

1.

2

J

Eksentrik digraf pada graf lintasan £D(P,) dibedakan menjadi dua, yaitu:
a. Untuk jumlah titik » ganjil, eksentrik digraf pada graf lintasan ED(P,)

adalah digraf tripartit 7 il dengan himpunan titik V/, = {v 1, Vo=1{v, v,
"L,_]_} d8h. Vo= {0, Wil 5. <5 Vir}.
& 2

b. Untuk jumlah titik » genap, eksentrik digraf pada graf lintasan /~/)(P,) 2dalah

digraf bipartit /3 ; dcnban himpunan titik V, = {v,, v,, v, ldan V.=

Hads 2eva "‘H:
Eksentrik digraf pada graf sikel /<((’,) dibedakan menjadi dua, vaitu:
a. Untuk jumlah titik n ganjil, eksentrik digraf pada graf sikel /5/(C,) adalah

AP . . . : -1
digraf sikel C» yang setiap arcnya adalah arc simetrik yang berjarak %

b. Untuk jumlah titik n genap, eksentrik digraf pada graf sikel £/(C,) adalah

o . e
gabungan = digraf lintasan dengan 2 titik U}’z , dimana arcnya adalah arc

= i=1

simetrik.

Eksentrik digraf dari graf lengkap £(K,,) adalah digraf lengkap £ yang setiap

arcnya adalah simetrik.

27
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4.2 Saran
Penelitian mengenai cksentrik digrat’ masih dapat dikembangkan pada
graf-graf yang lain, misalnya pada graf berbobot, baik yang berarah maupun yang

tidak berarah.
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