PELABELAN GRACEFULC
DARI GRAF TANGGA, GRAF GABUNGAN ,,, BUAH GRAF TANGGA
DAN GRAF HASIL KALI KARTESIUS Pm x Pn

SKRIPSI / 7

Diajukan untuk Memenuhi Persyaratan Penyelesaian Program Sarjana Sains
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan limu Pengetahuan Alam

Universitas Jember

. S
? Azal: Hariah Klass
._’-j_":__,—;!-'-"-—*v;“—-., ( &
¢ 31 Ao 002 w4
\
{ il
{ Gl \
NN sl TN
,l" V/l/-

Moch. Torigul Huda
NIM. 981810101068

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM

UNIVERSITAS JEMBER
JULI, 2002



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

MO 1O
JADILAH FENGEAU PEMAAF DAN  SURUHLAH @ ORANG

MENGERJAKAN YANG MA"RUF, SERTA DERPALINGLAH

DARI PADA URANG-ORANG YANG BODOH.

Dan J1KAa KaMo DitiMpa GoOoDAAN  SYAITAN, MAEKA

BERLINDUNGLAH KEPADA ALLAH.

[ AL-QUR AN SURAT KE-7: 199-200 |

GELAP TAK DAPAT DIKENDALIKAN GELAP, HANYA TERANG
YANG DAPAT MELAKUEKANNYA.
BExci Tax Bisa DIKENDALIEAN DBeEwNci, Haxvya GCINTA

YANG Bisa MELAKUKANNYA.

| MARTIN LUTHER KiING ]



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

PERSEMBAHAN

FPENULIS MEMPERSEMBAHEKAN SKERIPSI UNTUI:

» ABAH FAISOL (D1 SUurRGA), UMTI" LOET (JASA DAN DO'AMU
SEBAGAT NAFASKTT)

~ Mas ABDUS, NinG Kagi, Mas Kagr, L1a & Fromn (bo’a
DAN KASIH SAYANGNYA)

r KELUARGA DI Marance & JeEnc T'tN (ERITIEK DAN
KESETIAAN)

s ALMAMATER DAN KEMAJUAN IILMU PENGETAHUAN


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

DEKLARASI

Skripst i berist hasil kenja/penelitian mulat bulan Januan 2002 sampair dengan
bulan Juni 2002 di Jurusan Matematika FMIPA Universitas Jember. Bersama i
sava menvatakan bzhwa i1si skripsi i adalah hasil pckerjaan sava sendir: kecuali
jika disebutkan sumbernva dan skripsi i beium pernah diajukan pada institusi

lain.

Jember, Juh 2002 Moch. Torqul Huda


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

ABSTRAK

Moch. Torigul Huda, NIM. 981810101068, Juli 2002 judul: *Pelabelan
Graceful dari Graf Tangga, Graf Gabungan m Buah Graf Tangga dan Graf
Hasti Kali Kariesius P, x /7,

Skripsi, jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Aiam,
Universitas Jeinber.

DPU: Drs. Kusno, DEA, Ph.D
DPA: Kristiana Wijava, S.S1. M.Si

Misal (; graf dengan himpunan tittk I((;) dan himpunan sisi /().
Pelabelan graceful adalah fungsi satu-satu :

PG> 10023, JE(GY ) sedemikian  hingea ey = A(wv)=iui— i)

berbeda sernua untuk set:ap w, v € V((;). Sebuah graf (; disebut grat graceful jika
setiap titik dan sisi di graf (7 dapat diberi label menurut aturan pelabelan gracefudl.
Permasalahan vang akan dikaji dalam skripsi in1 adalah untuk mendapatkan
perumnsan pelabelan graceful pada graf sederhana dan hingga terutama graf
tangga, graf’ gabungan m buah graf tangga dan graf hasil kali kartesius 7, = P,
Hasil dai1 penelitian i1 menunjukkan bahwa graf tangga. graf gabungan m buah
grafl tangga dan graf hasil kali kartesius /2, x P, adalah graf graceful dengan
pelabelan graceful vang tidak tunggal.

Kata kunci: pelabelan graf, pelabelan graceful, pelabelan komplemen, graf
tangga. graf gabungan m buah graf tangga dan graf hasil kal
kartesius /2, x ..
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BABI
PENDAHULUAN

.l Latar Belakang

Pelabelan grat dalam teort graf adalah pemberian milai paga tink, sisi atau tutis
dan sisi. Pelabelan graf sudah banvak dikaj mulai tahun 60-an. Seperti vaiuosi-
b vang diperkenalkan oleh Rosa pada tahun 1967 [3]. Sejak saat wu, sekiar 250
tulisan mengenai pelabelan banvak bermunculan.

Misal G grat dengan himpunan uuk F(() dan himpunan sist /:((r). Pelabelan
eruceiul pada gral G merupakan pemberian nilai pada ttnk-tittknva  dengan bilangan
bulat positif {0 1.2 3. !1’:‘((_}')'!! sedemikian hingga sisinya mendapat label harpa

mutlak dan selisih pelabelan kedua tink vang menempel pada sist tersebut. Sebuah
oral (5 disebut graf gruceful jika setiap titik dan sisi pada grat (; dapat diberi label
menurut aturan pelabelan graceful. Dalam hal in1, beberapa peiabelan gracefu/ untuk
kelas-kelas graf tertentu telah ditunjukkan seperti pada grat lintasan /,,. grat pohon 7,
dengan n<16 dan graf sikel C, dengan n=0 atau 3 (mod4) [4| Karena itu
penulis tertarik untuk menginvestigasi pelabelan graceful pada kelas-kelas gral yang

lain, vaitu:

. Graf hasil kali kartesius dart (G dan (> yaitu grat G = G x Ga.

2. Giraf tangga L, vaitu graf vang dibangun dar hasil kali kartesius graf
lintasan £, dan lintasan /5
3. Gabungan m buch graf tangga ml.,, vaitu graf tak terhubung vang terdin

dari m komponen dimana setiap komponennya adalah graf tangga L,,.

PT Perpustakaan

]
& | iy
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1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang akan diajukan dalam penulisan skripst adalah menyelidiki
apakah sebuah graf sederhana dan hingga terutama kelas graf tangga (ladder). graf
gabungan m buah graf tangga dan graf hasil kali kartesius (5 x (s, kKhususnya jika

(=P, dan (G>=/", adalah graf graceful.
1.3 Tujuan

Mendapatkan perumusan pelabelan gracetul dari graf tangga (ladder), graf
gabungan m buah graf tangga dan grat hasil kali kartesius £2, x I,

i.4 Manfaat

Manfaat dan pelabelan gracefu! diantaranya yang berkenaan dengan masalah
pengkodean, misalnya pembacaan kode sinar-A. sistem alamai pada jaringan

komunikasi dan pendesainan sirkuit |5].


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

b

Pengertian Graf
Craf G didefinisikan sebagar pasangan himpunan (F((s), /:(()) dimana
JV((r) adalah himpunan tak kosong dan unsur-unsur vang disebut ¢tk (verfex ) dan
/((7) adalah himpunan dari pasangan tzk terurut (z,v) darn tiik-tittk 2, v di 17 (()
vang disebut sist (edge). Selanjutnva sisi ¢ = (w,v) pada graf (& ditulis ¢ wv.
Sebagal contoh, Gambar 2.1 adalah graf tak berarah dengan himpunan utik 1{((r)
Vv v, va,L vy vs L dan himpunan sisi £(G) - { ey, es, ex, ey} vaitu pasangan tak
terurut dan { vyva, vavy, vivy vyvs b

Vi Vi ¢y Vs

V2 (6] Vi

Gambar 2.1 Graf & dengan 5 Titik dan 4 Sisi

2.2 Konsep Dasar

Definisi dan notasi dalam teori graf vang diperlukan dalam penulisan
skripsi imi akan dijelaskan di subbab berikutnya. Notasi dan definisi vang
dijelaskan berkaitan dengan graf vang dikaji dalam skripst ini, vaitu graf yang
tergolong graf sederhana. Semua defimsi diambil dart buku Graph & Digraph |11,
kecual jika disebutkan sumber yang lainnya.

V|. Graf

Banvaknya titik di graf G disebut order n dan graf G yaitu n =

dengan order hingga dinamakan graf hingga. Sebagar contoh, Gambar 2.1 adalah
graf berorder 5.

l.oop dalam suatu graf terjadi apabila suatu titik v dihubungkan dengan
dirinva sendiri atau ¢ — vv. Jika terdapat lebih dar satu sisi vang menghubungkan

dua titik, maka sisi tersebut dinamakan sist rangkap (multiple edges). Gambar 2.2

(%)

e t
4 ' YU IPT Pernustakaan
LRI AR

3
& eyl
A 0 A
"“:‘:.i K
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menunjukkan ¢ adalah loop dan ¢;, ¢, adalah sisi rangkap. Grat G dikatakan graf
sederhana apabila tidak memuat loop dan sist rangkap, seperti vang ditunjukkan
pada Gambar 2.1.

" Pt
> & "/t‘ s
8 i/’ g \ 3 //
Y
d ¥4

v2 € vy

Gambar 2.2 Graf dengan Loop dan Sis1 Rangkap

Dua titik # dan v di graf G dikatakan tetangga (adjacent) apabila ada sisi ¢
vang menghubungkan titk » dan v. Sisi ¢ pada graf’ G dikatakan menempel
(incident) dengan kedua titik yang dihubungkan. Dalam Gambar 2.1 tiuk-tiuk
vang bertetangga adalah v; dengan v, v, dengan vz vz dengan v, v, dengan vs
sedangkan sisi ¢; menempel dengan v, dan v,, sist ¢; menempel dengan v, dan vz
sisi ¢; menempel dengan v;dan v, serta sist ¢, menempel dengan v, dan vs.

Derajat (degree) suatu titix v di grat G adalah banyaknva sist vang
menempel dengan titik v, vang dinotasikan dengan deg (v). Jika dalam grat G
setiap titiknya mempunyai derajat vang sama, maka graf G disebut graf reguler.

Contoh pada Gambar 2.3 menuniukkan graf reguler.

Gambar 2.3 Graf Reguler

Jalan (walk) pada graf G dinotasikan 17 ((r) adalah barisan hingga vang
diawali dan diakhiri dengan tittk dimana unsur-unsurnya saling bergantian antara
titik dan sisi, sedemikian hingga v,v; | adalah sisi di G untuk setiap 7 = 0, 1,

2.1 vaitu:

W () = vp, ey, v, €3, Vo, €3..., Vi1, €4 Vit dengan i 20
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Ika dyalan W (() berlaku vy v, nmaka I ((s) disebut jafan tertutup dan

dikatakan jalan terbuka jika v, # v, .

Vy s Vy Ce Vs
= * .
e |

¢ 1' & I €3
| l
@
Vo &3 V3

Gambar 2.4 Gambar untuk Mengilustrasikan Jalan (walk)

Sebuah jalan dikatakan lintasan (path) jika semua titiknya berbeda sedangkan jika
setiap sisinya vang berbeda maka jalan tersebut dinamakan jejak (rrail). Sikel
(cvele) didefinisikan sebagar suatu lhintasan vang tertutup. Sebagar contoh pada
Gambar 2.4, vj-¢;-vy-¢-vi-¢-v-¢5-v-¢4-vs adalah jalan terbuka. v;-¢;-v,-¢,-vi-e4-
v, adalah jalan tertutup, vj-¢-vr-e-vi-e;3-v-¢4-vs adalah lintasan, v-e-v;-¢,-v;-¢

vi-¢5-vy-¢;-v; adalah jejak dan vj-¢-vy-e;-vi-e3-v-e5-v; adalah sikel.

2.3  Graf Ternubung (Connected Graph)
Graf’ (v dikatakan terhubung (connected) jika sctiap dua titik wv di G,
terdapat lintasan vang menghubungkan kedua titik tersebut. Graf (7 dikatakan gref

tak terhubung (disconnected) jika ada dua titik di (¢ yang tidak mempunyai

lintasan.
uy vy V)
- e
|
™NC
!
. &9
> u V3 vy
{«) (h)

Gambar 2.5(a) Grafl Terhubung dan 2.5(b) Graf Tak Terhubung

=
=

Gamoar 2.5(a) adalah gral terhubung dan Gambar 2.5(b) adalah graf tak

terhubung.
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6

Graf K dikatakan subera/ dan graf (5 pka semua utik di K dan semua sist

di A adalah tuk dan sist di (5, vang artinva F(K)c 1(() dan LK) L(G).
Sebagai contoh pada Gambar 2.6, K, adalah subgral dari (7 tetapt K> bukan

subgraf (7 karena ada sisi ac di £(K5) vang bukan sist di F(().

a h a a h

e % = e e

¢ d ¢ o ¢ d

Gambar 2.6 Grat dan Subgrafnya

Kompenen dan graf (; adaleh subgraf terhubung maksimum dan (. Jadi
grat’ terhubung mempunyai paling banyak satu komponen sedangkan graf tak
terhubung paling sedikit mempunyai dua komponen. Contoh, pada Gambar 2.5(a)
menunjukkan gral terhubung dan Gambar 2.5(b) menunjukkan graf tak terhubung

dengan dua Komponean.

2.4 Operasi pada Graf

Operast dalam tcort graf’ yang diperlukan dalam penulisan skripst int,
alantaranva gabungan graf dan hasil kali kartesius dua graf. Misal ;) dan G,
adalah graf saling asing vang artinya I(C) m () = ¢ dan E(Gy) nE(Gy) = 6.
2.4.1 Gabungan Graf

Gabungan dua graf (7, dan (7, yang dinotasikan (; = (7, (7; mempunyai

himpunan titik :

V()= [-"{_(_;})U V(G,)
dan himpunan sisi :

E(GY= E(GH | E(G,)
Ny 2
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Untuk eabunean s buah eraf terhubung dinotasikan sebagar gra U
-~ ~ -~ L ~ -~ !
h

Jika pada gabungan m buah graf memenuhi kondisi (,=(>=Gs=... =0, =( maka

m

sk 1 B akan dinotasivan denvan #:#s. vaitu eral tak terhubune denzan i
gial  jly, axan qinolasinail acngan i, yailu gral an ernuounyg dengan i

i=1

xomponen. Contoh gabungan dua grat ditunjukkan pada Gambar 2.7,

L Va Uy i Vi Va I ] i

Gy Gy ‘ ' G UGy }
«——o e o P S

V3 Vy i3 iy V3 V4 i3 iy

Gambar 2.7 Gabungan Dua Graf
2.4.2  Hasil Kali Kartesius Duaa Graf
Hasil kah kartesius dan graf (s, dan (s, adalah graf yang dinotasikan
(7)x(7; dan mempunyai himpunan tittk F'={(v,, v1) i vie MGy, vae VIGH)!)
dimana titik (2, w;) dan (v, v;) bertetangga di (5 x (7, jika:
[ %y = vy dan u; tetangga v, | atau [ w, = v, dan u tetangga v |.
Untuk memberikan gambaran tentang hasil kali kartesius dari dua graf lintasan

(ry dan (5y, yaitu (5, x (7, dicunjukkan oleh Gambar 2.8.

(2ey.142) (24),v2)
Gy ouy vy G x Gt
e e |
(ryl Uy Vo : l
*—e o—e
(Vi) (Vi)

Gandbar 2.8, Graf Hasil Kah kartestus (77 x (1>
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25 helas-Kelas Graf .
Kelas-kelas gral vang diperiukan dalam penulisan skripsi mi, diantaranya
adalah gral’ lttasan (path), gral sikel (cveel), eral  tangea (ladder), graf

cabungan m buah graf tungea mi, dan erafl fusii kalt karresius ), X P, .

2.5.1  Graf Lintasan (Path)
Ciraf lintasan adalah graf yang terdin darni satu lintasan. Graf lintasan vang
terdirt dari 7 titik dinotasikan sebagai /7, Contoh graf lintasan /’;dan /7, diberikan

pada Gambar 2.9.

})? 2

oy
N

Gambar 2.9 Graf Lintasan /7y dan /7,

2.5.2  Graf Sikel (Cycle)
Grat vang terdiri dan satu sikel disebut graf sikel, dinotasikan C, yang

berarti graf sikel dengan n titik. Gambar 2.10 menunjukkan graf sikel Csdan C..

 J

Gambar. 2.10 Graf Sikel Csdan Cg

2.5.3 Graf Tangga (Ladder)

Crraf tangga (ladder) adalah graf yang dibangun dari hasil kali kartesius
graf lintasan /7, dan 7°,,. vaitu /> x F,,. Jadi banvaknya titik pada graf tangga adalah
2n. Untuk pembahasan selanjutnya graf tangga /7, x /?,, akan dinotasikan dengan

L. Sebagai contoh, Gambar 2.11 adalah graftangga /.4 =/’ x /4.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

h* d
1) 1 5 no. / /.
£ i L i3 . ™~
B — = N
(¢} &
Pyx Py (an) (b.1) (c.1) (d.1)
¢ . * ’
I | |_ 1
I | | l
é & e
(a,2) (h,2) (¢2) (el.2)

Gambar 2.11 Graf Tangga L4

2.54 Graf Gabungan m Buah Graf Tangga

Graf gabungar m buah graf tangga /1, dinotasikan in/.,, adalah graf tak
“ 7 1 = t } 5 1- - - . o -
wernubung yang terdiri dart m buah komponen, dimana setiap kornponernya
adalah graf tangga L,. Sebagai contoh, gabungan tiga buah graf tangga /.;, vaitu

3L, dituniukkan pada Gambar 2.12.

‘ 1
N T O G S O

Gambar 2.12 Gabungan Tiga Buah Grat Tangga /5

2.5.5 Graf Hasil Kali Kartesius £, x P,

Graf hasil kali kartesius 7, x P, adalah graf vang mempunvai mn titik , vang
terdirt dari m baris titik. Contoh graf hasil kalt kartesius /3 x /2y ditunjukkan

pada Gambar 2.13.
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[0

¢ * ® ®
| i. i %
l | | |
| | |

Pt
o

e M & 'S

Gambar 2,13 Graf Hasil Kah Kartesius /5 x 72y

2.6 Pemetaan

Misalkan A dan B adalah dua himpunan vang tidak kosong. Suatu cara
atau aturan vang memasangkan sctiap elemen dan himpunan 4 dengan tepat satu
elemen di himpunan /3 disebut fungsi pemetaan dari himpunan A4 ke himpunan 5.

Pemetaan dari himpunan 4 ke himpunan 5 dibert notasi /, vaitu:

f:4A—> B

Selanjutnva himpunan A4 kita scbut sebagar daerah asal (domain) dari f dan
himpunan B disebut daerah kawan (kodomain) dan f.

[Fungsi satu-satu (injektif) adalah pemetaan dimana setiap elemen dari
daerah hasil mempunyai prapeta tepat satu dari daerah asal. Dengan kata lain tidak
ada dua elemen yang berlainan dalam daerah asal vang mempunyai peta yang
sama dalam daerah kawan.. Hal ini dapat dituliskan secara matematika sebagai
berikut :

Pemetaan [ :A4— B.injektif @ Vx.ve 4, f(x)=f(y)=>x=y.

Contoh, misal N adalah himpunan bilangan asli dan pemetaannya /N > N
didefinisikan oleh f (x) = 2x +1,Vx e N . Pemetaan ini injektif karena jika

x,v e N sedemikian hingga f(x) =f(v), vaitu 2x+1 = 2v+1 makax = y.
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F A7 Pelabelan Graf ’

Pelabelan pada graf (; adalah pemberian nilar pada titik atau sist di (.
Pelabelan graf sudah dikenai dan dikajn sejak tahun 60-an. Pada tahun 1967 Rosa
menyebutkan fungst 20 adalah valwasi- # pada gral (7 jitka A adalah [ungsi satu-
satu dari himpunan tittk di (- ke himpunan oilangan bulat | 0. 1. 2.,
|12((7)] § sedemikian hingga. setiap sisi uv di G mendapat label [A(1)—2(v) vang
berbeda semua. Selanjutnva pada tabun 1972 Golomb menamakan valuasi- f#

sebagal pelabelan graceful [5).

2.8 Pelabelan Graceful
Misal (s gral’ dengan himpunan ttik #{(;) dan himpunan sis1 /(().

Pelabelan Graceful adalah fungsi satu-satu

16T — {0123, . ,}/:’(( ;\;! } sedemikian hingga

L8

Ale) = Muv)=1lu) - }.(\f)! berbeda semua untuk setiap 1. ve V(G).

Sebuah graf & disebut graf graceful jika setiap titik dan sisi di graf G
dapat diber1 label menurut aturan pelabelan graceful. Pelabelan graceful untuk
graf sikel diberikan oleh Rosa. Rosa membuktikan bahwa untuk graf sikel ¢,
adalah graceful jika dan hanya jika n=0 atau 3 (mod4) [5] vang diberikan

pada sifat 2.1 dan 2.2 sebagai berikut:

Sifat 2.1 Graf sikel ¢, untuk 7 =0 (mod4) adalah graf graceful |5].

Bukti : Titk v, untuk setiap 1 </ < n, dari graf (, diberi label sebagai berikut :

untuk 7 ganjil

o’ |?

untuk ¢ genap, i < —

L

-~
~

untuk / genap />

to |
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12

dan pelabelan sisinva adalah /ife) = A{vy )= |7¢v, )~ 4fv,., ) berbeda semua
untuk setiap ve V(). O
Sifat 2.2 Graf sikel €, untuk »=3 (mod4) adalah grat graceful |5].

Bukti: Titik v, untuk setiap 1 <7 < s, dari graf ', diben label sebagai berikut :

. ,

a+l== untuk i genap

o f & il _ . _n=1
VA = untuk 7 ganjii, 7 <

[i+] , . n—1i
untuk /  ganpl, />

L 2 ) 2

dan pelabelan sisinya adalak Afe) = Alvy,,)=|i(v )= /v ) berbeda semua

untuk setiap ve V((7). O
Contch pelanelan gracefvl pada grat sik2l menurut sifat 2.1 dan 2.2 ditunjukkan

pada Gambar 2.15.

(%)
t

th

Gamt;ar 2.14 Pelabelan Graceful untuk Graf Sikel
Menurut Sifat 2.1 dan 2.2
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i3
Golomb [1] menyebutkan bahwa ‘graf komplit K, adalah graceful untuk

n=2.3 .4 seperti yang diberikan pada Gambar 2.15,

] 0 { 6 O

_ A * i

| 1 i ,/ \3 41 ) |
/ \

* 1

| ! o
| / \ Ny

.

I

]

MYl
|
P & AN

I 2z 3 4

by
—

Gambar 2.15 Pelabelan Graceful pada Graf K, K3 dan &

Sedangkan untuk graf komplit K, dengan n=35 tidak graceful. scperti yang

dituniukkan pada sifat 2.3.

Sifat 2.3 Graf Komplit £, adalah tidak graceful uniuk n=5 [5}].

Bukti : Misai graf komplit £, mempunyai # titik dan ¢ sisi

Titik-titik dari graf K, diberi label {0, 1, 2, 3...., ¢}. Label 0 dan ¢ dibutuhkan
untuk memberi label titik-titiknya sehingga didapat sisi yang mendapat label ¢.
Sekarang kita mempunyai titik yang mendapat label 0 dan ¢. Sclanjutnya kita
menginginkan sisi yang terlabeli g -1. Untuk itu satu titik dan graf K, harus diber
label 1 atau g-1 misal kita pilih 1 untuk melabeli titik tersebut, schingga diperoleh
sisi-sisi vang mendapat label ¢, g-1 dan 1.

Sekarang kita mempunyai titik-titik vang terlabeli 0. ! dan g.

Untuk mendapatkan sisi yang terlabeli ¢-2, harus mempunyai titik-titik yang
terlabeli 0, ¢-2. atau 1, g-1 atau 2, ¢. Jika kita pilih nilai g-1 atau 2 maka akan ada
dua sisi vang mendapat label sama, schingga kita pilih nilai ¢-2 dan diperoleh sisi-
sisi yang mendapat label ¢, ¢-1. ¢-2. ¢-3, 2 dan 1.

Sekarang kita mempunyai titik-titik vang mendapat label 0, 1, g-2 dan g.
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i4
Untuk mendapatkan sisi vang terlabeli ¢-4 kita harus mempunyai titik-titk dengan
label U, ¢-4 atau 2, ¢-2 atau 3. ¢-1 atau 4. ¢. Setiap kita memilih pasangan label
titk ini. kita akan selaiu mendapatkan mimimal dua sist dengan label sama.
Sehingga graf £, dengan r = 5 tudak graceful.
[{al ini membuktikan bahwa graf K, dengan n=3 tidak graceful sebab dengan
bertambahnya satu titik maka akan ada penambahan beberapa sisi dengan label

vang sama.

Sebagai contoh, Gambar 2.16 menunjukkan graf' K5 vang tidak bisa diberi label
menurut aturan pelabelan graceful karena ada beberapa sisi yang mendapat label
sama, vaitu tiga sist mendapat label 1, dua sisi mendapat label 2. dua sisi

mendapat labe! 3 dan dua sis1 mendapat label 4.

Gambar 2.16 Graf K5 yang Tidak Bisa Dilabel
Menurut Aturan Pelabelan Graceful
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Tanpa menunjukkan hasil pelabeidnnva Erdos [5] menyebutkan beberapa

oral’ tidak graceful. Dilain pihak Rosa {51 menyebutkan tiga alasan mengapa

sebuah graf (7 tidak bisa dilabeli menurut aturan pelabelan graceful, yaitu:

12

(P

(; mempunvai ‘banyak titik dan tidak cukup sisi’, vaitu keuka kita
memberi label untuk utiknva tidak cukup bilangan untuk memberni label
titik dimana pelabelan titiknya diberi label dan bilangan 0 sampar dengan
banyaknya sisi . Contoh pada gabungan dua buah graf bintang seperti vang
ditunjukkan pada Garibar 2,17 dimana jumlah tittk pada gabungan dua
graf bintang adalah 8 sedangkan bilangan vang tersedia untuk melabeli
titik-titiknya berjumlah 7 sedemikian hingga ada satu titik yang udak

terlabel.

5

NS

0

.

D

<

Gambar 2.17 Graf yang Mempunvai Banyak Titik
dan Tidak Cukup Sisi
(; mempunyai ‘terlalu banyak sisi’, vaiiu ketika kita memberi label untuk
tittknyva akan ada sisi vang mempunyai label ganda. Contoh pada graf

komplit K's yang ditunjukkan pada Gambar 2.16.

(; mempunyai ‘keseimbangan vang salah’, yaitu ketika kita memberi label
untuk titiknya akan ada sisi yang mempunyai label ganda seperti pada graf
sikel (', dengan n=1 atau 2 (mod 4). Contoh ditunjukkan oleh Ganbar

2.18. Dimana ada dua sisi yang mempunvai label 2.
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Tanpa menunjukkan hasil pelabeidnnva Erdos [5] menyebutkan beberapa

oral’ tidak gracefud. Dilain pihak Rosa {51 menyebutkan tiga alasan mengapa

sebuah gral (; udak bisa dilabeli menurut aturan pelabelan graceful, yaitu:

I

(9]

(; mempunyai ‘banyak utik dan tidak cukup sisi”, vaitu keuka kita
memberi label untuk utiknva udak cukup bilangan untuk memberni label
titik dimana pelabelan titiknya diberi label dart bilangan 0 sampai dengan
banyaknya sisi . Contoh pada gabungan dua buah graf bintang seperti vang
ditunjukkan pada Garabar 2,17 dimana jumlah titk pada gabungan dua
eraf bintang adalah 8 sedangkan bilangan vang tersedia untuk melabel

titik-titiknya berjumlah 7 sedemikian hingga ada satu titk yang udak

terlabelr.
3 i
T T
N s 3'\
Ny &

0

b

Gambar 2.17 Graf yang Mempunvai Banyak Titik
dan Tidak Cukup Sisi
(; mempunyai “terlalu banyak sisi’, vaiiu ketika kita memberi label untuk
tittknva akan ada sisi vang mempunyai label ganda. Contoh pada graf

komplit K's yang ditunjukkan pada Gambar 2.16.

(; mempunyai ‘keseimbangan vang salah’, yaitu ketika kita memberi label
untuk titiknya akan ada sisi vang mempunyai label ganda seperti pada graf
sikel (', dengan n=1 atau 2 (mod 4). Contoh ditunjukkan oleh Ganbar

2.18. Dimana ada dua sisi vang mempunvai label 2.
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Gambar 2,18 Graf Sikel Cs yang Mempunyar Keseimbangan Salah

29 Pelabelan Komplemen

Misal graf (; adalah graf graceful dengan pelabelan 4. Misal fitik-
titiknya dilabeli kembali menurut aturan !I;'((;'\l Z(v) untuk setiap utik v di G.
Pemberian label kembali dengan aturan }[;‘(G)! A (v) int kita beri nama pelabelan
A" untuk setiap titk di G akan berbeda dengan pelabelan A dan
0< A'(v)< !;’:'((:'}!. Karena pelabelan 4 merupakan fungsi satu-satu dar himpunan
titik di G ke {0. 1.2, [F(G)]} maka pelabelan ' juga merupakan fungsi satu-
satu dar hitnpunan titik di G ke {0, 1,2,..., !E(_G'\l b

Pelabelan 4" untuk sisi-sist di graf G dijelaskan sebagai berikut:

A'le)= A'(uv) = }.'(_u}—}\v'{\’)]

= £ - 200)-(EG) - 20m)
= M) - (v)

= A(uv)= A(e).

Jadi pelabelan A7 untuk setiap sisi di G sama dengan pelabelan 4. Sehingga
dapat disimpulkan bahwa pelabelan A4 ° adalah pelabelan graceful. Pelabelan A'
ini disebut pelabelan komp/emen dari pelabelan graceful (atau disebut pelabelan

komplemen saja).
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Contoh pelabelan kompiemen danti grat /.. dan 'y ditunjukkan pada
Gambar 2.19 dan 2.20

0 3 5 3 5 2 2 5
R R
. | |
% 7 =4 il Pelabelan : 7 } 4 ]I /

’___'__“J\\
. & A" Dl |
mpiemen
7 6 1 2 3 0 6 6 2 4

Gambar 2.1¢  Pelabelan Graceful dati Grat /.3 dan

Pelabelan Komplemennya

0 { 4 4 2 0
' i |
3 } Pelabelan 3 ¥
1 ] E—— l
‘ Komplemen $—$
3 1 / 2

Gambar 2.20 Pelabelan Graceful dan Graf ¢

4 dan
Pelabelan Komplemennya
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.BAB 1V
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan yang telah dikerjakan pada

penulisan skripsi ini adalah :

I Graf tangga 7, yang diperoleh dari hasil kali kartesius P, x P, adalah graf

graceful.

b2

Graf gabungan m buah graf tangga mL, adalah graf gracefid.

3. Graf hasil kali kartesius /2, x /7, adalah graf graceful.

Pelabelan graceful pada setiap kelas graf yang dikaji adaiah tidak tunggal,
minimal ada dua, vaitu pelabelan yang didefinisikan untuk membuktikan setiap sifat

dan pelabelan komplemennya.

4.2 Saran

Permasalahan dalam pelabelan graceful masih terbuka bagi peneliti yang lain,
misalnya menginvestigasi perumusan pelabelan graceful untuk graf C,xP, dan

( 'HX( 'm-

tals

';’ TR T | ¢

1.1
i

41
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