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RINGKASAN

Pengembangan Stream Chiper dengan Pelabelan Super Antimagic

Total Covering dari Graf Eksponensial Face Wheel Wn dan Graf star

W
[Sm]
n ; Nur Holis, 120210101122; 2016: 64 halaman; Program Studi Pendidikan

Matematika, Jurusan Pendidikan Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Fakul-

tas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember.

Graf merupakan salah salah kajian dalam matematika diskrit yang digu-

nakan untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-

objek diskrit tersebut. Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam teori graf.

Objek kajiannya berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan

sisi serta himpunan bagian bilangan bulat positif yang disebut label. Terdapat

berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf, salah satunya adalah pelabelan total

super(a, d)-H antimagic total covering (SHATC), dimana a bobot sisi terkecil

dan d nilai beda.

Salah satu jenis graf yang belum diketahui pelabelan super (a, d) − H an-

timagic adalah graf yang di hasil operasi eksponensial face graf wheel dan graf

star yang dinotasikan dengan G = W
[Sm]
n . Graf eksponensial face graf wheel dan

sebarang graf L G = W
[L]
n memiliki himpunan titik V1 = C, V2 =

⋃n
j=1{xj},V3 =⋃n

j=1{xi,j, 1 ≤ i ≤ m} dan sisi E1 =
⋃n

j=1{Cxj}, E2 =
⋃n−1

j=1{xjxj+1}
⋃{x1xn},

E3 =
⋃n

j=1{el,j, 1 ≤ l ≤ r}.Tujuan penelitian ini adalag untuk mengetahui apakah

graf yang hasilkan operasi eksponensial face graf wheel dan graf star memiliki pela-

belan super (a,d)-H antimagic total covering yang kemudian digunakan untuk

mengembangkan chipertext stream chiper serta kaitannya dengan keterampilan

berpikir tinggi berdasarkan Taksonomi Bloom yang telah di revisi.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deskriptif aksioma-

tik. Langkah yang dilakukan terlebih dahulu pada penelitian ini adalah menen-

tukan nilai beda (d), selanjutnya nilai beda (d) tersebut diterapkan dalam super

(a, d) − H antimagic total covering pada eksponensial graf wheel dan graf star.

Hasil penelitian ini berupa lemma dan teorema baru mengenai SHATC pada graf
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eksponensial face graf wheel Wn dan graf star G = W
[Sm]
n . Kemudian dihasilkan

dua lemma, satu teorema dan langkah-langkah menghasilkan chipertext stream

chiper.

1. Lema 4.2.1 Misal m dan n bilangan bulat positif dengan variasi nilai beda.

Untuk j = {1, 2, 3, ..., n} jumlah dari

Pn
m,d1

(i, j) =

{
{m(n− j) + 2; i = 2}
{i + (j − 1)m; 1 ≤ i ≤ m}

Membentuk barisan aritmatika dengan beda d1 = m2 − 2m;

2. Lema 4.2.2 Misal m dan n bilangan bulat positif dengan variasi nilai beda.

Untuk j = {1, 2, 3, ..., n} jumlah dari

Pn
m,d2

(i, j) =

{
{2 + (j − 1)m; i = 2}
{m(n− j) + i; 1 ≤ i ≤ m}

Membentuk barisan aritmatika dengan beda d2 = −(m2 − 2m)

3. Teorema 4.3.1 Misalkan m,n, r adalah bilangan bulat dengan m, r ≥ 2,

n ≥ 3, n bilangan ganjil maka graf eksponensial face wheel Wn dgraf star

G = W
[Sm]
n mempunyai Super (a,d)-H-antimagic total covering dengan nilai

a = 5n+7+m1(−1
2
m1+n+21

2
)+m2(m2n−n+m2

2
− 1

2
)+

∑8
c=2 mc(n

∑c−1
t=1 mt+

n + 1) + n
2
(m2

3 + m3) + n
2
(m2

4 −m4) + m5

2
(2m5n− n + 1) + m6

4
(2m6n− n +

3) + 1
2
(m7 −m2

7) + m8

2
(2m8n + m8 + 1) + 1

2
(3r1 − r2

1) + r1(mn + 3n + 1) +

r2(r2n−n+ r2

2
− 1

2
)+

∑8
c=2 rc(n

∑c−1
t=1 rt +mn+3n+1)+ n

2
(r2

3 +r3)+ n
2
(r2

4−
r4) + r5

2
(2r5n − n + 1) + r6

4
(2r6n − n + 3) + 1

2
(r7 − r2

7) + r8

2
(2r8n + r8 + 1)

dan d = (3 + m2
1− 2m1−m2

2− 2m2−m3 + m4 + m5

2
− m6

2
+ m2

7−m2
8 + r2

1 −
2r1 − r2 − 2r2 − r3 + r4 + r5

2
− r6

2
+ r2

7j + r2
8)j .
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DAFTAR LAMBANG

G = Graf G

G(V, E) = Sebarang graf tak berarah dengan V adalah himpunan tak ko-

song dari semua titik dan E adalah himpunan sisi

vn = Titik ke-n pada suatu graf

en = Sisi ke-n dari suatu graf

|V (G)| = pG = Banyaknya titik dari graf G yang disebut order

|E(G)| = qG = Banyaknya sisi dari graf G yang disebut ukuran (size)

HAV C = H antimagic vertex covering atau pelabelan titik H antimagic

selimut

SHAV C = Super H antimagic vertex covering atau (a,d)-H antimagic

total selimut

SEATL = Super edge antimagic total labeling atau pelabelan total super-

(a,d)-sisi antimagic

d = Nilai beda barisan bobot sisi pada SEATL

a = Bobot sisi terkecil yang merupakan suku pertama barisan bobot

sisi pada SEATL

Wn = Graf wheel berorder n

Sm = Graf star yang dioperasikan dengan graf wheel

W
[Sm]
n = Notasi eksponensial face graf wheel dan graf star

C = Merupakan titik pusat pada graf W
[Sm]
n

xj = Titik ke-j pada graf W
[Sm]
n

xi,j = Titik ke-i dalam komponen ke-j pada graf W
[Sm]
n

xjxj+1 = Sisi dari titik ke-xj ke-xj+1 pada graf W
[Sm]
n

x1xn = Sisi dari titik ke-x1 ke titik xn pada graf W
[Sm]
n

Cxj = Sisi dari titik ke-xj ke titik pusat C pada graf W
[Sm]
n

el,j = Sisi ke-l dalam komponen ke-j pada graf W
[Sm]
n

m = Banyak titik pada graf star

n = Banyak expand pada graf dasar pada graf W
[Sm]
n

r = Banyaknya sisi pada graf star
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∪ = Mengabungkan lebih dari satu himpunan

⊕ = Menjumlahkan setiap anggota partisi dengan bilangan real

W = Bobot total selimut graf W
[Sm]
n

f(V1) = Fungsi bijektif pelabelan titik pusat pada graf W
[Sm]
n

f(V2) = Fungsi bijektif pelabelan titik ke-xj pada graf W
[L]
n

f(V3) = Fungsi bijektif pelabelan titik ke-xi, jgraf W
[Sm]
n

f(E1) = Fungsi bijektif pelabelan sisi xjxj+1 graf W
[Sm]
n

f(E2) = Fungsi bijektif pelabelan sisi Cxj pada graf W
[Sm]
n

f(E3) = Fungsi bijektif pelabelan sisi el,j graf W
[Sm]
n

Pn
m,d1

(i, j) = Fungsi suatut partisi yang memiliki n kolom dan m baris

dan beda d untuk antar jumlah anggota pada partisi ke-j∑Pn
m,d1

(i, j) = Jumlah setiap anggota pada partisi ke-j

ci = Chipertext

pi = plaintext

si = keystream

xvi
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Seiring berkembangnya teknologi dan ilmu pengetahuan serta munculnya

problematika dunia modern semakin kompleks dalam kehidupan sehari-hari. Mun-

culnya problematika mendorong manusia untuk menemukan solusi yang tepat un-

tuk memecahkan problematika tersebut. Oleh karena itu diperlukan Ilmu penge-

tahuan yang mampu memecahkan problematika tersebut. Matematika merupakan

ilmu dasar yang mempunyai peranan penting dalam pengembangan ilmu-ilmu

dasar (basic science) lainnya dan ilmu terapan. Matematika menjadi alat bantu

dalam perkembangan ilmu pengetahuan di dunia. Matematika memegang peran

penting di berbagai bidang khususnya di bidang teknologi informasi dan komu-

nikasi. Berkembangnya teknologi informasi dan komunikasi tidak lepas tidak ter-

lepas dari adanya matematika. Sebagai contoh penggunaan alur logika matema-

tika sebagai dasar pemprograman, struktur data, basis data.

Matematika terdiri dari beberapa cabang ilmu, antara lain matematika murni,

matematika komputasi, matematika diskrit, matematika statistik, dan lain seba-

gainya. Salah satu cabang matematika yang menarik untuk dikaji lebih lanjut

adalah matematika diskrit. Teori graf adalah salah satu cabang ilmu dari mate-

matika diskrit. Penemu graf pertama kali oleh L. Euler matematikawan asal Swiss

pada tahun 1736 yang di awali dengan pemecahan masalah jembatan Konisgberg.

Pelabelan graf pertama kali diperkenankan oleh Sedláček (1964), kemudian

Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Pemanfaatan pelabelan graf hingga saat

ini banyak digunakan pada bidang sistem komunikasi dan transportasi, navigasi

geografis, radar dan penyimpanan data komputer. Sebuah graf G = (V, E, F )

adalah graf planar terhubung tanpa loop dan sisi ganda, dimana V (G), E(G), dan

F (G) adalah himpunan titik, himpunan sisi dan himpunan wajah. Pelabelan graf

merupakan suatu pemetaan satu-satu yang memetakkan himpunan dari elemen-

elemen graf ke himpunan bilangan bulat positif. Berdasarkan elemen-elemen yang

1
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dilabeli, pelabelan graf dibagi menjadi pelabelan titik (vertex labeling), pelabelan

sisi (edge labeling), pelabelan wajah (face labeling) dan pelabelan wajah total (

fae total labeling). Kemudian berkembang menjadi pelabelan graceful, pelabelan

ajaiab (magic), pelabelan anti ajaib (antimagic) dan lain-lain.

Pelabelan antimagic salah satu jenis pelabelan pada graf. Pelabelan an-

timagic merupakan pengembangan dari pelabelan magic yang dilakukan oleh

Hartsfield dan Ringel (dalam Martin Baca dan M.Miller,2008). Harstfield dan

Ringel mendefinisikan bahwa suatu graf G yang memiliki verteks sebanya vg =

|V | = |V (G)| dan edge sebanyak eG = |E| = |E(G)| disebut antimagic jika

masing-masing egde dilabeli dengan 1,2,3,...,eG, sehingga bobot verteksnya saling

berbeda. Gutiérrez dan Lladó (2005) memperkenalkan pelabelan total H−magic

dengan menggunakan konsep selimut-H. Suatu selimut dari G adalah H =

{H1, H2, H3, . . . , Hk} keluarga subgraf dari G dengan sifat setiap sisi di G termuat

pada sekurang-kurangnya satu graf Hi, untuk suatu iε {1, 2, ..., k}. Jika untuk

setiap iε{1, 2, . . . , k}, Hi isomorfik dengan suatu subgraf H, maka H dikatakan

suatu selimut−H dari G.

Salah satu penelitian tentang pelabelan total selimut pernah dilakukan oleh

Azizah (2016), tentang pelabelan selimut (a, d)−H-anti ajaib super pada trian-

gular cycle ladder. Azizah mengembangkan suatu pelabelan selimut H anti ajaib,

dengan penjelasan bahwa suatu pelabelan selimut (a, d)−H-anti ajaib pada graf

G adalah sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat jumlah yang merupakan deret

aritmatika {a,a+d,a+2d,...,a+(t-1)d}, dengan a, d adalah bilangan positif dan t

adalah adalah jumlah semua selimut yang isomorfis dengan H. Azizah melakukan

penelitian pada graf triangular cycle ladder (TCLn) memiliki pelabelan selimut

(a, d)− F4 antimagic super untuk d = {0, 1, 2, 3, ..., 57}.
Suatu graf dapat dioperasi dengan graf lainnya yang terdiri Amalgamasi,

Shackle, Crown Product(G¯H) dan Eksponensial. Operasi eksponensial meliputi

eksponensial titik, eksponensial sisi dan eksponensial face, eksponensial face Graf

merupakan operasi graf yang diperoleh dengan menambahkan graf lain H setiap

face pada graf dasar G. Operasi eksponensial face Graf pada penelitian ini adalah

graf wheel Wn dan graf Sm. Pelabelan Graf yang dihasilkan dari operasi eksponen-
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sial face graf wheel (Wn) belum diketahui. Penelitian pelabelan super (a, d)−H
antimagic total covering pada eksponensial face wheel Wn dan graf star Sm se-

belumnya belum ada sehingga menarik untuk diteliti.

Kriptologi (cryptologi) adalah studi tentang sistem, yang disebut kripto-

sistem (cryptosystem), untuk komunikasi yang aman (Baugh:181). Sebagai con-

toh dalam pengiriman informasi penting untuk penerima dengan melalui saluran

komunikasi. Untuk mencegah penyadapan pesan yang akan dikirim diperlukan

tingkat keamanan yang lebih baik dalam bidang pengiriman pesan atau informasi.

Sebuah kriptosistem kritografi pengirim mengubah pesan sebelum mengirimkan

sehingga, diharapakan penerima yang berhak yang bisa menyusun ulang pesan

yang asli (yakni, pesan yang belum diubah). Ada dua jenis algoritma kriptografi

simetris saat ini, yaitu block cipher dan stream cipher. Stream Cipher disebut

juga dengan sandi aliran. Stream cipher banyak digunakan pada bidang teleko-

munikasi di internet dan telepon seluler. Keuntungan dari stream cipher adalah

tidak dibatasi oleh panjang plainteks. Penelitian pengembangan pelabelan se-

limut total pada graf eksponensial face graf wheel untuk membentuk ciphertext

dengan Stream Cipher belum ada. Sehingga pengembangan kriptosistem Stream

Chiper dengan Pelabelan selimut dan dikaitkan dengan terciptanya keterampi-

lan berpikir tingkat tinggi menarik peneliti untuk memngembangkan peneletian

tersebut.

Berpikir melibatkan kegiatan memanipulasi dan menstranformasi informasi

dalam memori. Berpikir merupakan hal utama yang dilakukan ketika berhadapan

dengan pemasalahan untuk mendapatkan pemecehan. Higher order thinking skills

(HOTS) adalah kegiatan berpikir yang melibatkan level kognitif hirarki tinggi dari

taksonomi berpikir Bloom yang terdiri enam level. Penggunaan berpikir tingkat

tinggi dalam pelabelan total selimut -(a, d)−H-antimagic pada eksponensial face

graf wheel (Wn) untuk mengetahui hubungan tahapan taksonomi bloom pada

proses menemukan lema, teorema, dan algoritmanya. Oleh karena itu berpikir

tingkat tinggi dapat membantu kita dalam memecahkan masalah yang sulit untuk

diselesaikan.

Penelitian ini mengkaji keterkaitan antara menciptakan teorema dari pela-

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


4

belan super (a, d)−H antimagic total selimut pada eksponensial face wheel Wn dan

graf Sm dengan higher order thinking skills (HOTS) serta pengembangan stream

chipertext pada kalimat . Sehingga penelitian ini berjudul ”Pengembangan

Stream Chiper dengan Pelabelan Super Antimagic Total Covering dari

Graf Eksponensial Face Wheel Wn dan Graf Star Sm”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah dalam

penelitian ini yaitu:

1. berapa batas atas pelabelan selimut super (a, d) −H antimagic total pada

graf eksponensial face wheel Wn dan graf star Sm ?

2. bagaimana pelabelan selimut super (a, d) − H antimagic total pada graf

eksponensial face wheel Wn graf star Sm ?

3. bagaimana pengembangan kriptosystem stream chiper dengan menggunakan

pelabelan selimut super (a, d) − H antimagic total pada graf eksponensial

face wheel Wn dan graf star Sm ?

4. bagaimana hubungan antara pelabelan selimut super (a, d) − H antimagic

total pada graf eksponensial face wheel Wn dan graf star Sm dalam mengasah

keterampilan tingkat tinggi?

1.3 Batasan Masalah

Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan maka

dalam penelitian ini masalahnya dibatasi pada :

1. graf sederhana, yaitu graf yang tidak mempunyai loop dan sisi ganda (paralel)

dan bukan merupakan graf berarah(directed graph);

2. graf yang dilabeli merupakan hasil operasi eksponensial face wheel Wn dan

graf star Sm yang dinotasikan W
[Sm]
n ;
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3. stream chiper yang akan dikembang berupa kalimat yang teridiri dari 128

karakter yang terdapat dalam tabel ASCII (American Standart Code for

Irformation Intercange) yang terdiri dari angka, huruf A-Z dan Tanda baca

dikembangkan dalam penelitian ini;

4. menggunakan Taksonomi bloom yang telah direvisi oleh L. A. Krathwohl.

1.4 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang di atas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. mengetahui batas atas pelabelan selimut super (a, d) − H antimagic total

pada eksponensial face wheel Wn dan graf star Sm ;

2. menganalisis pelabelan selimut super (a, d)−H antimagic pada graf ekspo-

nensial face wheel Wn dan graf star Sm ;

3. mengembangkan stream chipertex dengan pelabelan selimut super (a, d)−H
antimagic total pada graf eksponensial face wheel Wn dan graf star ;

4. mengetahui keterkaitan proses menemukan pelabelan selimut super (a, d)−
H antimagic total pada eksponensial face wheel Wn dan graf star Sm dalam

mengasah keterampilan berpikir tingkat tinggi.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang didapatkan dari penelitian ini adalah :

1. menambah pengetahuan baru tentang pelabelan super (a, d)−H antimagic

pada eksponensial graf dari eksponensial face wheel Wn dan graf star Sm;

2. menambah pengetahuan baru tentang eksponensial face wheel Wn dan graf

star Sm;

3. menambah pengetahuan baru tentang chipertext serta mengubah plaintext

menjadi chipertext ;
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4. menambah motivasi pada peneliti lain untuk meneliti tentang pelabelan

selimut super (a, d) − H antimagic pada eksponensial face graf dari graf

jenis lain;

5. hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan atau

perluasan ilmu dan aplikasi dalam masalah.

1.6 Kebaharuan dari penelitian

1. Graf yang digunakan adalah graf wheel sebagai graf dasar dan dioperasikan

dengan sebarang graf.

2. Operasi yang digunakan adalah eksponensial face

3. Pada penelitian sebelumnya teknik yang digunakan dalam pelabelan meng-

gunakan teknik pendeteksian pola sementara pada penelitian ini menggu-

nakan teknik partisi.

4. Chipertext yang hasilkan dari metode stream chiper one-time pad (OTP)
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Kajian graf merupakan pokok bahasan yang usianya tua namum peranan-

nya dalam kehidupan sehari-hari banyak sampai saat ini , Slamin (2009:11) men-

yatakan Graf sebagai berikut :

Definisi 2.1 (Graf) Sebuah graf G adalah pasangan dua himpunan (V (G), E(G)),

dimana V (G) adalah himpunan berhingga tak kosong dari elemen yang disebut

titik, dan E(G) adalah sebuah himpunan (mungkin kosong) dari pasangan tak

terurut {u, v} dari titik-titik u, v ∈ V (G) yang disebut sisi.

Sebuah graf G dengan V (G) dan E(G) berturut-turut adalah himpunan

titik dan himpunan sisi dari G . Himpunan titik-titik pada graf dinyatakan

V = {v1, v2, ..., vn}. Sedangkan himpunan sisi yang menghubungkan titik u dan

titik v dapat dinyatakan dengan pasangan {u, v} atau dinyatakan dengan lam-

bang E = {e1, e2, ..., en} (Munir, 2012:356). Berdasarkan definisi 2.1 menyatakan

bahwa V tidak boleh kosong tetapi E boleh kosong. Jadi, graf dimungkinkan

harus mempunyai satu titik dan tidak mempunyai satu sisi. Graf yang hanya

mempunyai satu titik saja tanpa mempunyai sisi disebut dengan graf trivial.

Sebuah graf sederhana jika tidak terdapat loop dan sisi ganda. Sebuah graf

memungkinkan mengandung sisi yang berbentuk {u, u} yaitu sisi yang berawal

dan berakhir pada titik yang sama disebut loop. Sisi yang menghubungkan sepa-

sang titik yang sama lebih dari satu disebut sisi ganda. Sebuah sisi {u, v} lebih

sederhana dengan notasi uv. Sehubungan dengan itu Slamin(2009:12) juga mem-

berikan definisi yang berkaitan dengan graf, antara lain :

Sebuah graf G = (V,E, F ) adalah graf planar terhubung tanpa loop dan sisi

ganda, dimana V (G), E(G), dan F (G) adalah himpunan titik, himpunan sisi dan

himpunan wajah. Order dari sebuah graf G adalah banyaknya titik pada G. Order

dari sebuah graf G adalah jumlah titik pada G yang dinotasikan dengan |V (G)|=p.

7
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Jumlah sisi dari suatu graf G sering disebut dengan size atau dinotasikan dengan

|E(G)|=q. Jumlah wajah dari suatu graf G sering disebut face yang notasikan

dengan s = |F (G)|. sebuah graf yang memiliki order p = |V (G)|, size q = |E(G)|
dan face s = |F (G)| disebut sebuah graf (p, q, s).

Definisi 2.3 (Bertetangga) Dua buah simpul pada graf tak berarah G dikatakan

bertetangga bila keduanya terhubung langsung dengan sebuah sisi. Dengan kata

lain, u bertetangga dengan v

Jika e adalah sebuah sisi pada graf G yang menghubungkan titik u dan v

maka titik u dan v disebut adjecent serta titik u dan v incident dari sisi e.

Definisi 2.4 (Bersisian) Untuk sembarang sisi e = {u, v}, sisi e dikatakan

bersisian dengan simpul u dan simpul v.

Definisi 2.5 (Derajat) Derajat suatu simpul pada graf tak-berarah adalah

jumlah sisi yang bersisian dengan simpul tersebut.

Jika setiap titik memiliki derajat yang sama maka graf G disebut graf reg-

uler n, jika tidak maka graf tersebut dikatakan non-reguler (Chartrand, 2012:38).

Sebuah graf dikatakan non trivial paling sedikit terdiri dua titik yang saling ter-

hubung oleh sebuah sisi. Titik yang tidak mempunyai sisi yang bersisian dengan

titik tersebut dikatakan titik terpencil (isolated vertex). Pada gambar 2.1 menun-

jukan graf reguler, non-reguler.

G2G1

v2

v1 v2 v3 v4

v1 v3

v4

Gambar 2.1 Graf reguler dan non reguler

Graf pada gambar 2.2 order dari masing-masing graf G1, G2dan G3 adalah

1,4 dan 7. Pada G1 hanya terdiri satu titik saja V (G1) = {u1} tanpa se-
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buah sisi E(G1) = {} atau dengan kata lain G1 merupakan graf trivial. pada

graf G2 himpunan titik V (G2) = {u1, u2, v1, v2} dan himpunan sisi E(G2) =

{e1, e2, e3, e4e5, e6, e7}. graf G2 memiliki sisi ganda yaitu e1 dan e2 dan sebuah

loop yaitu e7. Pada G3 memuat himpunan titik V (G3) = {u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7}
dan himpunan sisi E(G3) = {e1, e2, e3, e4e5, e6, e7} dan terdapat satu titik terpen-

cil (isolated vertex) yaitu u7. Pada graf G2 titik v1 bertetangga dengan u1, u2, v2;

dan titik u2 berisian dengan sisi e3, e4, dan e6.

G3G2G1

v2

v3

v4

v1

v2

v3

v4

v6

v5

v7

e1 e2

e3

e5

e4 e7

e6

e1

e2

e3

e4

e5

e6v1

v1

Gambar 2.2 Graf secara umum

Definisi 2.7 (Subgraf) Sebuah graf H disebut subgraf dari G jika setiap titik

dari H merupakan titik dari G, dan setiap sisi dari H merupakan sisi dari G, de-

ngan kata lain, V (H) ∈ V (G) dan E(H) ∈ E(G) (Hasfield dan Ringel, 1994:20)

Dafik (2011:6) menyatakan bahwa sebuah subgraf H adalah sebuah spanning

subgraf dari G jika H mengandung semua titik dari graf G atau V (H) = V (G).

misalkan U merupakam subhimpunan dari V (G). Subgraf terinduksi G(U) adalah

sebuah subgraf dari G yang terdiri dari himpunan titik U bersama dengan semua

sisi uv pada G u, v ∈ U . Sebagai contoh gambar 2.3 G1 merupakan spanning

subgraph dari G, G2 merupakan subgraf terinduksi dari G, dan G3 merupakan

subgraf tetapi bukan subgraf terinduksi karena titik v3, v4 ∈ V (G) tetapi sisi v3v4

tidak ada pada G3, diketahui v3v4 ∈ E(G)

Definisi 2.8 (Walk) walk adalah suatu barisan titik dan sisi yang bergantian

u0, e1, u1, u2, ..., un−1, en, un bergantian titik dan sisi.
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v6

G1

v5

v4

v3

v1 v2

v6

v1

v3

v4

v5 v6

v2 v1

v3

v4

v6v5

v1

v3

v4

G

v2

G3G2

Gambar 2.3 Graf dan beberapa subgrafnya

Jalan (Walk) dapat juga dinotasikan dengan u1, u2, ..., un. Suatu jalan memi-

liki panjang jalan yakni banyaknya sisi pada jalan tersebut. Suatu jalan bisa

dikatakan tertutup jika u0 = un

Definisi 2.9 (Lintasan) Lintasan adalah jalan yang setiap titik u1 − un berbeda

Definisi 2.10 (Cycle) cycle adalah lintasan yang tertutup .

Sebuah graf G disebut terhubung jika untuk sembarang dua titik yang

berbeda u dan v dari G terdapat sebuah lintasan antara u dan v. Graf yang

terhubung disebut (connected) dan tak terhubung disebut (disconnected). Sub-

graf terhubung yang maksimal dari G disebut komponen terhubung atau dengan

kata lain disebut komponen dari G. Graf yang terhubung mengandung paling

sedikit dua komponen.

Graf dikatakan isomorfis jika kedua graf menunjukan bentuk yang sama. Su-

atu graf hanya berbeda dalam hal melabeli titik dan sisinya saja. Isomorfis secara

matematis didefinisikan dengan contoh berikut : Graf G dengan himpunan titik

V (G) dan himpunan sisi E(G). G′ dengan himpunan titik V (G′) dan himpunan

sisi E(G′). Graf G isomorfis dengan graf G′ jika dan hanya jika ada korespondensi

satu-satu

� f : V (G) → V (G′)

� f : E(G) → E(G′)

pada gambar 2.4 dua graf G1 dan G2 adalah graf yang saling isomorfis karena ter-

dapat korespondensi satu-satu antara simpul-simpul keduanya dan sisi-sisi antara

keduanya. Pelabelan kedua graf berbeda karena sebuah graf dapat digambarkan

dengan banya cara.
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v2

G2

v4

v1

v3
v3

v1

v4

v2

G1

Gambar 2.4 G1 dan G2 yang isomorfis

2.2 Graf Khusus

Graf khusus adalah graf yang mempunyai keunikan (tidak isomorfis dengan

graf lainnya) dan karakteristik bentuk khusus (dapat diperluas sampai order n dan

simetris) dalam Azizah (2015:9). Pada graf khusus yang belum populer memiliki

karakteristik graf khusus. Berikut ini beberapa contoh graf khusus.

1. Graf lengkap (complete Graph)

Graf lengkap merupakan graf yang derajat setiap simpulnya sama atau de-

ngan kata lain setiap titik mempunyai sisi ke semua ke titik yang lain. Dera-

jat setiap titik pada graf lengkap n−1 Graf lengkap n buah titik dinotasikan

dengan Kn . Jumlah sisi pada graf lengkap yang terdiri dari n buah titik

adalah n(n−1)
2

. Gambar 2.5 adalah contoh graf lengkap.

k4
k5

Gambar 2.5 Graf lengkap

2. Graf Lingkaran (cycle Graph)

Graf lingkaran adalah graf yang setiap titik memiliki derajat dua. Banyak

titik pada graf lingkaran n ≥ 3. Gambar 2.6 adalah contoh graf lingkaran
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Gambar 2.6 Graf lingkaran

3. Graf Roda (Wheel Graph)

Slamin (2001) menjelaskan graf roda yang dinotasikan dengan Wn adalah

sebuah graf yang memuat n siklus dengan satu titik pusat yang bertetangga

dengan semua titik di n siklus. Sehingga graf roda Wn terdiri dari n + 1

titik yaitu : c, x1, x2, x3, . . . , xn dan 2n sisi, yaitu cxi, 1 ≤ i ≤ n, xixi+1, 1 ≤
i ≤ n− 1 dan xnx1. Graf pada Gambar 2.7 adalah contoh graf roda dengan

4 titik atau W3 dan graf roda dengan 7 titik atau W6.

G1 G2

Gambar 2.7 G1 graf roda (W3) dan G2 graf roda (W6)

4. Graf Bintang (Star Graph)

Graf bintang dinotasikan dengan Sn adalah sebuah graf yang terdiri dari n

sisi dan n + 1 titik, dimana satu titik sebagai titik pusat, yaitu titik yang

berderajat n (Wijaya, 2000). Graf pada Gambar 2.8 adalah contoh graf

bintang dengan 7 titik atau S6.

5. Graf Caterpilar

Graf caterpilar diperoleh graf path dengan bergelantungan daun dari titik

path. Graf catepilar bisa dianggap sebagai barisan dari graf bintang S1 ∪
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Gambar 2.8 Graf bintang (S6)

S2∪, . . . , Sr dimana Si adalah graf bintang dengan pusat Ci dan ni daun, i =

1, 2, 3, . . . , r. Graf caterpilar dinotasikan dengan S1 ∪ S2∪, . . . , Sr, dimana

himpunan titik V (S1 ∪ S2∪, . . . , Sr) = {ci : 1 ≤ i ≤ r} ∪⋃r−1
i=1{xj

i : 1 ≤ j ≤
ni − 1} ∪ {xj

1 : 1 ≤ j ≤ n1 − 1} ∪ {xj
r : 1 ≤ j ≤ nr} dan himpunan sisi

ES1∪S2∪, . . . , Sr = {cici+1 : 1 ≤ i ≤ r}⋃r−1
i=2{cix

j
i : 2 ≤ j ≤ ni−1}∪{c1x

j
1 :

1 ≤ j ≤ n1 − 1} ∪ {crx
j
r : 2 ≤ j ≤ nr}

Gambar 2.9 Graf caterpilar

6. Graf Kipas (Fan Graph)

Graf kipas dinotasikan dengan Fn dimana n ≥ 2, adalah graf yang didapat

dengan menghubungkan semua titik dari graf lintasan Pn pada suatu titik

yang disebut pusat. Jadi, Fn terdiri dari n+1 titik, yaitu c, x1, x2, x3, . . . , xn

dengan c merupakan titik pusat, dan 2n−1 sisi, yaitu cxi, 1 ≤ i ≤ n, xixi+1, 1 ≤
i ≤ n− 1 . Contoh graf kipas dapat dilihat pada Gambar 2.10.

2.3 Operasi Graf

Suatu graf dapat dioperasi dengan graf lainnya yang terdiri Amalgamasi,

Shackle, Crown Product(G ¯H) dan Eksponensial. Misal diberikan graf G1 dan

graf G2 maka Graf eksponensial adalah sebuah graf yang dibentuk dari graf G1

dengan mengganti semua sisi dari graf G1 dengan graf G2, dinotasikan dengan
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Gambar 2.10 Graf kipas (F3)

GG2
1 . Misal graf G1 dengan titik |V (G1)| = p1 dan sisi |E(G1)| = q1, serta graf

G2 dengan titik |V (G1)| = p2 dan sisi |E(G2)| = q2. Maka graf eksponensial

GG2
1 mempunyai titik p = |V (G)| = p2q1 + p1 dan sisi p = |E(G)| = q1(q2 + 1)

(Solehah, 2016). Pada penelitian membahas mengenai graf yang diperoleh dari

Gambar 2.11 eksponensial face W3 dan C6

operasi eksponensial face graf wheel dan graf sebarang graf L, Misal diberikan graf

Wn dan graf G2 maka graf eksponensial face adalah sebuah graf yang dibentuk dari

graf Wn dengan menyatuka titik berurutan G2 dengan titik-titik di face graf Wn,

sehingga notasi graf yang hasilkan adalah W
[G2]
n . Contoh operasi graf eksponensial

face dapat dilihat pada Gambar 2.11 yaitu graf eksponensial face graf W3 dan graf
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S5 dan pada gambar 2.12 merupakan eksponensial face graf W3 dan graf S6. Graf

yang diperoleh dari eksponensial face graf Wn dan Sm dapat di expand sebanyak

n dan m.

Gambar 2.12 eksponensial face W3 dan C6

2.4 Partisi dengan Menetapkan Beda d

Misalkan n,c,d, dan k adalah bilangan bulat positif dimana d dan c boleh

nol ”0”. Kita menganggap Pn
c,d(k) dari himpunan {1,2,3,...,cn } dalam n kolom

dan c baris dengan n ≥ 2, sedemikian hingga beda antara jumlah bilangan pada

c baris ke k=1,2,3,...,n adalah konstan d. Diberikan
∑Pn

c,d(k) adalah jumlah bi-

langan pada Pn
c,d(k). Jika terdapat partisi dengan beda d maka pasti ada partisi

dengan beda-d. Notasi Pn
c,d(k) ⊕b diartikan untuk setiap bilangan pada Pn

c,d(k) di-

tambahkan dengan b (Baca dkk, 2013). Bentuk umum partisi apabila dinyatakan

dalam bentuk matriks adalah
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Pn
c,d(k) =




1 2 · · · n

n + 1 n + 2 · · · 2n
...

...
. . .

...

(c− 1)n + 1 (c− 1)n + 2 · · · cn




Terdapat beberapa partisi yang sudah ditemukan oleh Azizah (2016) di-

antaranya menghasilkan Pn
m,d (i, k) dengan d = m, d = m2, d = m

2
dan Agustin

(2016) d = −m, d = −m2, d = −m
2

untuk yang disajikan dalam Lemma. Adapun

Lemma tersebut adalah sebagai berikut:

3 Lema 2.4.1. Diberikan n and m adalah bilangan bulat positif dengan variasi

nilai beda. Untuk k = {1, 2, . . . , n} jumlah dari Pn
m,d1

(i, k) = {(i− 1)n + k, 1 ≤
i ≤ m} membentuk barisan aritmatika dengan beda d1 = m

Bukti. Dengan perhitungan sederhana, untuk k = {1, 2, . . . , n} maka
∑m

i=1Pn
m,d1

(i, k) = Pn
m,d1

(k) ←→ Pn
m,d1

(k) = {m2n−nm
2

+ mk} ←→ Pn
m,d1

(k) = {m2n−nm
2

+

m, m2n−nm
2

+2m, . . . , m2n−nm
2

+(n−1)m, m2n−nm
2

+nm}. Terbukti bahwa himpunan

tersebut membentuk deret aritmatika dengan d1 = m. 2

3 Lema 2.4.2. Diberikan n and m adalah bilangan bulat positif dengan variasi

nilai beda. Untuk k = {1, 2, . . . , n} jumlah dari Pn
m,d2

(i, k) = {(k− 1)m + i; 1 ≤
i ≤ m} membentuk barisan aritmatika dengan beda d2 = m2.

Bukti. Dengan perhitungan sederhana, untuk k = {1, 2, . . . , n} maka
∑m

i=1Pn
m,d2

(i, k) = Pn
m,d2

(k) ←→ Pn
m,d2

(k) = { (m−m2)
2

+ m2k} ←→ Pn
m,d2

(k) = { (m−m2)
2

+

m2, (m−m2)
2

+ 2m2, . . . , m2n−nm
2

+ (n− 1)m2, m2n−nm
2

+ nm2}.Terbukti bahwa him-

punan tersebut membentuk deret aritmatika dengan d2 = m2. 2

3 Lema 2.4.3. Diberikan n and m adalah bilangan bulat positif dengan variasi
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nilai beda. Untuk k = {1, 2, . . . , n} jumlah dari

Pn
m,d3

(k) =





{(i− 1)n + k+1
2

; 1 ≤ i ≤ m, i ≡ 1 (mod 2)}⋃

{k−n
2

+ in; 1 ≤ i ≤ m, i ≡ 0 (mod 2)}, k ≡ 1 (mod 2)

{k+1−n
2

+ in; 1 ≤ i ≤ m, i ≡ 1 (mod 2)}⋃

{(i− 1)n + k
2
; 1 ≤ i ≤ m, i ≡ 0 (mod 2)}, k ≡ 0 (mod 2)

membentuk barisan aritmatika dengan beda d3 = m
2
.

Bukti. Dengan perhitungan sederhana, untuk k = {1, 2, . . . , n} maka
∑m

i=1Pn
m,d3

(i, k) = Pn
m,d3

(k) ←→ Pn
m,d3

(k) = {m
4

+ (2mn − n + 1) + m
2
k} ←→ Pn

m,d3
(k) =

{m
4

+ (2mn − n + 1) + m
2
, m

4
+ (2mn − n + 1) + m, . . . , m

4
+ (2mn − n + 1) +

m(n−1)
2

, m
4

+(2mn−n+1)+ mn
2
}. Terbukti bahwa himpunan tersebut membentuk

deret aritmatika dengan d3 = m
2
. 2

3 Lema 2.4.4. Misal n dan m bilangan bulat positif dengan variasi nilai beda

d. Untuk k = {1, 2, ..., n} jumlah dari Pn
m,d4

(i, k) = {1 + ni − k; 1 ≤ i ≤ m}
membentuk baris aritmatika dengan beda d4 = −m.

Bukti. Melalui proses perhitungan sederhana, untuk k = {1, 2, ..., n} didapat

m∑
i=1

Pn
m,d4

(i, k) = Pn
m,d4

(k)

= {n

2
(m2 + m) + m−mk}

= {n

2
(m2 + m),

n

2
(m2 + m)−m,

n

2
(m2 + m)− 2m, . . . ,

n

2
(m2 +

m)m−m(n− 1),
n

2
(m2 + m)m−mn}

Terbukti bahwa himpunan tersebut membentuk deret arimatika dengan d4 = −m.

2

3 Lema 2.4.5. Misal n dan m bilangan bulat positif dengan variasi nilai beda

d. Untuk {k = 1, 2, ..., n} jumlah dari Pn
m,d5

(i, k) = {mn + i −mk; 1 ≤ i ≤ m}
membentuk baris aritmatika dengan beda d5 = −m2.
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Bukti. Melalui proses perhitungan sederhana, untuk k = {1, 2, ..., n} didapat

m∑
i=1

Pn
m,d5

(i, k) = Pn
m,d5

(k)

= {m

2
(2mn + m + 1)−m2k}

= {m

2
(2mn + m + 1)−m2,

m

2
(2mn + m + 1)− 2m2, . . . ,

m

2
(2mn + m + 1)−m2(n− 1),

m

2
(2mn + m + 1)−m2n}

Terbukti bahwa himpunan tersebut membentuk deret arimatika dengan d5 =

−m2. 2

3 Lema 2.4.6. Misal n dan m bilangan bulat positif dengan variasi nilai beda d.

Untuk k = {1, 2, ..., n}. jumlah dari

Pn
m,d6

(i, k) =





{ni− n
2
− k

2
+ 1; 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ k ≤ n; i ganjil; k ganjil}

{ni− k
2

+ 1
2
; 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ k ≤ n; i genap; k ganjil}

{ni + k
2

+ 1; 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n; i ganjil; k genap}
{ni− k

2
− n

2
+ 1

2
; 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ k ≤ n; i genap; k genap}

membentuk baris aritmatika dengan beda d6 = −m
2

.

Bukti. Melalui proses perhitungan sederhana, untuk k = {1, 2, ..., n} didapat

m∑
i=1

Pn
m,d6

(i, k) = Pn
m,d6

(k)

= {m

4
(2mn− n + 3)− m

2
k}

= {m

4
(2mn− n + 3)− m

2
,
m

4
(2mn− n + 3)−m, . . . ,

m

4
(2mn

−n + 3)− m

2
(n− 1),

m

4
(2mn− n + 3)− m

2
n}

Terbukti bahwa himpunan tersebut membentuk deret arimatika dengan d6 = −m
2

.

2

Suatu partisi yang didefinisikan dengan Pn
c,d(i,j) dapat dibentuk dengan

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


19

mengkombinasikan partisi lain sehingga diperoleh beda d yang bervariasi. Kon-

struksi partisi tersebut mengikuti fakta di bawah ini:

Pn
c,d(k) = Pn

c1,d1
(i,j)

⋃
(Pn

c2,d2
(i,j)⊕ (nc1); untuk 1 ≤ j ≤ n

∑Pn
c,c(i,j) =

∑Pn
c1,d1

(i,j) +
∑

(Pn
c2,d2

(i,j)⊕ nc1), untuk 1 ≤ j ≤ n

=
∑Pn

c1,d1
(i,j) +

∑
(Pn

c2,d2
(i,j)⊕ nc1c2), 1 ≤ i ≤ c}

dimana c = c1 + c2 dan d = d1 + d2 (Bača, dkk. 2013)

2.5 Pelabelan Graf

Pelabelan graf dari suatu graf G adalah suatu fungsi satu-satu yang memetakan

elemen-elemen dalam graf (baik titik, sisi, maupun titik dan sisi) ke dalam him-

punan bilangan (biasanya bilangan bulat positif atau bilangan bulat non-negatif)

yang disebut label. Pelabelan yang diberikan pada himpunan titik disebut pela-

belan titik (vertex labelling), pelabelan yang diberikan pada himpunan sisi disebut

pelabelan sisi (edge labelling), dan pelabelan yang diberikan pada himpunan titik

dan sisi disebut pelabelan total (total labelling). Pada Gambar 2.13, dapat dilihat

contoh pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total.

4 5

3

6

2

1

(a) (b) (c)

4

1

3

2
10

2

5

8

3

6

1 7

9

4

Gambar 2.13 (a) Pelabelan titik, (b) Pelabelan sisi, (c) Pelabelan total

Pelabelan graf adalah suatu pemetaan satu-satu dan onto (fungsi bijektif)

yang memetakan dari elemen-elemen graf (titik dan sisi) ke himpunan bilangan

bulat positif. Secara umum, fungsi f himpunan A ke dalam B disebut fungsi

satu-satu jika setiap elemen dalam A mempunyai bayangan yang berbeda pada

B dan disebut onto jika dan hanya jika range f sama dengan B. secara singkat,

f :A → B adalah satu-satu jika f(a) = f(a′) maka a = a′ dan merupakan onto
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jika f(A) = B.Suatu selimut dari G adalah H = {H1, H2, H3, . . . , Hk} keluarga

subgraf dari G dengan sifat setiap sisi di G termuat pada sekurang-kurangnya

satu graf Hi untuk suatu i ∈ {1, 2, . . . , k}. Jika untuk setiap i ∈ {1, 2, . . . , k}, Hi

isomorfik dengan suatu subgraf H, maka H dikatakan suatu selimut−H dari G.

Selanjutnya dikatakan bahwa G memuat selimut−H.

Misalkan H dalah selimut−H yang memuat semua subgraf dari G yang

isomorfik dengan H. Gutiérrez dan Lladó (2005) memperkenalkan pelabelan total

H−ajaib dengan menggunakan konsep selimut−H. Misalkan β : V (G)∪E(G) →
{1, 2, . . . , vg +eg} adalah suatu fungsi injektif. Definisikan bobot−Hi, β(Hi) seba-

gai β(Hi) =
∑

v∈V (Hi)
β(v)+

∑
e∈E(Hi)

β(e). Fungsi β disebut pelabelan H−ajaib,

jika {β(Hi)|Hi ∈ H} = kβ untuk suatu bilangan bulat positif kβ. Kemudian, β

dikatakan pelabelan H-ajaib super , jika β(V (G)) = {1, 2, . . . , vG}. Selanjutnya,

pelabelan total H−ajaib yang terkait dengan selimut−H dinamakan pelabelan

selimut H−ajaib.

Pelabelan selimut (a, d)−H−antimagic pada graf G dengan v titik dan e

sisi didefinisikan sebagai fungsi bijektif dari titik-titik dan sisi-sisi pada himpunan

bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi, secara matematis ditulis

dalam bentuk f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, 3, ..., |V (G)| + |E(G)|} dengan sifat

bahwa setiap subgraf dari G yang isomorfik dengan H dimana H juga subgraf

dari G mempunyai total label ω(H)=ΣvεV (H)f(v) + ΣeεE(H)f(e) sedemikian

hingga bobot selimutnya membentuk barisan aritmatika {a, a + d, a + 2d, ..., a +

(k − 1)d} dengan a adalah suku pertama, d adalah beda, dan k adalah jumlah

selimutnya. Untuk mencari batas atas nilai beda d pelabelan total selimut (a, d)−
H− antimagic dapat ditentukan dengan lemma berikut:

Lema 2.5.1. Jika sebuah graf G(V, E) adalah pelabelan super (a, d)-H antimagic

total covering maka

d ≤ (pG − pH)pH + (qG − qH)qH

s− 1

untuk s = |Hi|, pG = |V |, qG = |E|, pH = |V ′|, qH = |E ′|

Bukti. f(V ) = 1, 2, 3, .., pG dan f(E) = pG + 1, pG + 2, pG + 2, .., pG + qG. Mi-
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salkan graf (pG, qG) memiliki pelabelan super (a, d)-H antimagic total dengan

fungsi total f(total) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., pG + qG} maka himpunan bobot sebuah

graf adalah {a, a+d, a+2d, . . . , a+(s− 1)d} dimana a merupakan bobot terkecil

maka berlaku:

1 + 2 + . . . + pH + (pG + 1) + (pG + 2) + . . . + (pG + qH) ≤ a
pH

2
(1 + pH) + qHpG +

qH

2
(1 + qH) ≤ a

pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
≤ a

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a + (s− 1)d ≤ pG + (pG − 1) + (pG − 2) + ... + (pG − (pH − 1)) + (pG + qG)

+(pG + qG − 1) + (pG + qG − 2) + ... + (pG + qG − (qH − 1))

= pHpG − pH − 1

2
(1 + (pH − 1)) + qHpG + qHqG

−qH − 1

2
(1 + (qH − 1))

= pHpG − pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHqG − qH − 1

2
(qH)

(s− 1)d ≤ pHpG − pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHqG − qH − 1

2
(qH)− a

≤ pHpG − pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHqG − qH − 1

2
(qH)−

(
pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
)

= pHpG − p2
H

2
+

pH

2
+ qHqG − q2

H

2
+

qH

2
− (

pH

2
+

p2
H

2
+

qH

2
+

q2
H

2
)

= pHpG + qHqG − p2
H − q2

H

= pHpG − p2
H + qHqG − q2

H

= (pG − pH)pH + (qG − qH)qH

d ≤ (pG − pH)pH + (qG − qH)qH

(s− 1)
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Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH

s−1
jika

graf G memiliki super (a, d)-H-antimagic total covering dari berbagai famili graf

(Dafik, 2007). 2

2.6 Aplikasi Graf

Aplikasi graf dalah kehidupan sehar-hari meliputi berbagai macam yaitu

pengaturan jadwal ujian, pewarnaan peta, pengaturan IP komputer. Aplikasi

yang mulai berkembang lagi dalam bidang kriptologi yakni chipertext. Kriptologi

(cryptologi) adalah studi tentang sistem, yang disebut kriptosistem (cryptosys-

tem), untuk komunikasi yang aman (Baugh:181). Dalam sebuah kriptosistem,

pengirim mengubah pesan sebelum mengirimkan sehingga, diharapakan pener-

ima yang berhak yang bisa menyusun ulang pesan yang asli (yakni, pesan yang

belum diubah). Kriptosistem penting bagi organisasi yang besar seperti lembaga

militer, pemerintah, bahkan keperluan individu. sebagai contoh jika layanan pe-

san singkat dikirimkan lewat jaringan komputer, diharapakan isi pesan tersebut

hanya bisa dibaca oleh penerima.

Plaintext merupakan teks jelas yang dapat dimengerti berupa pesan yang

dirahasiakan. Ciphertext merupakan pesan hasil penyandian. kegiatan pengirim

pesan disebut menyandikan atau mengkriptosasi (encryption) pesan, yakni proses

menyandikan plaintext menjadi ciphertext. penerima pesan melakukan pengu-

raian sandi atau deskripsi (descryption) pesan untuk mendapatkan plaintext asal.

Berikut alur pengembangan chipertext yang di tunjukan gambar 2.14.

Ada dua jenis algoritma kriptografi simetris saat ini, yaitu block cipher dan

stream cipher. emphblock cipher dilakukan dengan membagi-bagi plaintext yang

akan dikirimkan. Stream Cipher disebut juga dengan sandi aliran. Pada algo-

ritma kriptografi stream cipher, plainteks pada proses enkripsi dilakukan secara

mengalir menggunakan kunci enkripsi yang mengalir juga. Stream cipher banyak

digunakan pada bidang telekomunikasi di internet dan telepon seluler. keuntungan

dari stream cipher adalah tidak dibatasi oleh panjang plainteks. Sebagai contoh

penerapan fungsi chaos sebagai pembangkit kunci aliran (key stream) yang dikem-

bangkan oleh Rinaldi Munir 2015. Stream Chiper adalah algoritma kriptografi

yang mengekripsikan plainteks menjadi chiperteks satu bit atau satu karakter (1
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Plaintext

Encryption Algorithm

Kunci A

Sender Intruder
Receiver

Chanel

Chipertext

Descryption Algorithm

Kunci B

Plaintext

Gambar 2.14 Alur Kerja Kriptografi

byte), yang dalam hal ini panjang kunci sama dengan panjang pesan. Salah satu

algoritma stream chiper yang aman adalah one-time pada (OTP). OTP mene-

rapkan kunci aliran yang terdiri dari bilangan acak, panjang kunci aliran sama

panjang dengan pesan.

Jika karakter yang digunakan adalah huruf A sampai Z makan enkripsi dan

deskripsi dinyatakan penjumlahan modulo 26. Pada penelitian ini akan digu-

nakan adalah anggota himpunan 128 karakter seperti pengkodean ASCII (Amer-

ican Standart Code for Information interchange) sehingga menerapkan penjum-

lahan modulo 128. Pada tabel ASCII terdapat karakter yang digantikan dengan

karakter yang lain yakni urutan karakter ke-0 sampai ke-32, karakter ke-33 sampai

ke-127 sesuai dengan karakter ASCII.

Misalkan diberikan korespondsi huruf abjad dengan bilangan sebagai berikut,

a dengan 0, b dengan 1, c dengan 2, dan seterusnya sampai z dengan 25 dino-

tasikan dengan Z26. Sehingga plaintext x1, x2, x3, ... dengan xi ∈ Z26 dan kunci

aliran k1, k2, k3, ... dengan ki ∈ Z26. Chipertext y1, y2, y3, ... diperoleh dengan

proses enkripsi sebagai berikut :

y1 = x1 + k1, y2 = x2 + k2, ..., yn = xn + kn, yn+1 = xn+1 + kn+1...(mod 26)

Pada penelitian ini akan membahas fungsi partisi sebagai pembangkit kunci aliran

(key stream) pada proses enkripsi-deskripsi. Berikut contoh sebuah pesan yang

akan dikirim ”Pesan Rahasia”fungsi dan key stream hasil dari partisi graf. Ber-
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Tabel 2.1 Tabel Kode ASCII

DEC Char DEC Char DEC Char DEC Char DEC Char
0 27 � 54 6 81 Q 108 l
1 , 28 � 55 7 82 R 109 m
2 - 29 ↔ 56 8 83 S 110 n
3 ♥ 30 N 57 R 84 T 111 o
4 ◆ 31 H 58 : 85 U 112 p
5 ♣ 32 (SP) 59 ; 86 V 113 q
6 ♠ 33 ! 60 ¡ 87 W 114 r
7 • 34 ” 61 = 88 X 115 s
8 ¡ 35 # 62 ¿ 89 Y 116 t
9 � 36 $ 63 ? 90 Z 117 u
10 “ 37 % 64 @ 91 [ 118 v
11 ♂ 38 & 65 A 92 \ 119 w
12 ♀ 39 ’ 66 B 93 ] 120 x
13 ª 40 ( 67 C 94 ∧ 121 y
14 B 41 ) 68 D 95 122 z
15 ☼ 42 ∗ 69 E 96 ` 123 {
16 � 43 + 70 F 97 a 124 |
17 � 44 , 71 G 98 b 125 }
18 l 45 - 72 H 99 c 126 ˜
19 � 46 . 73 I 100 d 127 (DEL)
20 ¶ 47 / 74 J 101 e
21 § 48 0 75 K 102 f

22 D 49 1 76 L 103 g
23 3 50 2 77 M 104 h
24 ^ 51 3 78 N 105 i
25 _ 52 4 79 O 106 j
26 � 53 5 80 P 107 k
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dasarkan hasil perhitungan tabel 2.2, diperoleh hasil enkripsi dengan chiperteks

”qjbnpxkvdztp”

Tabel 2.2 Proses enkripsi dengan kunci aliran hasil Partisi graf

Plaintext xi ki yi = xi + ki Chipertext
p 15 1 16 q
e 4 5 9 j
s 18 9 1 b
a 0 13 13 n
n 13 2 15 p
r 17 6 23 x
a 0 10 10 k
h 7 14 21 v
a 0 3 3 d
s 18 7 25 z
i 8 11 19 t
a 0 15 15 p
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2.7 Hasil Pelabelan Selimut Graf (a, d)−H Antimagic

Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman hasil pelabelan selimut

(a, d)−H antimagic yang digunakan sebagai rujukan dalam penenlitian ini.

Tabel 2.3: Ringkasan pelabelan selimut super (a, d)-H-

antimagic.

Graf a d Hasil

GPn,k(Generalized Petersen ) 3 + 14n− 3bn/2c d = 2 H = K1,3

(Karyanti, 2012)

Sn(Matahari) 13n + 4 d = 1 H = K1,3

12n + 5 + bn/2c d = 2

(Karyanti, 2012)

Amal(w3, v, m)(Amalgamasi graf roda) 30m + 7 d = 9 H = W3

29m + 71 d = 7

(Anggraeni, 2015)

2.8 Berpikir Tingkat Tinggi

Penggunaan berpikir tingkat tinggi dalam pelabelan total selimut -(a, d) − H-

antimagic pada eksponensial face graf wheel (Wn) untuk mengetahui hubungan
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tahapan taksonomi bloom pada proses menemukan lema, teorema, dan algorit-

manya. Higher Order Thinking Skills (HOTS) adalah kegiatan berpikir yang meli-

batkan level kognitif hirarki tinggi dari taksonomi berpikir Bloom. Terdiri enam

level yaitu (1) pengetahuan ( knowledge ); (2) pemahaman (comprehension); (3)

penerapan ( application); (4) analisis (analysis); (5) sintesis (synthesis); dan (6)

evaluasi (evaluation).

Taksonomi Bloom yang telah direvisi khususnya pada ranah kognitif yang

disusun oleh Lorin W. Anderson dan David R. Krathwohl pada tahun 2001 telah

direvisi sudah banyak yang menerima terutama oleh saintisi dan praktisi sehingga

keberadaan bisa dijadikan rujukan penelitian. Berikut Level Taksonomi Bloom

ranah kognitif yang telah direvisi Anderson dan Krathwohl (2001:66 - 88) yakni:

mengingat (remembering) , memahami/mengerti (understanding) , menerapkan

(applying) , menga nalisis (analyzing) , mengevaluasi (evaluating) , dan mencip-

takan (creating).

(a) (b)

Gambar 2.15 (a) Tahapan Taksonomi Bloom yang belum direvisi dan (b) Tahapan
Taksonomi Bloom yang telah direvisi

1. mengingat merupakan kemampuan mengulang pengetahuan dari ingatan

atau memori yang telah lampau diterima, baik yang baru diperoleh atau

sudah lama. Kemampuan mengingat berperan penting dalam proses pem-

belajaran yang bermakna dan pemecahan permasalahan. Proses mengingat
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kata kerja kuncinya yaitu : mengingat, mengulangi, menemukan, menyusun,

menyataakan kembali,mengurutkan,menamai, menyebutkan.

2. memahami berkaitan dengan kemampuan membangun sebuah pengertian

dari sebuah pesan atau informasi yang telah ada baik dalam bentuk lisan

atau tertulis. Kata kerja kunci yaitu menerangkan, menjelaskan, mener-

jemahkan, menguraikan, menafsirkan, membandingkan.

3. menerapkan merupakan kemapuan melakukan sesuatu dan mengaplikasikann

konsep dalam situasi tertentu. Menerapkan berkaitan dengan dimensi penge-

tahuan prosedural (pro cedural knowledge). Kata kerja kunci yaitu : mene-

rapkan, memilih, melaksanakan menggunakan, memprogramkan, memprak-

tikan.

4. menganalisis merupakan kemampuan untuk memecahkan permasalahan de-

ngan memisahkan tiap-tiap bagian dari masalah serta mencari tahu bagai-

mana keterkaitan tersebut menimbulkan masalah. Kata kerja kunci : meng-

kaji ulang, membedakan, membandingkan, mengorganisir, menghubungkan.

5. mengevaluasi berkaitan dengan proses kognitif yaitu memberikan penila-

ian berdasarkan norma dan kriteria tertentu. Kata kerja kunci menilai,

mengevaluasi, mengecek, mengkritik, memprediksi,menyeleksi.

6. mengkreasi merupakan kemampuan memadukan unsur-unsur menjadi ke-

satuan yang koheren dan mengarahkan untuk menghasilkan suatu produk

baru. Kata kerja kunci : merancang, membangun, membentuk,melakukan

inovasi, mendesain, menghasilkan karya.
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini dikategorikan kedalam penelitian eksploratif dan terapan. Me-

tode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif aksiomatik.

Metode deduktif aksiomatik yaitu menurunkan aksioma atau teorema yang telah

ada terkait tentang pengertian dasar selimut (a, d) − H-antimagic eksponensial

face wheel Wn dan graf Sm W
[Sm]
n , kemudian diterapkan dalam pelabelan total

super (a, d) − H-antimagic pada eksponensial facegraf dari graf khusus. Graf

khusus yang digunakan dalam penelitian ini adalah graf wheel wn. Pelabelan titik

dan sisi pada graf eksponensial face wheel Wn dan graf Sm W
[Sm]
n menggunakan

lemma yang telah ada yakni menggunakan metode pendeteksian pola (pattern

recognition) dan partisi. Jika terdapat pelabelan super (a, d) − H antimagic to-

tal selimut pada graf eksponensial face wheel Wn dan graf L W
[Sm]
n , maka akan

dirumuskan begaimana pola super (a, d)−H antimagic total selimut pada ekspo-

nensial face wheel Wn dan graf Sm untuk menentukan pola umumnya, sehingga

nantinya dapat dirumuskan pelabelan super (a, d) − H antimagic total selimut

pada eksponensial face graf. pada penelitian ini juga menggunakan tahapan pada

taksonomi bloom yang telah direvisi yaitu mengingat, mengerti, mengaplikasikan,

menganalisa, mengevaluasi, dan menciptakan.

3.2 Definisi Operasional

Definisi operasional variabel digunakan untuk memberikan gambaran secara

sistematis dalam penelitin dan utuk menghindari terjadinya perbedaan pengertian

makna. Berikut ini maksud dari definisi operasional variabel.

3.2.1 pelabelan selimut super (a, d)-H-antimagic total

Pelabelan selimut (a, d) − H−antimagic pada graf G dengan v titik dan e

sisi didefinisikan sebagai fungsi bijektif dari titik-titik dan sisi-sisi pada himpunan

29
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bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi, secara matematis ditulis

dalam bentuk f : V (G)∪E(G) → {1, 2, 3, ..., |V (G)|+|E(G)|} dengan sifat bahwa

setiap subgraf dari G yang isomorfik dengan H dimana H juga subgraf dari G

mempunyai total label ω(H)=ΣvεV (H)f(v) + ΣeεE(H)f(e) sedemikian hingga

bobot selimutnya membentuk barisan aritmatika {a, a+d, a+2d, ..., a+(k−1)d}
dengan a adalah suku pertama, d adalah beda, dan k adalah jumlah selimutnya.

3.2.2 Graf eksponensial face wheel Wn dan graf Sm

Graf eksponensial face wheel Wn dan sebarang graf L mempunyai him-

punan titik V1 = C, V2 =
⋃n

j=1{xj},V3 =
⋃n

j=1{xi,j, 1 ≤ i ≤ m} dan sisi E1 =⋃n
j=1{x0xj}, E2 =

⋃n−1
j=1{xjxj+1; 1 ≤ j ≤ n−1}⋃{x1xn}, E3 =

⋃n
j=1{el,j, 1 ≤ l ≤

r}. Berikut pada gambar 3.1 eksponensial face graf wheel Wn dan graf C.

x1,1

x3,1
x2,2

x3,2

x1,3

x3,3 x2,3

x3
x2

x1

x1,2x2,1

e5, 3

C
e1, 1

e2, 1

e3, 1

e4, 1

e5, 1

e1, 2

e2, 2

e3, 2

e4, 2

e5, 2
e1, 3

e2, 3

e3, 3e4, 3

Gambar 3.1 Eksponensial face Graf wheel W
[Sm]
n
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3.3 Teknik Penelitian

Peneltian ini dilakukan pada eksponensial face graf wheel. Adapun teknik

penelitian adalah sebagai berikut :

1. mengidentikasi famili eksponensial face wheel Wn dan graf Sm W
[Sm]
n ;

2. menghitung jumlah titik pG dan sisi qG pada eksponensial face wheel Wn

dan graf Sm , serta menghitung jumlah titik pH , jumlah selimut sisi qH , dan

jumlah selimut pada eksponensial face wheel Wn dan graf Sm;

3. menentukan batas atas nilai beda d pada eksponensial face wheel Wn dan

graf Sm;

4. menentukan label HAV C (H−antimagic vertex covering) atau pelabelan

titik (a, d)− antimagic selimut pada eksponensial face wheel Wn dan graf

Sm W
[L]
n ;

5. apabila labelHAV C berlaku untuk beberapa graf baik maka dikatakan pela-

belan itu expandable sehingga dilanjutkan dengan mengembangkan fungsi

bijektif bobot titik (a, d)−antimagic selimut pada eksponensial face wheel

Wn dan graf Sm;

6. menentukan label sisi dan fungsi bijektif sisi (a, d)− antimagic selimut pada

eksponensial face wheel Wn dan graf Sm ;

7. mengembangkan fungsi sisi dan bobot total (a, d)− antimagic total covering

pada eksponensial face wheel Wn dan graf Sm;

8. membuktikan kebenaran fungsi sisi pada eksponensial face wheel Wn dan

graf Sm;

9. menemukan teorema ;

10. membentuk kriptosistem stream chipertext sesuai pesan rahasia.

Secara umum, langkah-langkah penelitian tersebut dapat juga disajikan dalam

bagan alir pada gambar 3.2.
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Mengembangkan fungsi sisi
dan bobot total

Membuktikan kebenaran
fungsi

Teorema

Menentukan label sisi dan
fungsi bijektif sisi Mengembangkan fungsi bijektif

total selimut

Keterangan :
= Aliran kegiatan utama

= Aliran pengecekan

= Proses kegiatan

= Hasil analisis

= Hasil kegiatan

(menerapkan)

(memahami)

(mengingat)

(mengevaluasi)

(mencipta)

(menganalisa)

Menentukan batas atas

Membentuk kriptosistem

stream chiper

Menentukan label titik HAV C

expandable unexpandable

Menghitung jumlah titik p, sisi q

dan selimut pada eksponensial graf

Mengidentifikasi famili graf

nilai beda d

Gambar 3.2 Diagram Alir Penelitian

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


33

3.4 Observasi

Sebelum penelitian pada eksponensial face wheel Wn dan graf Sm, telah

dilakukan observasi awal untuk nilai m, ti dan n tertentu sebagai pedoman un-

tuk menduga keberadaan pelabelan selimut super (a, d)-H-antimagic total serta

menentukan pola pelabelannya. Ternyata setelah dilakuakan observasi awal, peneliti

menemukan pola pelabelan titik tunggal pada eksponensial face wheel Wn dan graf

Sm W
[L]
n , antara lain sebagai berikut :

Berdasarkan tahapan pelabelan tersebut yang dilakukan pada observasi awal

sehingga peneliti menemukan pelabelan titik dan bobot titik yang berurutan,

maka penulis dapat melanjutkan observasinya untuk menemukan pelabelan se-

limut super (a, d)−H antimagic total pada eksponensial face wheel Wn dan graf

Sm. Untuk lebih jelasnya, gambar 3.3 hasil observasi awal pelabelan eksponensial

face wheel Wn dan graf Sm. Observasi selanjutnya akan mengikuti tahapan-

tahapan yang terdapat pada Taksonomi Bloom yang telah direvisi.
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Gambar 3.3 Eksponensial face graf wheel dan Sm beserta pelabelannya
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa:

1. Graf eksponensial face Graf whell berorder n + 1 (Wn) dan graf Sm G =

W
[Sm]
n , dimana pSm = m+ dan qSm = r. G memiliki himpunan titik V1 = C,

V2 =
⋃n

j=1{xj},V3 =
⋃n

j=1{xi,j, 1 ≤ i ≤ m} dan sisi E1 =
⋃n

j=1{Cxj},
E2 =

⋃n−1
j=1{xjxj+1}

⋃{x1xn}, E3 =
⋃n

j=1{el,j, 1 ≤ l ≤ r + 3}. Sedangkan

jumlah titik |V1| = 1, |V2| = n, |V3| = (m− 2)n maka pG=|V1| + |V2| + |V3|
dan jumlah sisi |E1| = n, dan |E2| = n, |E3| = nr maka qG=|E1|+|E2|+|E3|
sedangkan pH dan qH merupakan jumlah titik dan sisi pada selimut sehingga

pG=n(m−1)+1, pH = m+1, qG=n(r+2), qH = r+3 dengan jumlah selimut

G = W
[Sm]
n d ≤ m2 + r2 +4m+11r +33+ −m−r+9

n−1
. dimana pH = m+1 dan

qH = r + 3.

2. Misalkan m,n, r adalah bilangan bulat dengan m, r ≥ 2, n ≥ 3, n bilangan

ganjil maka graf eksponensial face wheel Wn dan graf star Sm mempunyai

Super (a,d)-H-antimagic total covering dengan nilai a = 5n+7+m1(−1
2
m1+

n + 21
2
) + m2(m2n− n + m2

2
− 1

2
) +

∑8
c=2 mc(n

∑c−1
t=1 mt + n + 1) + n

2
(m2

3 +

m3) + n
2
(m2

4 − m4) + m5

2
(2m5n − n + 1) + m6

4
(2m6n − n + 3) + 1

2
(m7 −

m2
7) + m8

2
(2m8n + m8 + 1) + 1

2
(3r1 − r2

1) + r1(mn + 3n + 1) + r2(r2n− n +
r2

2
− 1

2
) +

∑8
c=2 rc(n

∑c−1
t=1 rt + mn + 3n + 1) + n

2
(r2

3 + r3) + n
2
(r2

4 − r4) +
r5

2
(2r5n − n + 1) + r6

4
(2r6n − n + 3) + 1

2
(r7 − r2

7) + r8

2
(2r8n + r8 + 1)dan

d = (3 + m2
1 − 2m1 −m2

2 − 2m2 −m3 + m4 + m5

2
− m6

2
+ m2

7 −m2
8 + r2

1 −
2r1 − r2 − 2r2 − r3 + r4 + r5

2
− r6

2
+ r2

7j + r2
8)j

3. Dari pelabelan super (a, d) − H antimagic total covering pada eksponen-

sial face graf wheel Wn dan graf star G = W
[Sm]
n dapat digunakan untuk
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mengembangkan stream chiper one time pad (OTP). Terdapat dua algo-

ritma yaitu algoritma membentuk kunci aliran dan algoritma stream chiper

Untuk menghasilkan kunci aliran mengikuti algoritma berikut ini:

(a) menentukan jenis graf G yang akan di bangun kunci;

(b) melabeli titik dan sisi jika membentuk super (a, d)−H antimagic total

covering lanjutkan langkah 3, jika tidak membentuk super (a, d) − H
antimagic total covering kembali ke langkah satu;

(c) panjang kunci aliran yang digunakan sama dengan panjang plaintext,

misal panjang kunci aliran adalah h, sehingga mengiliminasi label sisi

fe > |V (G)|+ h;

(d) membangun diagram pohon yang mulai dari titik 1 dan akar selanjut-

nya mengikuti pola graf G. Sisi yang dieliminasi tidak perlu digunakan;

(e) melabeli diagram pohon yang terbentuk sesuai dengan sisi pada graf

G Kemudia mengurutkan label sisi dari kiri ke kanan dan dimulai dari

sisi atas diagram ;

(f) menerapkan bilangan mod 128 pada barisan dari label sisi untuk mem-

peroleh OTP atau kunci aliran pada strem chiper ;

Langkah-langkah membentuk chipertext dengan stream chiper one-time pad

(OTP) :

(a) karakter dikorespondensikan dengan bilangan sesuai dengan tabel ASCII

;

(b) plaintext dinotasikan dengan p = {p1, p2, ..., pi};
(c) kunci aliran dinotasikan dengan s = {s1, s2, ..., si}, Panjang keystream

sama dengan panjang plaintext ;

(d) chipertext dinotasikan dengan c = {c1, c2, c3, ..., ci};
(e) proses Ekripsi : ci = (pi + si) mod 26 dan Deskripsi : pi = (ci − si)

mod 26;
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4. Kaitan antara keterampilan berpikir tingkat tinggi dengan pelabelan su-

per yakni dalam penmuan teorema pada batas atas yang yelah ditemukan,

yaitu dimulai dari mengingat dalam mengidentifikasi famili graf, memahami

dalam menghitung jumlah titik p dan sisi q serta menentukan batas atas

nilai beda d pada, menerapkan dalam menentukan label titik dan mengem-

bangkan fungsu bijekti bobot titik selimut, menganalisa dalam menentukan

lebel sisi dan fungsi bijektif serta mengembangkan fungsi sisi dan bobot

total, mengevaluasi dalam membuktikan kebenaran fungsi dan mencipta

teorema baru.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian pelabelan super (a, d)−H antimagic total co-

vering eksponensial face graf wheel(Wn) serta mengacu pada open problem dari

hasil penelitian yang telah ditemukan, maka peneliti memberikan sara agar pem-

baca dapat melakukan penelitian pelabelan (a, d)−H antimagic eksponensial face

graf wheel dan graf star W
[Sm]
n untuk diskonektif
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