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MOTO 

“In order to succeed, we must first believe that we can” 

(Nikos Kazantzakis)
 *)

 

 

“Try and fail, but don’t fail to try” 

 (Stephen Kaggwa) **)
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

*)
 https://www.brainyquote.com/quotes/topics/topic_motivational.html 

**) 
http://www.gadel.info/2011/07/keep-trying-quotes-sayings-and-proverbs.html 
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RINGKASAN 

Modifikasi Metode Newton Tiga Langkah Dalam Penyelesaian Sistem 

Persamaan Nonlinier; Yasmin Farida; 121810101056; 2016; 50 Halaman; Jurusan 

Matematika Fakultas Matematikan dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jember. 

 

 Perkembangan metode numerik dalam bidang sains dan teknik masih terus 

berjalan seiring dengan perkembangan zaman. Para ahli matematika melakukan 

penelitian dan memperbarui metode-metode yang sudah ada untuk diperbaiki maupun 

dikembangkan. Salah satu permasalahan metode numerik yaitu pencarian solusi atau 

akar dari persamaan nonlinier dan sistem persamaan nonlinier. Sistem persamaan 

nonlinier pada umumnya sulit diselesaikan secara analitik, akan tetapi memungkinkan 

untuk diselesaikan menggunakan metode numerik. Metode numerik merupakan 

sebuah teknik yang digunakan untuk merumuskan permasalahan matematika agar 

dapat dipecahkan dengan operasi perhitungan atau aritmatika. Adapun metode 

numerik yang sering digunakan untuk mencari penyelesaian sistem persamaan 

nonlinier yaitu metode Newton.  

 Pada penelitian ini, dilakukan modifikasi metode Newton 3 langkah yang 

telah ditemukan oleh Cordero (2012) dengan mengganti langkah ketiga menggunakan 

skema integrasi orde tinggi. Permasalahan yang digunakan pada penelitian ini 

menggunakan beberapa persamaan dari berbagai rujukan. Terdapat 5 sistem 

persamaan nonlinier 3 varibel. Tujuan dari penelitian ini yaitu untuk mengetahui 

bentuk modifikasi metode Newton 3 langkah, mengetahui orde konvergensinya, dan 

mengetahui hasil solusi modifikasi metode Newton 3 langkah jika dibandingkan 

dengan metode lain. 

 Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh solusi yang mendekati dan 

sama dengan solusi metode rujukan yaitu metode Newton-Raphson, KH, dan 
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viii 
 

Modified Newton . Selain itu, pada penelitian ini menghasilkan 8 skema baru. Skema 

baru yang diberi nama algoritma 1 sampai 8 ini memiliki orde konvergensi yang 

berbeda. Algoritma 1 sampai 4 memiliki orde konvergensi yaitu berorde 3. Setelah 

dilakukan peningkatan orde konvergenitas dengan menghilangkan suku 𝐶2𝐸𝑛  pada 

ekspansi deret taylor setiap 𝐹′ 𝑤𝑟  langkah ke-3 algoritma 1 sampai 4, didapatkan 4 

algoritma baru yaitu algoritma 5 sampai 8 yang memiliki orde konvergenitas 4. Dari 

8 algoritma baru tersebut, ada satu algoritma yang lebih unggul dibandingkan dengan 

7 algoritma lain yaitu algoritma 6 yang merupakan modifikasi algoritma 2. Algoritma 

6 tersebut mempunyai iterasi yang lebih sedikit daripada 7 algoritma yang lain.  
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BAB 1. PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

 Salah satu permasalahan penting dalam analisis dan metode numerik dalam 

bidang sains dan teknik yang masih terus dikembangkan sampai saat ini adalah 

pencarian solusi atau akar dari persamaan nonlinier dan sistem persamaan nonlinier. 

Persamaan nonlinier merupakan persamaan yang biasanya berbentuk suatu 

polinomial maupun transenden. Penyelesaian persamaan nonlinier adalah penentuan 

akar-akar persamaan nonlinier, dimana akar dari sebuah persamaan 𝑓 𝑥 = 0 adalah 

nilai-nilai 𝑥 yang menyebabkan nilai 𝑓 𝑥  sama dengan nol. Sedangkan sistem 

persamaan nonlinier merupakan kumpulan dari beberapa persamaan nonlinier yang 

menjadi kesatuan dalam sebuah sistem yang saling mempengaruhi.  

Sistem persamaan nonlinier pada umumnya sulit diselesaikan secara analitik, 

akan tetapi memungkinkan untuk diselesaikan dengan menggunakan metode 

numerik. Metode numerik merupakan sebuah teknik yang digunakan untuk 

merumuskan permasalahan matematika agar dapat dipecahkan dengan operasi 

perhitungan atau aritmatika (Triatmodjo, 1992). Adapun metode numerik yang sering 

digunakan untuk mencari penyelesaian sistem persamaan nonlinier yaitu metode 

Newton. Metode Newton dapat memberikan orde konvergenitas cukup baik dengan 

waktu yang relatif singkat apabila nilai awal yang digunakan mendekati solusi. 

Namun masih memungkinkan untuk mempercepat orde konvergenitas dan waktu dari 

metode Newton. Sehingga beberapa metode terbaru telah ditemukan berdasarkan 

pengembangan metode Newton oleh para ahli matematika. Hal ini dilakukan dengan 

tujuan untuk memperbaiki akurasi dan mempercepat konvergenitas  

Dalam menyelesaikan persamaan nonlinier banyak metode telah 

dikembangkan seperti pada artikel yang ditulis Soheili et al. (2008). Soheili et al. 
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telah mengembangkan sebuah metode prediktor-korektor untuk menyelesaikan 

persamaan nonlinier dengan menggunakan kombinasi bobot pada titik tengah, dan 

formula trapesium kuadratur. Wang pada tahun 2011 menggunakan orde ke-3 dari 

metode iterasi Newton-Like untuk menyelesaikan persamaan nonlinier. Selanjutnya, 

Arif dan Julianto (2013) menggunakan modifikasi metode Chebyshev orde tiga untuk 

mencari akar ganda tanpa menggunakan turunan. Noor et al. (2006), telah 

mempertimbangkan teknik alternatif dekomposisi yang tidak melibatkan turunan dari 

suatu polinomial. Sedangkan, Kim et al. (2010), mengembangkan skema baru metode 

iterasi dari hasil analisis geometri dalam menyelesaikan persamaan nonlinier 

berdasarkan metode Newton dengan orde tiga.  

 Selain itu, beberapa metode iterasi yang telah dikembangkan untuk 

menyelesaikan sistem persamaan nonlinier (SPNL) dengan menggunakan berbagai 

teknik seperti metode Newton, dekomposisi Adomain yang telah diperbaiki, 

gangguan homotopi, dan iterasi Householder. Pada tahun 2012 dan 2013, Khirallah 

dan Hafiz telah mengembangkan metode berorde tiga Newton-family dan 

mengembangkan metode Jarrat untuk menyelesaikan sistem persamaan nonlinier 

(SPNL). Darvishi et al. (2007), telah menciptakan dua metode baru, yaitu orde ke-3 

metode Newton dan iterasi super kubik untuk menyelesaikan SPNL. Sedangkan, 

Sharma et al. (2011), mengembangkan dua family dari metode orde ke-3 untuk 

menyelesaikan SPNL. Selanjutnya, Cordero pada tahun 2012 telah mengembangkan 

metode penyelesaian SPNL berdasarkan metode yang ditemukan sebelumnya oleh 

Frontini dan Sormani (2003) dan mendapatkan metode berorde lima dan enam 

dengan prinsip prediktor-korektor 3 langkah. Terakhir, Hueso et al. (2009) 

memperkenalkan sebuah family dari metode prediktor-korektor bebas turunan ke-2 

untuk menyelesaikan SPNL.   

 Berdasarkan uraian di atas secara eksplisit maupun implisit, hal tersebut 

menunjukkan bahwa masih banyak kemungkinan untuk memodifikasi metode yang 

sudah ada. Atas dasar artikel-artikel yang dirujuk oleh peneliti, maka peneliti tertarik 

unuk melakukan penelitian dengan topik yang sama. Oleh karena itu, di dalam skripsi 
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ini, penulis akan memodifikasi metode Newton 3 langkah yang sudah dibahas oleh 

Cordero (2012) dengan menerapkan metode integrasi orde tinggi untuk mendapatkan 

orde konvergenitas yang lebih baik. Orde konvergenitas dan simulasi numerik akan 

dibahas pada uraian bab-bab selanjutnya untuk melihat kecepatan orde konvergenitas 

dari metode yang sedang dikembangkan.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

 Permasalahan yang akan dibahas dalam skripsi ini jika ditinjau dari latar 

belakang di atas adalah : 

a. Bagaimana bentuk modifikasi metode Newton 3 langkah untuk menyelesaikan 

sistem persamaan nonlinier? 

b. Bagaimana orde konvergensi dari modifikasi metode Newton 3 langkah untuk 

menyelesaikan sistem persamaan nonlinier? 

c. Bagaimana hasil solusi dari modifikasi metode Newton 3 langkah untuk 

menyelesaikan sistem persamaan nonlinier jika dibandingkan dengan metode 

Newton-Raphson, KH, dan Modified Newton ? 

 

1.3 Tujuan  

 Adapun tujuan yang ingin dicapai dari penulisan skripsi ini adalah : 

a. Mengetahui bentuk modifikasi metode Newton 3 langkah untuk menyelesaikan 

sistem persamaan nonlinier. 

b. Mengetahui orde konvergensi dari modifikasi metode Newton 3 langkah untuk 

menyelesaikan sistem persamaan nonlinier. 

c. Mengetahui hasil solusi dari modifikasi metode Newton 3 langkah untuk 

menyelesaikan sistem persamaan nonlinier jika dibandingkan dengan metode 

Newton-Raphson, KH, dan Modified Newton. 
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1.4 Manfaat 

 Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah memberikan informasi dan wawasan 

kepada pembaca dalam menyelesaikan permasalahan sistem persamaan nonlinier, 

selain itu juga menjadi referensi untuk pengembangan metode numerik lain yang 

lebih baik dalam menyelesaikan sistem persamaan nonlinier. 
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Persamaan Nonlinier 

Persamaan nonlinier merupakan persamaan yang biasa dalam bentuk 

polinomial atau transenden. Permasalahan mencari solusi persamaan nonlinier dapat 

dirumuskan sebagai berikut: 𝑆 adalah himpunan solusi dari 

𝑓 𝑥 = 0 

Jika untuk setiap 𝑠 ∈ 𝑆 sedemikian sehingga 𝑓(𝑠) sama dengan nol. 

 Persamaan nonlinier yang melibatkan fungsi transenden yaitu sinus, cosinus, 

eksponensial, logaritma dapat ditunjukkan seperti contoh berikut: 

a. 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 + tan−1𝑥 − 2 = 0 

b. Dalam bidang fisika, kecepatan ke atas sebuah roket dapat dihitung dengan 

persamaan : 

𝑣 = 𝑢 ln  
𝑚0

𝑚0 − 𝑞𝑡
 − 𝑔𝑡 

Dengan 𝑣 kecepatan ke atas, 𝑢 kecepatan saat bahan bakar dikeluarkan, 𝑚0 massa 

awal roket, 𝑞 laju pemakaian bahan bakar, 𝑔 percepatan gravitasi, 𝑡 waktu 

c. Suatu arus osilasi dalam rangkaian listrik 

𝐼 = 10𝑒−𝑡 sin(2𝜋𝑡) 

dengan 𝑡 waktu dan 𝐼 arus. 

Selain itu, persamaan nonlinier juga melibatkan fungsi non transenden, yaitu 

persamaan polinomial. Bentuk umum persamaan polinomial satu variabel 𝑥 

𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + ⋯ + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0 

Contoh persamaan polinomial : 

a. satu variabel (𝑥), 𝑥2 + 4𝑥 − 3 = 0 

b. dua variabel (𝑥 dan 𝑦), 2𝑥2 − 5𝑥𝑦 − 𝑦 = 0 

(Devi, 2011). 
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2.2 Sistem Persamaan Nonlinier 

Persamaan nonlinier yang berjumlah 𝑛 buah persamaan dan saling terkait satu 

sama lain serta harus diselesaikan secara simultan dalam suatu sistem disebut sistem 

persamaan nonlinier. Dalam matematika, salah satu contoh masalah penyelesaian 

sistem persamaan nonlinier 2 variabel diaplikasikan dalam mencari titik potong 

antara 2 kurva, misalnya kurva parabola (𝑥2 − 2𝑥 − 𝑦 − 0.5 = 0) dan elips (𝑥2 +

4𝑦2 − 4 = 0). Hingga diperoleh solusi (−0.2, 1) dan ((1.9, 0.3), yang memenuhi 2 

kurva tersebut (Devi, 2011). 

Bentuk umum sistem persamaan nonlinier dapat ditulis sebagai berikut: 

𝑓𝑖 𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 = 0 

untuk setiap fungsi 𝑓𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 dinyatakan sebagai suatu pemetaan vektor 

𝐱 =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 
𝑡  dari suatu ruang ℝ𝑛  ke ℝ. Suatu sistem persamaan nonlinier 

dengan 𝑛 persamaan dan 𝑛 variabel tidak diketahui, direpresentasikan fungsi F oleh 

suatu pemetaan dari ℝ𝑛  ke ℝ𝑛  yaitu, 

𝐅 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = (𝑓1 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑓2 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , … , 𝑓𝑛 𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ) 

dimana 𝑓1 , 𝑓2, … , 𝑓𝑛  adalah fungsi-fungsi koordinat 𝐅 dan jika variabel 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  

dinyatakan sebagai vektor maka sistem persamaan nonlinier ditampilkan sebagai 

𝐅 𝐱 = 0 (Ginting, 2013). 

 

2.3 Metode Numerik dan Galat 

 Penyelesaian suatu masalah matematika menggunakan metode numerik tidak 

dapat menghasilkan solusi eksak (yang sebenarnya) tapi hanya dapat memberikan 

solusi perkiraan (hampiran). Maka dalam penyelesaian tersebut dapat dipastikan akan 

terdapat galat terhadap nilai eksak. Ada tiga jenis galat yaitu: 

a. Galat bawaan yaitu galat yang biasanya terjadi karena kesalahan manusia (human 

error) misalnya salah dalam menyalin data, salah membaca skala, dan lain-lain 

b. Galat pembulatan (round off error) yaitu galat yang terjadi karena beberapa angka 

terakhir suatu bilangan tidak diperhitungkan 
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c. Galat pemotongan (truncation error) yaitu galat yang terjadi karena perhitungan 

yang dilakukan tidak sesuai dengan prosedur matematika yang benar 

(Nugroho, 2009). 

 Hubungan antara solusi eksak dengan hampirannya dapat dirumuskan sebagai 

berikut 

𝐸𝑠 = galat = nilai eksak − hampiran 

huruf 𝑠 menunjukkan bahwa galat tersebut merupakan galat sejati. Namun, definisi di 

atas memiliki kelemahan yaitu tidak memperhatikan tingkat besaran dari nilai yang 

diukur. Oleh karena itu, rumus di atas dapat dinormalkan sehingga menjadi 

galat relatif =
nilai eksak − hampiran

nilai eksak
 

atau dapat ditulis dalam bentuk persen seperti berikut 

εs = persen galat relatif =
nilai eksak − hampiran

nilai eksak
× 100% 

Rumus di atas hanya dapat digunakan jika solusi eksak diketahui, jika tidak 

alternatifnya adalah dengan menormalkan galat menggunakan nilai hampiran terbaik 

yang tersedia yaitu terhadap hampiran itu sendiri, seperti berikut 

𝜀𝑕 =
galat hampiran

hampiran
× 100% 

=
hampiran sekarang − hampiran sebelumnya

hampiran sekarang
× 100% 

huruf 𝑕 menyatakan bahwa galat dinormalkan terhadap nilai hampiran (Nugroho, 

2009). 

 

2.4 Integrasi Numerik 

 Integrasi suatu fungsi adalah operator matematika yang penting, dan 

dipresentasikan dalam bentuk : 

𝐼 =  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
𝑏

𝑎
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Yang merupakan integral suatu fungsi 𝑓 𝑥  terhadap variabel 𝑥 yang dihitung antara 

batas 𝑥 = 𝑎 sampai 𝑥 = 𝑏. Yang dimaksud dengan integrasi adalah nilai total atau 

luasan yang dibatasi oleh fungsi 𝑓 𝑥  dan sumbu 𝑥, serta antara batas 𝑥 = 𝑎 dan 

𝑥 = 𝑏 (Triatmodjo, 1992). 

 Metode integrasi numerik merupakan integral tertentu yang didasarkan pada 

hitungan perkiraan. Hitungan dilakukan dengan membagi luasan dalam sejumlah pias 

kecil. Luas total adalah jumlah dari luas semua pias. Metode ini dapat dibedakan 

dalam dua kelompok, yaitu metode Newton-Cotes dan metode Gauss. Metode 

Newton-Cotes dibagi dalam 2 bentuk. Metode Newton-Cotes yang didasarkan pada 

pengganti fungsi yang kompleks dari tabel data dari awal sampai akhir limit integrasi 

yang diketahui disebut dengan bentuk tertutup (Newton-Cotes closed forms) yang 

diestimasi dengan fungsi polinomial sederhana sehingga mudah diintegralkan. 

Sedangkan, jika batas integrasi dikembangkan di luar interval data yang diketahui, 

maka disebut dengan bentuk terbuka (Newton-Cotes open forms). Metode Newton-

Cotes membagi absis dalam jarak interval yang tetap. Ada tiga metode yang termasuk 

Newton-Cotes closed forms yang banyak digunakan yaitu metode (aturan) Trapesium, 

Simpson 1/3, dan Simpson 3/8. Metode Gauss digunakan untuk mengintegralkan 

suatu fungsi (tidak untuk tabel data) (Triatmodjo, 1992). 

 

2.4.1 Metode Trapesium 

 Metode trapesium merupakan metode Newton-Cotes order pertama. Dalam 

metode ini kurva lengkung dari fungsi 𝑓(𝑥) digantikan oleh garis lurus. Seperti 

terlihat dalam Gambar (2.1) luasan bidang di bawah fungsi 𝑓(𝑥) antara 𝑥 = 𝑎 dan 

𝑥 = 𝑏 didekati oleh luas trapesium di bawah garis lurus yang menghubungkan 𝑓(𝑎) 

dan 𝑓(𝑏). Menurut rumus geometri, luas trapesium adalah lebar kali tinggi rerata. 

𝐼 = (𝑏 − 𝑎)
𝑓 𝑎 − 𝑓(𝑏)

2
 

Penggunaan garis lurus untuk mendekati garis lengkung (Gambar 2.1) menyebabkan 

terjadinya kesalahan sebesar luasan yang tidak diarsir (Triatmodjo, 1992). 

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


9 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Metode Trapesium 

 

2.4.2 Metode Simpson 

 Cara lain untuk mendapatkan perkiraan yang lebih teliti adalah menggunakan 

polinomial order lebih tinggi untuk menghubungkan titik-titik. Misalnya, apabila 

terdapat satu titik tambahan di antara 𝑓(𝑎) dan 𝑓(𝑏), maka ketiga titik dapat 

dihubungkan dengan parabola (Gambar 2.2.a). Apabila terdapat dua titik tambahan 

dengan jarak yang sama antara 𝑓(𝑎) dan 𝑓(𝑏) maka ke-4 titik tersebut dapat 

dihubungkan dengan polinomial order tiga (Gambar 2.2.b). Rumus yang dihasilkan 

oleh integral di bawah polinomial tersebut dikenal dengan metode (aturan) Simpson 

(Triatmodjo, 1992). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Aturan Simpson 

 

𝑥 

 

𝑦 

 

𝑥0 = 𝑎 

 

𝑥4 = 𝑏 

 
(𝑏) 

 

𝑓(𝑥) 

 

𝑝3(𝑥) 

 

𝑥2 

 

𝑥3 

 

𝑥0 = 𝑎 𝑥2 = 𝑏 

𝑥 

𝑦 
𝑓(𝑥) 

(𝑎) 

𝑝2(𝑥) 

𝑥1 

𝑓 𝑎  

𝑓 𝑏  
𝑓 𝑥  

𝑎 𝑏 

𝑦 

𝑥 
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a. Aturan Simpson 1/3 

Di dalam aturan Simpson 1/3 digunakan polinomial Lagrange order dua 

(parabola) yang melalui titik 𝑓(𝑥𝑖−1), 𝑓(𝑥𝑖), dan 𝑓(𝑥𝑖+1) untuk mendekati fungsi 

seperti pada Gambar 2.2.a. Rumus Simpson dapat diturunkan berdasarkan deret 

Taylor. Bentuk umum aturan Simpson 1/3 sebagai berikut. 

𝐴𝑖 =
𝑏 − 𝑎

6
[𝑓 𝑎 + 4𝑓 𝑐 + 𝑓 𝑏 ] 

dengan titik 𝑐 adalah titik tengah antara 𝑎 dan 𝑏.  

b. Aturan Simpson 3/8 

Dengan cara yang sama seperti dalam penurunan aturan Simpson 1/3, rumus 

umum aturan Simpson 3/8 (Gambar 2.2.b) dapat ditulis dalam bentuk : 

𝐼 = (𝑏 − 𝑎)
𝑓 𝑥0 + 3𝑓 𝑥1 + 3𝑓 𝑥2 + 𝑓(𝑥3)

8
 

(Triatmodjo, 1992). 

 

2.4.3 Metode Gauss Kuadratur 

 Di dalam aturan trapesium dan Simpson, fungsi yang diintegralkan secara 

numerik terdiri dari dua bentuk yaitu tabel data atau fungsi. Pada metode Gauss 

Kuadratur, data yang diberikan berupa fungsi. Jika pada aturan trapesium dan 

Simpson, integral didasarkan pada nilai-nilai di ujung-ujung pias. Sedangkan pada 

metode Gauss Kuadratur dihitung luasan di bawah garis lurus yang yang 

menghubungkan dua titik sembarang pada kurva. Dengan menetapkan posisi dari 

kedua titik tersebut secara bebas, maka akan bisa ditentukan garis lurus yang dapat 

menyeimbangkan antara kesalahan positif dan negatif. Bentuk persamaan umum 

metode Gauss Kuadratur adalah : 

𝐼 = 𝑐1𝑓 𝑥1 + 𝑐2𝑓(𝑥2) 

Dalam hal ini variabel 𝑥1 dan 𝑥2 adalah tidak tetap, dan akan dicari seperti terlihat 

dalam Gambar 2.3 (Triatmodjo, 1992). 
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Gambar 2.3 Integrasi Gauss Kuadratur 

 

2.4.4 Metode Integrasi Orde Tinggi 

 Pada skripsi ini, akan dikembangkan metode dalam pencarian solusi SPNL 

berdasar pada formula integrasi orde tinggi yang termasuk dalam Newton-Cotes baik 

yang closed forms maupun open forms. Newton-Cotes closed forms adalah metode 

integrasi yang batas awal dan batas akhirnya diketahui. Sedangkan Newton-Cotes 

open forms, batas integrasi diperluas di luar rentangan (Munif dan Prastyoko, 1995). 

Beberapa metode integrasi orde tinggi Newton-Cotes dapat dilihat pada Tabel 2.1. 

 

Tabel 2.1 Integrasi Orde Tinggi Newton-Cotes 

No Closed Form 

1 

Bode’s rule 

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
2𝑕

45
 7𝑓0 + 32𝑓1 + 12𝑓2 + 32𝑓3 + 7𝑓4 −

8𝑓 6 (𝜉)𝑕7

945

𝑥4

𝑥0

 

 

2 

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
5𝑕

288
 19𝑓0 + 75𝑓1 + 50𝑓2 + 50𝑓3 + 75𝑓4 + 19𝑓5 

𝑥4

𝑥0

−
275𝑓 6 (𝜉)𝑕7

12096
 

𝑓 𝑥  

𝑓 𝑥1  

𝑓 𝑥2  

𝑥1 𝑥2 −1 

 

1 

 

𝑥 
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No Open Forms 

1 
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =

5𝑕

24
 11𝑓1 + 𝑓2 + 𝑓3 + 11𝑓4 +

95𝑓 4 (𝜉)𝑕5

140

𝑥5

𝑥0

 

 

2  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
6𝑕

20
 11𝑓1 − 14𝑓2 + 26𝑓3 − 14𝑓4 + 11𝑓5 +

41𝑓 6 (𝜉)𝑕7

140

𝑥6

𝑥0

 

(Abramowitz dan Stegun, 1970). 

 

2.5 Metode Penyelesaian Sistem Persamaan Nonlinier (SPNL) 

2.5.1 Metode Newton-Raphson 

 Metode Newton-Raphson adalah metode untuk mencari hampiran atau 

pendekatan terhadap akar fungsi real. Metode ini sering konvergen dengan cepat, 

terutama bila iterasi dimulai cukup dekat dengan akar yang diinginkan. Secara umum, 

pembahasan metode Newton-Raphson yang digunakan menggunakan pendekatan 

polinomial Taylor: 

𝑃𝑛 𝑥 = 𝑓 𝑥0 + 𝑓 ′ 𝑥0  𝑥 − 𝑥0 +
𝑓"(𝑥0)

2!
 𝑥 − 𝑥0 

2 + ⋯ +
𝑓𝑛 𝑥0 

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛  

Dalam penyelesaian sistem persamaan nonlinier yang terdiri dari himpunan nilai-nilai 

𝑥 yang secara simultan memberikan semua persamaan tersebut nilai yang sama 

dengan nol (Mathews, 1992). 

Perhatikan sistem persamaan nonlinier di bawah ini : 

                                

𝐹1 = 𝑓1 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 , … , 𝑥𝑛 = 0

𝐹2 = 𝑓2 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 , … , 𝑥𝑛 = 0
⋮               ⋮                ⋮

𝐹𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 , … , 𝑥𝑛 = 0

                                     (2.1) 

Dimana penyelesaian dengan perluasan metode Newton-Raphson melalui ekspansi 

deret Taylor pada masing-masing persamaan. Dengan ekspansi deret Taylor orde 

pertama : 

𝑓(𝑥𝑖+1) = 𝑓 𝑥𝑖 + (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑓′(𝑥𝑖) 
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sehingga persamaan (2.1) menjadi : 

                

 𝐹1 𝑖+1 −  𝐹1 𝑖

 𝐹2 𝑖+1 −  𝐹2 𝑖

⋮
 𝐹𝑛 𝑖+1 −  𝐹𝑛 𝑖

 =

 
 
 
 
 
 
𝜕 𝐹1 𝑖

𝜕𝑥1

𝜕 𝐹1 𝑖

𝜕𝑥2
…

𝜕 𝐹1 𝑖

𝜕𝑥𝑛

𝜕 𝐹2 𝑖

𝜕𝑥1

𝜕 𝐹2 𝑖

𝜕𝑥2
…

𝜕 𝐹2 𝑖

𝜕𝑥𝑛

⋮
𝜕 𝐹𝑛  𝑖

𝜕𝑥1

⋮
𝜕 𝐹𝑛  𝑖

𝜕𝑥2

⋮

…
𝜕 𝐹𝑛  𝑖

𝜕𝑥𝑛  
 
 
 
 
 

 

 𝑥1 𝑖+1 −  𝑥1 𝑖

 𝑥2 𝑖+1 −  𝑥2 𝑖

⋮
 𝑥𝑛 𝑖+1 −  𝑥𝑛 𝑖

         (2.2) 

atau  

∆𝐹 ≈ 𝐽 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 . ∆𝑋 

Karena yang akan dicari adalah nilai (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛)𝑖+1 ketika 

 𝐹1 𝑖+1,  𝐹 𝑖+1, … ,  𝐹 𝑖+1 = 0, maka persamaan (2.2) dapat ditulis sebagai berikut 

𝑿𝑖+1 = 𝑿𝑖 − 𝐽 𝑿 𝑖
−1

. 𝐹(𝑿𝑖) 

 

2.5.2 Metode Orde Tiga 

 Misalkan 𝑿 adalah solusi dari fungsi terdiferensiabel dan pandang solusi 

numerik dari sistem persamaan 𝐹 𝑥 = 0, dimana 𝐹: 𝐷 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ𝑛  adalah pemetaan 

yang continue pada himpunan konveks 𝐷, dan memiliki akar unik di dalam 𝐷, 

𝐹 𝑥 = (𝑓1 𝑥 , 𝑓2 𝑥 , … , 𝑓𝑛 𝑥 )𝑇 , 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑇 dan 𝑓𝑖 : ℝ
𝑛 → ℝ merupakan 

fungsi nonlinier, maka 

                                               𝐹 𝑥 = 𝐹 𝑥𝑖 +  𝐹′(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

𝑥𝑖
                                     (2.3) 

Jika integral pada persamaan (2.3) diaproksimasi dengan menggunakan metode 

aturan Simpson untuk menyelesaikan integral tentu  𝐹′(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

𝑥𝑖
, seperti pada artikel 

Emamzadeh dan Kajani (dalam Khirallah dan Hafiz, 2012), maka 

                           𝐹′(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

𝑥𝑖
=  𝐹′(𝑥𝑖) + 4𝐹′  

𝑥𝑖+𝑥

2
 + 𝐹′ 𝑥  

(𝑥−𝑥𝑖)

3
                     (2.4) 

Dari persamaan (2.3) dan (2.4) diperoleh, 

𝐹 𝑥 =  𝐹 𝑥𝑖 +  𝐹′(𝑥𝑖) + 4𝐹′  
𝑥𝑖 + 𝑥

2
 + 𝐹′ 𝑥  

(𝑥 − 𝑥𝑖)

3
 

Karena 𝐹 𝑥 = 0, maka 
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                             𝑥 = 𝑥𝑖 − 6  𝐹′(𝑥𝑖) + 4𝐹′  
𝑥𝑖+𝑥

2
 + 𝐹′ 𝑥  

−1

𝐹 𝑥𝑖                    (2.5) 

merupakan metode implisit. Untuk mengatasi kelemahan ini, seseorang biasanya 

menggunakan teknik prediksi dan koreksi. Dengan persamaan (2.5) dan dengan 

memilih metode Newton serta menerapkan prinsip prediktor-korektor maka Khirallah 

dan Hafiz akan mengikuti metode iterasi two-step untuk menyelesaikan SPNL 

sebagai berikut: 

Algoritma 1: diberikan 𝑥0 , menghitung aproksimasi solusi 𝑥𝑖+1 dengan skema 

iterasi. 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝐽−1(𝑥𝑖)𝐹(𝑥𝑖) 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 − 6  𝐹′(𝑥𝑖) + 4𝐹′  
𝑥𝑖 + 𝑦𝑖

2
 + 𝐹′ 𝑦𝑖  

−1

𝐹 𝑥𝑖  

Algoritma 2: jika pendekatan integral pada persamaan (2.3) diterapkan metode 

Newton-Cotes closed form 3 titik, maka didapatkan metode sebagai berikut: 

𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝐽−1(𝑥𝑖)𝐹(𝑥𝑖) 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 − 3  2𝐹′  
3𝑥𝑖 + 𝑦𝑖

4
 − 𝐹′  

𝑥𝑖 + 𝑦𝑖

2
 + 2𝐹′  

𝑥𝑖 + 3𝑦𝑖

4
  

−1

𝐹 𝑥𝑖  

Algoritma 3: sedangkan jika pendekatan integral pada persamaan (2.3) diterapkan 

metode Newton-Cotes open form 2 titik, maka didapatkan metode sebagai berikut: 

𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝐽−1(𝑥𝑖)𝐹(𝑥𝑖) 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 − 2  𝐹′  
2𝑥𝑖 + 𝑦𝑖

3
 + 𝐹′  

𝑥𝑖 + 2𝑦𝑖

3
  

−1

𝐹 𝑥𝑖  

Algoritma 4: sedangkan jika pendekatan integral pada persamaan (2.3) diterapkan 

metode Newton-Cotes open form 4 titik, maka didapatkan metode sebagai berikut: 

𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝐽−1(𝑥𝑖)𝐹(𝑥𝑖) 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 − 8  𝐹′(𝑥𝑖) + 3𝐹′  
2𝑥𝑖 + 𝑦𝑖

3
 + 3𝐹′  

𝑥𝑖 + 2𝑦𝑖

3
 + 𝐹′ 𝑦𝑖  

−1

𝐹 𝑥𝑖  

(Khirallah dan Hafiz, 2012). 
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2.5.3 Metode Cordero 

 Metode Newton untuk pendekatan akar 𝜉 dari persamaan nonlinier (atau 

sistem persamaan nonlinier) telah dikenal baik, sebagaimana pendekatan lainnya 

yang merupakan pengembangan dari metode: interpretasi geometri, linierisasi 

persamaan, iterasi titik tetap order dua pada artikel Dennis dan Schnable (1983) dan 

Gautschi (1997), atau perkembangan suatu metode baru yang muncul dari teorema 

Newton 

                                            𝐹 𝑥 = 𝐹 𝑥𝑛 +  𝐹′ 𝑡  𝑑𝑡
𝑥

𝑥𝑛
                                      (2.6) 

(Frontini dan Sormani, 2003). 

 Metode Newton dapat diperoleh dengan menggunakan formula Newton-Cotes 

kuadratur order nol (aturan persegi panjang) untuk perhitungan integral pada 

persamaan (2.6) 

 𝐹′ 𝑡  𝑑𝑡
𝑥

𝑥𝑛

≅  𝑥 − 𝑥𝑛 𝐹
′(𝑥𝑛) 

dan, untuk mencari 𝐹 𝑥 = 0, diperoleh 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝐹(𝑥𝑛)

𝐹′(𝑥𝑛)
 

 Penurunan Metode Newton dari rumusan integral persamaan (2.6) kurang 

mendapatkan perhatian sampai Weerakoom dan Fernando (2000) menggunakan 

perhitungan integral pada persamaan (2.6) dengan metode Newton-Cotes orde 

pertama (aturan Trapesium) sebagai berikut, 

 𝐹′ 𝑡  𝑑𝑡
𝑥

𝑥𝑛

≅
 𝑥 − 𝑥𝑛 

2
 𝐹′ 𝑥𝑛 + 𝐹′ 𝑥   

untuk memperoleh metode implisit 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
2𝐹(𝑥𝑛)

[𝐹′ 𝑥𝑛 + 𝐹′ 𝑥𝑛+1 ]
 

dan, mengganti 𝐹′ 𝑥𝑛+1  dengan 𝐹′ 𝑥𝑛+1
∗  , dimana 

𝑥𝑛+1
∗ = 𝑥𝑛 −

𝐹(𝑥𝑛)

𝐹′(𝑥𝑛)
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Merupakan metode iterasi Newton, dan diperoleh metode implisit baru yang berorde 

tiga seperti berikut: 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
2𝐹(𝑥𝑛)

 𝐹′ 𝑥𝑛 + 𝐹′  𝑥𝑛 −
𝐹(𝑥𝑛)
𝐹′(𝑥𝑛)

  
 

Kemudian, Frontini dan Sormani pada tahun 2003 meneruskan hasil yang 

diperoleh pada artikel Weerakoom dan Fernando (2000) dengan pertimbangan, untuk 

perhitungan integral pada persamaan (2.6) diestimasi dengan rumus kuadratur dan 

menunjukkan bahwa Frontini dan Sormani memperoleh metode orde tiga dari rumus 

kuadratur yang digunakan sebagai berikut: 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝐹(𝑥𝑛)

𝐹′  𝑥𝑛 −
1
2

𝐹(𝑥𝑛)
𝐹′(𝑥𝑛)

 
 

 Kemudian, Cordero (2012) memodifikasi metode yang telah dikembangkan 

Weerakoom dan Fernando (2000) dengan menerapkan kembali skema metode 

Newton sebagai langkah ketiga atau sebagai korektor dengan menggunakan nilai dari 

langkah pertama dan kedua metode Weerakoom dan Fernando (2000), sehingga 

didapatkan metode Cordero yang berorde 5 sebagai berikut: 

𝑦(𝑘) = 𝑥(𝑘) − 𝐹′ 𝑥 𝑘  
−1

𝐹(𝑥(𝑘)), 

𝑧(𝑘) = 𝑥(𝑘) − 2[𝐹′(𝑦 𝑘 ) + 𝐹′(𝑥(𝑘))]−1𝐹(𝑥(𝑘)), 

𝑥(𝑘+1) = 𝑧(𝑘) − 𝐹′ 𝑦 𝑘  
−1

𝐹(𝑧(𝑘)) 

(Sharma dan Gupta, 2014). 

 

2.6 MATLAB 

 MATLAB (Matrix Laboratory) adalah aplikasi untuk menganalisis dan 

melakukan proses komputasi data numerik dengan menggunakan bahasa 

pemrograman matematika lanjutan, yang dibentuk dengan sifat dan bentuk matriks. 

Bahasa dalam MATLAB mampu mengintegrasikan kemampuan visual, komputasi, 
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dan pemrograman dalam suatu lingkungan yang tunggal dan mudah digunakan. Array 

atau matriks menjadi standar variabel pada MATLAB. 

 Program MATLAB yang dikembangkan oleh Mathworks Inc. digunakan 

untuk menyelesaikan masalah matematis yang kerap ditemui pada bidang teknis. 

MATLAB juga menyediakan beberapa pilihan untuk dipelajari, misalnya visualisasi, 

pemrograman, atau keduanya. Dalam bukunya, Widarsono (2005) menyatakan bahwa 

salah satu aspek yang sangat berguna dari MATLAB adalah kemampuannya untuk 

menggambarkan berbagai jenis grafik sehingga data dan fungsi yang kompleks dapat 

tervisualisasi dengan baik. Selain itu, MATLAB juga memberikan keuntungan bagi 

programmer untuk menjadi program pembanding. 
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BAB 3. METODE PENELITIAN 

Langkah-langkah yang akan dilakukan untuk menyelesaikan skripsi ini 

digambarkan dalam skema pada Gambar 3.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Gambar 3.1 Skema langkah-langkah penelitian 

Modifikasi metode penyelesaian SPNL 

Analisis konvergensi metode yang telah dimodifikasi 

Pembuatan program dan simulasi numerik 

Analisis hasil simulasi 

Kesimpulan 

Studi Literatur 

Mulai 

Selesai 
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Penjelasan dari skema langkah penelitian pada Gambar 3.1 adalah sebagai 

berikut: 

a. Studi literatur 

Langkah awal yaitu dengan melakukan studi literatur yang bertujuan untuk 

mendapatkan informasi dari buku, jurnal, dan skripsi yang terkait dengan sistem 

persamaan nonlinier dan metode penyelesaiannya. 

b. Modifikasi metode penyelesaian SPNL 

Modifikasi metode numerik yang akan dilakukan yaitu memodifikasi metode 

yang sudah ditemukan oleh Cordero dengan menerapkan varian dari metode integrasi 

dan integrasi orde tinggi pada langkah ketiga. 

c. Analisis konvergensi metode yang telah dimodifikasi 

Analisis konvergensi dilakukan untuk mengetahui orde kesalahan atau galat 

dalam skema numerik metode yang sedang diteliti. Hal ini dapat menggambarkan 

syarat-syarat dalam pencapaian konvergenitas dari skema yang sedang diteliti. 

d. Membuatan program 

Pembuatan program menggunakan softwere MATLAB 2009a. Pada langkah 

ini dibuat desain dan script program untuk mencari penyelesaian sistem persamaan 

nonlinier secara komputasi. Kemudian program akan diuji untuk menemukan 

kesalahan yang ada. 

Input: sistem persamaan nonlinier, nilai awal, galat, dan iterasi maksimal 

Output: hasil output dari program tersebut adalah semua solusi. 

e. Analisis hasil simulasi 

Peneliti akan menganalisis hasil yang diperoleh menggunakan program. 

Analisis dilakukan dengan melihat hasil perbandingan metode yang telah 

dimodifikasi dan metode yang sudah ada. 

f. Kesimpulan  

Kesimpulan dibuat berdasarkan hasil analisis konvergensi dan juga 

memberikan jawaban dari tujan penulisan skripsi ini. 
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BAB 5. PENTUP 

5.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab 4, maka dapat ditarik kesimpulan 

sebagai berikut: 

a. Penelitian yang telah dilakukan dalam memodifikasi metode Newton 3 langkah 

dengan menerapkan integrasi pada langkah ke-3 sehingga menghasilkan 4 skema 

numerik baru yang berorde 3 dengan langkah 1 dan 2 yang sama seperti metode 

Cordero pada halaman 27 persamaan (4.1) yaitu: 

1. Algoritma 1: 𝑥𝑖+1 = 𝑦𝑖 −
45

2
[7𝐹′  

5𝑥𝑖+𝑧𝑖

6
 + 32𝐹′   

4𝑥𝑖+2𝑧𝑖

6
 + 12𝐹′  

𝑥𝑖+𝑧𝑖

2
 +

32𝐹′  
2𝑥𝑖+4𝑧𝑖

6
 + 7𝐹′  

𝑥𝑖+5𝑧𝑖

6
 ]−1𝐹 𝑦𝑖 , 

2. algoritma 2: 

𝑥𝑖+1 = 𝑦𝑖 −
288

5
 19𝐹′  

6𝑥𝑖+𝑧𝑖

7
 + 75𝐹′   

5𝑥𝑖+2𝑧𝑖

7
 + 50𝐹′  

4𝑥𝑖+3𝑧𝑖

2
 +

50𝐹′  
3𝑥𝑖+4𝑧𝑖

7
 +   75𝐹′  

2𝑥𝑖+5𝑧𝑖

7
 + 19𝐹′  

𝑥𝑖+6𝑧𝑖

7
  

−1

𝐹 𝑦𝑖  

3. algoritma 3: 𝑥𝑖+1 = 𝑦𝑖 −
24

5
 11𝐹′  

4𝑥𝑖+𝑧𝑖

5
 + 𝐹′  

3𝑥𝑖+2𝑧𝑖

5
 + 𝐹′  

2𝑥𝑖+3𝑧𝑖

5
 +

11𝐹′  
𝑥𝑖+4𝑧𝑖

5
  

−1

𝐹 𝑦𝑖 , dan  

4. algoritma 4: 𝑥𝑖+1 = 𝑦𝑖 −
20

6
 11𝐹′  

5𝑥𝑖+𝑧𝑖

6
 − 14𝐹′  

4𝑥𝑖+2𝑧𝑖

6
 + 26𝐹′  

𝑥𝑖+𝑧𝑖

2
 −

14𝐹′  
2𝑥𝑖+4𝑧𝑖

6
 +  11𝐹′  

𝑥𝑖+5𝑧𝑖

6
  

−1

𝐹 𝑦𝑖 .  

Kemudian ke-4 algoritma tersebut dianalisis dan dilakukan modifikasi pada 

interpolasi titik-titiknya sehingga didapat 4 algoritma baru yang berorde 4 dengan 

variasi interpolasi langkah ke-3 yaitu: 
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1. Algoritma 5: 𝑥𝑖+1 = 𝑦𝑖 −
45

2
 7𝐹′  

23𝑥𝑖−15𝑧𝑖

8
 + 32𝐹′   

−9𝑥𝑖+17𝑧𝑖

8
 +

12𝐹′  
4𝑥𝑖+4𝑧𝑖

8
 + 32𝐹′  

4𝑥𝑖+4𝑧𝑖

8
 + 7𝐹′  

−7𝑥𝑖+15𝑧𝑖

8
  

−1

𝐹 𝑦𝑖 , 

2. algoritma 6: 

𝑥𝑖+1 = 𝑦𝑖 −
288

5
 19𝐹′  

25𝑥𝑖−21𝑧𝑖

4
 + 75𝐹′   

2𝑥𝑖+2𝑧𝑖

4
 + 50𝐹′  

−18𝑥𝑖+22𝑧𝑖

4
 +

50𝐹′  
−19𝑥𝑖+23𝑧𝑖

4
 +   75𝐹′  

10𝑥𝑖−6𝑧𝑖

4
 + 19𝐹′  

25𝑥𝑖−21𝑧𝑖

4
  

−1

𝐹 𝑦𝑖 , 

3. algoritma 7: 𝑥𝑖+1 = 𝑦𝑖 −
24

5
 11𝐹′  

7𝑥𝑖−𝑧𝑖

6
 + 𝐹′  

2𝑥𝑖+4𝑧𝑖

6
 + 𝐹′  

−2𝑥𝑖+8𝑧𝑖

6
 +

11𝐹′  
−7𝑥𝑖+13𝑧𝑖

6
  

−1
𝐹 𝑦𝑖 , 

4. algoritma 8: 

𝑥𝑖+1 = 𝑦𝑖 −
20

6
 11𝐹′  

28𝑥𝑖−20𝑧𝑖

8
 − 14𝐹′  

11𝑥𝑖−3𝑧𝑖

8
 + 26𝐹′  

−5𝑥𝑖+13𝑧𝑖

8
 −

14𝐹′  
19𝑥𝑖−11𝑧𝑖

8
 +  11𝐹′  

22𝑥𝑖−14𝑧𝑖

8
  

−1

𝐹 𝑦𝑖 . 

b. Bila dibandingkan dengan metode numerik yang dirujuk oleh peneliti pada Bab 4, 

algoritma baru tersebut menghasilkan iterasi yang sama. Namun untuk algoritma 

6, solusi numerik yang dihasilkan lebih baik dari solusi numerik yang lain. Akan 

tetapi secara keseluruhan algoritma yang diteliti memiliki akurasi yang tinggi 

daripada metode Newton. 

  

5.2 Saran 

 Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, disarankan untuk peneliti 

selanjutnya mengembangkan lagi metode-metode yang sudah ada, misalnya dengan 

menggunakan skema integrasi orde tinggi 7 titik, 8 titik, atau memodifikasi lagi 

metode Newton 3 langkah  yang sudah ada menjadi metode yang baru.   
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