Studi Tentang Masalah Sturm-Liouville

Sroustakass |
R 3
w33 ell!fis J%H
Diajukan untuk Memenuhi Persyaratan Penyelesaian Program Sarjana Sains
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan limu Pengetahuan Alam
Universitas Jember
21:‘
\ S
B C f . s DY r oy TT——
¥ i"" % _:F tH dinh ] K]as'
— =ty s SIS &
; T B JON 2 SHO
% Terims Tgl 16 A
f;. .0 1. S’CS -
Oleh : é -}

Muhammad Sholikuddin
NIM. 981810101047

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS JEMBER
Mei, 2003


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

MQITTO

Sesungguhnya Allah tidak merubah nasib suatu kaum hingga kaum itu
merubahnya sendiri
(Ar-ra’d:11)

bY4
on

: age . = =Y g gy
Hai orang-orang yang beriman janganlah suatu kaum mengolok-olok atas kaum

lain, boleh jadi kaum yang diolok-olok lebih baik dari kamu
(Al-Hujurat;11)
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Kesempatan datangnya dengan tiba-tiba dan perginya pun dengan mendadak pula,
siapa yang berani menangkapnya,
dia 1tulah yang akan menciptakan pekerjaan yang besar
(Muhammad Al Pasya)
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Tak seekor burungpun dapat terbang sangat tinggi hanya dengan sayapnya sendiri
(Pojok Masjd Al-Jauhar)

o ——


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

PERSEMBAHAN

Skripsi in1 kupersembahkan kepada :
Bapakku Muhammad Khusnu dan Ibuku Suliyah yang karena perantaranva
sehingga aku terlahir didunia, serta dengan segenap tenaga, upava, dan doanya
vang mendorong keberhasilan langkahku.
Adik-adikku Ahmad Faisol Rozi, Lailatul Maghfiroh, dan Ahmad Junaidi
vang banyak memberikan kasih sayang, perhatian dan cinta.
Pengasuh Pondok Pesantren Mahasiswa Al-Jauhar, Prof. KH. Shodiq
Machmud SH (almarhum), Drs. Sahilun Ahmad Nasir M. PdI beserta Ibu Lilik
Istigomah SH yang jadi penuntun dan pelita hidupku.
Keluarga besar PPM Al-Jauhar yang tercinta.
Istriku dan anak-anakku tercinta dikemudian hari.
Almamaterku yang senantiasa memberikan siraman ilmu pengetahuan dan
pengetahuan.
Rahma Nurhayati, yang banyak memberikan motivasi.
Fakir miskin dan orang-orang lemah dan sengaja dilemahkan oleh sistem yang

menindas.

i

T —


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

DEKLARASI
Skripsi ini berisi hasil kerja/penelitian mulai bulan Pebruari 2002 sampai dengan
bulan Mei 2003 di Jjurusan Matematika FMIPA UNEJ. Bersama ini sava

menyatakan bahwa 1si skripsi ini adalah hasil pekerjaan saya sendiri kecuali jika
disebutkan sumbernya dan skripsi ini belum pernah diajukan pada institusi lain

Jember, Mei 2003 Muhammad Sholikuddin

v

T ——


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

ABSTRAK

Studi Tentang Masalah Sturm-Liouville, Muhammad Sholikuddin,
981810101047, Skripsi, 2003, Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan
{lmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Masalah Sturm-Liouville terdini atas persamaan diferensial orde kedua

[p(_\')_\,"]'fq(.\‘ v+ Ar(x)y=0; a<x<h
dengan syarat batas :

koyla)+k,y'(a)=0

Lv(b)+1,y'(b)=0
Persamaan diferensial orde dua diatas dapat ditulis dalam bentuk lain, yaitu
L{v]=Ar(x)y. dengan L[v]=—[p(x)y']+g(x)y dengan asumsi bahwa fungsi p,
p'. g, dan r adalah kontinyu pada interval « < x < bdan p(x) -0, r(x)~0, x dalam
interval ¢ < x<b, dan r(x) fungsi bobot. Untuk persamaan diatas, 4; dan £
adalah konstanta bilangan nyata yang salah satu tidak nol, dan begitu juga dengan
/; dan /. Dalam masalah Sturm-Liouville dicari penyelesaian nontrivial yang
tergantung pada nilai parameter A pada persamaan diferensial diatas. Nilai A
diatas disebut sebagai nilai eigen. Nilai-nilai eigen pada masalah Sturm-Liouville
merupakan bilangan riil dan dapat di-generate oleh fungsi yang disebut fungsi
eigen. Pada masalah Sturm Lioville fungsi eigennya adalah ortogonal, dan dapat
diekspansikan kedalam deret tak hingga yang konvergen. Sifat keortogonalan dari
fungsi eigen pada masalah Sturm-Liouville tersebut dapat digunakan untuk
mencari penyelesaian dari masalah nilai batas yang terdiri dari persamaan
diferensial parsial dengan syarat batas nonhomogen.

Kata Kunci : Persamaan diferensial, svarat batas, nilai eigen, fungsi eigen,
masalah Sturm-Liouville
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Permasalahan di bidang fisika matematika dan engineering pada umumnya
sulit diselesaikan secara langsung, sehingga perlu disusun suatu model
matematika untuk mendapatkan penyelesaian permasalahan tersebut. Banvak
model matematika pada bidang tersebut berbentuk persamaan diferensial biasa
(PDB) maupun parsial (PDP). Suatu persamaan diferensial disebut persamaan
diferensial biasa (PDB) apabila turunan fungsi itu hanya tergantung pada satu
variabel bebas dan apabila tergantung pada lebih dari satu variabel bebas disebut
persamaan diferensial parsial (PDP).

Model-model  persamaan diferensial pada bidang fisika ataupun
engineering pada umumnya disertai sebuah atau lebih persyaratan yang harus
dipenuhi oleh penyelesaian persamaan diferensial tersebut. Dengan demikian
banyak penyelesaian persamaan diferensial yang tidak mempunyai penyelesaian
tunggal, dan masalah nilai batas tertentu diperlukan untuk menentukan
penyelesaian tunggal dalam menyelesaikan persamaan diferensial tersebut [4].

Suatu masalah nilai batas yang terdiri dari sebuah persamaan diferensial
order dua linier :

{p(x)_r']’—q(.\')_w- Ar(x)y =0 as<x<h (L)
disebut persamaan Sturm-Liouville dan disertai dengan syarat batas:

ky(a)+k,y'(a)=0

!l;}((h'))+ 12;’(:))):0 (1.2}
dengan asumsi bahwa /,, /; adalah konstanta bilangan riil yang setidak-tidaknya
salah satu tidak nol, begitu juga dengan %, dan %, Persamaan (1.2) tersebut
dinamakan syarat batas, sebab syarat itu mengacu pada titik ujung (titik batas)
interval, yakni x=a dan x=b. Persamaan Sturm-Liouville (1.1) dapat ditulis dalam
bentuk lain, yaitu L[v]z Ar(x)y dimana L[v]: —[p(x)y']+q(x)y, dengan asumisi

bahwa p' g dan r adalah kontinyu pada interval ¢ < x <5 dan r disebut sebagai
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fungsi pembobot [4]. Persamaan Sturm-Liouville vang disertai syarat batas
dinamakan masalah Sturm-Liouville.

Masalah Sturm-Liouville diatas banyak kita temui dalam bidang fisika
maupun mekanika. misalnya persamaan konduksi panas. Mengingat pentingnya
masalah  Sturm-Liouville tersebut, perlu dipelajari schingga dapat dirasakan

manfaatnya.

1.2. Perumusan Masalah
Permasalahan vang dijadikan studi dalam skripsi ini adalah nilai eigen dan
fungsi cigen pada masalah Sturm-Liouville reguler. vang meliputr:
- Menvelidiki sifat-sifat yang dimiliki oleh nilai eigen dan fungsi eigen
- Bagaimana mengekspansi fungsi eigen menjadi sebuah deret

- Bagaimana mencari penyelesaian masalah Sturm-Liouville

1.3. Tujuan

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah untuk mempelajari secara teoritis

masalah Sturm-Liouville.

1.4 Manfaat

Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah untuk menambah pemahaman
tentang masalah Sturm-Liouville yang dipakai khususnya bidang fisika

matematika dan bidang teknologi lainnya.

T eeam—
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BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Masalah Nilai Batas

Secara umum persamaan diferensial orde dua berbentuk,

axx n"+a (x ) +agx)y=Ax) o 1)
di mana koefisien ax(x), a(x), ai(x), dan fungsi f(x) merupakan fungsi-fungsi vang
kontinyu di dalam interval ¢ <x<h dengan «, #0di dalam interval ini
Penyelesaian dari persamaan diferensial (2.1) pada titik x x, dalam interval
a < x < b memenuhi dua syarat awal yang diberikan, yaitu

Wxo)=ve dan V(x,)=y, 2.2
Persamaan diferensial (2.1) yang bersama-sama dengan syarat awal (2.2)
merupakan suatu masalah nilai awal (MNA) [2].

Banyak masalah nilai awal peubah bebas x dari persamaan diferensial pada
umumnya menyvatakan waktu, x, menyatakan waktu awal dan y, serta y,
menyatakan syarat awal. Tetapi bila peubah bebas x merupakan peubah vang
menyatakan tempat (space variabel), biasanya kita ingin mencari suatu
penyelesaian y(x) dari persamaan diferensial (2.1) vang memenuhi syarat pada
titik ujung dari interval a < x < b, sebagai contoh,

Wa)=A dan y(b)=B =(2:3)
dengan 4 dan B dua buah konstanta. Svarat (2.3) yang diberikan dari interval
a < x < b disebut syarat batas. Persamaan diferensial (2.1) bersama-sama dengan
syarat batas (2.3) merupakan masalah nilai batas (MNB) [2].

Cara kerja untuk menyelesaikan suatu masalah nilai batas serupa dengan
cara kerja yang digunakan dalam suatu masalah nilai awal. Mula-mula, kita cari
penyelesaian umum dari persamaan diferensial itu dan kemudian kita gunakan
syarat batas untuk menemukan konstanta sebarang dalam penyelesaian umum.
Tetapi perbedaan yang mencolok antara masalah nilai awal (MNA) dan masalah
nilai batas (MNB) ialah bahwa masalah nilai awal (MNA) (2.1) dan (2.2)

mempunyai satu penyelesaian, sedang masalah nilai batas (MNB) dapat

T | ¥ BT Pl
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mempunyai tepat satu penyelesaian, tak berhingga penyelesaian, atau tidak
mempunyai penyelesaian.

Svarat-svarat suatu masalah nilai batas (MNB) mempunyal penyelesaian
tunggal. tidak mempunyal penyelesaian atau mempunyai tak berhingga
penyelesaian umumnyva sangat sukar dan memerlukan perhitungan yang rumit [2].
Disini kita hanya membahas masalah nilai batas (MNB) vang terdin dan
persamaan diferensial (2.1) dan syarat batas (2.3) yang sederhana. Misalnya y,(x)
dan v(x) dua buah penvelesaian bebas linier dari persamaan diferensial homogen
vang berkaitan dengan persamaan diferensial (2.1), dan misalkan y,(x) merupakan
penvelesaian khusus dari persamaan diferensial (2.1), maka penyelesaian umum
dar persamaan diferensial (2.1) diberikan oleh

Ve Ry AR p(x) (24
Mengingat syarat batas (2.3), konstanta ¢, dan ¢, dari penyelesaian umum harus
membentuk sistem persamaan aljabar yang linier:

eya)+ey,(a)+y,(a)=4

an(b)+e,y,(b)+y,(b) =B }

atau

::1_}.'!('(1)-%(32_1’2((1) = A_yp(a)} .(2.5)

eyn(b)+ey,(b)=B-y,(b)
sehingga masalah nilai batas (MNB) (2.1) dan (2.3) mempunyai penvelesaian
tergantung ada tidaknya nilai ¢; dan c,.
Teorema 1
Andaikan bahwa yy(x) dan y»(x) dua buah penyelesaian yang bebas linier
dari persamaan diferensial homogen dari persamaan diferensial (2.1) dan
andaikan y,(x) suatu penyelesaian khusus dari persamaan diferensial (2.1).
Maka, berlakulah pernyataan berikut:
a) Jika

ya) y,(a)

(26
Wb a(b) (26)

T —


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

L

MNB (2.1) dan (2.3) mempunyai satu penyelesaian didalam interval
a<x<h.

b) Jika determinan dalam (2.6) sama dengan nol, maka MNB (2.1) dan
(2.3):

- tidak mempunyai penyelesaian jika:

vila) A-y,(a)

#0 k2 Y
vi(b) B-y,(b)

- mempunyai tak berhingga banyaknya penyelesaian, jika:

vila) A-y,(a)

= ..(2.8)
vi(b) B-y,(b)

Bukti :

a. Misal penyelesaian umum dari persamaan diferensial (2.1) diberikan oleh

Vx)=cyi(x) = cyAx)yp(x) ..(2.9)

Dimana ¢; dan ¢, konstanta sebarang. Mengingat syarat batas (2.3), maka
konstanta ¢; dan ¢, dari penyelesaian umum harus memenuhi sistem persamaan

aljabar linier:

ewifa) ~cayafa) -« ypla)=A

cyi(b) - cya(b) - yu(b)=B
atau

cwifa) ~cys(a)=A-yy(a)

cyi(b)+cya(b)=B-yu(b) ...(2.10)
Dalam sistem persamaan linier, terdapat kaidah Cramer yang menyatakan bahwa
jika:

v(a) y,(a)
yi(b)  y,(b)

=yia).yAb) —yi(blyAa)#0 2. 1T)

T ——
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maka akan mempunyai penyelesaian:

¢, =A%, =1,2

l.-4—1 '

v,ta) y,(a)

B-y,(b) y,(b)

yila) A-y,(a)
w(b) B-y,(b)

sehingga, ¢ =" dan ¢, =

i_lﬁ, (a) v,(a)
[_\‘[ () v,(h)

substitusikan ¢; dan ¢, ke dalam persamaan persamaan (2.9), maka sistem

persamaan linier diatas tepat mempunyai satu penvelesaian.
b. Dalam sistem persamaan linier
i)+ cya(a)«yyla) =4
eyi(b)=cya(b) < yp(b)=B -(2.12)

@) y,(a)

Y (h) Vs (b) =_}’1(a).y2(b) —.Vl(b)}’g(a) =0

apabila A= »

wia) A-y,(a)

a danjika A4, =/
WESZ0k) B-y (b

= yvi{a).(B-vy(b)) — vi(b).(A-yAa)) 0

dari aturan Cramer diketahui bahwa ¢, = A% . sedangkan diketahui di

awal bahwa A= 0, maka sistem persamaan (2.12) tidak mempunyai
penyelesaian. Jadi dalam kasus ini masalah nilai batas (MNB) tidak

mempunyai penyelesaian.

y(a) A-y,(a)

a Danjika 4, =
2 ) B-y,(b)

‘ = yi(a@).(B-yp(b)) — yi(b).(A-yAa)) = 0

———
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Dan ¢, = - 5 & maka sistem persamaan (2.12) mempunyai tak berhingga
penyelesaian. Jadi pada kasus ini masalah nilai batas (MNB) mempunyai

tak berhingga penyelesaian. ||

Contoh

re

y'-y=x untuk 0<x<—
- el Za13)

1(0)-2, =)=

Penyelesaian
Mula-mula hitung penyelesaian umum persamaan diferensial (2.13). Penyelesaian
homogennya adalah berbentuk y,=c, cos x+c¢, sin x. Dengan menggunakan metode
koefesien tertentu, didapat bahwa penyelesaian khusus dari persamaan diferensial
(2.13) berbentuk y,=Ax+B. Dengan mensubstitusikan ), kedalam persamaan
diferensial (2.13), diketahui bahwa Ax+B=x. Jadi, 4=1 dan B=0 dan y,=x
merupakan sebuah penyelesaian khusus. Jadi, penyelesaian umum dari persamaan
diferensial (2.13) berbentuk

y=c; cos xtcsinx +Xx L (2.14)
Dengan menggunakan syarat batas {2.13), didapatkan bahwa

W0)=2 - ¢,=2

T /4 T
dan (=)=l 5 2+ —=1 = c=1-—
== 2 2 2

Jadi MNB (2.13) mempunyai penyelesaian tunggal

Wx)y=2 cos x + (1-%) sinx +x ...(2.15)

Menurut teorema 1, maka MNB (2.13) mempunyai penyelesaian tunggal,

karena

w(a) y,(a)
w(b) y,(b)

=1 #0
1

cos(0) sin(0)|
:

Ol
T M M
COS(E) sm(E)
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Contoh
Selesaikan masalah nilai batas (MNB)

v'+ yv=x untuk 0<x<=x

:1'(0);2, Wr)=m-2 =42.16)
Penyelesaian
Penyelesaian umum dari persamaan diferensial (2.16) berbentuk

Wx)=c) cos xtCy Sin XX
Sekarang,

W02 > ¢;=2
dan

WnFn-2 o —¢rr=n-2 > ¢=2
Jadi , ¢,=2 sedang c; tetap sebarang . Dalam hal ini, MNB (2.16) mempunyai tak
berhingga banyaknya penyelesaian:

Wx)=2 cos x +c; sin x +x .(2.17)
Menurut teorema 1, maka MNB (2.16) mempunyai tak berhingga banyaknya

penyelesaian karena

wia) yy(a) |cos(0) sin(0)) |1 0 ~5
v(b) y,(b) “leos(z) sin(z) |1 0O -
dan
y(a) A=y, a) |cos(0) 2= ¥ 2 -
|_1’,(b) B-y,(b) Tleos(r) m-2-x| |-1 -2 -

2.2 Nilai Eigen dan Fungsi Eigen
Dalam matematika terapan, khususnya masalah-masalah dalam fisika
matematis, terdapat kelompok MNB yang sangat penting dimana persamaan
diferensialnya berbentuk
(P Hg(x)+A)y=0 -(2.18)
dimana p(x)>0 dan ¢(x) kontinyu dalam interval @ < x <b, A sebuah parameter

yang riil, dan kedua syarat batas di titik-titik ujung @ dan » berbentuk

T ——
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kwa)+k,y'(a)=0
!ll_:({b))+ 12;'(5(7)1 0 e
MNB (2.18) dan (2.19) selalu dipenuhi oleh penvelesaian trivial y(x)=0. Tetapi.
persoalan yang penting dalam tipe MNB ini 1alah menentukan A agar MNB
(2.18) dan (2.19) mempunyai suatu penvelesaian tak trivial. Nilai-nilai 4 1ni
disebut nilai eigen dart MNB (2.18) dan (2.19). Penyelesaian taktrivial pautannya
disebut fungsi eigen MNB (2.18) dan (2.19), juga disebut masalah nilai eigen.
Definisi 1:

Andatkan / dan g fungsi kontinvu vang terdefinisi didalam interval

a < x < b Hasil kali dalam fungsi-fungsi / dan g dinyatakan oleh
b
(f.2) = [ f(x)g(x)dx (220

Bila (f,£)=0, kita katakan bahwa fungsi-fungsi / dan g ortogonal.
Contoh himpunan fungsi yang ortogonal:

¢ Fungsi-fungsi g, (x)=sinmx, m=12,.. membentuk sebuah himpunan

ortogonal pada interval — 7 < x < 7, sebab untuk m=n diperoleh :

m

(Zm-8,)= jsin mx Sin nxdx
- r 4:42.21)
) Icos(n 1)xdx [ jcos(r +n)xdx=0
—2 iy n)xd. 5 m+n)xdx =
¢ Fungsi-fungsi: 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ...
Membentuk sebuah himpunan ortogonal pada interval —7 <x <7z, sebab

untuk m=n diperoleh:

n

jcosrmsin nxdx
o Rl

- % !sin(m + n)xdx~% J'sin(m —n)xdx =0

-
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-

Teorema 2:
Masalah nilai batas (2.18) dan (2.19) mempunyai barisan tak hingga dari
nilai-nilai eigen
AsAyseciis Ay = 400 ..(2.23)
dan barisan dari fungsi-fungsi eigen pautannya.
Vi V2 oy Vi ..(2.24)
Dengan sifat bahwa didalam interval ¢ € x < b,

JO,_H"“L n#m )
(—“u’.‘.m) == i ( :
\1. jika,n=m

[S]

o

L
S’

Selanjutnva. sebarang fungsi f(x) vang dua kali terdeferensialkan secara
kontinyu dan memenuhi syarat batas (2.19) mempunyai uraian fungsi eigen
sebagai berikut

[EEYIADIA (2.26)

n=|

di mana deret (2.24) konvergen seragam di dalam interval a £ x < b .

Bukti :
a). Misalkan masalah nilai eigen diatas adalah
(p(x)VY +(gx)+2)y =10 S X< h
aya)+a,y'(a)=0 ; Biy(b)+ 3,y'(b)=0
andaikan nilai eigen A terhingga, dan misalkan /Z, memenuhi masalah nilai cigen
(2.27), sehingga terdapat A,, yang tidak memenuhi persamaan (2.27) dan A #A,,

Substitusikan 4, dan 4,, kedalam persamaan diatas, sehingga

(P ) Hg(x)t An)y,i=0 ... (2.28a)
ayaayt ay,(a)=0 Byn(b)= By (b)=0 ...(2.28b)
(P(x)Ym' ) HG(x)+ A )ym=0 ...(2.29a)
aym(ayt aym'(@=0 ; Bivm(bY+ oy (b)=0 ...(2.29b)

Kalikan persamaan (2.28a) dan (2.29a) diatas masing-masing dengan y,, dan y,
dan kurangkan satu dengan yang lainnya serta integralkan antara a<x<bh,

sehingga
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b
(A= )| ¥y mdlx =0 ~.(2.30)

]
dari persamaan diatas J'vm dv adalah sebarang. maka persamaan (2.30)

< S m

a

terpenuhi apabila 4, — 4, =0atau A,~4,. Maka pengandaian salah, schingga

nilai eigen dalam masalah nilai eigen adalah tak terhingga.

]
b). Dari persamaan diatas maka apabila J,}’,,,}-’”,cir # 0 dan misalkan sama dengan

a

e

h
v .
1,7 sehingga ! y dv =17 dan v, == maka diperoleh persamaan

h "1 " ‘,”fd\’
J‘}n Y LJ\ _J‘———:(_l'”,_)’m):é‘ (228)

a a n-m

dimana &, adalah delta Kronecker dan didefinisikan sebagai

|0 jika n#m
™11 jika n=m

¢). Misalkan y,(x) adalah suatu himpunan ortogonal pada interval « < x <hdan
misalkan f{x) adalah suatu fungsi vang dapat dituliskan dalam y, melalui sebuah

deret konvergen

_I»J
LIS ]
8]
~—

)= foya(x) o

n=|
dan deret tersebut dinamakan deret Fourier winum. Karena ortogonal, maka (2.32)
dapat dikalikan dengan y,(x) (n tetap) dan mengintegralkan pada interval
a < x <hbdan asumsikan bahwa integrasi suku demi suku diperbolehkan [3],
sechingga diperoleh:
(f.3)= Ify,,a% I(va,,]v,,dr Sy, (233)

a \n=1 n=l

B s A
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Contoh
Hitung nilai eigen dan fungsi eigen dari masalah nilai eigen
V'+Ay =0, untuk 0<x<nx

w0) = 0, W(r)=0

—_
2
(%)
=

Penyelesaian.
Masalah disini adalah mencart semua nilai eigen parameter A vang nil, vang
untuk nilai 4 tersebut masalah nilai eigen (2.34) mempunyai penyelesaian
taktrivial dan mencari penyelesaian taktrivial pautannya. Akar karakteristik
persamaan diferensial (2.34) adalah +/= 4. Jadi bentuk penvelesaian dari
persamaan diferensial tergantung pada apakah A negatif. nol. atau positif. Karena
itu, dalam menvelesaikan masalah nilai eigen dari (2.34) kita harus memeriksa
tiga kasus.
Kasus 1. A<0. Ambil A=-k". dimana k 0. Maka persamaan diferensial (2.34)
menjadi y"-k"y=0, dan mempunyai penyelesaian umum berbentuk

y(x)= cie"‘" +c,e™ .(2.3%)
Selanjutnya, gunakan syarat batas (2.34) untuk menentukan konstanta ¢; dan c..
Perlu diingat bahwa penyelesaian yang dicari tidak identik nol. Sehingga

diperoleh:

¥0)=0=¢ +e,=0 2 (2.36)

Wm)=0=ce™ +c,e™ =0 ...(2.37)
Dengan menyelesaikan sistem persamaan untuk c¢; dan c¢;, dapatkan c¢;=c=0.
Jelaslah, dari persamaan (2.36) peroleh c¢;=-¢;, dan dengan memasukkan nilai ke
dalam persamaan (2.37), didapatkan bahwa ¢ (e —¢*)=0. Karena k>0 ,
e* #¢*, dan karena itu ¢;=0. Jadi ¢;,=0 dan penyelesaian (2.35) identik nol. Ini
berarti bahwa masalah nilai eigen (2.34) tidak mempunyai nilai eigen yang
negatif. |
Kasus 2 A=0. Dalam kasus ini persamaan diferensial (2.34) menjadi y"=0, dan

mempunyai penyelesaian umum berbentuk

y(x)=crrex .(2.38)

TR—
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Dengan menggunakan syarat batas (2.34); didapat bahwa

W0)=0 — ¢=0
dan

Wry=0=c+er=0=ecmr=0=2¢,=0
Jadi, penvelesaian (2.38) identik nol. vang berarti bahwa bahwa 2 =0 bukan nilai
eigen.
Kasus 3. />0 Ambil 4=k dimana k 0. Maka persamaan diferensial (2.34)
menjadi y' - A’y 0, dan mempunyai penyelesaian umum berbentuk

v(x)—crcos kx - csin kx ~(2.39)
Sekarang kita gunakan svarat batas

W0)=0 - ¢;=0
Dan

Y(r)=0=c coskr+c,sinkr =0= c,sinkz =0

Jadi ¢/~=0 dan cusin kx=0. Dalam kasus ini, ¢; harus nol; jadi penyelesaian
taktrivial dimungkinkan hanya jika ¢, dapat dipilih tidak sama dengan nol. Tentu
saja, > sin kx=0 jika sin kx—=0 atau kx—nx untuk #n=1.2,.... vaitu , k=n untuk
n=12, ... sekarang 4 k"’, dan karena itu nilai eigennva diberikan oleh

A~ untuk n=1,2,... ...(2.40)
Persamaan (2.40) memberikan semua nilai eigen dari masalah nilai eigen (2.34).
Untuk mencari fungsi eigen vang berpautan dengan nilai-nilai eigen, digunakan
(2.39) dengan ¢;=0, c#0, dan k—n, maka y=cysin nx. Jadi, fungsi eigen dari
masalah nilai batas (2.34) yang berpautan dengan nilai eigen A=n", merupakan
kelipatan konstanta taknol (vaitu ¢,) dari

v=sinnx untuk n=1,2 ...(2.41)
Jadi, nilai-nilai eigen dan fungsi-fungsi eigen dari masalah nilai eigen (2.34)
diberikan oleh

dp-n’ untuk n=1.2,.. ..(2.42)
dan

~

Vn—=sin nx untuk n=1,2, ... R A3}

e o~
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di mana dibubuhkan indeks nilai untuk menunjukkan pautan antara nilai eigen dan
fungsi eigen.
Dalam contoh di atas jelaslah bahwa sifat (2.23) dipenuhi. Dalam masalah
nilai eigen (2.34) didapat bahwa (lihat persamaan 2.43)
Va=sinnx untuk n=1,2, ...
Dengan menghitung hasil kali dalam (y,,y,,) diperoleh bahwa

i 0, jikan #=m
(Vs V) = J‘sm nxsinmxdx =41
=

~ t

Agar persamaan (2.25) dipenuhi, kita harus mengalikan tiap fungsi eigen dalam

Jikan=m

(2.43) dari masalah nilai eigen (2.34) oleh
) 1 2
B = [1) sinnx, untuk n=1,2, ... ...(2.44)

Terhadap fungsi-fungsi eigen ini, sifat (2.25) menyatakan bahwa jika f(x)
merupakan fungsi yang dua kali terdiferensialkan secara kontinyu (dalam
perkataan lain, /' ada dan kontinyu) dan memenuhi dua syarat batas (2.34), yaitu

A=A n)=0, maka

Fix)y= Ei:(f(x},sin nx)sin nx =zi(jf(x)sin nx.dx)sinnx, ...(2.45)
¥4

n=l n=l 4

Dan deret tersebut konvergen seragam didalam interval 0 < x < 7. Deret (2.45)

dikenal sebagai deret Fourier sinus dari fungsi f{x) didalam interval 0 < x < 7.

2.3. Deret Fourier

Misal fungsi berperiode p=2 7 adalah

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ..., COSAX, Sin Ax, ... ...(2.46)
maka deret yang diperoleh dari persamaan (2.46) adalah

a, +a, cosx+b sinx+a,cos2x+b,sin2x+... ...(2.47)

e -~
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dengan a, as,..., b1,by,... adalah bilangan' nyata. Deret demikian dinamakan deret
trigonometrik, sedangkan a, dan b, disebut koefesien deret tersebut, dan deret

trigonometrik tersebut dapat dituliskan dalam bentuk

a, + Z(u” cosnx + b, sinnx) ..(2.48)

n=|

Deret Fourier merupakan deret trigonometrik yang koefesien-koefesien

vang diperoleh dan suatu fungsi tertentu melalui pengintegralan. [3]
Definisi 2:
Misal {¢5,,(.\')} himpunan fungsi ortogonal pada interval [a.b] dan f(x) fungsi

vang terdefinisi pada interval tersebut, maka jika

h
[ £()8, (x)elx

6, == ...(2.49)
[ 82 (x)d
maka penyajian ekspresi
$x)= c,b,(x)dx,  xela,b] ...(2.50)

n=1

merupakan deret umum fourier dari f{x) pada interval [a,b] dimana ¢,

tersebut koefesien Fourier dari f{x) terhadap himpunan ortogonal {aﬁ”(_ x)}
untuk =12, ...

Definisi 3:

nm . nmx = :
; ,sin [—} vang terdefinisi pada interval [-L,L]

(
Jika {g,(x)}= étl,cos

maka

#(x) =%+Z(a,, cosf;—ﬁx-t-b,, sin%.xj ...(2.54)

n=1 ~

T ——

. -
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dengan

a}._,

a, =

4

f[_/ (x)dx

1e niI
7, =— X)cos—xdx
a =~ _j/( .

1

[ . nT
b, =— | f(x)sin——xdx
5 _'['f L

disebut deret Fourier dari f{x) pada interval [-L.L] dengan

koefisien Fourier a,, a,, b,.
Jika f{x) terdefinisi pada [-1.,1.] dan f{x) genap maka
d(x) =224 > a, cos'ir—ﬂx
n=l )

dimana

0, = 2] flos

l
> nr
=—| f(x)cos cdx
a, [‘J;‘f(\) 3 xdx

disebut deret Fourier cosinus.

Jika f(x) terdefinisi pada [-L,L] dan f{x) ganjil maka

$(x)= b, sin ""[—”x

n=|

dimana

25 . nmw
b =—\ f(x)sin—xdx
" ]-!f“ ) L

4

disebut deret Fourier sinus.

~
]
th
n
~—

koefesien-

.(2.56)

.(2.38)

..(2.59)

—
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PEMBAHASAN

3.1. Sifat-sifat Nilai Eigen dan Fungsi Eigen

Masalah Nilai Batas (MNB) vang dinamakan masalah Sturm-Liouville
terdiri dari persamaan diferensial:

[p(.\:)y']'—q(,\‘)y+ Ar{xyy="0; asxsh skl
dengan syarat batas :

ky(a)+k,y'(a)=0

Lyv(iD)+1,y'(h)=0

Persamaan (3.1) dapat ditulis dalam bentuk lain, vaitu L[y]= Ar(x)y.
dengan L[y]=—-{p(x)y']+q(x)y dengan asumsi bahwa fungsi p, p\, ¢, dan r
adalah kontinyu pada interval ¢ < x <hdan p(x)-0, r(x)-0, x dalam interval
a<x<bh, dan r(x) fungsi bobot. Untuk persamaan (3.2) k, dan k, adalah
konstanta bilangan nyata yang salah satu tidak nol, dan begitu juga dengan /;, dan
[

Sekarang tinjau masalah Sturm-Liouville dari persamaan (3.1) dan (3.2)
diatas. Persamaan tersebut terdiri dari persamaan diferensial biasa order dua yang
terdapat parameter A beserta syarat batasnya. Misal penyelesaian umum dari
masalah Sturm-Liouville diatas adalah:

Vx)=¢y(x,A)+c,y,(x,4) ...(3.3)
mensubstitusikan y kedalam syarat batas (3.2), diperoleh:

ok y (a, A)+ kz%){ (a, )]+ ¢,k y,(a,A)+ k21- (a,4)]=0 (34)

oy (b, A)+ Ly, (b, )+, [ y,(b,A)+1,y,(b,A)]=0

Persamaan diatas merupakan sistem persamaan linier homogen yang dapat
ditinjau dari determinannya. Apabila determinan dari koefisien persamaan (3.4)
sama dengan nol maka sistem persamaan linier (3.4) mempunyai penyelesaian
(penyelesaian nontrivial).
kv (a,A)+ kv (a,2) kyy(a,2)+k,y,(a,A)

D(A) = : .
by (b, 2) + 1Ly (b,A) Ly, (b, A)+1,y,(b,A)

=0 W £ %3

I
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Nilai A yang menjadikan )(1)=0 disebut nilai eigen.

Sebelum membahas lebih lanjut tentang sifat-sifat nilai eigen dan fungsi
eigen pada masalah Sturm-Liouville, terlebih dahulu dibahas tentang identitas
Lagrange vang merupakan dasar untuk mempelajari masalah nilai batas linier.
Ambil » dan v vang mempunyai turunan kedua linier pada interval ¢« < x<bh,
sehingga

b

]
j],[u]vd.\' = j[-(/m' )'v + guv]dx.

a

b

j/,[u]vd.\‘ = —p(x)u' (x)v(x) |f: - p(.\‘)u(.\‘)»"(_r)’i + '[— 1 pv')‘+uqv]d.\‘

o

(1]
= —p(x)[u'(x)v(x)— u(.r)v'(_x)]lz + JuL[v]ci\‘

dengan mentranspose integral pada ruas kanan diperoleh

b

J {L{ulv—ul[v]}dx = = p(x)[u' (x)v(x)— u(x)v'(x)]lz ..(3.6)

vang disebut sebagai identitas Lagrange.
¢ Kasus 1
Andaikan v dan v pada persamaan (3.6) juga memenuhi kondisi batas (3.2)

dan misalkan &, 0 dan /, # 0, ruas kanan persamaan (3.6) menjadi
= p(0)[u' (x)v(x) - N(X)V'(l')]':
= =p(b){u' (b)v(b) — u(b)v'(b)]+ p(a)[u' (a)(a) — u(a)v'(a)]

= —p(b’)[—:—‘u(b)v(b) +;—'u(b)v(b)] + pla)|- :I u(ay(a)+ ::—'u(a)v(a)] =0

2 2 2 2
e Kasus 2
Hasilnya akan sama jika k; dan /, keduanya sama dengan nol. Hal tersebut
disebabkan karena syarat batas (3.2) menjadi:

ky(a)=0 dan [ y(b)=0 k)

T ——
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Andaikan » dan v pada persamaan (3.6) juga memenuhi syarat batas (3.2)
vang karena k, dan /, keduanya nol, syarat batasnya menjadi seperti pada
persamaan (3.7), ruas kanan persamaan (3.6) menjadi
= PO (e v(x) = uCe ' ()]
= —p(D)[u' (bW(b) — u(b)v' (B)]+ pla)u'(a)v(a) — u(a)v'(a))
=—p(B)[u'(h).0 -0 (h)]+ pla)u'(¢).0-0+'(a)] =0
Jadi untuk diferensial operator /. vang didefinisikan oleh persamaan
L{y]=Ar(x)y dan jika fungsi ©# dan v memenuhi svarat batas (3.2), identitas

lagrange dapat direduksi menjadi:

)

b

j:/,[u]v —ul[v]}dx =0 (3.8)

Sedangkan diketahui bahwa perkalian dalam (inner product) pada dua nilai real

fungsi u dan v pada interval a < x < bdiberikan oleh persamaan:

b
(u,v) = Iu(.‘:)v(x)d\‘ ...(39)

Sehingga persamaan (3.8) dapat ditulis menjadi
(L[a],v)~(2,L[v])=0 L(3.10)
Jika ada nilai eigen lebih dari satu dari masalah Sturm-Liouville, maka
korespondensi nilai-nilai eigen tersebut merupakan fungsi eigen. Misalkan A
adalah nilai eigen yang kemungkinan berbentuk bilangan komplek pada masalah
Sturm-Liouville, dan berkorespondensi dengan fungsi eigennya ¢ yang juga
berbentuk fungsi komplek. Misalkan A=pg+iow dan ¢(x)=U(x)+iV(x),
dimana u, @ U(x) dan V(x) adalah riil. Ambil u—¢ dan juga v=¢ dalam

persamaan (3.10) dan

(L[gl.o)~(o.Lld) MERE))
Diketahui bahwa L[ ¢]=Ar¢, sehingga persamaan (3.11) menjadi
(Arg, @)—(¢.Arg) +.(3.12)

I ——
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Dengan menggunakan definisi perkalian dalam pada bilangan kompleks vang
b
didefinisikan sebagai : (u,v) = Iu(.r)i(.r)cir , maka persamaan (3.12) dapat ditulis

menjadi:
b _ b - -
[ Ar(x)p(x) p(x)dx = [ B(x) 2 r p(x )il L (3.13)

selama r(x) real, persamaan (3.13) direduksi menjad;

_ b =
(A-4 )Ir(.\‘)@ﬁ(.r)gﬁ(_.r)ci.r =0

a

atau

_ b
(e A)J-r(.r){U:(x) +V2(x)dx =0 .(3.14)

a

integran dalam persamaan (3.14) adalah nonnegatif dan tidak identik nol, maka

faktor 4 — A = 2iw harus nol, sehingga @=0 dan A = . Maka dapat disimpulkan
bahwa nilai eigen pada masalah Sturm-Liouville adalah bilangan riil.

Misalkan, ¢;, dan ¢, adalah fungsi eigen pada masalah Sturm-Liouville
sehingga bentuk lain dari persamaan (3.1), yaitu Z[y]= Ar(x)y fungsi-fungsi
eigen tersebut dapat ditulis:

L{g, ] = Ar(x)¢,

2 ..(3.15)
Llg,] = A,r(x)d,
Dari identitas Lagrange diketahui bahwa:
b b
j!.[u]valr = j[—(pu' )'v+ quvldsx. ...(3.16)

dimana #, v fungsi yang kontinyu pada turunan kedua dan », v memenuhi syarat

batas (3.2) sehingga identitas Lagrange menjadi:
b
[{L[u}y - ul[v]}dx = 0 ..(3.17)

Persamaan (3.17) berbentuk perkalian dalam, sehingga dapat ditulis menjadi:

(L{u),v)—(u,L[v])=0 ..(3.18)

e —
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Misalkan w—¢;, dan v=¢, dan subs'titusikan pada persamaan (3.18) sehingga

diperoleh

b

b
4 Ir( X)@, (X)@, (X )dx —zizj-qﬁ, (xX)r(x)g,(x)dx =0

, ...(3.19)
(A = A)[ ()8, (x)6 (x)dx = 0
dimana A, # 4, sehingga
b
J-r'(.\'_)g)l(.\')(ﬁz(.\‘)d\’ =0 ...(3.20)

Persamaan (3.20) tersebut memenuhi kondisi keortogonalan fungsi, sehingga
fungsi-fungsi eigen pada masalah Sturm-Liouville adalah ortogonal.

Fungsi-fungsi eigen yang ortogonal diatas dapat dinormalkan:

a

b
I8, ()| = \/ [0, ()] dx =1 ..(3.21)

b
atau dapat ditulis dengan Ir(x){gﬁ" (X)) dx =1 4:43.22)

3.2. Mengekspansikan Fungsi Eigen kedalam Deret

Fungsi-fungsi eigen dari masalah Sturm Liouville merupakan fungsi-
fungsi ortogonal (3.20) pada interval ¢ <x<b dan misalkan ada f{x) vang
terdefinisi pada interval tersebut maka fungsi-fungsi eigen pada masalah Sturm-

Liouville dapat dijadikan suatu deret (definisi deret Fourier)

f(x)= Zl‘,c,,qé,,(x) ...(3.23)

n=1

dimana ¢, merupakan fungsi eigen yang menjadi penyelesaian masalah Sturm-

Liouville dan ortogonal, sedangkan koefisien ¢, disajikan dalam

TrR—
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h :
[r(x0) £ (), ()l
e ..(3.24)
Jgﬁj(r)dr

Dari definisi dan teorema 1 (tentang perkalian dalam) pada sub bab 2.2 diketahui

bahwa
b h
(@,.9,,)= J.gﬁ”(.r)gﬁm(x)d_t =1, jika n=m sehingga I(ﬁj(.\')dx =1

Jadi ¢, dapat ditulis menjadi:

h

¢, = [FOf (g0, n=12,.. G

a

2
|8
th
Nt

Karena fungsi-fungsi eigen persamaan (3.23) merupakan deret Fourier.
dan dapat dituliskan dalam bentuk:

ke ..(3.26)

d(x) = e 319 Z:(arJt cosé? +b, sin
k=1

L,

dengan asumsi bahwa {qzb"(x)}:{l,cosnTﬁx,sin%x} dan dan definisi deret
Fourier diketahui bahwa:

] 21 .
a, = — [ f(x)dx
[‘ 0
1% nw
. =— | f(x)cos— xdx
da; / E[/(-") '

{ % . n7w
b, =— x)sin — xdx
j L{ﬂ) _

T
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(R
a2

Substitusikan a,, az, by kedalam persamaan (3.26) , sehingga didapat:

P(x )_*J./ u’!+Z(cos—r—J-j(r)cos—tdzr«%ska\—If{r smk—m’f
kmt | . kmx . kat)]
=_1J’[; +Zf(’)(COS—COST“LsmTSIHTM‘”
—If(f[—+z ”‘_’)}ﬁ

bm(n+1/7)9

dan diketahui bahwa i+ Zco kO
2 2sin(8/2)

. maka persamaan diatas dapat

diubah menjadi:
(n+ 1/2)7:(.\'—1_)

px)=— [ 1) L dt .(327)

“ 0 ) Sln —H(x __!)

Panjang interval pada integran diatas adalah 2/ sehingga intervalnya dapat
dirubah dengan syarat panjang interval tetap sama yakni 2/, sehingga persamaan
(3.23) dapat ditulis menjadi:

sin (_n_{rl/Z)yr{x—f)

1421
‘ x—t L

x)=— | £ (¢ 1t .. (3.28
#x) = j f()%] =D = ¢ (3.28)
L3l 2!-
dan diketahui dalam suatu teorema bahwa:
J f(f)sin i?(x—[)dr _ f(x+)+ f(x-) .(3.29)
n—x ;r x—1 2
kita ambil limn — o« dan
F(h) = f(!)—(r) kontinyu pada interval « </ <« + 2/ dan turunan pada
2sin 72[’7

(=x ada, maka:

T —

T TS
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X (n+1/2)x(x-1)
a+2l. o ip SN —]
limg, (x) = lim— [ | f()——— - a
n H—px [‘ A zg,nz X X=F
2
. 2n+Dr(x=10)
a+2l Sin 3 -
= = Jitn— jﬂf) =L dr
n—x T ’ X—=1
T .
7y[l (x+)+/ {\f)]

diketahui bahwa /' (x+)=lim (1) = f(x+)(L/x), demikian juga /(x-), sechingga

I—x

diperoleh:
limg (x)= (4 [i_/'(_\-+)+/“ /'(.\‘)J
Hs 200 o T % 5
. (3.30)
i el et s
- 7

Jadi deret dari fungsi-fungsi eigen pada masalah Sturm-Liouville konvergen ke

S+ f(x-)

> :

3.3. Menyelesaikan Masalah Sturm-Liouville
Masalah Sturm-Liouville, dapat diselesaikan dengan langkah-langkah
sebagai berikut :
1. Langkab pertama
Menentukan Penyelesaian nontrivial dari penyelesaian umum vang memenuhi
svarat batas yang telah ditentukan dari ketiga kemungkinan nilai A, vaitu nol,
negatif, dan positif
2. Langkah kedua
Menentukan nilai eigen (4) dan fungsi eigen (@.(x)) dari penyelesaian
nontrivial
3. Langkah ketiga
Penyelesaian atau fungsi-fungsi eigen diperluas kedalam deret tak hingga

yaitu deret Fourier.

e ——
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Menyelesaikan Masalah Sturm-Liouville yang Terdiri dari PDP atau Syarat
Batas Non Homogen

Dalam menyelesaikan masalah Sturm-Liouville diatas apabila persamaan
diferensialnyva berbentuk persamaan diferensial parsial (PDP) homogen dengan
sarat batas homogen, maka persamaan diferensial parsial (PDP) tersebut dapat
diubah menjadi persamaan diferensial biasa (PDB) dengan metode pemisahan
peubah. sehingga didapat persamaan persamaan diferensial biasa (PDB) dan
svarat batas homogen dan memenuhi  masalah  Sturm-Liouville, dan
penvelesaiannya dapat ditempuh langkah-langkah seperti diatas.

Namun. apabila dijumpai persamaan diatas berbentuk persamaan
diferensial parsial atau svarat batasnva nonhomogen. maka untuk mengubah
menjadi persamaan diferensial biasa (PDB) dengan metode pemisahan peubah
tidak dapat dilakukan. Dalam kasus ini, hal yang perlu dikerjakan adalah
bagaimana menghomogenkan dahulu persamaan diferensial parsial (PDP) atau
syarat batasnya. Untuk menghomogenkan syarat batas dapat dilakukan dengan
mengurangkan fungsi yang sesuai dan memenuhi syarat batas tersebut. Langkah
selanjutnya adalah bagaimana mengubah persamaan diferensial parsial (PDP)
menjadi persamaan diferensial biasa (PDB), sehingga memenuhi masalah Sturm-
Liouville. Misal, pada adalah perpindahan panas dalam sebatang logam dengan
titik ujung tetap dengan bentuk persamaannya adalah

ou(x,t) adu(x,r)

. = ———, w(0,0)=u,, u(l,t)=ug =43.31)
ol ox: '

untuk persamaan diatas pemisahan peubah tidak dapat digunakan karena syarat
batasnya nonhomogen, sehingga kita asumsikan penyelesaian persamaan (3.31)
adalah

u(x, 1) =v(x, 1)+ wix,r) (3.32)
dimana v adalah solusi transient yang mengakibatkan syarat batas menjadi nol
dan mentransfer state awal menjadi steady state dan w adalah solusi sready state.
Perscalannya sekarang adalah menghomogenkan syarat batas sehingga metode
pemisahan peubah dapat dilaksanakan. Turunkan persamaan (3.32) terhadap ¢

sehingga didapat:
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ov  ou ow  Ou 8u o%v o*w &% (u—w) é%v = iz
—me—me—=— = T == _—5 =& = - (3.33)
o ot ot ot ox” ox ox” ox” ox”
langkah selanjutnya adalah menghomogenkan syarat batas. sehingga

v(0,/) =u(0,0)-w(0,0)=u, —u, =0 _

, ' (3.34)
(L) =u(lty—w(L,t)=u,—u, =0
Jadi persamaan (3.31) sekarang menjadi:

av v % e
=a——-—, v(0,0)=0, v(/[,/)=0,dan (3.35)

ot ot

w' =0, w(0)=u, dan w(lL)=u, ..(3.36)

Solusi pada persamaan (3.35) (solusi rransienr) dapat selesaikan dengan
pemisahan variabel. sehingga diperoleh persamaan diferensial order 2 dan beserta
svarat batasnva vang homogen, sehingga memenuhi masalah Sturm-Liouville,
langkah selanjutnya dapat ditempuh langkah-langkah dalam menyelesaikan
masalah Sturm-Liouville tersebut. Untuk penyelsaian persamaan (3.36) dapat
diintegralkan dua kali dan disubstitusikan dengan syarat batasnya. Jadi persamaan
(3.31) penyelesaiannyva dapat dinyatakan dalam penvelesaian steadv state w dan
(ransient v.

Bentuk persamaan diferensial yang non homogen ataupun syarat batasnya
tidak selalu dapat dihomogenkan, misal persamaan konduksi panas dengan syarat
batas non homogen vang tergantung pada waktu. Dalam kasus in1 untuk mencan
solusinya akan sulit. Dalam pencarian solusi pada kasus ini, masaiah Sturm-
Liouville digunakan untuk menggenerate himpunan ortogonal fungsi-fungsi eigen,
vang mana bentuk umum dari fungsi-fungsi eigen tersebut digunakan untuk
mencari solusi aproksimasi dari permasalahan diatas yang dicari dengan
menggunakan kombinasi metode pemisahan peubah dengan deret Fourier.

Misal persamaan diferensial dengan syarat batasnya non homogen dan
tergantung waktu adalah:

oulx,t)  *u(x,f)
=
ot ox?

. w0,0)=g,(1), u(L,t)=g,(1) k33 T)

R

- N
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Maka solusi dan persamaan diatas adalah w(x.7) = Za,,(r)abn (x), dengan ¢, (x)

adalah kumpulan fungsi-fungsi yang terdefinisi pada domain vang dibahas dan
a,(t) adalah fungsi-fungsi dar koefisien vang tidak diketahui. Bila persamaan
diatas dikalikan dengan ¢, (x), kemudian diintegralkan terhadap domain ruang v

l

/
j u(x.1)g, (X)dx =Y a, [ 9,(x)@,, (x)dx s

0 "

L

38)

untuk sebarang fungsi ¢, (x), solusi (3.38) menjadi sangat kompleks. Oleh karena
itu pemilihan terbaik untuk ¢, (x)adalah fungsi yang merupakan kumpulan
fungsi-fungsi ortogonal dalam domain yang didefinisikan yang merupakan solusi
dari masalah Sturm-Liouville.

Untuk menambah pemahaman dari pembahasan diatas sebaiknya tinjau
dua contoh berikut ini:
Contoh:

V'+idy=0 w (3.58)

wW0)=0, wy(r)=0 ..(3.40)
Tentukan penormalan fungsi eigen pada masalah tersebut dan ekspansikan fungsi
flx)=x, 0 x [ kedalam bentuk penormalan fungsi eigen g,(x).
Jawab
1. Langkah pertama
Penyelesaian persamaan diferensial diatas dapat menjadi beberapa bentuk
tergantung pada nilai A, sehingga perlu memperhatikan beberapa kasus:
a. A=0
Penyelesaian umum dari persamaan diferensial (3.39) adalah:

Y=C)X~C3 ...(3.41)
Dengan memasukkan syarat batas (3.40) maka diperoleh:

c;=0, dan ¢;r+c,-0 ...(3.42)
Penyelesaian persamaan (3.42) tersebut adalah ¢,=c,~0 sehingga pada kasus ini
tidak mempunyai penyelesaian nontrivial, sehingga 2=0 dan bukan merupakan

penyelesaian yang dicari.

.
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b. <0 ’
misal A -v7, penvelesaian dari persamaan diferensial (3.39) adalah
v=ce”" +c,e™ ...(3.43)
dengan memasukkan syarat batas (3.40) diperoleh:
crrer0; c;c"ﬁ “C) e®=0 (344

dari kedua persamaan tersebut diperoleh ¢;~c¢,=0 dan y=0, sehingga pada kasus
ini juga tidak diperoleh penyelesaian nontrivial, sehingga 4 -k° bukan
penyelesaian vang dicari (bukan nilai eigen)

c. A0

misal 4 v’ penyelesaian umum dari persamaan diferensial (3.39) adalah:

V=C;COS VX ~ C; SIN VX ...(3.45)
dari syarat batas yang pertama dari (3.40), diperoleh w(0)-¢; -0, dan svarat batas
kedua dari (3.40) menghasilkan

Wm)=c; sin var=0 atau v=0, £1, £2, .. ...(3.46)
untuk v=0, diperoleh y=0; dan untuk A=1, 4, 9, 16, ... dengan mengambil c¢;-¢,
diperoleh

wx)=k, sinvx, v=1,2,

2. Langkah kedua
Jadi nilai eigen pada masalah ini adalah A=v", dengan v=12, . | dengan fungsi
eigennya adalah

Wx)=k,sinvx, v=12, .. .. (3.47)

Untuk menormalkan fungsi eigen (3.47) kita gunakan:

n

Jr(.v)@(x)ci\‘ =

0

Il k2 sin? vxdx = kfjsinz vxdx = l(,fjsin2 vxdx =k} j.(% - %cos 2ux)dx =1
0 0 0 0 -

R
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4

1 sin 2vx
AL S
2 2v
(1]
ki—m=1
2
2
A’H = .
prs

Jadi penormalan fungsi eigen pada masalah ini adalah:

2
¢, (n)= fsin Rx =12
T

3. Langkah ketiga
Untuk mengekspansi / kedalam fungsi eigen ¢, kita tulis:

£ =3 e, (x)

n=l

dimana koefisien ¢, diberikan dalam persamaan:

¢, = [ /()@ (x)dx =k, [ xsin vxdx
0 0

X I . .
k,|——cos vx + —sin wx
v L !n

T ol
=k, ——cos vI + —sSin vr
v ke
T
=-—k,—cos vr

Jadi ekspansi /" kedalam fungsi eigen ¢, adalah

, - /2 z ’2 .
= —a|—.—COSVT._ |—SIn
f(x) ; P %4 pa vx

...(3.48)

..(3.49)

s S b
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Contoh

Misalkan sebatang logam dengan panjang /=2 m vang diisolasi kedua ujungnya
dengan distribusi temperatur f{(x). Pada saat /=0 ujung sebelah kanan didinginkan
sehingga temperatur akan turun menjadi nol secara eksponensial sebagai

w(t)= u,{‘c"‘“’; dimana u4,~500°C adalah suhu pada sebelah kanan mula-mula,

=)

; e — 5 |
=0,0001 m~ /detik dan  f(x)=| ‘—[— '\ +u, .

|

-

difusivitas thermal

—

( 'N(_‘?
Ujung sebelah kiri temperaturnya dipertahankan pada 1,-200°C. Tentukan
penvelesaian permasalahan diatas.
Penyelesaian:
Langkah-langkah untuk menyelesaikan persoalan diatas adalah:
I.  Mencari Bentuk Umum dari Persoalan atau Permasalahan

Bentuk umum dari permasalahan diatas adalah:

ou(x.t) :aé’ u(.f.f) ..(3.50)
ot ox”

dengan syarat batas

u(0,0)=u; =200°C, w(L,t)=u,(t)=u, e u, =500°C Ah3.51)

dan distribust awal

(%)
h
12

. : Up — Uy
e 0)y= fky= ——f X+ i el

y
2. Menggunakan Pemisahan Peubah untuk Mencari Masalah Steady State
dan Masalah Transient

Misalkan penyelesaiannya adalah u(x,7)=v(x,r)+w(x), yang mana w
adalah penyelesaian steady state yang menunjukkan hilangnya profil awal akibat
bertambahnya waktu sehingga penyelesaian ini memenuhi persamaan diferensial
beserta syarat batas yang diberikan dan v adalah fungsi !ran.éiem yang
mengakibatkan syarat batas menjadi nol dan mentransfer stafe awal menjadi
steady state. Substitusikan penyelesaian tersebut kedalam persamaan diferensial

(3.50) dan (3.51) memberikan

i
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(V8 )
sk

- masalah transient
v, = av,, dengan v(0,0) =0; v(L,1) = uy e ™ dan v(x,0) = f(x)—w(x),
- masalah steady state
w" =0 dengan w(0) =u, dan w(L)=0.
Dengan mengintegralkan dua kali pada masalah sieady State diatas,

diperoleh:

n

w(x)=Cx+C, ... (3.53)

Kemudian masukkan syarat batasnya untuk x =0 — w(0)=u, = C,(0)+ (, atau

\ . . u
Cy=u,, dan untuk x=/, ->w(l)=CL+u, =0 atau (,=--%, maka

penyelesalan steady statenya adalah:
u .
H'(.\')zT"(ﬁ-.\‘) ..(3.54)

3. Merepresentasikan Masalah Transient kedalam Deret
Dalam kasus ini masalah rransient masih memiliki syarat batas yang tidak
homogen, jadi metode pemisahan peubah belum dapat digunakan untuk

menyelesaikan persoalan ini. Misalkan penyvelesaian dari masalah transient v(x,t)

adalah 1-’(.t,!)=Za”(1)¢”(x) dimana ¢, (x) merupakan fungsi-fungsi eigen

ortogonal sesuai dengan masalah Sturm-Liouville dengan syarat batas homogen
dinyatakan oleh ¢"(x)+ A°¢(x)=0, dengan ¢(0)=0 dan ¢(L)=0 dan
penyelesaiannya (mencari penyelesaian masalah Sturm-Liouville ini dapat
ditempuh langkah-langkah seperti pada contoh 1) ¢, (x)=sin4x dimana

A, :?; n=0]123_.. Syarat batas dan syarat awalnya adalah

v(0,0)=g,(1)=0, w(L,t) = g,(t) = up e dan

w(x,0) = h(x) = f(x)—w(x) = [”"“ : < ]xw,_ -%(L —x)= "Lﬁx

&7

S ——
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4. Mencari Koefisien dari Masalah Transient (a,)

Karena  pada  masalah  rransientr  diatas  solusinya  adalah

vix,t)= Za”(!)sin A,x. maka «,(r) adalah koefisien dalam deret Fourier sinus

"
vang didefinisikan sebagal

N L
u”(r')g—j‘m(\r sin A, xdyx . (DD

(V'S
n

N
—

)

9, &
Turunkan persamaan (3.55) terhadap /. vaitu i—'u”(f)zflfv,(_\',l)sin A,xdx
cf e
kemudian ganti v (x,7) dengan av_(x.7). maka diperoleh:
—a (1) -—J (x.r)sin A xdx ...(3.56)

Integralkan ruas kanan dengan integral parsial ju'cf::u‘:—!:dw dimana

w=sindx, dz = —[vx(x,l)]fb:, dw = 4,cos A, xdx dan = =v (x,7) diperoleh:
ox

Jx Ax.r)sin 4, \ — A, |v.(x,1)cos 4, xdx
1 P ;

204,
27777-[‘ (x,1)cos A, xdx

(4]

Integralkan ruas kanan sekali lagi dengan menggunakan integral parsial;

w=CoSA x, d-= ai[v(x,t)](ir ., dw=— sin4 xdx dan = = v(x,/) menghasilkan:
X
0 204, L 0 - |
aaﬂ(!) = {[V( x,[)cos /I"x]u kol :[ v(x.r)sin /‘Ln.\‘cfxf
0 204, L
%a"{r) . {[v(L t)cosnax —v(0, f)]+ A,d ,,(1)?}

Dengan memasukkan syarat batas untuk menggantikan v(0,) dan w(L.r)akan
didapat bentuk lebih sederhana sebagai berikut:

0 204

L
aa,,(t) = ; = {[gz (t)ycosnmx — g!(:‘)]+ )_"a"(i)g}

s .
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o 204 i ' 2
L) =21y g, () - g, (0] afa,n)
ot L
3
atau g“’u( O+ata,t)= B, (1) dengan B, = —%ﬂ dan
ol i

g, ()=-D)'g()-g @)= (vl)”ukl‘__af'“’A Svarat awalnya untuk «,(r) adalah

31 ) i
a,(0) = ?J"( x,0)sind xdx = /ljh{ x)sinA, xdx merupakan persamaan diferensial

n

0 = 6

At

linter biasa order satu dengan faktor integrasi ¢“* . sehingga persamaan yang

akan dicari penyelesaiannya
- ; . A ) .
C it ard C A2 At \ ' @Al =l :
— & il ()= " F—glt et T " h ) S0 L dimana
ct ot
¢, =p,(=D"u, . Integralkan persamaan terakhir dengan batas 0 sampai 1
menghasilkan

. -t adlt v u. L . Yu -1 1+l

32 - e L Hg . hx “itp
a,(t)=a, e +C ———— dengan a, = —— Itsm dx =—=2 1) 4

0 2 My
oA =i L Ly L /1 n

Dengan diperolehnya v(x.7)dan w(x) maka hasil akhir dari «(x,r) untuk
permasalahan ini adalah u(x,r) = v(x,7) + w(x) dimana:

(o

g

il . —¢€ L.
vix,l)= Z a, e* +C, ————{sind x,
n a/"u - .u
u
w(x)=-+(L-x),
£
- :-)'HRU (_])H+§
a, = s
T n
2ot u
- = RG 1 " Hﬂ'
&, = —]" -D", 4, :—-[ , n=12,...

Untuk nilai £=0,001 {Jjung kanan dari logam akan turun temperaturnya setelah

178 menit, seperti terlihat pada gambar dibawah ini.

—
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500 — —
0.0 menit
450 15.0 menit
53.3 menit
400 96.7 menit
\ 178.0 menit
350
< 300
3
© 250
=
5 200
=
150
100
50

mu = 0.001 1/dtk

0 0.5 1
Panjang (m)

Temperatur Logam Vs Waktu dimana g(t) = uR"exp(-mu*t)

1.5
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clear all, close all

alf=0.0001;
L=2;

ul = 200;
ur =500;
maxt = 80:
tol =0.001;
nfig = 0;

imu = menu('Pilih nilai penurunan suhu wjung kanan', ...

‘Gunakan Penurunan Perlahan (mu = 0.001 1/s),

‘Gunakan Penurunan cepat (mu = 0.003 1/5));
ifimu==1, mu=.001; end
ifimu==2, mu=.005; end

Nx=101: x = linspace(0,L,Nx)"
w = ul*(L-x)/L;

for n = I.maxt
In(n) = n*pi/L; ano(n) = (2*ur/(pi*n))*(-1)"(n+1);
cn(n) = (2*alf*ur*In(n)/L)*(-1)(n+1);

end
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Nt=35; tt=1[0900 3200 5800 106801,
u = zeros(Nx,Nt):

for j = 1:Nt
t=tt(j); bb=-mu*t; cc=-alf*t; v = zeros(Nx.1);
n=0; mrerr=1.0;
while mrerr > tol & n < maxt
n=ntl; kI =exp(bb); k2 =exp(cc*In(n)*In(n)); k3 = alf*In(n)*In(n);
vn = (ano(n)*k2 + cn(n)*(k1-k2)/(k3-mu))*sin(In(n)*x);
v=v+vn, rerr = vn(2:Nx-1)./v(2:Nx-1); mrerr = max(abs(rerr));
end
u(Lp=v+w;
disp([' Diperlukan ',num2str(n), suku agar konvergen pada t = ' num2str(t),
dtk)

end

Nem = 6;

st = zeros(NL,9);
ifNt<6
nfig = nfig+1; figure(nfig)
for j = 1:Nt
h(j) = plot(x,u(:,j),secm(j,:)); hold on
st(),:) = sprintf{("’o5. 11 min',tt(j)/60);
end
hold off
axis([0 2 0 500]);
title("Temperatur Logam Vs Waktu dimana g(t} = uR*exp(-mu*t})
grid,xlabel('Panjang (m)),ylabel( Temperatur (C))
legend(h,char(st))
text(0.04.20.[ mu ~ _num2str(mu), | dik'])
end
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