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Teori graf berkembang semakin luas. Terdapat banyak topik yang menarik
untuk dikaji salah satunya adalah pewarnaan. Pewarnaan graf digolongkan menjadi
pewarnaan titik (vertex coloring), pewarnaan sisi (edge coloring), dan pewarnaan
wilayah (region coloring). Pada pewarnaan graf, tidak boleh ada warna yang sama
saling bertetangga. Dalam hal ini pewarnaan dengan k-warna yang paling mini-
mum pada suatu graf disebut sebagai bilangan kromatik yaang dinotasikan dengan
X(G). Pada pewarnaan graf, tidak boleh ada warna yang sama saling bertetangga.
Pengembangan dari k-warna dikembangkan oleh Hong-Jian Lai dan Bruce Mont-
gomory pada tahun 2002 yang memperkenalkan konsep pewarnaan dinamis. Pe-
warnaan k- warna dinamis pada graf (G merupakan pewarnaan titik pada graf GG
sebanyak k warna sedemikian hingga setiap titik berderajat minimum dua pada graf
G setidaknya memiliki dua warna berbeda dengan titik - titik ketetanggaannya. Ni-
lai k terkecil dimana graf G memiliki pewarnaan k-warna dinamis disebut sebagai
bilangan kromatik dinamis, dinotasikan dengan y(G), kemudian digeneralisasikan
menjadi pewarnaan titik r-dinamis.

Perwarnaan titik r-dinamis kemudian mengalami perkembangan yaitu pe-
warnaan sisi r-dinamis yang disesuaikan dengan kondisi atau syarat pada pewar-
naan sisi graf. Pewarnaan sisi r-dinamis pada suatu graf G didefinisikan seba-
gai pemetaan ¢ dari £(G) ke himpunan warna sedemikian sehingga |C'(N(e))| >
minr, d(u) + d(v) — 2 untuk setiap e = uwv € E(G), dimana N(e) merupakan
himpunan sisi yang bersisian dengan sisi e, dan d(u) merupakan derajat dari titik w.
Penggunakan k-warna dinamis yang paling minimal disebut dengan bilangan kro-
matik sisi 7-dinamis yang dinotasikan dengan \,.(G).

Pewarnaan sisi r-dinamis dapat diterapkan pada graf khusus maupun graf
operasi. Operasi graf adalah metode yang digunakan untuk memperoleh graf baru
dengan cara mengkombinasikan dua atau lebih. Adapun graf yang digunakan dalam
penelitian ini yaitu 7'L,,, TCL,,, BT, shack(Hz2,v,n), shack(Pry,e,n), shack
(BT,,v,n), shack(Ws, v, n), dan shack(Wds3,v,n).

Penelitian ini menggunakan metode deduktif dan pendeteksian pola. Tujuan

penelitian ini adalah menentukan kardinalitas titik dan sisi pada graf operasi dan
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bilangan kromatik r-dinamis pada graf T'L,,, TCL,,, BT,,, shack(Hz2,v,n), shack
(Pry,e,n), shack(BT,, v, n), shack(Ws, v, n), dan shack(Wds3,v,n). Pada pe-
nelitian ini dihasilkan 8 teorema baru yaitu 3 teorema graf khusus dan 5 teorema
graf operasi sakel dan generalisasinya. Adapun hasil dari teorema yang sudah dite-

mukan antara lain :

1. Teorema 4.1.1 Untuk n > 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf tri-
angular ladder (T L,,) adalah sebagai berikut :

A(TLy) = A(TLy) = A\s(TL,) = 4
M(TL,) =5
As(TLy) =7
Ars6(TLy) =9

2. Teorema 4.1.2 Untuk » > 3, bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf
tangga tiga siklus (7°'C'L,,) adalah sebagai berikut :

ATCL,) = M\(TCLy) = A3(TCLy,) = M(TCL,) =5
As(TCL,) =17
As(TCL,) =9
M(TCL,) =11
Arss(TCLy) = 12

3. Teorema 4.1.3Untuk n > 2 bilangan kromatik pewarnaan sisi r-dinamis pada

graf triangular book (BT,,) adalah sebagai berikut :

/\Tgn(BTn) =n++ ].
Arsni1(BT,) =2n + 1

4. Teorema 4.1.4 Untuk n > 3 bilangan kromatik sisi 7-dinamis pada graf G' =
shack(Hs9,v,n) adalah sebagai berikut :

A(shack(Haz,v,n)) = Ng(shack(Haz,v,n)) = As(shack(Hy2,v,n)) =4
Ai(shack(Hsz,v,n)) =6
As(shack(Hgo,v,n)) =7
Ar>6(shack(Hag,v,n)) = 8

5. Teorema 4.1.5 Untuk n > 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf G =
shack(Pry, e, n) adalah sebagai berikut :
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A(shack(Pry,e,n)) = Aa(shack(Pry, e,n)) = \3(shack(Pry,e,n)) =5
Ay(shack(Pry,e,n)) =6
As(shack(Pry,e,n)) =7
X¢(shack(Pry,e,n)) = A(shack(Pry,e,n)) = 10
Ar>s(shack(Pry,e,n)) = 12

6. Teorema 4.1.6 Untuk n > 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf G =
shack(BTs, v, n) adalah sebagai berikut :

Ar<7(shack(BTs,v,n)) = 8
As(shack(BTs,v,n)) = Ag(shack(BT3,v,n)) =
Ao(shack(BT3,v,n)) = 11
A11(shack(BT3,v,n)) = 12
A2(shack(BT3,v,n))
Ai3(shack(BTs,v,n)) =
Ar>14(shack(BTs,v,n)) =

7. Teorema 4.1.7 Untuk n > 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf G =
shack(Ws, v,n) adalah sebagai berikut :

Ar<s(shack(Wg,v,n)) = 6
X¢(shack(Wg,v,n)) =9
A (shack(Wg,v,n)) = As(shack(Wg,v,n)) = Ag(shack(Wg,v,n)) = 11
Ar>10(shack(Ws,v,n)) = 12

8. Teorema 4.1.8 Untuk n > 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf G =
shack(Wds 3, v,n) adalah sebagai berikut :

Ar<s(shack(Wds 3, v,n)) =
X6 (shack(Wds 3, v,n))
A7(shack(Wds 3,v,n)) =

Ar>s(shack(Wds 5, v n))
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Berbagai macam permasalahan di dunia terdapat beberapa yang sulit dipe-
cahkan menggunakan perhitungan dan pertimbangan biasa. Graf dapat dipecahkan
menggunakan perhitungan dan pertimbangan biasa. Graf dapat membantu memo-
delkan permasalahan kemudian dideskripsikan dan digambarkan secara jelas. Penye-
lesaian dalam graf dapat dilakukan dengan mengubah objek menjadi titik dan titik
yang kemudian dihubungkan dengan sisi untuk menggambarkan permasalahan. Teo-
ri graf berkembang semakin luas. Terdapat banyak topik yang menarik untuk dikaji
salah satunya adalah pewarnaan. Pewarnaan graf digolongkan menjadi tiga macam
yaitu pewarnaan titik (vertex coloring), pewarnaan sisi (edge coloring), dan pewar-
naan wilayah (region coloring). Pada pewarnaan graf dibutuhkan kardinalitas titik
dan kardinalitas sisi yang berfungsi untuk menunjukkan karakteristik suatu graf
dan dapat digunakan sebagai penentuan fungsi pewarnaan yang memetakan c dari
titik(V(G)) atau sisi (£(G)) ke himpunanan warna. Suatu pewarnaan graf tidak
boleh memiliki warna yang sama yang saling bertetangga. Dalam hal ini pewarnaan
dengan k-warna yang minimum pada suatu graf disebut sebagai bilangan kromatik
yaang dinotasikan dengan y(G). Pengembangan dari k-warna dikembangkan men-
jadi pewarnaan r-dinamis. Terdapat dua macam r-dinamis yang telah berkembang
yaitu pewarnaan titik 7-dinamis dan pewarnaan sisi r-dinamis.

Penelitian ini akan dikaji salah satu topik yaitu pewarnaan sisi sebuah graf.

Hal ini dilakukan karena telah banyak penelitian yang dilakukan oleh peneliti ter-
dahulu mengenai pewarnaan graf. Hingga saat ini para peneliti terkait pewarnaan
graf masih dilakukan dengan berbagai pengembangannya yang telah divariasi. Pada
tahun 2002,Hong-Jian Lai dan Bruce Montgomory memperkenalkan konsep pewar-
naan dinamis yang dituangkan dalam suatu artikel yang berjudul Dynamic Colo-
ring of Graphs. Adapun pada tahun 2003, Hong-Jian Lai, B. Montgomery, dan
H. Poon juga membuat artikel yang berjudul Upper Bounds of Dynamic Chromatic

Number. Dalam kedua artikel ini mengkaji tentang bilangan kromatik dinamis pada
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graf. Pengembangan konsep pewarnaan dinamis menjadi pewarnaan r-dinamis juga
dikaji dalam artikel tersebut.

Hasil penelitian terkait pewarnaan r-dinamis telah berkembang. Para peneliti
mengkaji lebih dalam dan menghasilkan teorema-teorema baru terkait topik terse-
but. Beberapa diantaranya membahas Pewarnaan titik r-dinamis yaitu Alishahi
(2011) meneliti tentang pewarnaan dinamis pada graf dan hipergraf, Taherkhani(20-
14) mengkaji tentang r-Dynamic Chromatic Number of graph, dan Wulandari (2015)
pada skripsinya membahas analisis r-Dynamic Vertex Coloring pada operasi graf
khusus. Sedangkan untuk pewarnaan sisi r-dinamis penelitian dilakukan oleh di-
lakukan oleh Dafik dan Meganingtyas(2015) mengkaji On Edge r-dynamic Colo-
ring of Graphs dan terdapat pula pada penelitian Meganingtyas (2015) pada tesis-
nya membahas analisis pewarnaan r-dinamis pada graf-graf khusus. Berdasarkan
uraian di atas, pada penelitian ini peneliti akan mengkaji lebih dalam mengenai Pe-
warnaan sisi r-dinamis yaitu dengan pengembangan pewarnaan sisi r-dinamis pada

graf khusus serta operasi sakel pada graf dan generalisasinya.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dibahas diatas, maka rumusan masalah
adalah sebagai berikut :

a. Bagaimana menentukan kardinalitas titik dan sisi pada graf operasi shack
(H22,v,n), gshack(Pry, e,n), shack(BTs,v,n), shack(Ws, v, n),dan shack
(Wds3,v,n)?

b. Bagaimana menentukan bilangan kromatik pewarnaan sisi r-dinamis graf khu-
sus T'L,, TCL,,, dan BT, serta graf operasi shack(Ha 2, v,n), gshack (Pry,
e,n), shack(BTs,v,n), shack(Ws,v,n), dan shack(Wds 3,v,n) ?

1.3 Batasan Masalah

Adapun batasan masalah dari penulisan skripsi ini yaitu:

a. Graf khusus yang digunakan dalam penelitian ini yaitu triangular ladder,
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tangga tiga siklus, triangular book, cocktail party, prisma, roda, dan wind-
mill ;

b. Operasi yang digunakan yaitu sakel dan generalisasinya.

1.4 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah dan latar belakang, maka tujuan pada peneli-

tian ini antara lain :

a. Menentukan kardinalitas titik dan sisi pada graf operasi shack(Hsz,v, n),
gshack(Pry, e, n), shack(BT5,v,n), shack(Ws,v,n), dan shack(Wds 3, v,
n);

. Menentukan bilangan kromatik pewarnaan sisi r-dinamis pada graf khusus
TL,,TCL,,dan BT, serta graf operasi shack(Hs2,v,n), gshack(Pry, e, n),
shack(BTs,v,n), shack(Ws,v,n), dan shack(Wds 3, v, n).

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini antara lain adalah :

. Menambah wawasan dan pengetahuan baru dalam bidang graf, khususnya
pada ruang lingkup pewarnaan sisi r-dinamis pada graf khusus serta graf
operasi sakel dan generalisasinya;

. Memberi motivasi pada peneliti lain untuk meneliti lebih lanjut tentang pe-
warnaan sisi r-dinamis;

. Hasil penelitian dapat digunakan sebagai referensi dalam pengembangan pe-

warnaan sisi r-dinamis serta aplikasinya dalam kehidupan.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Definisi dan Terminologi Graf

Secara matematis, graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, F)
ditulis dengan notasi (G = V,F), yang mana V' adalah himpunan tak kosong
yang anggotanya disebut titik (vertex ) dan £ adalah himpunan yang anggotanya
adalah pasangan tak berurut dari titik V dan disebut sisi (edge). Jadi sebuah graf
dimungkinkan untuk tidak mempunyai sisi, tetapi harus memiliki titik minimal satu
(Slamin, 2009). Banyaknya titik yang ada pada graf G adalah |V (G)| = p, dan
disebut orde (order) dari GG, sedangkan banyak sisi pada graf G adalah |E(G)| = ¢,
disebut ukuran(size) dari G. Gambar 2.1 menunjukkan sebuah graf, misalkan graf
G mempunyai himpunan titik V' (G) = {vy, va, v3, v4, v5 } dan himpunan sisi (G) =

{617 €2, €3, €4, €5, €6, €7, 68} : Sehlnggap = 5 dan q= 8.

U1 el (]
€5 €1
€2 # €4
5
€6 €7
U2 €3 U3
Gy

Gambar 2.1 Contoh Graf G

Titik v; dan v, pada graf G dikatakan berdampingan atau tetangga (adjacent)
jika terdapat sebuah sisi yang menghubungkan antara v; dan v,, yaitu e = vyv,.
Dengan demikian, v; dan v, dikatakan bersisian (incident) dengan sisi e. Gam-
bar 2.1 menunjukkan jika titik v, bertetangga dengan titik v, v3 dan v tetapi tidak
bertetangga dengan v,. Titik v, bersisian dengan vivy, v5v4 dan vsvy. Derajat dari
titik v pada G adalah banyaknya sisi yang bertemu pada suatu titik. Jika titik yang
mempunyai derajat O disebut titik terisolasi (isolated vertex). Titik dengan derajat

satu disebut titik akhir (end vertex). Jika semua titik pada graf G mempunyai derajat
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yang sama maka dikatakan dengan graf re-gular atau teratur. Banyaknya sisi mini-
mal yang bersisian pada suatu titik v di graf GG diantara titik-titik lainnya di graf G
disebut derajat terkecil dinotasikan dengan §(G). Sedangkan banyaknya maksimal
sisi yang bersisian pada suatu titik di graf G disebut derajat terbesar, dinotasikan
dengan A(G). Sikel adalah lintasan yang tertutup. Suatu graf juga dapat disajikan
dalam bentuk matriks ketetanggaan. Matriks ketetanggaan (adjacent matrix) graf
G adalah matrik yang berukuran nxn. Bila matriks tersebut dinamakan A = [a;;],
maka a;; = 1 jika titik i dan j bertetangga, sebaliknya a,; = 0 jika titik i dan j tidak

bertetangga . Pada Gambar 2.1 memperlihatkan matriks ketetanggaannya

2.1

s

I
e = =)
o R =
e = =)

—

—

2.2 Klasifikasi Graf

Graf dapat diklasifikasikan menjadi beberapa jenis yaitu berdasarkan ada
tidaknya gelang (loop) atau sisi yang menghubungkan simpul yang sama , jumlah
titik, orientasi arah pada sisi, dan keterhubungan titik pada suatu graf. Jika suatu
sisi menghubungkan titk yang sama, maka sisi tersebut dinamakan gelang (loop).
Berdasarkan ada tidaknya gelang atau sisi ganda pada suatu graf, maka graf digo-
longkan menjadi dua jenis yaitu : graf yang tidak mempunyai gelang atau sisi ganda
dinamakan graf sederhana (simple graph) dan graf yang mempunyai gelang atau sisi
ganda dinamakan graf tidak sederhana (Manongga dan Yessica:2013).

Jumlabh titik pada suatu graf dapat dibedakan menjadi graf berhingga dan graf
tak berhingga. Graf berhingga (limited graph) adalah graf yang jumlah titiknya n,
berhingga. Sedangkan graf tak berhingga (unlimited graf) adalah graf yang memi-

liki jumlah titik n, tidak berhingga banyaknya. Berdasarkan orientasi arah pada
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sisi, maka graf dapat dibedakan menjadi 2 jenis yaitu : graf tak berarah dan graf
berarah. Graf yang semua sisinya tidak berarah dinamakan graf tak berarah (undi-
rected graph). Pada graf tak berarah, urutan pasangan titik yang dihubungkan oleh
sisi diperhatikan. Jadi,(u,v) = (v,u). Sedangkan graf yang semua sisinya ber-
arah dinamakan graf berarah (directed graph atau digraph. Pada graf berarah (u, v)
dan (v, u) menyatakan dua buah sisi berarah yang berbeda. Dengan kata lain,pada
graf berarah, urutan pasangan titik yang dihubungkan dengan sisi diperhatikan atau
(u,v) # (v,u). Keterhubungan titik pada suatu graf dapat dibedakan menjadi dua
jenis, yaitu graf terhubung (connected) dan graf tak terhubung (disconnected). Su-
atu graf dikatakan terhubung jika untuk setiap pasang titik v; dan v; didalam him-
punan V' terdapat lintasan dari v; ke v;. Graf yang hanya terdiri dari satu titik tetap
disebut graf terhubung karena titik tunggalnya terhubung dengan dirinya sendiri.
Sedangkan Suatu graf dikatakan tidak terhubung jika ada titik v; dan v; didalam

himpunan V' yang tidak membentuk lintasan dari v; ke v;.

2.3 Graf Khusus dan Operasi Graf

Graf khusus adalah sebuah graf yang memiliki karakteristik dan keunikan
bentuk khusus. Keunikan yang dimiliki yaitu tidak isomorfis dengan graf yang
lainnya. Karakteristik bentuknya memperluas order n tetapi simetris. Macam -
macam graf khusus terdiri dari graf lintasan, sikel, roda, lengkap, Triangular leader,

triangular book, dan tangga tiga siklus.

Definisi 2.3.1. Graf lintasan (Path) P, adalah graf sederhana yang terdiri dari satu
lintasan. Graf lintasan dengan n titik yang dinotasikan dengan F,,, dimana n > 2

yang terdiri dari | V(P,) |=ndan | E(P,) |=n — 1 (Damayanti,2011).

Definisi 2.3.2. Graf siklus (cycle) adalah graf sederhana yang setiap titiknya berde-
rajat dua. Graf siklus dengan | V' (C,,) |= n titik dan | E(C,,) |= n sisi dinotasikan
dengan C),(Harary,2007).

Definisi 2.3.3. Graf roda (Wheel Graph) dinotasikan W,, dengan n > 3 adalah graf

yang didapat dengan menghubungkan semua titik dari graf siklus C;, dengan suatu
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titik yang disebut titik pusat. Jadi, W, terdiri dari | V' (W,,) |= n + 1 titik dan
| E(W,,) |= 2n sisi (Hararyet al,2007).

Definisi 2.3.4. Graf Lengkap adalah graf yang titiknya terhubung dengan semua
titik yang lain dengan hanya satu sisi. Graf lengkap dengan n buah titik den-
gan K,. Jumlah sisi pada graf lengkap yang terdiri n buah titik adalah @
(Wibisono,2008).

Definisi 2.3.5. Graf Prisma adalah graf yang terdiri dari sebuah siklus luar n titik

Y1, Y2, - - - » Yo dan sebuah siklus dalam dengan n titik xq,xs,. .., x, dan diantara
siklus luar dan siklus dalam dihubungkan dengan n jari-jari z;y; = 1,2, ..., n. Graf
prisama dinotasikan dengan Pr,, kardinalitas graf prisma adalah |V (Pry)| = 2n

dan |E(Pry)| = 3n (Rosenfeld dan Xiang,2014).

Definisi 2.3.6. Graf Triangular ladder T Ln adalah graf yang diperoleh dari graf
ladder T'L,, = P, x P»(n > 2) dengan penambahan sisi {u;u; 11} untuk 1 < i <
n — 1 dimana titik - titik kedua P, adalah {uy,us,...,u,} dan {vy,vs,...,v,}
dengan sisi {u;v; } memiliki |V (T'L,,)| = 2n + 2 dan |E(T'L,,)| = 4n + 1 (Jeyanthi
dan Maheswari,2015).

Definisi 2.3.7. Graf buku segitiga (Triangular Book) BT'n adalah graf yang terdiri
dari sejumlah n buah segitiga dimana n > 2 dengan setiap segitiga memiliki sebuah
sisi yang dipakai bersama atau dengan kata lain setiap segitiga memiliki dua titik
yang sama. Graf Triangular Book memiliki |V (BT,)| = n + 2 dan |E(BT,)| =
2n + 1 (Munir,2009).

Definisi 2.3.8. Graf tangga tiga siklus (Triangular Cycle Ladder Graph) B'T'n adalah
salah satu graf yang merupakan keluarga dari graf ladder. Graf ini dinotasikan den-

gan (T'C'L,) yang memiliki himpunan titik |V (BT, )| = 3n + 2 dan |E(BT,)| =

6n + 1 (Miladiyah,2012).
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Operasi graf merupakan suatu cara untuk menghasilkan graf baru dengan
mengoperasikan dua buah graf. Operasi graf yang digunakan dalam penelitian ini

adalah operasi sakel pada graf dan generalisasinya.

Definisi 2.3.9. Graf sakel (shackle) dari H dinotasikan dengan G' = shack(H,v,n)
adalah graf G yang dibangun dari graf non trivial /,, Hy, . .., i, sedemikian hingga
untuk setiap 1 < s,t < n, H; dan H; tidak memiliki penghubung dimana | s — ¢ |>
2 dan untuk setiap 1 < ¢ < n — 1, H; dan H;,, memiliki tepat satu titik yang
sama v, disebut titik penghubung £ — 1 titik penghubung tersebut adalah berbeda.
Jika G = shack(H,v,n) titik penghubung digantikan dengan subgraf K C H
disebut dengan generalisasi sakel (generalized shackle), dan dinotasikan dengan
G = gshack(H, K C H,n) (Dafik et al,2016).Contoh operasi sakel dan genera-
lisasinya dapat dilihat pada gambar 2.2

Y14 Y15

Y13 Y16

Y12 yn Y22 (b) Y21 Y32 Y31
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Y14 You Y34

Y13

Gambar 2.2 (a) Wg (b)shack(Wg, v, 3) (c)gshack(Ws, e, 3)

Misal graf H, memiliki titik |V (H)| = p dan sisi | E(H )| = ¢, sedangkan
subgraf K, memiliki titik |V (H)| = p; dan sisi |EF(H)| = ¢1. Maka graf sakel
G memiliki titik |V (G)| = n(p — 1) + 1 dan sisi |E(G)| = np, sedangkan graf
generalisasi sakel G memiliki titik |V (G)| = n(p — p1) + p1 dan sisi |E(G)| =

n(g —q) + q.

2.4 Pewarnaan Graf

Ada tiga macam persoalan pewarnaan graf (graph coloring) yaitu, pewarnaan
titik ( vertex coloring), pewarnaan sisi (edge coloring), dan pewarnaan wilayah (re-
gion coloring) (Munir,2009). Pewarnaan titik pada graf G merupakan pemberian
warna pada titik - titik graf (7, satu warna untuk setiap titik, sehingga titik-titik yang
bertetangga diwarnai dengan warna yang berbeda (Chartrand dan Zhang,2009).
Adapun warna yang digunakan dapat berupa elemen dari sembarang himpunan
ataupun bilangan positif {1,2,3,...,k}. Dengan demikian pewarnaan titik dapat
dianggap sebagai fungsi ¢ : V(G) — N, dimana N adalah bilangan bulat posi-
tif sedemikian sehingga c(u) # c(v) jika u dan v merupakan titik yang berte-
tangga.Contoh pewarnaan titk pada Gambar 2.2(a)

Suatu pewarnaan sisi-k untuk graf G adalah suatu penggunaan sebagian atau
semua k warna untuk mewarnai semua sisi GG sehingga setiap pasang sisi yang mem-

punyai titik persekutuan diberi warna yang berbeda (Purwanto,1998). Pewarnaan
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sisi dapat digambarkan sebagai fungsi ¢ : E(G) — {1,2,3,...,k} sedemikian se-
hingga c(e) # ¢(f) untuk setiap sisi e dan f yang bertangga pada G. Jika G mem-
punyai pewarnaan sisi-k, maka dikatakan sisi-sisi di G diwarnai dengan k warna.
Bilangan bulat positif k£ yang paling minimum untuk mewarnai sisi pada graf G
disebut sebagai bilangan kromatik graf G dan dinotasikan dengan x(G) . Contoh

pewarnaan sisi pada Gambar 2.2(b)

¢ Teorema 2.4.1. Jika G adalah graf sederhana, maka bilangan kromatik selalu

memenuhi A(G) < ANG) < A(G) + 1 (Chartand dan Zhang, 2009)

) XT3
I Ly

T2 I3
Ty 3 @ .
2] (3

Y

Y
b
@) (b)

Gambar 2.3 Contoh Graf (a)Pewarnaan titik (b)Pewarnaan sisi

2.5 Pewarnaan r-Dinamis pada Graf

Pewarnaan r-dinamis merupakan pengembangan dari pewarnaan k-warna di-
namis yang diperkenalkan oleh Lai dan Montgomery pada tahun 2002. Suatu graf
G memiliki himpunan titik V' = V(G), himpunan sisi £ = E(G), dan n meny-
atakan banyaknya titik, yaitu |V'|. Himpunan ketetanggaan suatu titik v, dinotasikan
dengan N (v), merupakan himpunan titik-titik yang bertetangga dengan titik v. e
menyatakan sisi yang menghubungkan titik v dan u. N(e) merupakan himpunan
sisi-sisi yang bersisian dengan titik u dan v. Derajat dari titik « dinotasikan dengan
d(u), derajat yang minimum pada graf G dinotasikan dengan 0 = §(G), dan dera-

jat titik yang maksimum pada graf G dinotasikan dengan A = A(G). Pewarnaan
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k- warna dinamis pada graf G’ merupakan pewarnaan titik pada graf G' sebanyak
k warna sedemikian hingga setiap titik berderajat minimum dua pada graf G seti-
daknya memiliki dua warna berbeda dengan titik - titik ketetanggaannya. Nilai k
terkecil dimana graf G memiliki pewarnaan k-warna dinamis disebut sebagai bilan-

gan kromatik dinamis, dinotasikan dengan y,(G).

Definisi 2.5.1. Pewarnaan dinamis didefinisikan sebagai pewarnaan yang tepat (pro-
per) sehingga setiap titik berderajat minimal dua mempunyai lebih dari satu warna
yang berbeda pada setiap titik-titik ketetanggaannya. Pewarnaan dinamis meru-
pakan suatu pemetaan c dari V' ke himpunan warna sedemikian hingga memenuhi

kondisi berikut:
1. jika uv € F(G) maka c(u) # ¢(v), dan
2. Yu € V(G), |c(N(v))| > min{2,d(v)}.
(Lai dan Montgomery, 2002)

Pewarnaan dinamis pada akhirnya berkembang menjadi pewarnaan r-

dinamis. Pengertian pewarnaan r-dinamis dapat dilihat pada definisi2.5.3.

Definisi 2.5.2. Pewarnaan r-dinamis pada suatu graf G didefinisikan sebagai peme-

taan c dari V' ke himpunan warna sedemikian hingga memenuhi kondisi berikut:
1. jika uv € F(G) maka c(u) # ¢(v), dan
2. Yo € V(G),|c(N(v))| > min{r,d(v)}.

(Lai dan Montgomery, 2002)

Pewarnaan nilai £ minimal sehingga graf G memenuhi pewarnaan k-
warna r-dinamis disebut sebagai bilangan kromatik r-dinamis, yang dinotasikan
dengan x,(G). Bilangan kromatik 1-dinamis merupakan bilangan kromatik pada
X(G). Untuk mendapatkan nilai dari bilangan kromatik dinamis dirumuskan dalam

suatu persamaan pada Observasi 2.4.1 sebagai berikut.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

12

Observasi 2.5.1. Misalkan G adalah graf terhubung dan A\ merpakan bilangan
kromatik dinamis maka berlkau \(G) < \.(G) < A\+1(G) (Kang et all, 2015)

Pewarnaan titik r-dinamis mengalami perkembangan yaitu pewarnaan sisi r-
dinamis. Pada penelitian ini akan diteliti pewarnaan sisi r-dinamis. Pewarnaan sisi
r-dinamis merupakan hasil pengembangan dari konsep pewarnaan titik r-dinamis.
Definisi pewarnaan titik r-dinamis dikembangkan sehingga mendapatkan definisi
pewarnaan sisi r-dinamis yang telah disesuaikan dengan kondisi atau syarat pada

pewarnaan sisi graf.

Definisi 2.5.3. Pewarnaan sisi r-dinamis pada suatu graf G didefinisikan seba-
gai pemetaan c dari E ke himpunan warna sedemikian hingga memenuhi kondisi

berikut:
1. jika e = uv, f = vweE(G) maka c(e) # c(f), dan
2. Ve = weE(G), | ¢(N(e)) [= min{r,d(u) + d(v) — 2}.
(Dafik dan Meganingtyas,2015)

Nilai k warna yang minimum sehingga pada graf G memenuhi pewarnaan
k-warna sisi r-dinamis disebut dengan bilangan kromatik sisi r-dinamis, yang dino-
tasikan dengan \,.(G). Bilangan kromatik pada pewrnaan 1-dinamis merupakan
bilangan kromatik pada A\(G). Adapun bilangan kromatik sisi 2-dinamis disebut
sebagai bialangan kromatik sisi dinamis, \4(G). Lebih jelasnya dapat ditunjukkan
pada Gambar 2.4 dan Gambar 2.5.

Adapun tabel 2.1 dan 2.2 digunakan sebagai bantuan untuk memastikan ke-

beradaan pewarnaan sisi 1-dinamis dan 2-dinamis pada graf siklus Cj.
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Gambar 2.4 Contoh Pewarnaan sisi 1-dinamis

Gambar 2.5 Contoh Pewarnaan sisi 2-dinamis

X1

)

Te 2 Ty

Z3

X4

Tabel 2.1 Pewarnaan Sisi 1-dinamis pada Cg

e=wv | c(e) | [c(N(e))] | r | du)+ |min{r,d(u)+ |[c(N(e))| =
dlv)—2 | d(v)—2} min{r, d(u)
d(v) — 2}
U U 1 1 1,2 2 1 Y, T
T4y 2 1 1 2 1 Y
T5T¢ 1 1 1 2 1 Y
LTy 2 1 1 2 1 N,
Tabel 2.2 Pewarnaan Sisi 2-dinamis pada Cg
e=uv | cle) | |c(N(e)|| r | du)+ | min{r,d(u)+ | [c¢(N(e))| >
div)—2| d(v)—2} | min{r,d(u)
d(v) — 2}
T1T9 1 2 2,3 2 2 Y,Y
T2T3 2 2 2,3 2 2 Y,Y
1314 3 2 2,3 2 2 Y)Y
T4Ts 1 2 2,3 2 2 Y)Y
T5Tq 2 2 2,3 2 2 Y)Y
e 2 23 2 2 YY

13
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2.6 Aplikasi Graf Pewarnaan sisi r-dinamis

Teori graf dapat diaplikasikan dalam kehidupan sehari-hari. Salah satu
kajian graf yang sering diaplikasikan dalam kehidupan adalah pewarnaan graf. Pe-
warnaan graf dapat digunakan untuk penjadwalan, penyimpanan, dan transportasi.
Selanjutnya dalam perkembangannya pewarnaan berkembang menjadi r-dinamis.
Berikut ini merupakan gambaran aplikasi tentang pewarnaan sisi r-dinamis dalam
menentukan tugas menyanyidalam suatu kelas musik untuk berduet. Seorang guru
dalam les musik memberikan tugas kepada muridnya untuk berduet. Jenis lagu yang
akan diberikan yaitu dengan merencanakan tentang siapa saja yang akan berduet
dengan ketentuan setiap lagu yang dipraktekkan oleh pasangan yang berbeda. Se-
hingga guru tersebut akan mengatur judul lagu yang akan dipraktekkan semini-
mal mungkin. Misalkan dalam sebuah kelas musik terdapat 17 murid yang akan
berpasangan dalam menyanyikan sebuah lagu dan setiap murid tersebut mempunyai
teman dekat. Untuk menjelaskan kasus tersebut dapat direpresentasikan dalam graf
pada Gambar 2.6, dimana stiap teman dekat akan menyanyikan lagu yang berbeda.
Sehingga setiap murid pada kasus ini direpresentasikan sebagai titik, dimana titik
tersebut dihubungkan dengan sisi yang merepresentasikan hubungan pertemanan

yang akan menjadi teman duet.

Jika melihat Gambar 2.6 dapat terlihat bahwa setiap murid telah memiliki
teman duet. Sehingga berdasarkan representasi graf diatas maka dapat dilihat mak-
simum penjumlahan derajat yang bertetangga dikurangi dua adalah faisal dan ical.
Hal ini menunjukkan bahwa pewarnaan dinamisnya pada » > 6. Kemudian jika
Gambar 2.6 diwarnai dengan ketentuan tersebut maka diperoleh pewarnaan sisi 7-
dinamis graf pada Gambar 2.7 dengan \,>¢ = 7, sehingga lagu yang akan diprak-
tekkan sebanyak 7 lagu. Masing -masing warna pada graf menunjukkan judul lagu
yang akan dinyanyikan oleh pasangan murid kelas musik tersebut. Misalkan untuk
setiap warna disimbolkan dengan angka, angka 1 menunjukkan lagu cinta dan ra-
hasia, angka 2 menunjukkan lagu yang terbaik bagimu, angka 3 menunjukkan lagu

bahagia, angka 4 menunjukkan lagu all of me, angka 5 menunjukkan lagu kita se-
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Putra

Kamelia
Ozy

Monica

Gambar 2.6 Contoh graf pertemanan dalam kelas
Putra

Dani Jonh 6

Kamelia

Monica

Gambar 2.7 Contoh graf teman duet dalam kelas beserta lagu yang telah ditentukan
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lamanya, angka 6 menunjukkan lagu impossible, dan angka 7 menunjukkan lagu
flashlight.

Lina akan berpasangan dengan Kamelia, Ical, Sinta, dan Qiqi dengan lagu
yang akan dinyanyikan berturut-turut adalah yang terbaik bagimu, all of me, baha-
gia, dan cinta dan rahasia. Sedangkan untuk Qiqi akan berpasangan dengan Lina
dan Sinta dengan lagu yang akan dinyanyikan berturut-turut adalah cinta dan raha-
sia, dan kita selamanya. Sinta akan berpasangan dengan Lina, Qiqi, Putra dan John
dengan lagu yang akan dinyanyikan berturut-turut adalah bahagia, kita selamanya,
impossible, flashlight. Begitu juga dengan murid yang lain seperti yang telah direp-

resentasikan seperti pewarnaan sisi 7-dinamis graf pada Gambar 2.7.

2.7 Hasil Penelitian Pewarnaan Sisi 7-dinamis Sebelumnya

Tabel 2.3 Hasil Pewarnaan Sisi r-Dinamis Penelitian Terdahulu
Graf Bilangan Kromatik Keterangan

r-Dinamis

Graf Lintasan (P,); A(P,) =2;n > 2 Meganingtyas, 2015
n>?2 Ma(Pa) = M(Pa) = 3;

n>2r>2
Graf Sikel (C,,); A(C}) = 2; n genap Meganingtyas, 2015
n>3 A(Cy,) = 3; n ganjil

>\7'22(Cn) =3;

n=3k,keN

Ar>2(Cr) = 4;

n=3k+1,keN

/\r22<0n) =9,

n=3k+2,keN
Graf Bintang (S,,);  A>1(S,) =n Meganingtyas,2015
n>3
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Graf

Graf Roda (W,,);
n>>5

Bilangan Kromatik
r-Dinamis

)\rgn_l(wn) =N,
1<r<n-1
Arsn(Wh) = 105
n=>5r>n
Arsn(Wy) = n + 3;
n=3k+3, ke N,r>n
Aron(Wh) =n+4;
n lainnya, r > n

Keterangan

Meganingtyas, 2015

Graf Friendship (F},);
n>3

)\r§2n71(Fn) = 2”7
)\r22n<Fn) =2n + 1,

Meganingtyas, 2015

Graf Amalgamasi
Lintasan(F,);
n>2,m?>3

AMamal(Py,v,m)) =
Xo(amal(P,,v,m)) = m,
Arssn(amal(Py,v,m)) =m + 1,

Meganingtyas, 2015

Graf Prisma (FP,);
n>3

APy) = X (P,) =2;
n genap

P, ) = a(R)&13;
n ganjil

D= 41—
)\3(Pn) = 3;

n lainnya

>\r24(Pn) =9%n =3
)\T24(Pn) = 6;
n=4k,k e N
)\T24(Pn) = 8;
n=>5,64k+7ke N
)\r24(Pn) = 7;

n lainnya

Meganingtyas, 2015

Graf Tangga (L,,);
n>3

ML) = A
A(Ly) = A

(Ln) =3,

r(Ln) - 6’

Meganingtyas, 2015
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode deduktif dengan prinsip-prinsip pem-
buktian deduktif yang berlaku dalam logika matematika dengan menggunakan ak-
sioma atau teorema yang telah ada untuk memecahkan suatu masalah. Adapun teo-
rema yang disusun harus dibuktikan melalui proses deduktif sehingga kebenaran-
nya berlaku secara umum. Pada penelitian ini akan didapatkan teorema-teorama
ataupun defnisi-definisi baru yang diperoleh dari hasil analisis lebih lanjut terhadap
teorema-teorema ataupun defnisi-definisi sebelumnya yang telah ada. Penelitian
ini pada prosesnya juga menggunakan metode pendeteksian pola (pattern recogni-
tion) yaitu dengan merumuskan bagaimana pola pewarnaan sisi r-dinamis sehingga

diperoleh bentuk pola umumnya.

3.2 Rancangan Penelitian

Rancangan penelitian ini dilakukan analisis pewarnaan r-dinamis pada graf
khusus serta operasi shakel pada graf kusus dan generalisasinya. Adapun rancangan
penelitian adalah sebagai berikut:

a. Menentukan graf khusus serta graf operasi sakel dan generalisasinya dan
menentukan kardinalitas graf;

b. Menentukan pewarnaan sisi r-dinamis pada masing-masing graf;

c. Memeriksa uji definisi 2.5.3 pewarnaan sisi r-dinamis yang terbentuk. Apa-
bila sudah memenuhi pewarnaan r-dinamis dilanjutkan dengan menentukan
fungsi, apabila tidak memenuhi pewarnaan r-dinamis akan kembali ke tahap
sebelumnya yaitu menerapkan pewarnaan sisi r-dinamis pada graf;

d. Menentukan fungsi pewarnaan sisi r-dinamis pada masing-masing graf khusus
serta graf operasi sakel dan generalisasinya;

e. Menentukan bilangan kromatik pewarnaan sisi r-dinamis pada masing-masing
graf khusus serta graf operasi sakel dan generalisasinya sehingga diperoleh

teorema-teorema.
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Mulai

Menetapkan

Graf Khusus

A

A

Menerapkan operasi graf pada graf khusus

A

A

Menentukan kardinalitas graf yang telah dioperasikan

A

A

Menerapkan pewar

naan sisi r-dinamis

Uji definisi 2.5.3

Tidak

Ya

Menentukan fungsi pewarnaan r-dinamis

A

A

Bilangan kromatik pewarnaan sisi r-dinamis

A

Teorema

)

Pembuktia

n Teorema

Selesai

Gambar 3.1 Skema Rancangan Penelitian
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5.1

5.2

BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan diperoleh kesimpulan sebagai berikut :

. Kardinalitas titik dan sisi dari graf operasi sakel dan generalisasinya yang

telah didapatkan yaitu : | V (shack(Hsz2,v,n)) |= 3n+1dan| E(shack(Hs s,
v,n)) |=4n, | V(gshack(Pry,e,n)) |= 6n+2dan | E(gshack(Pry,e,n)) |
= 1ln+1, | V(shack(BT3,v,n)) | = 4n + 1 dan | E(shack(BT3,v,n)) |
= Tn, | V(shack(Ws,v,n)) |= 6n + 1 dan | E(shack(Wg,v,n)) |= 12n,
dan | V(shack(Wds3,v,n)) |= 6n + 1 dan | E(shack(Wds3,v,n)) |=9n

. Bilangan kromatik pewarnaan sisi r-dinamis graf khusus serta graf operasi

sakel dan generalisasi yang telah didapatkan yaitu : graf triangular ladder
(T'L,) bilangan kromatik r-dinamisnya \,>¢(7'L,,) = 9, graf tangga tiga si-
klus (T'C'L,,) bilangan kromatik r-dinamisnya \,>s(T'C'L,,) = 12, graf tri-
angular book bilangan kromatik r-dinamisnya \,>,1(B7,) = 2n + 1 graf
operasi shack(Hs 2, v, n) bilangan kromatik r-dinamisnya \,>¢(shack(Hz,
v,n)) = 8, graf operasi shack(Pry4,e,n) bilangan kromatik r-dinamisnya
Ar>s(shack(Pry,e,n)) = 12, graf operasi shack(BT5,v,n) bilangan kro-
matik r-dinamisnya \,>14(shack(BT3,v,n)) = 15, graf operasi shack(Ws,
v,n) bilangan kromatik r-dinamisnya \,>10(shack(Ws,v,n)) = 12, dan
graf operasi shack(W ds 3, v, n) bilangan kromatik r-dinamisnya \,>g(shack

(Wd373, v, n)) = 9

Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pewarnaan sisi r-dinamis pada graf

khusus serta graf operasi sakel dan generalisasinya dimana graf khusus yang digu-

nakan adalah graf triangular ladder, tangga tiga siklus, triangular ladder, cocktail

party, prisma, roda, dan windmill, maka peneliti memberikan saran kepada peneliti

selanjutnya untuk melakukan penelitian tentang pewarnaan sisi 7-dinamis pada graf
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khusus dan graf operasi yang lainnya.
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