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MOTTO

"Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman diantara kamu dan

orang-orang yang berilmu pengetahuan beberapa derajat. Dan Allah

Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan."

(Al-Mujadillah:11)*

"Jika pikiran saya bisa membayangkannya, hati saya bisa

meyakininya, saya tahu saya akan mampu menggapainya."

(Jesse Jackson)**

* Departemen Agama Republik Indonesia. 2004. Al-Qur0an dan Terjemahannya.

Bandung. CV Penerbit J-ART.

** Jesse Jackson, politikus dan pemimpin masyarakat sipil Amerika Serikat.
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RINGKASAN

Nilai Kromatik Pewarnaan Sisi r-Dinamis pada Graf Eksponential dan

Graf Operasi; Kiki Kurdianto, 121810101041; 2016: 88 halaman; Jurusan Mate-

matika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Teori graf merupakan salah satu topik matematika yang banyak dikaji oleh

peneliti, salah satu topik dalam teori graf yang sering diteliti yaitu pewarnaan

graf. Pewarnaan graf digolongkan menjadi pewarnaan titk (vertex coloring), pe-

warnaan sisi (edge coloring), dan pewarnaan wilayah (region coloring). Pada

perkembangannya pewarnaan graf telah mengalami variasi, diantaranya yaitu pe-

warnaan dinamis yang dikembangkan oleh Bruce Montgomery pada tahun 2001.

Pewarnaan k -warna dinamis pada graf G merupakan pewarnaan titik pada graf G

sebanyak k warna sedemikian hingga setiap titik berderajat minimum dua pada

G memiliki dua warna berbeda dengan titik-titik ketetanggaannya. Nilai k warna

pada graf G yang memiliki k-warna dinamis disebut dengan bilangan kromatik

dinamis, disimbolkan dengan χd(G). Pewarnaan titik r -dinamis kemudian digene-

ralisasiakan menjadi pewarnaan titik r-dinamis.

Pewarnaan titik r-dinamis pada akhirnya mengalami perkembangan yaitu

pewarnaan sisi r-dinamis yang disesuaikan dengan kondisi/syarat pada pewar-

naan sisi graf. Pewarnaan sisi r-dinamis pada suatu graf G didefinisikan seba-

gai pemetaan c dari E(G) ke himpunan warna sedemikian hingga |c(N(e))| ≥
min{r, d(u) + d(v) − 2} untuk setiap e = uv ∈ E(G), dimana N(e) merupakan

himpunan sisi yang bersisian dengan sisi e, dan d(u) merupakan derajat dari titik

u. Penggunaan k-warna dinamis yang paling minimal disebut dengan bilangan

kromatik sisi r dinamis yang dinotasikan dengan λr(G).

Pewarnaan sisi r-dinamis dapat diterapkan pada hasil operasi dari graf

beberapa graf khusus, misalnya seperti hasil operasi graf cycle, windmill, star,

stecked book, dan triangular book. Sedangkan operasi graf adalah suatu metode

yang digunakan untuk memproleh graf baru dengan cara mengombinasikan dua

graf atau lebih . Adapun graf-graf hasil operasi yang digunakan dalam penelitian

ini yaitu gshack(Wd2
3, e, n), gshack(B3,2, e, n), gshack(H3, e, n), amal(Bt3, v, n),
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amal(H2,2, v, n), amal(S4, v, n), CS3
n , dan C

H2,2
n .

Penelitian ini menggunakan metode pendeteksian pola dan metode deduk-

tif aksiomatif. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan kardinalitas

titik dan sisi serta bilanggan kromatik sisi r-dinamis pada graf gshack(Wd2
3, e, n),

gshack(B3,2, e, n), gshack(H3, e, n), amal(Bt3, v, n), amal(H2,2, v, n), amal(S4, v,

n), CS3
n , dan C

H2,2
n ). Penelitian ini dihasilkan 8 teorema baru, antara lain:

a. Teorema 4.1.1 Untuk n ≥ 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf

G = gshack(Wd2
3, e, n) adalah

λ(gshack(Wd2
3, e, n)) = λd(gshack(Wd2

3, e, n)) =

λ3(gshack(Wd2
3, e, n)) = 4

λ4(gshack(Wd2
3, e, n)) = 5

λr≥5(gshack(Wd2
3, e, n)) = 7

b. Teorema 4.1.2 Untuk n ≥ 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf

G = gshack(H3, e, n) adalah:

λ(gshack(H3, e, n)) = λd(gshack(H3, e, n)) = λ3(gshack(H3, e, n)) = 4

λ4(gshack(H3, e, n)) = 6

λ5(gshack(H3, e, n)) = 7

λr≥6(gshack(H3, e, n)) = 9

c. Teorema 4.1.3 Untuk n ≥ 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf

G = gshack(B3,2, e, n) adalah:

λ(gshack(B3,2, e, n) = λd(gshack(B3,2, e, n) = λ3(gshack(B3,2, e, n) = 4

λ4(gshack(B3,2, e, n) = 6

λ5(gshack(B3,2, e, n) = 7

λr≥6(gshack(B3,2, e, n) = 8

d. Teorema 4.1.4 Untuk n ≥ 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf

G = amal(H2,2, v, n) adalah:
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λr≤2n−1(amal(H2,2, v, n)) = 2n

λr≥2n(amal(H2,2, v, n)) = 2n + 2

e. Teorema 4.1.5 Untuk n ≥ 3, bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf

G = amal(Bt3, v, n) adalah:

λr≤n(amal(Bt3, v, n)) = 2n

λn+1≤r≤2n−1(amal(Bt3, v, n)) =

{
2n + 1, n = 3

2n, n > 3

λr=2n(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 1

λr=2n+1(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 3

λr≥2n+2(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 5

f. Teorema 4.1.6 Untuk n ≥ 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf

G = amal(S4, v, n) adalah:

λr≤n−1(amal(S4, v, n)) =

{
4, n = 3

n, n > 3

λr=n(amal(S4, v, n)) = n + 1

λr=n+1(amal(S4, v, n)) = n + 2

λr≥n+2(amal(S4, v, n)) = n + 3

g. Teorema 4.1.7 Untuk n ≥ 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf

G = Cn
S3 adalah:

λ(Cn
S3) = λd(Cn

S3) = λ3(Cn
S3) = 4

λ4(Cn
S3) = 5

λ5(Cn
S3) = 6

λr≥6(Cn
S3) =





7, n ≡ 0(mod6)

8, n ≡ 1(mod3) dan n ≡ 2(mod3)

9, n = 3
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h. Teorema 4.1.8 Untuk n ≥ 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf

G = Cn
H2,2 adalah:

λ(Cn
H2,2) = λd(Cn

H2,2) = λ3(Cn
H2,2) = 4

λ4(Cn
H2,2) = 6

λ5(Cn
H2,2) = 7

λr≥6(Cn
H2,2) =

{
8, n lainnya

9, n = 3
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Seiring perkembangan teknologi, graf banyak diminati oleh peneliti. Hal ini

disebabkan oleh kesederhanaan objek yang diteliti yaitu titik dan sisi, akan tetapi

memiliki banyak manfaat dalam kehidupan sehari-hari. Salah satu contoh kasus-

nya yaitu menentukan jadwal pertandingan bola voli Pertamina Proliga dengan

menggunakan sistem pertandingan kompetisi, yaitu dengan tim direpresentasikan

oleh titik yang dihubungkan oleh sisi-sisi yang merepresentasikan tim yang akan

bertanding. Sistem pertandingan kompetisi mengharuskan semua tim bertanding

dengan tim lain minimal satu kali pertandingan, sehingga hal ini membutuhkan

jadwal yang tepat agar tim yang bertanding tidak akan bertanding dengan tim

yang lain pada waktu yang sama.

Permasalahan tersebut dapat dipecahkan menggunakan teori graf, yaitu

topik pewarnaan graf. Pewarnaan digolongkan menjadi pewarnaan titik (vertex

coloring), pewarnaan sisi (edge coloring), dan pewarnaan wilayah (region color-

ing). Pada pewarnaan graf, titik atau sisi yang bertetangga diberi dengan warna

yang berbeda. Selain itu, pemberian warna tersebut harus menggunakan k warna

yang minimal, yang disebut bilangan kromatik dan dilambangkan dengan χ(G).

Pewarnaan graf telah banyak mengalami variasi, diantaranya yaitu pewar-

naan dinamis. Pewarnaan dinamis pertama kali diperkenalkan pada tahun 2001

oleh Bruce Montgomery yang menjadi topik kajian dalam tesisnya. Selanjutnya,

Lai dan Montgomery (2002) menuangkan konsep pewarnaan tersebut dalam se-

buah artikel yang berjudul Dynamic Coloring of Graphs.

Selanjutnya, peneliti-peneliti lain berusaha mengkaji lebih dalam pewar-

naan r -dinamis dan menghasilkan teorema-teorema baru. Beberapa diantaranya

adalah Alishahi (2011) meneliti pewarnaan dinamis pada graf dan hipergraf, Kim

et al. (2013) meneliti tentang pewarnaan dinamis pada graf planar, Kang et al.

(2015) meneliti tentang pewarnaan r -dinamis pada graf grid. Kemudian Wu-
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landari (2015) menganalisis r-dynamic vertex coloring pada hasil operasi graf

khusus. Tarmidzi (2015) melakukan penelitian yaitu menentukan nilai kromatik

pada pewarnaan titik r -dinamis pada graf khusus dan operasi shakel. Selan-

jutnya, pada tahun yang sama, Meganingtyas melakukan pewarnaan r -dinamis

pada sisi melalui tesisnya yang berjudul analisis pewarnaan r -dinamis pada graf-

graf khusus. Berdasarkan hasil-hasil penelitian yang telah dilakukan oleh peneliti

sebelumnya, maka peneliti tertarik melakukan penelitian lebih dalam terhadap

pewarnaan sisi r -dinamis pada graf eksponensial dan graf operasi.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam penelitian

ini adalah :

a. Bagaimana menentukan kardinalitas titik dan sisi pada graf eksponensial

CS3
n dan C

H2,2
n serta graf operasi gshack(Wd2

3, e, n), gshack(B3,2, e, n), gshack

(H3, e, n), amal(Bt3, v, n), amal(H2,2, v, n), dan amal(S4, v, n)?

b. Bagaimana menentukan bilangan kromatik pewarnaan sisi r -dinamis pada

graf eksponensial CS3
n dan C

H2,2
n serta graf operasi gshack(Wd2

3, e, n), gshack

(B3,2, e, n), gshack (H3, e, n), amal(Bt3, v, n), amal(H2,2, v, n), dan amal(S4,

v, n)?

1.3 Batasan Masalah

Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, maka

permasalahan dalam penelitian ini dibatasi sebagai berikut :

a. Graf khusus yang digunakan dalam penelitian ini yaitu cycle, helm, windmill,

star, triangular book, dan cocktail party ;

b. Operasi yang digunakan adalah amalgamasi dan shackle.

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


3

1.4 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah diatas, maka tujuan pada penelitian ini an-

tara lain :

a. Menentukan kardinalitas titik dan sisi pada graf eksponensial CS3
n dan C

H2,2
n

serta graf operasi gshack(Wd2
3, e, n), gshack(B3,2, e, n), gshack(H3, e, n),

amal(Bt3, v, n), amal(H2,2, v, n), dan amal(S4, v, n);

b. Menentukan bilangan kromatik pewarnaan sisi r -dinamis pada graf ekspo-

nensial CS3
n dan C

H2,2
n serta graf operasi gshack(Wd2

3, e, n), gshack(B3,2, e, n),

gshack(H3, e, n), amal(Bt3, v, n), amal(H2,2, v, n), dan amal(S4, v, n).

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini, antara lain :

a. Meningkatkan pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khusunya pewar-

naan sisi r-dinamis;

b. Memberi motivasi pada peneliti lain untuk memperluas penelitian pewar-

naan sisi r-dinamis;

c. Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan

ilmu dan aplikasi dalam masalah pewarnaan sisi.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Definisi dan Terminologi Graf

Suatu graf G terdiri dari dua himpunan yaitu himpunan V dan E. Him-

punan V merupakan himpunan yang elemen-elemennya dinamakan titik (ver-

tex ). Himpunan E merupakan himpunan yang elemen-elemennya dinamakan sisi

(edge). Sehingga suatu graf G dapat disimbolkan G(V,E) (Lipschutz dan Lipson,

2007). Slamin (2009) menyebutkan bahwa sebuah graf G dimungkinkan tidak

memiliki sisi, tetapi harus memiliki titik minimal satu. Sebuah graf yang tidak

memiliki sisi tetapi memiliki sebuah titik saja disebut dengan graf trivial. Graf di-

gunakan untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-

objek tersebut, yaitu dengan merepresentasikan objek tersebut dengan noktah

atau titik, sedangkan hubungan antar objek direpresentasikan sebagai garis atau

sisi.

e6
e5e2

e9

e7e4

e3

e1

u2u1 u3

e8

u6u5u4

Gambar 2.1 Contoh Graf G

Order merupakan banyaknya anggota himpunan titik dalam graf G dino-

tasikan dengan p atau |V (G)|, sedangkan banyaknya anggota himpunan sisi dari

graf G disebut dengan size dan dinotasikan dengan q atau |E(G)|. Gambar 2.1

adalah graf dengan |V (G)| = 6 dan |E(G)| = 9. Misal graf G memiliki titik u dan

v, kedua titik tersebut dikatakan berdampingan atau bertetangga jika terdapat

suatu sisi e = uv yang menghubungkan kedua titik tersebut, dengan kata lain sisi
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e bersisian (incident) terhadap titik u dan v. Graf Gambar 2.1 titik u1 bersisian

dengan e1, e2, dan e3.

Munir (2012) menyatakan derajat dari suatu titik v pada G, ditulis d(v)

merupakan banyaknya titik dalam G yang insiden pada v. Graf pada Gambar

2.1 memiliki d(u1)=3, d(u2)=3, d(u3)=3, d(u4)=3, d(u5)=3, dan d(u6)=3. Suatu

titik dengan derajat nol disebut sebagai titik terisolasi (isolated vertex ). Derajat

terbesar dari suatu graf G dinotasikan ∆(G) merupakan banyaknya maksimal sisi

yang adjecent pada suatu titik vi di graf G diantara titik-titik lainnya, sedang-

kan derajat minimum pada G dinotasikan dengan δ(G). Graf pada Gambar 2.1

memiliki ∆(G) = 3. Suatu graf G yang memiliki derajat yang sama disebut

dengan graf reguler. Sebuah titik yang memiliki derajat satu disebut dengan

anting-anting (pendant vertex ).

Menurut Hartsfield dan Ringel (1990) jalan pada suatu graf G adalah barisan

titik dan sisi yang berhingga dan saling bergantian dengan ketentuan setiap sisi

incident pada titik yang mengapitnya pada barisan tersebut, dimana setiap titik

ataupun sisinya boleh berulang serta diawali dan diakhiri oleh titik. Bilangan

yang menyatakan banyaknya sisi yang terdapat dalam jalan disebut dengan pan-

jang dari suatu jalan. Suatu jalan dikatakan tertutup jika v0 = vn, dengan kata

lain jalan yang diawali dan berakhir di titik yang sama. Jejak (trail) adalah jalan

dengan sisi yang dilalui tidak berulang, tetapi titik yang dilalui boleh berulang.

Suatu jalan dengan titik yang dilalui tidak berulang disebut dengan lintasan. Lin-

tasan yang berawal dan berakhir di titik yang sama disebut dengan cycle atau

lintasan tertutup.

Suatu graf juga dapat disajikan dalam bentuk matriks ketetanggaan (ma-

triks adjencency). Misal G adalah suatu graf dengan n titik, maka matriks kete-

tanggaan A = [aij] berordo nxn yang didefinisikan oleh:

aij =

{
1, vi dan vj bertetangga

0, lainnya

Graf pada Gambar 2.1 jika dinyatakan dalam matriks ketetanggaan yaitu

sebagai berikut:
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


0 0 1 1 1 0

0 0 0 1 1 1

1 0 0 0 1 1

1 1 0 0 0 1

1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 0 0




2.2 Graf Khusus dan Operasi Graf

Suatu graf disebut dengan graf khusus apabila memiliki keunikan dan karak-

teristik bentuk khusus. Keunikan tersebut tidak isomorfis dengan graf yang lain.

Karakteristik bentuknya diperluas sampai order n tetapi simetris. Contoh dari

graf khusus diantaranya yaitu graf lintasan, cycle, lengkap, kipas, helm, triangular

book dan windmill.

Graf lintasan dan cycle merupakan graf sederhana. Graf lintasan memiliki

n titik dan n − 1 sisi dan dinotasikan dengan Pn dimana n ≥ 2. Sedangkan graf

cycle terdiri dari n titik yang setiap titiknya berderajat 2, dan dinotasikan de-

ngan Cn dimana n adalah jumlah titik dengan n ≥ 3. Graf lengkap adalah graf

yang setiap titiknya terhubung dengan titik lain dengan tepat satu sisi (Wibisono,

2008). Graf lengkap dilambangkan dengan Kn, dimana n menunjukkan jumlah

titik. Graf lengkap memiliki |V (Kn)| = n dan |E(Kn)| = n(n−1)
2

.

Graf kipas dinotasikan dengan Fn dengan n ≥ 3, yaitu graf yang didapat

dengan menghubungkan semua titik dari lintasan Pn pada suatu titik yang dise-

but dengan titik pusat. Graf kipas Fn memiliki n + 1 titik dan 2n− 1 sisi. Graf

bintang (Sn) adalah graf pohon yang terdiri dari suatu titik pusat yang berde-

rajat n, n + 1 titik, dan n sisi. Graf helm merupakan graf yang diperoleh dari

graf roda Wn dengan menambahkan sisi anting pada setiap titik di cycle. Graf

helm dinotasikan dengan Hn dan memiliki 2n+1 titik serta 3n sisi (Rosyidah dan

Dafik, 2014).

Triangular Book yaitu graf yang terdiri dari sejumlah n buah segitiga (n ≥ 3)

dengan setiap segitiga memiliki sebuah sisi yang dipakai bersama atau dengan kata

lain setiap segitiga memiliki dua titik yang sama. Graf ini dinotasikan dengan Btn

dan terdiri dari n+2 titik serta 2n+1 sisi. Graf kincir (windmill) dinotasikan de-

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


7

ngan Wdm
n merupakan graf yang diperoleh dari m salinan graf komplit Kn dengan

sebuah titik yang digunakan secara bersama. Graf windmill memiliki kardinali-

tas titik m(n − 1) + 1 dan kardinalitas sisi m(n(n−1)
2

) (Ardiansyah dan Darmaji,

2013).

Operasi graf adalah suatu metode yang digunakan untuk memperoleh se-

buah graf baru dengan cara mengombinasikan dua graf atau lebih. Ada beberapa

macam jenis operasi graf yang telah dikembangkan oleh peneliti. Berikut ini

adalah penjelasan dari beberapa operasi graf yang dilengkapi dengan contoh.

Definisi 2.2.1 Shackle dari graf H dinotasikan dengan G = shack(H, v, n)

adalah graf G yang dibangun dari graf non trivial H1, H2, ..., Hn sedemikian hingga

untuk setiap 1 ≤ s, t ≤ n, Hs dan Ht tidak memiliki titik penghubung dimana

|s − t| ≥ 2 dan untuk setiap 1 ≤ i ≤ n − 1, Hi dan Hi+1 memiliki tepat satu

titik bersama v, disebut dengan titik penghubung dan k − 1 titik penghubung

tersebut adalah berbeda. Jika G = shack(H, v, n) titik penghubung digantikan

dengan subgraf K ⊂ H disebut dengan generalized shackle, dan dinotasikan den-

gan G = gshack(H,K ⊂ H, n) (Dafik et al., 2016).

Misal graf H, memiliki titik |V (H)| = p dan sisi |E(H)| = q, sedangkan

subgraf K, memiliki titik |V (K)| = p1 dan sisi |E(K)| = q1. Maka graf shackle G

memiliki titik |V (G)| = n(p−1)+1 dan sisi |E(G)| = np, sedangkan graf generali-

zed shackle G memiliki titik |V (G)| = n(p−p1)+p1 dan sisi |E(G)| = n(q−q1)+q1.

Contoh operasi generalized shackle dapat dilihat pada Gambar 2.2.

Definisi 2.2.2 Amalgamasi dinotasikan dengan G = Amal(H, v, n) dimana se-

tiap H memiliki sebuah titik v yang menjadi titik terminal, dan n menyatakan

banyaknya graf H yang diamalgamasi (Ardiansyah dan Darmaji, 2013).

Misal graf H, memiliki titik |V (H)| = p dan sisi |E(H)| = q, sedang-

kan n menyatakan banyak graf yang diamalgamasi, maka graf G memiliki titik

|V (G)| = n(p − 1) + 1 dan sisi |E(G)| = nq. Contoh operasi amalgamasi dapat

dilihat pada Gambar 2.3.
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(b)

x5

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4 z5

x1 x2

y

z1 z2
(a)

x1 x2 x3 x4

Gambar 2.2 (a) Wd2
3 (b) Gshack(Wd2

3, e, n)

y4
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y3
3

y3
1

y4
2

y2
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p

y1
1

y1
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y2
3

y3
2

(b)(a)

x

y1 y2

y3

x1

x3

x2

x4

y1
3 y2

1

y4
1

Gambar 2.3 (a) S4 (b) Amal(S4, v, n)
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Definisi 2.2.3 Misal diberikan graf G dan H, maka graf eksponensial adalah graf

yang dibentuk G dengan mengganti semua sisi dari graf G dengan graf H dan

dinotasikan dengan GH . Misal graf G memiliki titik |V (G)| = p1 dan sisi |E(G)| =
q1, sedangkan graf H memiliki titik |V (H)| = p2 dan sisi |E(H)| = q2, maka graf

GH memiliki titik p = |V (GH)| = q1(p2 − 2) + p1 dan sisi q = |E(GH)| = q1q2

(Dafik et al., 2016). Contoh graf ekspnensial dapat dilihat pada Gambar 2.5.

x1

(b)

(c)

x

y3

x3

x4

x3

x2

x1

y1
1 y1

2

y2
1

y2
2

x2

x4

y3
2 y3

1

y4
2

y4
1

y1 y2

(a)

Gambar 2.4 (a) S3 (b) C4 (c) C4
S3

2.3 Pewarnaan Graf

Menurut Munir (2012) terdapat tiga macam pewarnaan graf (graph color-

ing), yaitu pewarnaan titik (vertex coloring), sisi (edge coloring), dan wilayah (re-

gion coloring). Pewarnaan graf merupakan suatu fungsi yang memetakan unsur-

unsur graf (titik dan sisi) ke suatu sembarang himpunan. Jika daerah asal adalah
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sebuah sisi disebut dengan pewarnaan sisi. Jika daerah asal adalah titik maka

disebut dengan pewarnaan titik.

Pewarnaan titik pada graf G merupakan pemberian warna yang berbeda

pada setiap titik yang bertetangga (Chartrand dan Zhang, 2009). Pemberian

warna pada suatu graf G dapat dilakukan dengan menggunakan bilangan bu-

lat positif ataupun dengan menggunakan warna (seperti: merah, kuning, biru).

Jika setiap warna yang digunakan merupakan salah satu dari sejumlah k yang

diberikan, maka pewarnaannya disebut dengan k -warna. Dalam pewarnaan titik

suatu graf G dimungkinkan memiliki warna yang sama pada titik yang tidak

bertetangga. Penggunaan k warna yang paling minimum disebut dengan bila-

ngan kromatik graf G yang dinotasikan degan χ(G).

Pewarnaan sisi pada graf G merupakan pewarnaan dengan sejumlah k warna

yang digunakan untuk mewarnai semua sisi pada graf G dengan setiap sisi yang

memiliki satu titik persekutuan diwarnai dengan warna yang berbeda (Budayasa,

2007). Sama halnya dengan pewarnaan titik, pada pewarnaan sisi penggunaan

warna haruslah seminimum mungkin. Jumlah warna minimum yang digunakan

untuk mewarnai sisi pada graf G disebut sebagai bilangan kromatik graf G dan

dinotasikan dengan λ(G). Contoh pewarnaan graf dapat dilihat pada Gambar 2.5

Bilangan kromatik yang diperoleh dari mewarnai suatu graf G selalu meme-

nuhi Teorema 2.3.1 sebagai berikut.

Teorema 2.3.1. Jika G adalah graf sederhana, maka ∆(G) ≤ λ(G) ≤ ∆(G) + 1

(Chartrand dan Zhang, 2009)

3

3

3

2

2

2
1111

(b)(a)

1
v2 v3 v4

u1 u2 u3 u4

v1 v2 v3 v4

1

1

u4u3u2u1

2

1

2

22

v1

Gambar 2.5 (a) Pewarnaan Titik pada L3 (b) Pewarnaan Sisi pada L3
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2.4 Pewarnaan r-Dinamis Graf

Terdapat beberapa variasi dalam memberikan warna pada suatu graf. Salah

satunya yaitu perwanaan r -dinamis. Pewarnaan r-dinamis merupakan pengem-

bangan dari pewarnaan k-warna dinamis yang diperkenalkan oleh Montgomery

pada tahun 2002 dengan cara menggeneralisasikan konsep pewarnaan dinamis.

Suatu graf G memiliki himpunan titik V = V (G), himpunan sisi E = E(G),

dan n menyatakan banyaknya titik, yaitu |V |. Himpunan ketetanggaan suatu

titik v, dinotasikan dengan N(v), merupakan himpunan titik-titik yang berte-

tangga dengan titik v. e menyatakan sisi yang menghubungkan titik v dan u.

N(e) merupakan himpunan sisi-sisi yang bersisian dengan sisi e. Derajat dari

suatu titik v dinotasikan dengan d(v), derajat yang minimum pada graf G dino-

tasikan dengan δ(G), dan derajat titik yang maksimum pada graf G dinotasikan

dengan ∆(G).

Pewarnaan k -warna dinamis pada graf G merupakan pewarnaan titik pada

graf G sebanyak k warna sedemikian hingga setiap titik berderajat minimum dua

pada G memiliki dua warna berbeda dengan titik-titik ketetanggaannya. Nilai k

warna pada graf G yang memiliki k-warna dinamis disebut dengan bilangan kro-

matik dinamis, disimbolkan dengan χd(G). Adapun pengertian dari pewarnaan

r -dinamis dapat dilihat pada Definisi 2.4.1.

Definisi 2.4.1 Pewarnaan titik r -dinamis pada suatu graf G didefinisikan se-

bagai pemetaan c dari V (G) ke himpunan warna sedemikian hingga memenuhi

kondisi berikut:

1. Jika u, v ε E(G) maka c(u)6=c(v) dan

2. ∀v ε V (G), |c(N(v))| ≥ min{r, d(v)}
(Lai dan Montgomery, 2002).

Nilai k yang minimal sehingga graf G memenuhi pewarnaan k-warna r-

dinamis disebut dengan bilangan kromatik r dinamis yang dinotasikan dengan

χr(G). Bilangan kromatik pada pewarnaan 1-dinamis merupakan bilangan kro-

matik pada χ(G). Untuk mendapatkan nilai dari bilangan kromatik dinamis
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dirumuskan dalam sutu persamaan pada Observasi 2.4.1 sebagai berikut.

Observasi 2.4.1 Misal G adalah graf terhubung dan λ merupakan bilangan kro-

matik dinamis maka berlaku λr(G) ≤ λr+1(G). (Kang et al., 2015)

Pewarnaan titik r-dinamis pada akhirnya mengalami perkembangan yaitu

pewarnaan sisi r-dinamis. Pewarnaan sisi r-dinamis merupakan hasil perkem-

bangan dari pewaranaan titik r-dinamis yang disesuaikan dengan kondisi/syarat

pada pewarnaan sisi graf. Pewarnaan sisi r-dinamis merupakan topik dalam

penelitian ini. Adapun pengertian dari pewarnaan sisi r-dinamis dapat dilihat

pada Definisi 2.4.2.

Definisi 2.4.2 Pewarnaan sisi r-dinamis pada suatu graf G didefinisikan sebagai

pemetaan c dari E(G) ke himpunan warna sedemikian hingga memenuhi kondisi

berikut :

1. Jika e = uv, f = vw ∈ E(G) maka c(e) 6= c(f) dan

2. ∀e = uv ∈ E(G), |c(N(e))| ≥ min{r, d(u) + d(v)− 2}

(Dafik dan Meganingtyas, 2015).

Nilai k yang minimal sehingga graf G memenuhi pewarnaan k-warna sisi

r-dinamis disebut dengan bilangan kromatik sisi r dinamis yang dinotasikan de-

ngan λr(G). Bilangan kromatik pada pewarnaan 1-dinamis merupakan bilangan

kromatik pada λ(G). Adapun bilangan kromatik sisi 2-dinamis disebut sebagai bi-

langan kromatik sisi λd(G). Pewarnaan sisi r -dinamis dapat dilihat pada Gambar

2.6

Adapun Tabel 2.1 dan 2.2 digunakan sebagai bantuan untuk memastikan

keberadaan pewarnaan sisi 1-dinamis dan 2-dinamis pada graf lintasan P6.
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(a)

21321

21 1 12

(b)

u1

u1

u6u5u4u3

u3 u4 u5 u6

u2

u2

Gambar 2.6 (a) Pewarnaan Sisi 1-dinamis pada P6 (b) Pewarnaan Sisi 2-dinamis pada
P6

Tabel 2.1 Pewarnaan Sisi 1-dinamis pada P6

e c(e) |c(S(e))| r d(u)+ min{r, d(u) |c(S(e))| ≥ min{r, d(u)
= uv d(v)− 2 +d(v)− 2} +d(v)− 2}
u1u2 1 1 1 3 3 YA
u2u3 2 1 1 3 3 YA
u4u5 1 1 1 3 3 YA
u5u6 2 1 1 3 3 YA

Tabel 2.2 Pewarnaan Sisi 2-dinamis pada P6

e c(e) |c(S(e))| r d(u)+ min{r, d(u) |c(S(e))| ≥ min{r, d(u)
= uv d(v)− 2 +d(v)− 2} +d(v)− 2}
u1u2 1 2 2 3 3 YA
u2u3 2 2 2 3 3 YA
u4u5 3 2 2 3 3 YA
u5u6 1 2 2 3 3 YA

2.5 Aplikasi Pewarnaan Sisi Graf

Berbagai macam permasalahan sulit dipecahkan menggunakan perhitungan

dan pertimbangan biasa. Graf dapat membantu memodelkan suatu masalah ke-

mudian dideskripsikan dan digambarkan secara jelas. Penyelesaian dalam graf

dapat dilakukan dengan mengubah objek diskrit menjadi titik-titik yang kemu-

dian dihubungkan dengan sisi untuk menggambarkan permasalahan. Salah satu
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manfaat dari pewarnaan sisi yaitu membantu dalam penentuan tugas dalam se-

buah kelompok, misalnya dalam kasus menentukan tugas menari dalam suatu

sanggar tari.

Seorang guru dalam sanggar tari akan memberikan tugas kepada 18 murid-

nya untuk menari dengan cara berpasangan. Pasangan tari ditentukan berdasarkan

kedekatan pertemanan seperti yang direpresentasikan oleh graf pada Gambar 2.7.

Setiap murid yang memiliki lebih dari satu pasang harus menarikan jenis tarian

yang berbeda dan setiap pasangan harus menarikan jenis tarian yang berbeda

pula. Guru tersebut akan mengatur tugas tari tersebut supaya jenis tari yang

akan dipraktekkan seminimal mungkin. Kasus tersebut dapat dipecahkan dengan

menggunakan pewarnaan sisi r-dinamis. Pada kasus ini murid direpsentasikan

oleh titik, dimana titik tersebut dihubungkan oleh sisi yang merepresentasikan

hubungan pertemanan yang akan menjadi pasangannya.

Ina Fahma

Sekar

Lely

Yuni Indah

Siska

Mawar

Dita

Ani

Melati

Sita
AnggiApril

Mei

Ita

Ida

Mila

Gambar 2.7 Graf Hubungan Pertemanan dalam Sanggar Tari

Jika graf pada Gambar 2.7 diwarnai dengan ketentuan tersebut maka dipero-

leh pewarnaan sisi r-dinamis graf pada Gambar 2.8 dengan λr≥4 = 6, sehingga

tarian yang akan dipraktekkan sebanyak 6 tarian. Masing-masing warna pada

graf tersebut merupakan jenis tarian yang akan ditarikan oleh pasangan anak.

Adapun jenis tarian berdasarkan warnanya disajikan dalam Tabel 2.3.
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Ina
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24

6

5
3

1

24

4

2 1

Ida

Mila

Sekar

Lely

Yuni Indah

Siska

Mawar

Dita

Ani

Melati

Sita
AnggiApril

Mei

Ita

Fahma

1

2

4

3

5

6

6

Gambar 2.8 Graf Hubungan Pertemanan dalam Sanggar Tari dengan Pewarnaan Sisi
r -Dinamis

Tabel 2.3 Jenis Tarian yang Digunakan
c(e) Nama Tarian
1 Tari Pendet
2 Tari Jaipong
3 Tari Topeng
4 Tari Gandrung
5 Tari Piring
6 Tari Legong

Graf pada Gambar 2.8 mejelaskan bahwa Ani akan berpasangan dengan

Ita, Ida, dan Ina dengan tarian berturut-turut adalah tari jaipong, tari pring,

dan tari legong. Dita akan berpasangan dengan Fahma, Lely, dan Anggi dengan

tarian berturut-turut adalah tari pendet, tari piring, dan tari gandrung. Mila

akan berpasangan dengan Anggi, Sekar, dan Sita dengan tarian berturut-turut

adalah tari jaipong, tari piring, dan tari pendet. Begitu juga dengan murid yang

lain untuk menentukan jenis tarian yang akan digunakan melihat pewarnaan sisi

r -dinamis graf pada Gambar 2.8.
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2.6 Hasil-Hasil Pewarnaan Sisi r-Dinamis

Penelitian sebelumnya didapatkan beberapa hasil pewarnaan sisi r -dinamis

yang digunakan sebagai rujukan dalam penelitian ini. Adapun beberapa hasil

penelitian tersebut bisa dilihat pada Tabel 2.4

Tabel 2.4 Hasil Pewarnaan Sisi r -Dinamis Penelitian Terdahulu
Graf Bilangan Kromatik Keterangan

r -Dinamis

Graf Lintasan (Pn); λ(Pn) = 2; n ≥ 2 Meganingtyas, 2015
n ≥ 2 λ2(Pn) = λr(Pn) = 3;

n ≥ 2, r ≥ 2
Graf Sikel (Cn); λ(Cn) = 2; n genap Meganingtyas, 2015
n ≥ 3 λ(Cn) = 3; n ganjil

λr≥2(Cn) = 3;
n = 3k, k ∈ N
λr≥2(Cn) = 4;
n = 3k + 1, k ∈ N
λr≥2(Cn) = 5;
n = 3k + 2, k ∈ N

Graf Bintang (Sn); λr≥1(Sn) = n Meganingtyas,2015
n ≥ 3
Graf Roda (Wn); λr≤n−1(Wn) = n; Meganingtyas, 2015
n ≥ 5 1 ≤ r ≤ n− 1

λr≥n(Wn) = 10;
n = 5, r ≥ n
λr≥n(Wn) = n + 3;
n = 3k + 3, k ∈ N, r ≥ n
λr≥n(Wn) = n + 4;
n lainnya, r ≥ n

Graf Friendship (Fn); λr≤2n−1(Fn) = 2n, Meganingtyas, 2015
n ≥ 3 λr≥2n(Fn) = 2n + 1,
Graf Amalgamasi λ(amal(Pn, v,m)) = Meganingtyas, 2015
Lintasan(Pn); λ2(amal(Pn, v, m)) = m,
n ≥ 2,m ≥ 3 λr≥3n(amal(Pn, v, m)) = m + 1,
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Graf Bilangan Kromatik Keterangan
r -Dinamis

Graf Prisma (Pn); λ(Pn) = λ2(Pn) = 2; Meganingtyas, 2015
n ≥ 3 n genap

λ(Pn) = λ2(Pn) = 3;
n ganjil
λ3(Pn) = 4; n = 3
λ3(Pn) = 5;
n lainnya
λr≥4(Pn) = 9;n = 3
λr≥4(Pn) = 6;
n = 4k, k ∈ N
λr≥4(Pn) = 8;
n = 5, 6, 4k + 7k ∈ N
λr≥4(Pn) = 7;
n lainnya

Graf Tangga (Ln); λ(Ln) = λ2(Ln) = 3, Meganingtyas, 2015
n ≥ 3 λ3(Ln) = 5,

λ4(Ln) = λr(Ln) = 6,
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode pendeteksian pola (pattern recognition)

dan metode deduktif aksiomatik. Metode pendeteksian pola yaitu mencari pola

pewarnaan sisi r -dinamis sedemikian hingga diperoleh bentuk pola umumnya,

yang kemudian digunakan untuk menentukan fungsi pewarnaan sisi r -dinamis.

Sedangkan metode deduktif aksiomatik yaitu metode penelitian yang menggu-

nakan prinsip-prinsip pembuktian deduktif yang berlaku dalam logika matematika

dengan menggunakan aksioma atau teorema yang telah ada untuk memecahkan

suatu masalah.

3.2 Rancangan Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf hasil operasi dari graf khusus. Adapun

teknik penelitian adalah sebagai berikut:

a. Memilih graf khusus sebagai objek penelitan;

b. Menerapkan operasi graf pada graf khusus yang telah ditentukan, lalu ten-

tukan kardinalitas graf;

c. Menentukan pewarnaan sisi r -dinamis pada graf operasi;

d. Memeriksa pola pewarnaan sisi r -dinamis yang terbentuk. Apabila sudah

terbentuk suatu pola pewarnaan dilanjutkan dengan menentukan fungsi,

apabila tidak terbentuk pola pewarnaan akan kembali ke tahap sebelumnya

yaitu menerapkan pewarnaan sisi r -dinamis pada graf;

e. Menentukan fungsi pewarnaan sisi r -dinamis pada masing-masing graf op-

erasi sehingga diperoleh teorema-teorema .

Secara umum, langkah-langkah penelitian diatas dapat juga disajikan dalam

skema pada Gambar 3.1.
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pola?
Terdeteksi

Menerapkan pewarnaan sisi r -dinamis

Menentukan kardinalitas graf operasi

Tidak

Ya

Menentukan fungsi pewarnaan sisi r -dinamis

Teorema

Selesai

Menerapkan operasi graf pada graf khusus

Mulai

Menetapkan graf khusus

Gambar 3.1 Rancangan Penelitian
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa pada gshack(Wd2
3, e, n) diperoleh | V (gshack(Wd2

3, e, n)) |= 3n+2

dan | E(gshack(Wd2
3, P2, n)) |= 5n + 1. Gshack(B3,2, e, n)) diperoleh | V (gshack

(B3,2, e, n)) |= 6n + 2 dan | E(gshack (B3,2, e, n)) |= 9n + 1. Gshack(H3, e, n)

diperoleh | V (gshack(H3, e, n))) |= 5n + 2 dan | E(gshack(H3, e, n)) |= 8n + 1.

Amal(H2,2, v, n) diperoleh | V (amal(H2,2, v, n)) |= 3n + 1 dan | E(amal(H2,2,

v, n)) |= 4n. Amal(Bt3, v, n) diperoleh | V (amal(Bt3, v, n)) |= 4n + 1 dan

| E(amal(Bt3, v, n)) | = 7n. Amal(S4, v, n) diperoleh | V (amal(S4, v, n)) |
= 4n + 1 dan | E(amal(S4, v, n)) |= 4n. Cn

S3 diperoleh | V (Cn
S3) |= 3n dan

| E(Cn
S3) |= 3n, sedangkan Cn

H2,2 diperoleh | V (Cn
H2,2) |= 3n dan | E(Cn

H2,2) |=
4n.

Selain itu, diperoleh bilangan kromatik pewarnaan sisi r-dinamis yaitu pada

gshack(Wd2
3, e, n) dengan n ≥ 3 diperoleh λ(gshack(Wd2

3, e, n)) = λd(gshack

(Wd2
3, e, n)) = λ3(gshack(Wd2

3, e, n)) = 4, λ4(gshack(Wd2
3, e, n)) = 5, dan λr≥5

(gshack (Wd2
3, e, n)) = 7. Graf gshack(H3, e, n) dengan n ≥ 3 diperoleh λ(gshack

(H3, e, n)) = λd(gshack(H3, e, n)) = λ3(gshack(H3, e, n)) = 4, λ4(gshack(H3,

e, n)) = 6, λ5(gshack(H3, e, n)) = 7, dan λr≥6(gshack(H3, e, n)) = 9. Graf

gshack(B3,2, e, n) dengan n ≥ 3 diperoleh λ(gshack(B3,2, e, n) = λd(gshack(B3,2,

e, n) = λ3(gshack(B3,2, e, n) = 4, λ4(gshack(B3,2, e, n) = 6, λ5(gshack(B3,2, e, n)

= 7, dan λr≥6(gshack(B3,2, e, n) = 8. Graf amal(H2,2, v, n) dengan n ≥ 3 diper-

oleh λr≤2n−1(amal(H2,2, v, n)) = 2n dan λr≥2n(amal(H2,2, v, n)) = 2n + 2.

Graf amal(Bt3, v, n) dengan n ≥ 3 diperoleh λr≤n(amal(Bt3, v, n)) = 2n,

λn+1≤r≤2n−1(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 1, untuk n = 3 dan λn+1≤r≤2n−1(amal(Bt3,

v, n)) = 2n untuk n > 3, λr=2n(amal(Bt3, v, n)) = 2n+1, λr=2n+1(amal(Bt3, v, n))

= 2n+3, serta λr≥2n+2(amal(Bt3, v, n)) = 2n+5. Graf amal(S4, v, n) dengan n ≥
3 diperoleh λr≤n−1(amal(S4, v, n)) = 4 untuk n = 3 dan λr≤n−1(amal(S4, v, n)) =
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n untuk n > 3, λr=n(amal(S4, v, n)) = n+1, λr=n+1(amal(S4, v, n)) = n+2, Serta

λr≥n+2(amal(S4, v, n)) = n + 3. Graf Cn
S3 dengan n ≥ 3 diperoleh λ(Cn

S3) =

λd(Cn
S3) = λ3(Cn

S3) = 4, λ4(Cn
S3) = 5, λ5(Cn

S3) = 6, serta λr≥6(Cn
S3) = 7

untuk n ≡ 0(mod6), λr≥6(Cn
S3) = 8 untuk n ≡ 1(mod6) dan n ≡ 2(mod3),

λr≥6(Cn
S3) = 9 untuk n = 3. Graf Cn

H2,2 dengan n ≥ 3 diperoleh λ(Cn
H2,2) =

λd(Cn
H2,2) = λ3(Cn

H2,2) = 4, λ4(Cn
H2,2) = 6, λ5(Cn

H2,2) = 7, serta λr≥6(Cn
H2,2) =

9 untuk n = 3 dan λr≥6(Cn
H2,2) = 8 untuk n > 3.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai nilai kromatik pewarnaan sisi r -dina-

mis pada graf eksponensial dan graf operasi dimana graf khusus yang digunakan

adalah, graf cycle, star, windmill, triangular book, dan cocktail party, maka peneliti

memberikan saran kepada pembaca agar melakukan penelitian di bidang ini, yaitu

diantaranya mencari bilangan kromatik pewarnaan sisi r-dinamis dengan meng-

gunakan operasi yang lainnya. Kemudian terkait hasil dari peniltian pada operasi

shackle dapat disarankan untuk menggunakan subgraf yang lainnya .
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