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RINGKASAN

ANALISIS VERTEK r-DYNAMIC COLORING PADA BEBERAPA OPERASI-

GRAF KHUSUS; Devita Arum Seruni, 121810101016; 2016: 86 halaman; Jurusan

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Teori graf berkembang sangat pesat, perkembangan yang sangat pesat membuat

banyak topik-topik yang dapat dikaji dalam teori graf, salah satu topiknya adalah pe-

warnaan. Macam-macam pewarnaan yang dapat dikaji dalam teori graf yaitu pewar-

naan titik (Vertex Coloring), pewarnaan sisi (Edge Coloring), dan pewarnaan total (To-

tal Coloring). Pewarnaaan titik adalah pewarnaan yang diberikan kepada titik-titik graf.

Pewarnaan sisi adalah pewarnaan yang diberikan kepada sisi-sisi graf. Sedangkan pe-

warnaan total adalah pewarnaan yang diberikan pada titik dan sisi graf. Pewarnaan pada

graf haruslah berbeda di mana tidak boleh ada warna sama yang berdekatan namun

pewarnaan haruslah seminimum mungkin disebut bilangan kromatik biasanya dino-

tasikan χ(G). Topik-topik yang dapat dikaji dalam lingkup pewarnaan, salah satunya

adalah topik dari perwarnaan titik adalah pewarnaan titik r-dinamis yang dinotasikan

dengan χr(G). Pewarnaan titik r-dinamis pada graf G adalah pemetaan c : V (G) →

(1, 2, . . . , k), dengan kata lain pewarnaan titik r-dinamis adala pemetaan himpunan

titik graf G ke himpunan warna sedemikian hingga memenuhi kondisi |c(N(v))| ≥

min{r, d(vi)}.

Pewarnaan titik r-dinamis diterapkan pada graf khusus hasil operasi. Operasi

yang digunakan adalah operasi shackle, operasi crown product dan operasi joint. Graf

operasi yang digunakan dalam penelitian ini yaitu: shack(Wd24, v,m), shack(B3,2, v,m),

shack(H4, 2v,m), W4 ⊙Pm, Bt4 ⊙Pm, H4 ⊙Pm, dan Bt4 +P2. Penelitian ini meng-

gunakan metode deduktif aksiomatik dan pendeteksian pola. Tujuan dari penelitian ini

adalah menentukan kardinalitas titik dan sisi, bilangan kromatik titik r-dinamis, dan

fungsi pewarnaan titik r-dinamis. Pada penelitian ini dihasilkan 7 teorema baru antara
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lain:

1. Teorema 4.1.1 Bilangan kromatik titik r-dinamis pada graf shack(Wd24, v,m) un-

tuk m ≥ 2 adalah:

χ(shack(Wd24, v,m)) = χd(shack(Wd24, v,m)) = χ3(shack(Wd24, v,m)) = 4

χ4(shack(Wd24, v,m)) = 5

χ5(shack(Wd24, v,m)) = 6

χr≥6(shack(Wd24, v,m)) = 7

2. Teorema 4.1.2 Bilangan kromatik titik r-dinamis pada graf (shack(H4, 2v,m)) un-

tuk m ≥ 2 adalah:

χ(shack(H4, 2v,m)) = χd(shack(H4, 2v,m)) = 3

χ3(shack(H4, 2v,m)) = 4

χr≥4(shack(H4, 2v,m)) = 6

3. Teorema 4.1.3 Bilangan kromatik titik r-dinamis pada graf (shack(B3,2, v,m)) un-

tuk m ≥ 2 adalah:

χ(shack(B3,2, v,m)) = 3

χd(shack(B3,2, v,m)) = χ3(shack(B3,2, v,m)) = 4

χr≥4(shack(B3,2, v,m)) = 6

4. Teorema 4.1.4 Bilangan kromatik titik r-dinamis pada graf W4 ⊙ Pm untuk m ≥ 2

adalah:

χ(W4 ⊙ Pm) = χd(W4 ⊙ Pm) = χ3(W4 ⊙ Pm) = 4

χ4(W4 ⊙ Pm) = χ5(W4 ⊙ Pm) = 6

χ6(W4 ⊙ Pm) = χr≥7(W4 ⊙ Pm) = 8

5. Teorema 4.1.5 Bilangan kromatik titik r-dinamis pada graf Bt4 ⊙ Pm untuk m ≥ 2

adalah:

χ(Bt4 ⊙ Pm) = χd(Bt4 ⊙ Pm) = χ3(Bt4 ⊙ Pm) = 4

χ4≤r≤6(Bt4 ⊙ Pm) = r + 1
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χ7(Bt4 ⊙ Pm) = χr≥8(Bt4 ⊙ Pm) = 9

6. Teorema 4.1.6 Bilangan kromatik titik r-dinamis pada graf H4 ⊙ Pm untuk m ≥ 2

adalah:

χ(H4 ⊙ Pm) = χd(H4 ⊙ Pm) = χ3(H4 ⊙ Pm) = 4

χ4(H4 ⊙ Pm) = 5

χ5≤r≤9(H4 ⊙ Pm) = r + 1

χ10(H4 ⊙ Pm) = χr≥11(H4 ⊙ Pm) = 12

7. Teorema 4.1.7 Bilangan kromatik titik r-dinamis pada graf Bt4 ⊙ Pm untuk n ≥ 2

adalah:

χ(Btn + P2) = χd(Btn + P2) = χ3(Btn + P2) = χ4(Btn + P2) = 5

χr(Btn ⊙ P2) = r + 1, untukn ≥ 2
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf dalam ilmu matematika adalah cabang kajian yang mempelajari sifat-

sifat graf. Secara informal, suatu graf adalah himpunan benda-benda yang disebut sim-

pul (vertex atau node) yang terhubung oleh sisi (edge) atau busur (arc). Biasanya graf

digambarkan sebagai kumpulan titik-titik (melambangkan simpul) yang dihubungkan

oleh garis (melambangkan sisi) atau garis berpanah (melambangkan busur).

Teori graf berkembang sangat pesat, perkembangan yang sangat pesat membuat

banyak topik-topik yang dapat dikaji dalam teori graf, salah satu topiknya adalah pe-

warnaan. Macam-macam pewarnaan yang dapat dikaji dalam teori graf yaitu pewar-

naan titik (Vertex Coloring), pewarnaan sisi (Edge Coloring), dan pewarnaan total (To-

tal Coloring). Pewarnaaan titik adalah pewarnaan yang diberikan kepada titik-titik graf.

Pewarnaan sisi adalah pewarnaan yang diberikan kepada sisi-sisi graf. Sedangkan pe-

warnaan total adalah pewarnaan yang diberikan pada titik dan sisi graf. Pewarnaan pada

graf haruslah berbeda di mana tidak boleh ada warna sama yang berdekatan namun pe-

warnaan haruslah seminimum mungkin disebut bilangan kromatik biasanya dinotasikan

χ(G). Bilangan-bilangan kromatik akan membentuk fungsi yang disebut fungsi pewar-

naan. Topik-topik yang dapat dikaji dalam lingkup pewarnaan, salah satunya adalah

topik dari perwarnaan titik adalah pewarnaan titik r-dinamis yang dinotasikan dengan

χr(G).

Langkah-langkah yang harus dilakukan dalam mengkaji pewarnaan titik r-dinamis

yang pertama adalah menentukan kardinalitas titik dan kadinalitas sisi. Kardinalitas

berfungsi sebagai batas fungsi pewarnaan titik yang nantinya akan dicari untuk mem-

buktikan suatu pewarnaan tersebut dinamis. Langkah selanjutnya menentukan bilangan

kromatik dimana bilangan kromatik bertujuan untuk mengetahui bahwa sebuah pewar-

naan tersebut dinamis.
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Sebelumnya sudah pernah dilakukan penelitian mengenai r-Dynamic Vertex Col-

oring oleh Wulandari (2015) mengkaji r-Dynamic Vertex Coloring beserta pewarnaan

titik pada graf operasi. Operasi graf yang dikaji Wulandari adalah operasi Joint (G +

H), Cartesian Product (G�H), Crown Product (G ⊙ H), Tensor Product (G ⊗ H),

Composition (G[F]), Shackel (Shackel(G, r)), dan Amalgamation (Amal(G, v = 1, r)).

Graf yang digunakan adalah graf roda, graf bintang, graf lingngkaran dan graf lin-

tasan. Namun penelitian yang dilakukannya belum menghasilkan bilangan kromatik

sampai r. Selain penelitian Wulandari penelitian tentang r-Dynamic Vertex Coloring

sudah pernah dilakukan oleh Mohanapriya et al. (2010) menentukan pewarnaan di-

namis pada graf 4-Regular with girth 3 and 4, kemudian peneliti lain Montgomery

(2002) melakukan penelitian terhadap graf Particular. Penelitian terbaru dilakukan

oleh Tarmidzi (2015) yang meneliti pewarnaan r-Dynamic Vertex Coloring pada graf

kipas (Fn), graf triangular book (Btn), graf tangga tiga siklus (TCLn), graf tangga

(Ln), graf oktahedral (j4,2), dan graf Banana Tree (BT3).

Berdasarkan uraian di atas penulis akan meneliti lebih lanjut mengenai r-Dynamic

Vertex Coloring pada graf khusus hasil operasi. Untuk itu diperlukan bilangan kromatik

dan fungsi pewarnaan r-Dynamic Vertex Coloring untuk menyelesaikan permasalahan

ini.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang diatas dapat dirumuskan beberapa masalah sebagai

berikut :

a. Bagaimana menentukan kardinalitas titik dan kardinalitas sisi pada graf operasi?

b. Bagaimana menentukan bilangan kromatik pewarnaan titik r-dinamis pada graf op-

erasi?
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1.3 Batasan Masalah

Adapun batasan masalah dari penelitian ini adalah :

a. Menggunakan graf Helm (H4), graf Windmill (Wd24), grafPath (Pm), graf Stacked

Book (B3,2), dan graf wheel (W4), graf triangular book (Btn)

b. Operasi yang digunakan adalah operasi shackel, operasi joint dan operasi crown

product

1.4 Tujuan Penelitian

Dari hasil rumusan masalah dan latar belakang diatas, dapat disimpulkan tujuan

penelitian ini diantaranya:

a. Menentukan kardinalitas titik dan kardinalitas sisi pada graf hasil operasi;

b. Menentukan bilangan kromatik dari pewarnaan titik r-dinamis pada graf operasi.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penulisan penelitian ini diantaranya:

a. Meningkatkan pemahaman mengenai pewarnaan titik pada operasi graf khusus;

b. Meningkatkan pengetahuan mengenai bilangan kromatik pewarnaan titik r-dinamis

pada operasi graf operasi;

c. Memberikan motivasi pada peneliti lain agar memperluas penelitian mengenai pe-

warnaan titik r-dinamis.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Graf Dasar

Graf G adalah pasangan dari himpunan tak kosong elemen-elemen vertex yang

dinotasikan (V ), dan himpunan boleh kosong elemen-elemen edge yang dinotasikan

(E), sehingga graf G dinotasikan G = (V,E). Dalam graf vertex digambarkan dengan

titik atau node, yang dinomori menggunakan angka bilangan asli yang disebut pewar-

naan titik. Edge digambarkan sebagai sisi yang menggabungkan titik-titik pada graf.

Edge boleh kosong atau tidak ada sisi yang menghubungkan titik, namun untuk vertex

tidak boleh kosong. Setiap graf memiliki order dan size, di mana order merupakan

banyaknya titik yang dimiliki oleh sebuah graf. Sedangkan size merupakan banyak sisi

yang dimiliki oleh sebuah graf .

Misalkan graf G mempunyai titik u dan v. Jarak dari titik a dan b dinotasikan

dengan dist(u, v) yang merupakan panjang lintasan terpendek dari titik u ke titik v.

Titik a pada graf G dikatakan bertetangga (adjacent pada b, jika terdapat sisi e di antar

a dan b ditulis e = uv, dengan kata lain u dan v bersisihan dengan sisi e.

v6

v1 v2

v3v4

v8 v7

v5

Gambar 2.1 Contoh Graf G

Notasi dari jalan (walk) pada suatu graf dapat ditulis A1e1A2e2A3.A(n−1)e(n−
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1) adalah barisan titik dan sisi berhingga dalam suatu graf dengan ketentuan ei men-

empel pada Ai dan Ai dan jika ei bukan sebuah sisi yang menghubungkan titik dengan

dirinya sendiri (Hartsfield dan ringel, 1994). Gambar 2.1 menunjukkan bahwa titik v1

bertetangga dengan v2, v4 dan v5 tetapi tidak bertetangga dengan v3. Titik v6 berte-

tangga dengan v2, v5, dan v7 serta dengan v8 tetapi tidak bertetangga dengan v1. Sedan-

gkan untuk v8 bertetangga dengan v4, v5, v7 dan v6.

Graf memiliki banyak jenis yang sering digunakan yaitu berdasarkan ada tidaknya

gelang atau sisi ganda pada suatau graf dan berdasarkan sisi pada graf yang mempunyai

orientasi arah.

a. Berdasarkan ada tidaknya gelang pada suatu graf digolongkan menjadi dua jenis,

yaitu :

1. Graf sederhana (simpel graph)

Graf sederhana adalah graf yang tidak mengandung gelang maupun sisi ganda.

2. Graf tak-sederhana (unsimple graph)

Graf tak sederhana adalah graf yang mengandung sisi ganda atau gelang. Graf

tak-sederhana dibedakan menjadi dua yaitu graf ganda (multigraph) dan graf

semu (pseudograph). Graf ganda adalah graf yang mengandung sisi ganda. Sedan-

gkan graf semu adalah graf yang mengandung gelang.

(b)(a)

Gambar 2.2 (a) Graf Sederhana, (b) Graf Tak-sederhana

b. Berdasarkan orientasi arah pada sisi graf dibedakan menjadi dua jenis yaitu :
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1. Graf tak-berarah

Graf tak-berarah adalah graf yang sisinya tidak memiliki arah. Urutan pasangan

simpul yang dihubungkan oleh sisi pada graf tak-berarah tidak terlalu di per-

hatikan.

2. Graf berarah

Graf berarah adalah graf yang setiap sisi diberikan orientasi arah. Pada graf be-

rarah urutan pasang simpul sangat diperhatikan.

(b)(a)

Gambar 2.3 (a) Graf Tak-berarah, (b) Graf Berarah

2.2 Pewarnaan Graf

Pewarnaan graf adalah suatu bentuk pelabelan graf dengan memberikan warna

pada elemen graf. Terdapat tiga macam pewarnaan graf, meliputi pewarnaan titik (ver-

tex coloring), pewarnaan sisi (edge coloring), dan pewarnaan wilayah (region color-

ing).

2.2.1 Pewarnaan Titik (Vertex Coloring)

Pewarnaan titik pada graf G adalah memberikan warna yang berbeda pada titik

yang bertetangga di graf G. Dalam pewarnaan titik terdapat istilah bilangan akromatik

yaitu menentukan banyaknya warna minimum yang diperlukan untuk memberi warna

pada titik-titik pada graf sehingga dua titik yang bertetangga mempunyai warna yang

berbeda. Bilangan akromatik pada graf G disimbolkan χ(G) yaitu suatu bililangan
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k yang terkecil. Dengan demikian pewarnaan titik dapat dianggap sebagai fungsi c :

V (G) → (1, 2, 3, ..., k), sedemikian hingga c(u) ̸= c(v) jika u dan v merupakan dua

titik yang bertetangga (Chartrand dan Zhang, 2009).

Gambar 2.4 Pewarnaan Titik

2.2.2 Pewarnaan Sisi(Edge Coloring)

Pewarnaan sisi pada graf G adalah pewarnaan semua sisi G sedemikian hingga

setiap dua sisi yang terkait dengan titik yang sama mendapatkan warna yang berbeda

(Budayasa, 2007). Seperti halnya pada titik pewarnaan sisi juga dapat dianggap sebagai

fungsi c : E(G) → (1, 2, 3, ..., k), sedemikian hingga c(e) ̸= c(f) untuk setiap dua sisi

e dan f merupakan sisi yang bertetangga pada G (Chartrand dan Zhang, 2009).

Gambar 2.5 Pewarnaan Sisi

2.2.3 Pewarnaan Wilayah(Region Coloring)

Pewarnaan wilayah pada graf G adalah memberikan warna pada setiap wilayah

pada graf sehingga wilayah yang bertetangga tidak memiliki warna yang sama. Seperti
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halnya dengan pewarnaan titik dan pewarnaan sisi pewarnaan wilayah juga dapat diny-

atakan sebagai sebuah fungsi c : R(G) → (1, 2, 3, ..., k), sedemikian hingga c(r) ̸=

c(s) untuk setiap dua wilayah r dan s merupakan wilayah yang bertetangga pada G

(Chartrand dan Zhang, 2009).

1

3

1

2

1

2

Gambar 2.6 Pewarnaan Wilayah

2.3 Pewarnaan titik r-Dinamis

Pewarnaan dinamis r − dinamis adalah sebuah inovasi baru dari pewarnaan k

warna dinamis. Pewarnaan r − dinamis diperkenalkan oleh Montgomery pada tahun

2002. Prewarnaan k warna dianamis pada graf G adalah sebuah pewarnaan titik pada

graf G dengan sebanyak k warna sehingga untuk setiap titik yang memiliki derajad

minimal dua setidaknya memiliki dua warna yang berbeda. Sehingga pewarnaan titik

dinamis pada sebuah graf G dinyatakan sebagai pewarnaan dimana titik pada graf G

yang saling terhubung tidak boleh memiliki warna yang sama, seehingga setiap titik

memiliki lebih dari satu warna terhadap titik-titik ketetanggaannya.

Misalkan graf G didefinisikan sebagai G = (V , E) memiliki himpunan titik V =

V (G) dan himpunan sisi E = E(G). Himpunan titik-titik yang saling bertetangga

dengan titik v dinotasikan dengan N(v). Derajad titik v dinotasikan sebagai d(v) ,

sedangkan untuk untuk derajad minimum graf G dinotasikan sabagai δ = δ(G) dan
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derajad maksimum pada graf G dinotasikan sebagai △ = △(G).

Menurut Montgomery (2002) menyatakan jika setiap titik v ∈ V (G) dengan

d(v) ≥ 2 maka sebuah k-pewarnaan titik akan dikatakn pewarnaan titik dinamis. Titik

yang yang terhubung tidak boleh memiliki warna yang sama. Jumlah warna r-dinamis

dari graf G merupakan warna minimum k. Bilangan k terkecil dari k pewarnaan titik

graf G disebut bilangan kromatik dinamis graf G di mana dinotasikan dengan χ(G).

Observasi 2.3.1. Misalkan G adalah graf terhubung dengan χ(G) adalah bilangan

kromatik dinamis berlaku χ(G) ≤ χd(G) ≤ χ3(G) ≤ · · · ≤ χr(G) ≤ χr+1(G) (Kang

et al., 2015).

Suatu graf G yang memiliki k pewarnaan memetakan himpunan titiknya ke him-

punan pewarnaan dinotasikan c : V (G) ⇒ (1, 2, 3, ..., k), jadi untuk titik-titik yang

bertetangga memiliki minimal dua warna berbeda. r − dinamis dengan k pewarnaan

pada graf G sehingga |c(N(v))| ≥ minr, d(v) untuk v di V (G). Bilangan kromatik

r-dinamis ditulis dengan χr(G) untuk nilai minimum k sehingga graf G memiliki r-

dinamis dengan k pewarnaan (Jahanbekam, et al, 2014).

Definisi 2.3.1. Pewarnaan r-dinamis pada suatu graf G dapat didefinisikan sebagai

pemetaan c : V (G) ⇒ (1, 2, 3, ..., k), dengan kata lain himpunan titik V (G) dipetakan

ke himpunan pewarnaan sedemikian hingga memenuhi kondisi berikut seperti berikut

:

a. jika uv ∈ E(G) maka c(u) ̸= c(v), dan

b. ∀v ∈ V (G), |c(N(v))| ≥ min{r, d(vi)}

(Lai dan Montgomery, 2002: 12)

Pewarnaan k seminimal mungkin pada graf G sehingga memenuhi pewarnaan

k-warna r-dynamis disebut sebagai bilangan kromatik r-dynamis, yang dinotasikan

χr(G). Bilangan kromatik χ(G) merupakan bilangan kromatik pada pewarnaan 1-

dinamis dan bilangan kromatik χd(G) merupakan bilangan kromatik pada pewarnaan
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2-dinamis. Berdasarkan Definisi r-dinamis diatas kedua kondisi tersebut memperli-

hatkan bahwa χr(G) ≥ min{r,△ (G)}+ 1.

Teorema 2.3.1. χ(G) ≥ min{△(G), r}+ 1 (Jahanbekam, S., dkk: 2014).

Untuk contoh perwarnaan r−dinamis pada suatu graf lebih jelasnya ditunjukkan

pada Gambar 2.7 dan Gambar 2.8. Graf yang digunakan adalah graf cycle (C6).

1−Dynamic

2

11

2

x5

x6

x1

x2

x3

x4

1

2

Gambar 2.7 Contoh Pewarnaan Titik r − dinamis

Tabel 2.1 Pewarnaan Titik 1− dinamis
i c(vi) |c(N(vi))| r d(vi) minr, d(vi) |c(N(vi))| ≥ minr, d(vi))
1 1 1 1 2 1 YA
2 2 1 1 2 1 YA
3 1 1 1 2 1 YA
4 2 1 1 2 1 YA
5 1 1 1 2 1 YA
6 2 1 1 2 1 YA
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3

x5

x6

2−Dynamic

31
2

x1

x2

x3

x4

1
2

Gambar 2.8 Contoh Pewarnaan Titik r − dinamis

Tabel 2.2 Pewarnaan Titik 2− dinamis
i c(vi) |c(N(vi))| r d(vi) minr, d(vi) |c(N(vi))| ≥ minr, d(vi))
1 1 2 2 2 2 YA
2 2 2 2 2 2 YA
3 3 2 2 2 2 YA
4 1 2 2 2 2 YA
5 2 2 2 2 2 YA
6 3 2 2 2 2 YA

2.4 Graf Khusus

Graf khusus adalah graf yang memiliki karakteristik dan keunikan. Graf khusus

mempunyai karakteristik yaitu dapat diperluas sampai order n dan simetris. Sedangkan

untuk keunikannya graf khusus tidak isomorfis dengan graf yang lainnya.

Definisi 2.4.1. Graf Lintasan (Path) adalah graf sederhana dengan n titik dan notasi

sebagai Pn dan memiliki n− 1 sisi. Contoh graf lintasan dapat lihat pada gambar 2.9

(Damayanti, 2011).

P4

P5

Gambar 2.9 Graf Lintasan P4 dan P5
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Definisi 2.4.2. Graf Lingkaran (Cycle) adalah graf sederhana yang terdiri dari n titik

yaitu titk v1, v2, ..., vn dan sisi sebanyak n − 1 yaitu (e1, e2), (e2, e3), ..., (en−1, en),

(en, e1) dimana setiap titiknya berderajat dua. Graf lingkaran dengan n titik dino-

tasikan Cn dengan n ≥ 3. Gambar graf lingkaran dapat dilihat pada gambar 2.10

(Harary et al, 2007).

C5 C6

Gambar 2.10 Graf lingkaran C5 dan C6

Definisi 2.4.3. Graf Roda (Wheel) merupakan graf yang diperoleh dengan cara menam-

bahkan satu titik pada graf lingkaran Cn, dan menghubungkan titik baru tersebut den-

gan semua titik-titik pada graf lingkaran. Graf roda dinotasikan dengan Wn dengan

n ≥ 3. Graf roda memiliki titik sebanyak n + 1 dan sisi sebanyak 2n ((Harary et al,

2007).

W6

Gambar 2.11 Graf roda W6

Definisi 2.4.4. Graf Helm dinotasikan dengan Hn dengan n ≥ 3 adalah graf yang

terbentuk dari graf roda Wn yang terhubung dengan graf path pada titik-titik tepi graf
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roda. Graf helm memiliki titik sebanyak 2n+ 1 dan sisi sebanyak 3n (Ardiansyah dan

Darmaji, 2013). Gambar graf helm dapat dilihat pada gambar 2.12.

H4H3

Gambar 2.12 Graf helm H3 dan H4

Definisi 2.4.5. Graf Windmill adalah graf kincir dengan satu titik pusat yang dipakai

bersama yang dinotasikan dengan Wdn,m dengan n ≥ 3 dan m ≥ 2. Graf windmill

mempunyai titik sebanyak (n−1)m+1 dan sisi sebanyak mn(n−1)
2

Contoh gambar graf

windmill dapat dilihat pada gambar 2.13 (Ardiansyah dan Darmaji, 2013).

Wd4,2

Gambar 2.13 Graf windmill Wdn,m

Definisi 2.4.6. Graf Triangular Book adalah graf yang terdiri dari n buah segitiga

dengan n ≥ 3 dengan setiap segitiga memiliki sebuah sisi yang dipakai bersama atau

dapat dikatakan bahwa setiap segitiga memiliki dua titik dan satu sisi yang sama. Graf

triangular book dinotasikan dengan Btn dengan himpunan titik n + 2 dan himpunan

sisi 2n+ 1.2.14 (Ardiansyah dan Darmaji, 2013).
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y2

x1 x2 x4x3

y1

Gambar 2.14 Graf triangular book Bt4

2.5 Operasi Graf

Dalam teori graf, ada yang dinamakan operasi graf, yaitu pengoperasian beberapa

graf sehingga menjadi graf baru dengan menggunakan beberapa operasi graf seperti

berikut:

Definisi 2.5.1. Joint dari graf G1(V1, E1) dan G2(V2, E2) adalah graf G dimana V (G) =

V (G1) ∪ V (G2) dan E(G) = E(G1) ∪ E(G2) ∪ {uv | u ∈ V (G1), v ∈ V (G2)}, dan

dinotasikan dengan G = G1 +G2. Kardinalitas operari joint Helm (Hn) + Path (Pm)

adalah |V | = |V (Hn)| + |V (Pm)| = 2n + 1 + m dan |E| = |E(Hn)| + |V (Pm)| +

|V (Hn)| × |V (Pm)| = 3n+m− 1 + (2n+ 1)m = 3n+m− 1 + 2nm+m (Harary,

2007). Contoh operasi joint dapat dilihat pada Gambar 2.15.

+

x24

x13

x23

+
y1 y2 =

x1

x23

y1 y2

x21x24

x11x14

x13 x12

x22

H4 P2 H4 P2

x21

x11

x12

x22

x1

x14

Gambar 2.15 Contoh operasi joint
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Definisi 2.5.2. Crown Product (G ⊙ H) adalah crown G ⊙ H dari dua graf G dan

H adalah graf yang diperoleh dengan mengambil sebuah duplikat dari graf G dan

V (G) duplikat H1, H2, ..., HV (G) dari H . Selanjutnya dihubungkan titik ke-i dari G ke

setiap titik di Hi, i = 1, 2, 3, ..., V (G). Kardinalitas Crown Product dari graf Cycle

(Cn) ⊙ Path (Pn) adalah |V | = |V (Pm)| × (|V (Cn)| + 1) = m(n + 1) dan |E| =

|E(Pm)| + |V (Pm)| × (|E(Cn)| + |V (Cn)|) = m − 1 + m(n + n) = m + 2mn − 1

(Endrayana, 2013). Contoh operasi Crown Product untuk C4 ⊙ P3 pada Gambar2.16.

P3

x1

x4 x4 x4

y1 y2 y3

⊙
y2 y3 x3 x3 x3

x2x2x2

x3

x2

C4 P3 ⊙C4

=

x1

x4

y1

x1 x1

Gambar 2.16 Contoh operasi crown

Definisi 2.5.3. Shackle dinotasikan dengan Shack (Gi,v,r). Misalkan {Gi } merupakan

graf yang dibangun dari graf terhubung nontrivial dan order graf (G1, G2, ..., Gk)

sedemikian hingga untuk setiap 1 ≤ i, j ≤ k dengan | i − j | ≥ 2, Gi dan Gj tidak

memiliki titik umum, dan untuk setiap 1 ≤ i ≥ k−1, Gi dan Gi+1 tepat satu titik yang

sama, disebut vertex linkage dimana k -1 linkage titik semua berbeda. Kardinalitas

Shackle dari graf Wheel (Wn) adalah |V | =t× (|V (Wn)| − v) + v = t× ((n+ 1)−

1)+1 = nt+1 dan |E| = t×|E(Wn)| = 2tn (Maryati, 2010). Contoh operasi shackle

dapat dilihat pada Gambar 2.17.
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Shack(W6), v = 1, 4)

W6

Gambar 2.17 Contoh operasi shackel

2.6 Aplikasi Graf

Bentuk implementasi dari teori graf banyak dijumpai dalam dunia sehari-hari,

karena aplikasi teori graf sangat bermanfaat dalam dunia luas seperti halnya penjad-

walan, optimasi, ilmu komputer, jaringan komunikasi, analisis algoritma dan graph

coloring. Graf dapat memodelkan masalah yang terjadi dan digambarkan secara jelas.

Penyelesaian masalah yang dilakukan graf dengan cara mengubah objek diskrit men-

jadi titik-titik yang kemudian dihubungkan dengan sisi untuk menggambarkan suatu

permasalahan.

Permasalahan yang akan dikaji dalam penelitian ini adalah pengaplikasian pewar-

naan titik pada graf untuk penjadwalan ujian mahasiswa matematika, bagaimana cara

membuat agar jadwal yang dibuat seminimal mungkin tanpa membuat jadwal ujian

bentrok dengan jadwal ujian yang lainnya dan mahasiswa dapat mengikuti ujian den-

gan baik di mana masing-masing mahasiswa menempuh mata kuliah dengan kombinasi

yang berbeda. Mengenai aplikasi graf yaitu pewarnaan titik r-dinamis pada penjad-

walan ujian mahasiswa matematika. Langkah pertama yaitu memberi label titik untuk

masing-masing mata kuliah yaitu sebagai berikut: pemodelan disimbolkan sebagai v1,

kalkulus 2 disimbolkan sebagai v2, persamaan differensial biasa disimbolkan sebagai

v3, struktur aljabar 2 disimbolkan sebagai v4, analisis kompleks disimbolkan v5, dan
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fraktal disimbolkan v6. Langkah kedua buat tabel relasi antara mahasiswa dan mata

kuliah yang ditempuh. Matrik adjention relasi mahasiswa dan mata kuliah yang ditem-

puh dapat dilihat pada gambar 2.18.

Gambar 2.18 Matriks adjention relasi mahasiswa yang mengambil mata kuliah

Langkah ketiga tentukan simpul ketetanggaan. Dari tabel diatas dapat dilihat

ketetanggaan dari mata kuliah yang ditempuh oleh 10 mahasiswa. Simpul ketetang-

gaan dapat dilihat pada tabel 2.3.

Tabel 2.3 Simpul dan ketetanggaannya
V ertex(Simpul) SimpulTetangga

v1 v2, v3, v4, v5, v6
v2 v1, v4, v6
v3 v1, v5
v4 v2, v5
v5 v1, v3, v4, v6
v6 v1, v2, v5

Dari simpul ketetanggaan diatas dapat direpresentasikan kedalam graf seperti

pada gambar 2.19

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


18

v5

v1

v2 v3

v4

v6

Gambar 2.19 Representasi graf

Langkah keempat memberikan pewarnaan titik r-dinamis pada representasi graf

yang dapat dilihat pada gambar 2.20

v5

v6

v1 v2

v3 v4

Gambar 2.20 Pewarnaan titik r-Dynamic pada representasi graf

Berdasarkan gambar graf tersebut terdapat 3 warna berbeda untuk 6 simpul

mata kuliah yaitu biru, hijau dan merah. Atau dikatakan Graf mempunyai bilangan

kromatis 3. Selanjutnya ditentukan bilangan r-dinamis, sebagai berikut:
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Tabel 2.4 Pewarnaan Titik 1− dinamis
i c(vi) |c(N(vi))| r d(vi) minr, d(vi) |c(N(vi))| ≥ minr, d(vi))
1 1 2 1 3 1 YA
2 1 1 1 2 1 YA
3 1 2 1 2 1 YA
4 2 2 1 3 1 YA
5 2 2 1 4 1 YA
6 3 2 1 4 1 YA

Dapat dianalisa bahwa dari 6 mata kuliah tersebut memiliki pewarnaan 1-

dinamis. Namun gedung perkuliahan hanya memiliki 2 ruang mata kuliah sehingga

untuk sekali ujian gedung perkuliahan hanyalah bisa menampung 2 mata kuliah, se-

hingga pewarnaan diatas tidaklah efisien dengan hanya menggunakan pewarnaan 1-

dinamis. Jadi kita membutuhkan pewarnaan 2-dinamis untuk memenuhi syarat tersebut

agar ujian dapat berlangsung dengan waktu yang efisien dan optimal.

v5

v6

v1 v2

v3 v4

Gambar 2.21 Pewarnaan titik r-Dynamic pada representasi graf
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Tabel 2.5 Pewarnaan Titik 2− dinamis
i c(vi) |c(N(vi))| r d(vi) minr, d(vi) |c(N(vi))| ≥ minr, d(vi))
1 1 2 1 3 1 YA
2 1 2 1 2 1 YA
3 2 2 1 3 1 YA
4 2 2 1 4 1 YA
5 3 2 1 2 1 YA
6 3 2 1 4 1 YA
7 1 2 2 3 2 YA
8 1 2 2 2 2 YA
9 2 2 2 3 2 YA

10 2 2 2 4 2 YA
11 3 2 2 2 2 YA
12 3 2 2 4 2 YA

Pewarnaan diatas adalah pewarnaan paling efisien dan memenuhi syarat

bahwa untuk sekali ujian gedung perkuliahan hanya menampung 2 mata kuliah. Se-

hingga dari pewarnaan diatas dapat dibuat jadwal ujian sebagai berikut :

1. Jam ke 1 (08.00-10.00) : ujian untuk mata kuliah v3 (persamaan differensial biasa)

dan v6 (fraktal)

2. Jam ke 2 (10.00-12.00): ujian untuk mata kuliah v2 (kalkulus 2) dan v5 (analisis

kompleks)

3. Jam ke 3 (12.00-14.00): ujian untuk mata kuliah v1 (pemodelan) dan v4 (fraktal)

2.7 Hasil-hasil Pewarnaan Titik

Pada penelitian sebelumnya didapatkan beberapa hasil pewarnaan titik r-dinamis

yang dapat digunakan sebagai rujukan penelitian ini. Adapun beberapa hasil penelitian

terdahulu bisa dilihat pada Tabel 2.6.

Digital Repository Universitas JemberDigital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


21

Tabel 2.6: Hasil Pewarnaan Titik r-dinamis Penelitian Terdahulu

Graf Bilangan kromatik Keterangan

r-dinamis

P2 ⊗ Cn , n ganjil χ(G) = 6 Harsya, dkk 2014

P2 ⊗ Cn , n genap χ(G) = 4 Harsya dkk 2014

P3 ⊙ Cn, n ganjil χ(G) = 6 Harsya dkk 2014

Graf Cycle(C6) χ(G) = 2 Sesa, J. 2014

Graf Kipas(Fn), n ≥ 4 χ(G) = 3 Irwanto, dkk 2014

Graf Roda(Wn), n ≥ 5 χ(G) = 4 Irwanto dkk 2014

Graf Helm(Hn), n ≥ 4 χ(G) = 3 Irwanto dkk 2014

Graf Anti Prisma(Hm), n ≥ 4 χ(G) = 4 Irwanto dkk 2014

Graf Prisma(Hm), n ≥ 5 χ(G) = 4 Irwanto dkk 2014

Cn ⊙ Cm χ(G) = 4 Puspasari dkk 2014

Cn ⊗ Cm χ(G) = 3 Puspasari dkk 2014

Sn ⊗ Cm χ(G) = 3 Dewi, N.L dkk 2014

graf Particular χ(G) = 2 Lai, dkk 2002

Wn + Pm=Wn + Pm,n genap χ(G) = χd(G) = χ3(G) Wulandari dkk 2015

= χ4(G) = 5

Wn + Pm=Wn + Pm, n ganjil χ(G) = χd(G) = χ3(G) Wulandari dkk 2015

= χ4(G) = 6

Wn ⊙ Pm χ(G) = χd(G) = 4 Wulandari dkk 2015

Pm ⊙Wn, n genap χ(G) = χd(G) Wulandari dkk 2015

= χ3(G) = 5

Pm ⊙Wn, n ganjil χ(G) = χd(G) Wulandari dkk 2015

= χ3(G) = 5

Graf Kipas(Fn), n ≥ 3 χ(G) = χd(G) = 3 Dicky dkk 2015

Graf TriangularBook(BTn), χ(G) = χd(G) = 3 Dicky dkk 2015

n ≥ 2

Graf TanggaT igaSiklus(TCLn), χ(G) = χd(G) = 3 Dicky dkk 2015

n ≥ 2

Graf Tangga(Ln), n ≥ 2 χ(G) = 2 Dicky dkk 2015

Shackel Graf Triangular Book χ(G) = χd(G) = 3 Dicky dkk 2015
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Graf Bilangan kromatik Keterangan

r-dinamis

Shack(BT3, v = 1,m), m ≥ 2

Graf BananaTree(Bm,4), χr(G) = r + 1 Dicky dkk 2015

m ≥ 2
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini dikategorikan dalam penelitian eksploratif adalah jenis penelitian

yang bertujuan menggali hal-hal yang ingin diketahui oleh peneliti dan hasil penelitian

dapat digunakan sebagai dasar penelitian selanjutnya. Dan penelitian terapan (applied

research) merupakan jenis penelitian dengan penyelidikan yang hati-hati, sistematik

dan terus-menerus terhadap suatu masalah.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode deduktif aksiomatik dan metode pendetek-

sian pola, Metode deduktif aksiomatik adala metode yang menggunakan prinsip-prinsip

pembuktian deduktif yang berlaku dalam logika matematika dengan menggunakan ak-

sioma dan teorema yang telah ada untuk memecahkan masalah. Sedangkan metode

pendeteksian pola (patttern recognition), yaitu dengan merumuskan bagaimana pola

pewarnaan r-dinamis sedemikian hingga diperoleh bentuk pola umumnya.

3.3 Rancangan Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf khusus. Adapun tehnik penelitian adalah seba-

gai berikut :

a. menentukan graf khusus dan operasi graf pada graf-graf khusus;

b. menentukan kardinalitas titik dan kardinalitas sisi pada graf-graf yang telah diop-

erasikan;

c. menentukan pewarnaan titik r-dinamis pada masing-masing operasi graf;

d. menetukan fungsi pewarnaan titik r-dinamis pada masing-masing operasi graf;

e. Pewarnaan titik yang sudah didapatkan merupakan teorema yang harus dibuktikan.
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Uji

Mulai

Menerapkan operasi graf pada graf khusus

Menentukan kardinalitas graf yang telah dioperasikan

Menetapkan graf khusus

Definisi r-dinamis

Menentukan pewarnaan titik r-dinamis pada operasi graf

Menentukan fungsi pewarnaan titik r-dinzmis

Tidak

Ya

Selesai

Teorema

Gambar 3.1 Skema rancangan penelitian
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

a. Berdasarkan hasil penelitian yang sudah dibahas pada Bab sebelumnya, disimpulkan

kardinalitastitik dan kardinalitas sisi pada graf hasil operasi adalah untuk kardinali-

tas titik dan kardinalitas sisi graf shack(Wd24) sebagai berikut |V (shack(Wd24))| =

6n + 1 yaitu |E(shack(Wd24))| = 12n. Kardinalitas titik dan kardinalitas sisi graf

shack(H4, 2v,m) yaitu |V (shack(H4, 2v,m))| = 7n+2 dan |E(shack(H4, 2v,m))|

= 12n. Kardinalitas titik dan kardinalitas sisi dari graf shack(B3,2, v,m) yaitu

|V (shack(B3,2, v,m))| = 7n + 1 dan |E(shack(B3,2, v,m))| = 10n. Kardinali-

tas titik dan kardinalitas sisi dari graf W4 ⊙ Pm yaitu |V (W4 ⊙ Pm)| = 6m dan

|E(W4⊙Pm)| = 14m−1. Kardinalitas titik dan kardinalitas sisi dari graf Bt4⊙Pm

yaitu |V (Bt4 ⊙ Pm)| = 7m dan |E(Bt4 ⊙ Pm)| = 15m − 1. Kardinalitas titik

dan kardinalitas sisi dari graf H4 ⊙ Pm yaitu |V (H4 ⊙ Pm)| = 10m. Kardinali-

tas titik dan kardinalitas sisi dari graf Btn + P2 yaitu |V (Btn + P2)| = n + 4 dan

|E(Btn + P2)| = 4n+ 6.

b. Hasil dari pembahasan Bab sebelumnya diperoleh 8 teorema dengan nilai r-dinamis.

Bilangan kromatik titik r-dinamis graf shack(Wd24, v, 3) χ(shack(Wd24, v,m)) =

χd(shack(Wd24, v,m)) = χ3(shack(Wd24, v,m)) = 4, χ4(shack(Wd24, v,m)) = 5,

χ5(shack(Wd24, v,m)) = 6, χr≥6(shack(Wd24, v,m)) = 7. Bilangan kromatik titik

r-dinamis pada graf (shack(H4, 2v,m)) sebagai berikut χ(shack(H4, 2v,m)) =

χd(shack(H4, 2v,m)) = 3, χ3(shack(H4, 2v,m)) = 4, χr≥4(shack(H4, 2v,m)) =

6. Bilangan kromatik titik r-dinamis pada graf (shack(B3,2, v,m)) sebagai berikut

χ(shack(B3,2, v,m)) = 3, χd(shack(B3,2, v,m)) = χ3(shack(B3,2, v,m)) = 4,

χr≥4(shack(B3,2, v,m)) = 6. Bilangan kromatik titik r-dinamis pada graf W4⊙Pm

adalah χ(W4⊙Pm) = χd(W4⊙Pm) = χ3(W4⊙Pm) = 4, χ4(W4⊙Pm) = χ5(W4⊙

Pm) = 6, χ6(W4 ⊙ Pm) = χr≥7(W4 ⊙ Pm) = 8 Bilangan kromatik titik r-dinamis
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pada graf W4 ⊙ Pm adalah χ(Bt3 ⊙ Pm) = χd(Bt3 ⊙ Pm) = χ3(Bt3 ⊙ Pm) = 4,

χ4≤r≤6(Bt3 ⊙ Pm) = r + 1, χ7(WBt3 ⊙ Pm) = χr≥8(Bt3 ⊙ Pm) = 9. Bilangan

kromatik titik r-dinamis pada graf H4 ⊙Pm adalah χ(H4 ⊙Pm) = χd(H4 ⊙Pm) =

χ3(H4 ⊙Pm) = 4, χ4(H4 ⊙Pm) = 5, χ5≤r≤9(H4 ⊙Pm) = r+1, χ10(H4 ⊙Pm) =

χr≥11(H4 ⊙ Pm) = 12. Bilangan kromatik titik r-dinamis pada graf Btn ⊙ P2

adalah χ(Btn + P2) = χd(Btn + P2) = χ3(Btn + P2) = χ4(Btn + P2) = 5,

χr(Btn ⊙ P2) = r + 1, untukn ≥ 2

5.2 Saran

Dari hasil penelitian pewarnaaan titik r-dinamis pada beberapa graf operasi di-

mana graf yang digunakan adalah graf windmill, graf helm, graf stacked book, graf

wheel, graf path dan graf triangular book, peneliti memberikan saran pada pembeca

agar melakukan penelitian di bidang ini, yaitu mencari bilangan kromatik r-dinamis

menggunakan operasi yang lainnya.
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