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ABSTRAK

Bilangan Kromatik dan Graf Kritis, Hermin Sulistyowati, 971810101008,
Skripsi, Januari 2003, Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan [Imu
Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Dalam skripsi ini dibahas solusi problem pemberian warna pada setiap titik
suatu graf G sedemikian sehingga setiap dua titik yang berdekatan mendapatkan
warna yang berbeda. Secara khusus kita cari bilangan kromatik dan kita selidiki
kekritisan graf (; tersebut. Adapun yang dimaksud dengan bilangan kromatik y((;)
(chromatic number) adalah jumlah minimal warna yang diperlukan untuk
mewarnai titik-titik pada graf ;. Jika »((G) = n maka titik-titik di graf G dapat
diwarnai dengan n warna tetapi titik-titik di (& tidak dapat diwarnai dengan » - /
warna. Setelah mengetahui bilangan kromatik y((;) dari suatu graf G, kita dapat
menyelidiki kekritisannya. Graf (G dikatakan kritis jika memenuhi »(G - v)< (G)
untuk setiap titik v di G.

Hasil penelitian didapatkan bahwa bilangan kromatik dari beberapa graf,
vaitu graf lengkap, graf kosong, graf bipartit, graf lintasan, graf sikel dan graf
yang titiknya berderajat maksimal d terdapat hubungan mengenai bilangan
kromatik dan kekritisannya. Jika ( kritis, maka /(G - v) = ©(() — 1 untuk setiap
titik v di (.

Kata kunci : pewarnaan titik, bilangan kromatik y(G), graf kritis.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar belakang

Teori graf merupakan salah satu bidang matematika yang diperkenalkan
pertama kali oleh Leonardo Euler yaitu seorang ahli matematika asal Swiss.
Dalam teori graf, dikenal beberapa problem pewarnaan, misalnya dalam
pewarnaan titik, pewarnaan sisi atau pewarnaan peta.

Pada prinsipnya, pewarnaan titik pada graf (; adalah pemberian
warna pada setiap tittk dari (; sedemikian hingga setiap dua titik yang
berdekatan mendapatkan warna yang berbeda. Satu pertanyaan mengenai
pewarnaan tittk pada sebuah graf (; adalah berapa banyak warna vyang
diperlukan untuk mewarnai titik di graf (. Pertanyaan yang menarik adalah
berapakah jumlah minimal warna yang diperlukan untuk mewarnai graf G,
vaitu biasa disebut hilangan kromatik yang dinotasikan dengan y(().
Jika y(G) = n, maka titik-tittk di graf (& dapat diwarnai dengan » warna
tetapi titik-titik di & tidak dapat diwarnai dengan » - / warna.

Masalah yang dapat dibangkitkan dari hasil pewarnaan titk pada graf
yaitu mengetahui kekritisannya. Kita dapat menyelidiki kekritisan dari suatu
graf (5, setelah mengetahuwi bilangan kromatiknya. Graf (; dikatakan kritis jika

memenuhi (G - v) < y(G) untuk setiap titik v di G.

1.2 Permasalahan

Permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana
menentukan bilangan kromatik z((;) dari suatu graf G dan menentukan apakah
suatu graf (5 tersebut kritis atau tidak. Dalam hal ini graf yang diteliti terbatas

pada graf sederhana dan hingga.
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(3]

-

1.3 Tujuan
Tujuan dari penelitian ini adalah mendapatkan sifat-sifat mengenai

bilangan kromatik y((;) dan kekritisan suatu graf ;.

1.4 Manfaat

Pewarnaan titik dapat diterapkan pada masalah penjadwalan, misalnya
penjadwalan mata kuliah di suatu fakultas agar setiap dosen yang mengajar
lebth dari satu mata kuliah tidak mengajar pada waktu yang bersamaan,

penjadwalan pemberangkatan kereta api dan sebagainya.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

BASB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Definisi dan Pengertian Dasar tentang Graf
2.1.1 Definisi Graf

Graf G adalah pasangan himpunan (V) dimana " adalah himpunan tak
kosong dari elemen yang disebut titik (vertex) dan [ adalah himpunan garis
(boleh kosong) yang menghubungkan titik « dan v dari pasangan tak terurut (u,v)
dari titik z,v di V' yang disebut sisi (edge). Contoh graf dapat dilihat pada Gambar
2.1 vaitu graf dengan himpunan titik V((;) = {v;, v, vs vy} dan himpunan sisi
E(G) = {ey, e; e;}. Jika graf G tidak mempunyai sisi, yaitu £(G) = ¢ maka graf G

disebut graf kosong.

°y,

Gambar 2.1 Graf dengan 4 titik dan 3 sisi

2.1.2 Pengertian Dasar tentang Graf

Order n dan suatu graf (; = (V,/7) adalah banyaknya titik yang ada di ¢;
yaitu n = | V | Graf yang mempunyai order hingga dinamakan graf hingga.

Sebagai contoh Gambar 2.2 adalah graf dengan order 4.

vy V3

V2 V4

Gambar 2.2 Graf order 4

y
3y
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Loop adalah suatu sisi yang diawali dan diakhiri pada titik yang sama.
Sisi rangkap (multiple edges) terjadi jika terdapat lebih dari satu sisi yang
menghubungkan dua titik. Graf sederhana adalah graf yang tidak mempunyai
loop dan sisi rangkap. Pada skripsi ini, graf yang dipelajari adalah graf sederhana
dan graf hingga. Contoh graf yang memuat loop dan sisi rangkap diberikan pada

Gambar 2.3 dan graf sederhana diberikan pada Gambar 2.4.

&1

r]
u & es fr3

es
&8

Gambar 2.3 Graf dengan loop dan sisi rangkap

Gambar 2.4 Graf sederhana

Jika dua titik « dan v di graf (& dihubungkan oleh suatu sisi ¢, maka titik u
dan v dikatakan berdekatan (adjacent) dan sisi ¢ insiden dengan kedua titik yang

dihubungkan, yaitu u dan v.

e

L V3

3

Gambar 2.5 Graf untuk mengilustrasikan adjacent
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Pada Gambar 2.5, tittk v, bertetangga dengan vy, vo bertetangga dengan vi, v3
bertetangga dengan v,, sedangkan sisi ¢, insiden dengan v, dan v,, e, insiden
dengan v, dan vs, ¢5 insiden dengan vs dan v,.

Suatu titik v pada graf (; dikatakan titik terisolasi jika tidak ada sisi yang
berinsidensi dengan titik tersebut. Contoh titik terisolasi ditunjukkan pada

Gambar 2.6 yaitu titik v;.

L

Gambar 2.6 Titik vy merupakan titik terisolasi

Derajat (degree) dan titik v adalah jumlah sisi yang berinsiden dengan
titik v, dinotasikan dengan deg (v). Jika setiap titik dalam suatu graf G mempunyai
derajat yang sama, maka graf tersebut dinamakan graf reguler. Misalkan pada
Gambar 2.5, deg (v)) = deg (v;) = deg (v3) = 2.

Jalan (walk) W dengan panjang »n dari titik ¢ ke b pada graf GG adalah
barisan titikk @ = vy, e, v, €5 Vs, €3 V3, .o, Vip, €0 V= b (n20) yang terdiri dari
tittk dan sisi di G yang diawali dan diakhiri dengan titik, sedemikian hingga
(vi, vi+1) adalah sisi di (7 untuk setiap i = 0,/,2, ..., n-1. Jalan ini menghubungkan
titik vy dan v, dan dapat juga dinotasikan sebagai vo— v - ... - v,. Jalan dikatakan
tertutup jika ¢ = b dan terbuka jika a # b. Jalan dikatakan lintasan (path) jika
semua titiknya berbeda, sedangkan jalan tertutup yang semua titiknya berbeda
dinamakan sikel (cycle).

Penghilangan suatu titik v; dari suatu graf (7 dinotasikan (; — v; adalah graf
yang memuat semua titik dari & kecuali v; dan sisi-sisi yang tidak berinsidensi

dengan v;. Contoh graf ; - v, ditunjukkan pada Gambar 2.7.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

2 Vi

Vi Va
(} (J: Vo

Gambar 2.7 Penghilangan titik pada graf

Graf / adalah subgraf dani  jika setiap titik di /A adalah titik di & dan
setiap sisi di / adalah sisi di (7, dengan kata lain V(H) < V((7) dan F(H) < I(G).
Contoh subgraf ditunjukkan pada Gambar 2.8.

b b

" A' LJ R d C /
G / H e

Gambar 2.8 Graf / adalah subgraf dari graf &

2.1.3 Graf Terhubung dan Graf Tak Terhubung

Jika setiap pasangan titik di graf (7 ada lintasannya, maka (& dikatakan
terhubung (connected) dan jika tidak maka dikatakan tak terhubung. Komponen
dari graf adalah subgraf terhubung maksimal dari ;. Jadi setiap graf terhubung
hanya mempunyai satu komponen. Sedangkan untuk graf tak terhubung, memiliki
paling sedikit dua komponen. Gambar 2.9 adalah contoh graf terhubung (@) dan
graf tak terhubung (5).

(a) (b)

Gambar 2.9 (a) Graf terhubung dan (b) Graf tak terhubung dengan tiga komponen
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2.1.4 Graf Isomorfik

Dua graf (;; dan (s, dikatakan isomorfik jika ada korespondensi satu-satu
¢ dari V(G ) ke V((;) sedemikian hingga sisi (#,v) € E((7;) jika dan hanya jika
(Ku),v)) € L(G,). Graf (;; dan (7, isomorfik dinotasikan dengan G, = G .
Graf (;; dan (, pada Gambar 2.10 adalah graf yang isomorfik dengan
korespondensi satu-satu ¢ : V((;;) = W) yang didefinisikan oleh &(v;) Uuj
untuk setiap/ =1, 2, ...5.

uj
Vi 1%)

V3 Vy Vs

@7 G;
Gambar 2.10 Dua graf yang isomorfik
2.2 Kelas-kelas Graf
Graf lintasan adalah graf yang terdiri dari satu lintasan. Graf lintasan

dengan n titik, dinotasikan dengan 7, untuk P; sama dengan graf kosong

dengan satu titik. Beberapa contoh dari graf lintasan diberikan pada Gambar 2.11.

)

T— /\‘
3 .
L4 Vi
V) vy

Ps /\/\

\'] ]13 V5

Gambar 2.11 Graf lintasan 7; dan P
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Graf sikel adalah graf yang terdirt dari satu sikel. Graf sikel dengan n titik
dinotasikan dengan . Jika grafnya sederhana maka jumlah titik pada graf sikel

minimal 3. Gambar 2.12 adalah contoh dari graf sikel.

( ‘_; '

Gambar 2.12 Graf sikel ('; dan (7

Graf  lengkap didefinisikan sebagai graf dimana setiap dua titik berbeda
di & dihubungkan dengan sisi. Graf lengkap dengan n titik dinotasikan dengan X,

Gambar 2.13 adalah contoh graf lengkap dengan 5 titik.

V] V3

Ks

Gambar 2.13 Graf lengkap K5

Graf (& dikatakan hipartir jika himpunan titik /(() dapat dipisahkan
menjadi dua himpunan bagian V/; dan V, sedemikian hingga setiap sisi dari
menghubungkan sebuah titik di }/; dan sebuah titik di V. Jika setiap pasang titik
di V; dan V; saling terhubung maka graf tersebut dinamakan graf bipartit lengkap.
Jika | V;|=m dan | Val= n, graf bipartit lengkap dinotasikan K,,,. Gambar 2.14
adalah contoh graf bipartit (¢) dan graf bipartit lengkap ().
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(b)

(a)

Gambar 2.14 (a) Graf bipartit dan (b) Graf bipartit lengkap

2.3 Pewarnaan Titik
2.3.1 Definisi Pewarnaan Titik

Pewarnaan titik pada graf (- adalah suatu fungsi / dari himpunan titik /()
ke himpunan warna { /, 2, 3, .., n |sedemikian hingga setiap sisi (x,y) dengan
x # y di £((;) berlaku f(x) # f(v). Untuk selanjutnya pewarnaan titik akan disebut
pewarnaan saja. Pada umumnya pewarnaan titik pada suatu graf adalah tidak
tunggal. Sebagai contoh, graf pada Gambar 2.15 dapat diwarnai dengan 3 cara,

yaitu 2.15 a dengan 5 warna, 2.15 b dengan 4 warna dan 2.15 ¢ dengan 3warna.

i
L
'
—

(a) (b) (c)

Gambar 2.15 Pewarnaan titik pada graf

2.3.2 Algoritma Welsh Powell
Algoritma Welsh Powell dapat digunakan untuk mengetahui langkah-
langkah pewarnaan titik pada suatu graf.
Langkah-langkah algoritma Welsh Powell [2] :
1. Urutkan. titik pada graf dari derajat titik yang paling tinggi ke derajat titik
vang paling rendah, misalkan urutan titiknya v, v, v, ., v, dimana deg(v,) >

deg(vy) > ... = deg(vy).
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(4]

Memberi warna pertama ( | ) pada titik yang derajat titiknya paling tinggi dan
pada titik yang tidak berdekatan (adjacent) diberikan warna yang sama.

Memberikan warna kedua ( I1 ) pada titik dengan derajat tertinggi yang belum

(S

terwarnai dan pada titik yang tidak berdekatan diberikan warna yang sama.
4. Lanjutkan langkah seperti langkah 3, jika semua titik belum terwarnai, dan

berhenti jika semua titik telah terwarnai.

Berikut akan diberikan beberapa contoh langkah-langkah pewarnaan titik

dari graf dengan menggunakan Algoritma Welsh Powell.

Contoh 1. Dapatkan pewarnaan titik dari graf pada Gambar 2.16.

Solusi :

Kita mulai dengan mengurutkan derajat titik yang paling tinggi vyaitu
titik a, ¢, e, g, b, d, f, dan h dimana deg («) = 5, deg (¢) = 5, deg (¢) = 5,
deg (g) = 5, deg (b) = 2, deg (d) = 2, deg (f) = 2, deg (h) = 2. Kemudian kita
membert warna | pada titik ¢ dan titik yang tidak berdekatan dengan titik «
diberikan warna yang sama yaitu titik ¢ dan /. Dengan menggunakan langkah
ke-3, berikan warna Il pada titik ¢ dan /4, berikan warna 1l pada titik ¢ dan b,
dan terakhir berikan warna IV pada titik g. Jadi graf pada Gambar 2.16 dapat

diwarnai dengan 4 warna.

Gambar 2.16 Graf dengan jumlah warna 4
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Contoh 2. Dapatkan pewarnaan titik dari’ graf pada Gambar 2.17.

a2

e.4 b.3

p

L4 2

d3 ¢,2

Gambar 2.17 Graf dengan jumlah warna 4

Solusi :
Dengan menggunakan Algoritma Welsh Powell, kita mulai dengan mengurutkan
derajat titik yang paling tinggi yaitu titik f, a, b, ¢, d, dan ¢ dimana deg (f) = 5.
deg (a) =2, deg (b) =2, deg (¢) =2, deg (d) = 2, dan deg (e) = 2. Kita mulai
gmewarnai titik / dengan warna 1. Karena titik / berdekatan dengan semua titik
di graf tersebut maka hanya / yang mempunyai warna [. Dengan menggunakan
langkah ke-3, berikan warna II pada titik ¢ dan ¢, berikan warna III pada titik 5
dan d dan terakhir berikan warna IV pada titik e. Jadi grat pada Gambar 2.17

dapat diwarnai dengan 4 warna.

Contoh 3. Dapatkan pewarnaan tititk dar graf pada Gambar 2.18.

e2

Gambar 2.18 Graf dengan jumlah warna 2


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

-

Solusi :
Graf pada Gambar 2.18 merupakan graf reguler dimana deg («) = 3, deg (b) = 3,
deg (¢) = 3, deg (d) = 3, deg (¢) = 3 dan deg (f) = 3. Kita dapat memulai dengan
mewarnal salah satu titiknya, misalnya titik ¢ dengan warna I, dan memberikan
warna yang sama dengan titik yang tidak berdekatan dengan titik « yaitu titik ¢
dan titik ¢. Dengan menggunakan langkah ke-3, kita dapat memberikan warna Il
pada titik-titik yang belum terwarnai yaitu titik b, ¢ dan /. Jadi graf pada

Gambar 2.18 dapat diwarnai dengan 2 warna.

2.3.3 Bilangan Kromatik

Bilangan kromatik y((;) didefinisikan sebagai jumlah minimal warna
yang diperlukan untuk mewarnai titik pada graf (;. Dengan kata lain jika /((;) = n
berarti titik-titik di graf (- dapat diwarnai dengan n warna tetapi titik-titik di &
tidak dapat diwarnai dengan n — 1 warna. Contoh graf dengan bilangan kromatik
" A() =3 ditunjukkan pada Gambar 2.15 (c).

Memperhatikan contoh 1, 2 dan 3, dari sub 2.3.2 diketahui bahwa jumlah
bilangan kromatik dari graf pada Gambar 2.16 adalah 4, graf pada Gambar 2.17
adalah 4, dan graf pada Gambar 2.18 adalah 2. Dalam contoh ini, pewarnaan

dengan Algoritma Welsh Powell lansung mendapatkan bilangan kromatiknya.

2.3.4 Graf Kritis
Sebuah graf (7 disebut kritis jika A - v) < A G) untuk setiap titik v di
G. Jika AG) = n, maka G adalah n — kritis. Contoh graf kritis diberikan pada

Gambar 2.19, dengan penjelasan sebagai berikut.

Gambar 2.19 Graf 4-kritis
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Graf pada Gambar 2.19 mempunyai bilangan kromatik #((;) = 4 dan

G —v)=3<4,

AG—v)=3<4,

NG -v3)=3<4,

AG—vy)=3<4,

nG—vs)=3<4,

NG —vg)=3<4,

AG-v)=3<4.

Karena {((; — v) < {() untuk setiap titik v di (& maka graf pada Gambar 2.19

adalah graf kritis,

Berikut ini diberikan beberapa contoh lagi untuk menguji kekritisan

suatu graf.

Contoh 1. Selidiki kekritisan graf pada Gambar 2.16.
Untuk mengetahui  kekritisannya kita dapat menguji dengan
menghilangkan salah satu titiknya satu persatu sampai semua titik teruji apakah

grafnya memenuhi syarat (G - v) < »((G) untuk setiap titik v, sebagai berikut :

(G~ b)

Graf pada Gambar 2.16 mempunyai bilangan kromatik y(G) = 4.
Karena ada bilangan kromatik y(G - b) = 4 = y(G), maka graf pada Gambar 2.16
adalah bukan graf kritis.
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Contoh 2. Selidiki kekritisan graf pada Gambar 2.17.
Untuk  mengetahui  keknitisannya  kita dapat menguji  dengan
menghilangkan salah satu titiknya satu persatu sampai semua titik teruji apakah

grafnya memenuhi syarat y(G - v) < y((;) untuk setiap titik v, sebagai berikut :

a2

2 3
& A B
d3 Vol
(G- a) (GG b) (G5 —c¢)
a2 a,l
e3
b3 b,2
j
d3 .2 dz2 Gl
(G- e) (G-

Graf pada Gambar 2.17 mempunyai bilangan kromatik y((;) = 4 dan
XG-a)=3<4,
xG-b)=3 <4,
xG-c)=3<4,

xG-d)=3 <4,
xXG-e)=3<4,
H(G-H=3<4

Karena y(G — v) < x(G) untuk setiap titik v di G maka graf pada Gambar 2.17
adalah graf kritis.
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Contoh 3. Selidiki kekritisan graf pada Gambar 2.18.
Untuk mengetahui  kekritisannya kita dapat menguji  dengan
menghilangkan salah satu titiknya satu persatu sampai semua titik teruji apakah

grafnya memenuhi syarat y((; - v) < y((;) untuk setiap titik v, sebagai berikut :

b,1

c2

e,l d2 A
(G —a)
Graf pada Gambar 2.18 mempunyai bilangan kromatik y(G;) = 2.

Karena ada bilangan kromatik »((; - «) = 2 = y((;), maka graf pada Gambar 2.18
adalah bukan graf kritis.
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BAB III
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini, akan dibahas mengenai bilangan kromatik x((7) dan

kekritisan suatu graf G.

3.1 Bilangan Kromatik

Berikut ini diberikan beberapa sifat dari graf yang berkaitan dengan
bilangan kromatiknya.
Sifat 3.1 Jika H < G, maka ®H) < AG).
Bukti :
1. Jika H = G maka y(H) = y(G).
2. Jika H subgraf G, dengan / = G akan ditunjukkan y(H) < A G).
Andaikan y(H) > (), maka ada dua titik yang berdekatan di // tetapi tidak
berdekatan di (+. Jadi A bukan subgraf dari (. Hal ini kontradiksi dengan H
subgraf (5. Jadi haruslah y®(H) < AG). "

Sifat 3.2 Bilangan kromatik dari graf lengkap #(K,) = n, untuk setiap ».

Bukti :

Misal u, v titik sebarang di K,, maka u dan v saling berdekatan. Jadi titik u
dan titik v harus mendapatkan warna yang berbeda. Jika ada titik w di graf K,
maka w akan berdekatan dengan titik » dan v sehingga titik w harus mendapat
warna yang berbeda dengan titik » dan v. Apabila ada titik z di graf K, maka
titik z berdekatan dengan titik %, v dan w, sehingga titik z harus mendapatkan
warna yang berbeda dengan titik u, v dan w. Langkah ini dilanjutkan sampai
n titik dari K,. Jadi bilangan kromatik dari K, adalah sama dengan jumlah

titiknya yaitu ». ]

\

& Yiik (pr Pe
o2 -
- UA'WFRSIT_JR JFYRrE

~—

16 ——
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Sifat 3.3 Jika G graf yang titiknya ﬁempunyai derajat maksimum , maka
bilangan kromatik terbesar dari (7 adalah & + 1.

Bukti :

Misal d — max {deg (v) | ve V((5)} dengan deg (v) = d adalah jumlah sisi yang
berinsiden dengan titik v. Jika setiap titik di (G berdekatan, maka grafnya
adalah graf lengkap dan mempunyai bilangan kromatik y(G) = d + 1.
Jadi y(G)<d+ 1. =

Sifat 3.4 Bilangan kromatik y((;) = 1 jika dan hanya jika (; adalah graf kosong.
Bukti :

(¢<=) Misal (G adalah graf kosong, maka £(G) = ¢. Jadi tidak ada 2 titik di &
yang adjacent. Dengan demikian titik-titik di G dapat diwarnai dengan satu warna.

Jadi 4(G) = 1.

(=) Misal bilangan kromatik y((;) = 1, maka tidak ada titik di G yang saling
adjacent. Sehingga /() = ¢. Jadi G adalah graf kosong. it

Sifat 3.5 Bilangan kromatik y((;) = 2 jika dan hanya jika G bipartit.

Bukti :

(=) Misalkan graf G mempunyai bilangan kromatik y(G;) = 2 maka V(G) dapat
dipisahkan menjadi dua himpunan titik yaitu V, dan V>, dimana V, adalah
himpunan titik dengan warna pertama dan V, adalah himpunan titik dengan

warna yang kedua. Karena V; "V, =@, maka G bipartit.

(<) Misalkan G bipartit dengan himpunan titik V(G), maka V(G) dapat
dipisahkan menjadi dua himpunan titik yaitu V; dan V; dimana V; n V, = @,
Sehingga anggota dari V/; dapat diberi warna yang sama, misalnya warna
satu dan anggota dari V, dapat diberi warna yang sama tetapi berbeda
dengan warna V;, misalnya warna dua. Jadi jika G bipartit maka bilangan

kromatik »(G) = 2. =
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Berikut akan dibahas mengenal bilangan kromatik dari kelas-kelas graf

yaitu graf lintasan dan graf sikel.

3.1.1 Bilangan kromatik dari graf lintasan
Misalkan graf lintasan /7, dengan himpunan titik
V(Pyn) = {v1, V2, V3, ..., Vn}
dan himpunan sisi
E(Py)={es, ez €3, ..., €n1)
dimana

€= ViVis | untuk setiapi=1, 2, ..., n-/.

Himpunan titik dan graf lintasan V(P,) dapat dipisahkan menjadi dua
yaitu himpunan titik //; dan /> dimana
Vi ={v;:|iganjil }
V, = {v;| i genap}.
Jadi graf lintasan P,, n # 1 adalah graf bipartit. Berdasarkan sifat 3.5, graf
lintasan 7,, n # | dapat diwarnai dengan dua warna yaitu himpunan titik V),
dengan warna satu dan himpunan titik /> dengan warna kedua. Jadi bilangan

kromatik graf lintasan y(”,) =2, n# 1.

3.1.2 Bilangan kromatik dari graf sikel
Graf sikel dibedakan menjadi graf sikel genap (>, dan graf sikel ganjil
C2n+1, karena himpunan titik pada graf sikel genap (5, dapat dipartisi menjadi
dua, sedangkan himpunan titik pada graf sikel ganjil dapat dipartisi menjadi tiga.
Misalkan graf sikel genap (', mempunyai himpunan titik
W(Can) = {vi, vz, V3, ..., Van)
dan himpunan sisi
E(Can) = {es, €2, €3, ..., €2}
dimana

ViVi +1 iml & v dw=1
e =

Vivi i=2n.
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Pada graf sikel genap C,,, h.impunan titik M(C,,) dapat dipisahkan
menjadi dua yaitu himpunan titik /; dan /5, dimana
Vi=A{v1, V35, ..., Vo1
Vo ={v2, vy, Vs ooy Vo }
Dengan demikian graf sikel genap (), adalah graf bipartit. Berdasarkan
sifat 3.5, bilangan kromatik dari graf sikel genap y(C,) = 2 untuk n > 1.
Misalkan graf sikel ganjil ("5« ; mempunyai himpunan titik
N Can+1) = {v1, V2, V3, oo, Vanei
dan himpunan sisi
E(Can+ )= {e1, €3, €3, ..., €2n+1}
dimana

, AT fe 12, 05
e =

A% i=2n+l.

Pada sikel ganjil Cy,;, himpunan titik 1(C,,.;) dapat dipisahkan
menjadi tiga yaitu himpunan titik V;, V>, dan V3, dimana
Vi={vi,vs,vs, ..., Van.i}
Va ={V2, Vi, ¥ oeos Ving
Vi = {van+1}
Dengan demikian graf sikel ganjil C',,; ; dapat diwarna dengan tiga warna yaitu
pada himpunan V; diberi warna satu, himpunan V, diberi warna dua dan

himpunan V; diberi warna tiga. Jadi bilangan kromatik graf sikel ganjil

2(Cy+1) = 3 untuk setiap n. u

3.2 Graf Kritis
Berikut ini diberikan beberapa sifat dari graf yang berkaitan dengan

kekritisannya.
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Sifat 3.6 Jika (5 adalah kritis, maka A G - v)= #/(G) - 1 untuk setiap titik v.

Bukti :

Andaikan y(G - v) # y((5) — 1, maka ada dua kemungkinan, yaitu

I. Jika (G - v)> /G)— 1, maka bilangan kromatik terkecil dari G - v adalah
NG -v)= AG). Jika AG - v) = A(), maka G tidak kritis. Kontradiksi dengan
G kritis. Jadi jika G kritis maka /(G - v) > #G) — 1 tidak mungkin terjadi.

2

Jika (7 - v) < /() — 1, maka bilangan kromatik terbesar dari (G - v adalah
G - v) = AG) - 2. Misal graf G mempunyai warna yang berbeda pada
setiap titiknya, maka sebuah titik dihilangkan, warna yang tersisa maksimal
berkurang satu. Jika berkurang dua, maka ada sisi yang hilang dengan kata
lain ada dua titik yang adjacent menjadi tidak adjacent. Jadi jika G kritis,

maka ©(G - v) < (G)— 1 tidak mungkin terjadi. e

Sifat 3.7 Jika G kritis maka (& terhubung,

Bukti :

Andaikan G tidak terhubung maka ada dua titik yang tidak mempunyai lintasan,
sehingga dua titik itu mempunyai warna yang sama. Dimisalkan v adalah
salah satu dari dua titik yang tidak mempunyai lintasan, maka bilangan kromatik
(G — v sama dengan bilangan kromatik dari G yaitu y(G - v) = 2(G).
Jadi G tidak kritis. Hal ini kontradiksi bahwa G kritis. Jadi haruslah G

terhubung. [

Sifat 3.8 Graf lintasan 7, adalah graf kritis jika dan hanya jika n =1, 2.

Bukti :

(<) Jika n = 1, maka grafnya adalah graf lintasan P, Apabila titik v di P,
dihilangkan maka bilangan kromatik (P, - v) < y(P,). Jika n =2, maka grafnya
adalah graf lintasan ;. Bilangan kromatik graf lintasan y(”,) = 2. Apabila titik v
di graf P; dihilangkan, maka y(P;) = y(P;) = 1< (P,). Jadi graf lintasan P, dan P,
adalah graf kritis.
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(=) Misal graf lintasan 7, adalah graf kritis, maka y(P, - v) = y(P,) untuk setiap
titik v. Andaikan n > 2, maka ada bilangan kromatik y(7, - v) = x(P,) dimana v
adalah titik dengan deg (v) = 1. Kontradiksi bahwa P, graf kritis. Jadi hanya graf

lintasan 7, = 1, 2 adalah graf kritis. =

Akibat 3.1 Graf lintasan 7, dengan » > 2 adalah bukan graf kritis.

Bukti :

Bilangan kromatik pada graf lintasan y(”,) = 2 jika n # 1. Misalkan titik v
adalah titik yang berderajat satu di graf lintasan 7, dihilangkan, maka bilangan
kromatik y(P, - v) = y(P,) = 2. Jadi graf lintasan P, dengan n > 2 adalah bukan

graf knitis. %

Sifat 3.9 Graf sikel genap (', adalah bukan graf kritis untuk » > 1.

Bukti :

Bilangan kromatik pada graf sikel genap y(C,,) = 2. Apabila titik v di C,,
dihilangkan maka graf (';, menjadi graf lintasan /5, _ ;. Bilangan kromatik dari
X(P2 - 1) = 2. Karena bilangan kromatik dari x(Cs, - v) = y(P2 . 1) = 3(Cs) = 2

untuk setiap titik v, maka graf sikel (5, bukan graf kritis. ™

Sifat 3.10 Graf sikel ganjil C5,. ; adalah graf kritis untuk setiap .

Bukti :

Bilangan kromatik pada graf sikel ganjil (C'5,, ;) 3. Apabila titik v di (', |,
dihilangkan maka graf (', ; menjadi graf lintasan 7. Bilangan kromatik dari
x(P2, ) = 2. Karena bilangan kromatik dari X(Cms 1 - v) < x(Cry 1) untuk
setiap titik v. Maka graf sikel 5, ; adalah graf kritis. &
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2]
2

Sifat 3.11 Graf lengkap K, adalah graf Kritis untuk setiap .

Bukti :

Bilangan kromatik pada graf lengkap y(K,) = n. Apabila titik v di graf K,
dihilangkan maka graf K, menjadi graf lengkap yang berkurang satu titik
yaitu K, ;, maka bilangan kromatik dari XKy -v) = xK,.)) =n-1<yKk,,

untuk setiap titik v. Jadi graf lengkap K, adalah graf kritis. ]
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