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Pada kesempatan ini penulis mengucapkan terima kasih dan penghargaan
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Penulis menyadari bahwa laporan kemajuan ini masih jauh dari sempurna,
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Ringkasan Perkembangan teknologi informasi membawa dampak kepada dinamika

topologi jaringan. Jaringan dalam hal ini tidak terbatas pada jaringan komputer

namun termasuk didalamnya jaringan transportasi, irigasi, distribusi, komunikasi

dan jaringan-jaringan terkait lainnya. Kompleksitas muncul apabila jumlah kom-

ponen semakin masif dan relasi antara komponen semakin kompleks. Sehingga

handling management, problem tracing, problem shooting termasuk optimalisasi

topologi jaringan akan menjadi rumit. Salah satu cara adalah dengan mengem-

bangkan sistem kodekasi terhadap komponen dan relasinya sehingga memper-

oleh sifat-sifat yang unik yang akhirnya mudah untuk dilakukan problem solving.

Penelitian ini bertujuan untuk memecahkan masalah ini dengan menggunakan

teknik super antimagic total labeling dan super antimagic total covering.

Topologi jaringan (baik jaringan komunikasi secara umum ataupun jaringan

komunikasi dalam komputer) dapat direpresentasikan sebagai bentuk sebuah graf,

dimana masing-masing elemen digambarkan sebagai titik dan koneksi antara dua

elemen digambarkan sebagai sisi. Jumlah titik yang terkait dalam jaringan dina-

makan order, sedangkan jumlah koneksi yang terhubung ke sebuah titik disebut

derajad suatu titik.

Saat ini, kajian dan pengembangan teori graf menjadi bahasan utama dikalan-

gan peneliti, lebih-lebih kaitannya dengan perkembagan teknologi digital dan

internet. Hal ini disebabkan tuntutan akan komunikasi yang dinamis, fleksible

dan masif (ele-men yang terkoneksi sangat banyak) merupakan kebutuhan utama

pengembangan teknologi jaringan ini.

Namun demikian kompleksitas dalam jaringan akan meningkat secara drama-

tis apabila jumlah elemen (atau komputer) yang terkait dalam jaringan bertam-

bah, apalagi jika jumlah koneksi yang terhubung ke sebuah titik juga semakin

besar, maka terbentuknya jaringan yang efisien dan berkecepatan tinggi, handal
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dalam modulariti, mempunyai toleransi kegagalan fungsi yang baik serta resiko

vulnerabiliti yang rendah akan selalu menjadi perhatian utama dalam mendesain

topologi jaringan ini. Salah satu upaya penting yang dapat dikerjakan adalah den-

gan melakukan pelabelan terhadap model-model topologi jaringan itu. Kongkrit-

nya menentukan pelabelan terhadap graf.

Kemudian, dengan diterapkannya teknologi jaringan pada hampir seluruh

aspek kehidupan masyarakat, perkembangan model topologi mengarah pada model-

model topologi (graf) diskonektif baik statik maupun dinamis. Namun demikian,

temuan atau publikasi jurnal nasional maupun internasional yang terkait den-

gan hasil pelabelan untuk graf diskonektif masih relatif sedikit, baca (Gallian,

2007:356-359). Secara praktis baru dimulai pada tahun 2004. Oleh karena itu,

dalam hal ini akan dilakukan penelitian terkait dengan pengembangan sistem

kodefikasi dengan teknik pelabelan super edge antimagic total labeling (SEATL)

dan super H-antimagic total labeling (SHATL) terhadap graf diskonektif.

1.2 Masalah Penelitian

Beberapa masalah yang akan dikaji dalam penelitian ini adalah:

1. Bagaimana visualisasi bentuk gabungan saling lepas model-model topologi

jaringan yang dimungkinkan memiliki karakteristik pelabelan total super

antimagic labeling dan super antimagic covering?

2. Bagaimanakah format algoritma pelabelan total super antimagic labeling

dan super antimagic covering dari gabungan saling lepas model-model topologi

jaringan itu?

3. Bagaimana bentuk teorema, aksioma/lemma serta korollari baru yang dipe-

roleh dari proses generalisasi algoritma baru yang ditemukan di atas?

4. Bagaimana skema aplikasi desain atau model dengan teorema, aksioma/lemma

serta korollari baru yang ditemukan dalam kodefikasi teknologi jaringan

konektif atau diskonektif?

Gambaran untuk menyelesaikan masalah-masalah di atas dapat dijelaskan

sebagai berikut.
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1. Visualisasi bentuk gabungan saling lepas model-model topologi jaringan

akan diperoleh secara ekspolaratif dari teknologi jaringan informasi yang

dipakai di dunia saat ini, yang polanya direpresentasikan oleh sebuah ben-

tuk famili graf. Kegiatan eksplorasi akan dilakukan dengan teknik web-

searching melalui internet terhadap dynamic survey, book survey, journal

publications, proceeding and poster;

2. Algoritma pelabelan total antimagic labeling dan antimagic covering dari

sebuah gabungan graphs didapat dari penerapan teknik EAVL (Edge An-

timagic Vertex Labeling), patern recognition, permutation tech technique and

colouring pada beberapa famili graf, yang merupakan dasar untuk memper-

luas pelabelan total antimagic labeling dan covering dari sebuah graphs.

3. Penurunan teorema, aksioma atau lemma serta korollari baru dari pela-

belan total antimagic labeling dan antimagic covering akan diperoleh dengan

metoda deduktif matematik.

4. Dengan metode diskriptif akan dijelaskan skema aplikasi teorema, aksioma

atau lemma serta korollari baru khusunya mengurangi resiko vulnerabilitas

topologi jaringan komputer statis atau dinamis.



BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Sejarah Perkembangan Teori Graf

Teori Graf merupakan bagian kajian dalam matematika diskrit. Kajian ini berkem-

bang sangat pesat dalam dekade terakhir ini. Bahkan dengan perkembangan

teknologi informasi dan komunikasi serta perkembangan dinamika sosial lainnya

pemanfaatan teori graph semakin diperhitungkan. Sehingga kajian teori ini ham-

pir ditemukan di segala cabang ilmu.

Gambar 2.1 Gambaran Kota Königsberg tahun 1736

Teori graf sendiri pertama kali muncul bersamaan dengan diajukannya se-

buah masalah yang dikenal dengan masalah jembatan Königsberg. Kota Konigs-

berg (sekarang bernama kota Kiliningrad) yang terletak di sebelah timur Prussia,

Jerman, memiliki sungai yang dikenal dengan nama sungai Pregal. Sungai ini

mengalir mengitari pulau Kneiphof lalu bercabang menjadi dua buah anak sungai

yang membagi kota Konigsberg menjadi empat daratan. Pada sungai itu terda-

pat tujuh buah jembatan yang menghubungkan keempat daratan. Permasalahan

terkenal jembatan Konigsberg adalah ”Apakah mungkin seorang berangkat

dari daerah tertentu melalui ketujuh buah jembatan itu masing-masing

4
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tepat satu kali, dan kembali lagi ke daerah semula”. Gambar 2.1 meru-

pakan visualisasi dari jembatan Königsberg.

Tidak satupun dari ilmuwan dapat memecahkan masalah tersebut. Sampai

suatu saat seorang matematikawan sekaligus fisikawan Swiss bernama Leonhard

Euler, tahun 1736, berhasil menemukan jawaban terhadap masalah tersebut den-

gan memberikan gambaran pembuktian yang sederhana. Ia memodelkan masalah

ini ke dalam sebuah graf. Gambar 2.2 adalah representasi graf dari permasalah

jembatan Königsberg.

Gambar 2.2 Representasi Jembatan Konisberg dalam Graf

Daratan direpresentasikan dengan sebuah titik (vertex) sedangkan jembatan

dinyatakan dengan sebuah garis atau sisi (edge). Pembuktian Euler tersebut dit-

ulis dalam karya tulisnya yang berjudul Solutio Problematis ad Geometriam Situs

Pertinentis. Sehingga masalah jembatan Konigsberg menjadi masalah yang san-

gat populer di seluruh negara Eropa dikala itu. Sekarang masalah ini menjelma

menjadi masalah Eulerian Path/Cycle.

Kurang lebih seratus tahun setelah lahirnya tulisan Euler, tidak ada lagi

perkembangan yang berarti berkenaan dengan graf. Baru pada tahun 1847, G.R.

Kirchoff (1824 - 1887) berhasil mengembangkan teori pohon (ttheory of trees)

yang digunakan dalam persoalan jaringan listrik. Sepuluh tahun kemudian, A.

Cayley (1821 - 1895) juga menggunakan konsep pohon untuk menyelesaikan per-

masalahan kimia dalam model molekul senyawa alkane CnH2n+2. Permasalahan



6

dalam senyawa ini adalah menghitung jumlah isomernya (variasi struktur ikatan-

nya), yaitu untuk n tertentu berapa jumlah isomer dari alkane tersebut?.

Athur Cayley (1821-1895) William Clifford (1845-1879)

Athur Cayley dan William Clifford dua matematisi yang banyak berperan

dalam masalah jumlah isomer dari struktur kimia alkane. Pada tahun 1874 Cay-

ley mempublikasikan papernya dengan judul On the Mathematical Theory of Iso-

mers. Dalam paper ini Cayley mencoba menghitung jumlah isomer alkane secara

matematis namun dia menemukan kegagalan untuk n secara umum. Lima pu-

luh tahun berikutnya masalah jumlah isomer alkana masih manjadi masalah ter-

buka, sampai tahun 1932 dua pakar kimia Amerika Henry Henze dan Richard

Blair menemukan prosedur recursive, namun demikian generalisasinya tidak be-

gitu memuaskan. Akhirnya pada tahun 1935 matematisi Hungarian George Polya

dapat mengeneralisasi sebuah rumus namun dengan syarat kesimitrian didefin-

sikan terlebih dahulu.
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1887 - September 7, 1985) was a Hungarian mathematician.

He was a professor of mathematics from 1914 to 1940 at

ETH Zürich and from 1940 to 1953 at Stanford University.

He made fundamental contributions to combinatorics,

number theory, numerical analysis and probability

theory. He is also noted for his work in heuristics and

mathematics education.

George Pólya (Hungarian: Pólya György; December 13,

Gambar 2.3 Visualisasi teori empat warna pada sebuah peta.

Pada masa Kirchoff dan Cayley juga lahir dua hal penting dalam teori

graph. Salah satunya berkenaan dengan konjektur empat warna, yang meny-

atakan bahwa untuk mewarnai sebuah atlas cukup dengan menggunakan em-

pat macam warna sedemikian hingga tiap negara yang berbatasan akan memiliki

warna yang berbeda. Gambar 2.3 adalah representasi pewarnaan peta dengan

empat warna.

Namun para ahli teori graph berkeyakinan bahwa orang yang pertama kali

mengemukakan masalah empat warna adalah A.F. Mobius (1790 - 1868) dalam

salah satu kuliahnya di Tahun 1840. Sepuluh tahun kemudian, A. De Morgan

(1806 - 1871) kembali membahas masalah ini bersama ahli-ahli matematika lain-
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nya di kota London. Tulisan De Morgan dianggap sebagai referensi pertama

berkenaan dengan masalah empat warna. Masalah empat warna ini menjadi san-

gat terkenal setelah Cayley mempublikasikan artikelnya pada tahun 1879 dalam

Proceedings of the Royal Geographic Society volume pertama. Hal lain yang pent-

ing untuk dibicarakan sehubungan dengan perkembangan teori graph adalah apa

yang dikemukakan oleh Sir W.R. Hamilton (1805 - 1865). Pada Tahun 1859 dia

berhasil menemukan suatu permainan yang kemudian dijualnya ke sebuah pabrik

mainan di Dublin. Permainan tersebut terbuat dari kayu berbentuk dodecahedron

beraturan yakni berupa sebuah polihedron dengan 12 muka dan 20 pojok. Tiap

muka berbentuk sebuah pentagon beraturan dan tiap pojoknya dibentuk oleh tiga

sisi berbeda. Tiap pojok dari dodecahedron tersebut dipasangkan dengan sebuah

kota terkenal seperti London, New York, Paris, dan lain-lain. Masalah dalam

permainan ini adalah, seorang diminta untuk mencari suatu rute melalui sisi-sisi

dari dodecahedron sehingga tiap kota dari 20 kota yang ada dapat dilalui tepat

satu kali. Saat ini masalah tersebut berkembang menjadi masalah Hamiltonian

Path/Cycle.

Kurang lebih setengah abad setelah masa Hamilton, aktivitas dalam bidang

teori graf dapat dikatakan relatif kecil. Pada Tahun 1920-an kegiatan tersebut

muncul kembali yang dipelopori oleh D. Konig. Konig berupaya mengumpulkan

hasil-hasil pemikiran para ahli matematika tentang teori graf termasuk hasil

pemikirannya sendiri, kemudian dikemasnya dalam bentuk buku yang diterbitkan

pada Tahun 1936. Buku tersebut dianggap sebagai buku pertama tentang teori

graf. Sejak itu, dan tiga puluh tahun terakhir ini perkembangan graf sangat pe-

sat. Graf dikaji baik terkait dalam kepentingan science for science atau science

for aplication. Ribuan bahkan jutaan artikel telah dipublikasikan, dan berbagai

macam buku mengenai graf kini dengan mudah dapat ditemukan, dari yang sangat

teoritis sampai ke yang praktis. Termasuk banyak research group telah dikem-

bangkan yang terdiri dari peneliti, dosen mahasiswa sarjana dan pascasarjana

nasional maupun internasional. Pada skala internasional terdapat Graph The-

ory Group: http://graphtheorygroup.com/, serta Graph Theory and Application

(GTA): http: //www.graphtheorygroup.com/mirka/index.html, untuk skala na-
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sional terdapat InaCombs (Indonesian Combinatorial Society): http://www.ina

combs.-org/. Tahun 2014 ini, di Universitas Jember dibentuk research group den-

gan nama CGANT (Combinatoric, Graph Theory and Network Topology). Beber-

apa site lainnya terkait graph theory dan aplikasinya serta open course ware-nya

juga dikembangkan dan dapat ditemukan dengan mudah di: http://www.graph

theory-group.com/gta/index.html

Dalam perspektif pemodelan matematika diskrit, model-model topologi jari-

ngan (baik jaringan komunikasi secara umum ataupun jaringan komunikasi dalam

komputer) dapat direpresentasikan sebagai bentuk sebuah graf, dimana masing-

masing elemen digambarkan sebagai titik dan koneksi antara dua elemen digam-

barkan sebagai sisi. Jumlah titik yang terkait dalam jaringan dinamakan order,

sedangkan jumlah koneksi yang terhubung ke sebuah titik disebut derajad su-

atu titik. Jarak antara dua titik dalam graf adalah besarnya lintasan terpendek,

sedangkan diameter suatu graf adalah jarak yang terpanjang dari dua buah titik.

Besarnya diameter dapat mencerminkan besarnya tundaan komunikasi maksimum

dalam sebuah jaringan komunikasi komputer.

Hampir diseluruh negara-negara di dunia (baik negara maju atau berkem-

bang), kajian dan pengembangan teori graf ini menjadi bahasan utama dikalangan

peneliti dan saintisi, lebih-lebih kaitannya dengan perkembagan teknologi digital

dan internet saat ini. Hal ini disebabkan tuntutan akan komunikasi yang di-

namis, fleksible dan masif (titik-titik yang terkoneksi sangat banyak dan tak ter-

batas jumlahnya) telah mencapai point of no return yang terus maju dan berkem-

bang, dan manusia terus dan terus tergantung pada teknologi ini, karena dengan

berkembangnya teknologi ini telah membuat batas-batas geografis antara wilayah

dan negara di dunia secara perlahan semakin lenyap, baca rencana jangka panjang

IBM dalam Blue Gene Project Overview (2008: http://www.research.ibm.com/blue

gene/index.html).

Model-model topologi jaringan komunikasi khususnya jaringan komputer se-

bagai salah satu contoh topologi yang terus mengalami perkembangan pesat dan

dikaji secara mendalam. Seperti halnya jaringan LAN (local area network) yang

biasanya dipakai di perkantoran, sekolah, universitas atau perusahaan; MAN
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Gambar 2.4 Model-model topologi jaringan komunikasi.

(metropolitan area network) yang biasanya dipakai antar perkantoran, sekolah,

universitas atau perusahaan di suatu kota; dan WAN (wide area network) yang

merupakan jaringan dengan menggunakan satelit ataupun kabel bawah laut se-

hingga cakupannya sangat fleksibel dan masif. Internet dan teknologi perkem-

bangan mobile phone merupakan salah satu contoh teknologi ini, atau secara riel

jaringan bank BNI di Indonesia dan yang ada di negara-negara lainnya juga meng-

gunakan sarana WAN ini. Gambar 1 dan 2 merupakan contoh topologi jaringan

komunikasi khususnya jaringan komunikasi komputer.

Permasalahannya sekarang adalah, kompleksitas dalam jaringan akan mening-

kat secara dramatis apabila jumlah komputer atau elemen (order) yang terkait

dalam jaringan bertambah, apalagi jika jumlah koneksi yang terhubung ke sebuah

titik (derajad) juga semakin besar, maka terbentuknya jaringan yang efisien dan

berkecepatan tinggi, handal dalam modulariti, mempunyai toleransi kegagalan

fungsi yang baik serta resiko vulnerabiliti yang rendah akan selalu menjadi per-

hatian utama dalam mendesain topologi jaringan ini. Oleh karena itu salah satu

upaya penting yang dapat dikerjakan adalah dengan melakukan pelabelan ter-
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Gambar 2.5 Contoh Jaringan Komputer

Sumber gambar
http://rohm4n.wordpress.com/2009/07/25/jaringan-komputer-2/

hadap model-model topologi jaringan itu. Kongkritnya menentukan pelabelan

terhadap graf sebagai representasi model-model topologi jaringan komunikasi,

dengan jenis pelabelan total antimagic, irregular total, distance and cover label-

ing of graphs, sedemikian hingga resiko vulnerabilitas komunikasi elemen dalam

jaringan dapat ditekan sekecil mungkin.

2.2 Terminologi Dasar Graf

Berikut diberikan definis formal dari sebuah graf.

Definisi 2.2.1. Sebuah graf G merupakan himpunan (V (G);E(G)), dimana V (G)

adalah himpunan berhingga tak kosong dari elemen yang disebut titik, dan E(G)

adalah sebuah himpunan (boleh kosong) dari pasangan tak terurut u; v dari titik-

titik u; v ∈ V (G) yang disebut sisi. V (G) disebut himpunan titik dari G dan E(G)

disebut himpunan sisi dari G (Slamin, 2009: 11).

Jadi, sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu buah pun, tetapi

titiknya harus ada minimal satu. Banyaknya unsur dari V disebut order, dilam-

bangkan dengan p dan banyaknya unsur dari E disebut ukuran dari graf yang
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Gambar 2.6 Kombinasi model-model topologi jaringan komunikasi.

dilambangkan dengan q. Jika hanya membicarakan sebuah graf, misalkan graf G,

maka order dan sisi dari graf G masing-masing hanya ditulis dengan G(p, q).

v2

v3v1

v2v1

G1 G2

v3

v4

e1

e2

e3

Gambar 2.7 Graf G1 dan G2

Gambar 2.7. G1 adalah graf dengan V (G1) = v1, v2, v3 dan E(G1) = e1, e2, e3

dengan e1 = v1v2, e2 = v1v3, e3 = v2v3. Titik v1 dan v2, v1 dan v3, v2 dan v3

berhubungan langsung, sisi e1 terkait dengan titik v1 dan v2. Sedangkan pada

(G2), V (G2) = v1, v2, v3, v4 dan E(G2) = ∅ , maka G2 adalah graf kosong. Dua

titik dikatakan berhubungan jika ada sisi yang menghubungkan keduanya. Pada

G1, v1 dan v2 dan v3 dapat dikatakan saling berhubungan karena ada sisi yang

menghubungkanya. Dan sebuah sisi dikatakan menempel untuk dua titik berbeda
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yang menghubungkan sisi tersebut.

Definisi 2.2.2. (Degree). Derajat sebuah vertek v pada sebuah graf G, ditulis

dengan deg(v) adalah jumlah sisi yang terhubung pada v, dengan kata lain jumlah

sisi yang memuat v sebagai titik ujung(Seymour Lipschutz, 2002:7).

Pengertian degree biasanya digunakan untuk menentukan keisomorfisan graf

Rem Cakram. Pada suatu graf misal graf G, maka himpunan semua titik di

G yang terhubung langsung dengan titik ,misalkan titiknya v maka banyaknya

sisi di G yang terkait langsung dengan v disebut dengan derajat titik di graf

G, ditulis dengan degG(v). Berikut disajikan gambar graf G dengan himpunan

titik V (G) = a, b, c, d dan E(G) = e1, e2, e3, e4, e5 pada gambar 2.8 Dengan

e5

a

b

c

d

e1

e2

e3

e4

Gambar 2.8 Graf G

demikian,maka deg(a) = 2, deg(b) = 3, deg(c) = 3, deg(d) = 2 dan D(G) = 3

dan d(G) = 2.

Definisi 2.2.3. (Adjacent). Dua buah titik dikatakan bertetangga atau adjacent

bila keduanya terhubung langsung dengan sebuah sisi(Munir,2012:365).

Dua buah graf dikatakan isomorfis jika mereka mempunyai struktur yang

sama dan kebanyakan, mereka berbeda cara pemberian label titik-titik dan sisi-

sisinya, atau cara menggambarkannya. Untuk memperjelasnya akan didefinisikan

dua graf G1 dan G2 isomorfis jika ada suatu fungsi φ : V (G) −→ V (G) sedemikian

hingga uv ∈ (Gi) ⇐⇒ φ(u)φ(v) ∈ E(G2). Fungsi φ dinamakan sebuah fungsi
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isomorfis. Jika dua graf G1 dan G2 isomorfis, maka dituliskan G1
∼= G2. Sampai

saat ini untuk menentukan apakah dua graf G1 dan G2 isomorfis atau tidak belum

ada teori yang dapat dipakai . Tetapi, jika graf G1 dan G2 isomorfis, maka kedua

graf tersebut selalu memenuhi 4 syarat sebagai berikut : (1) jumlah titik G1 =

jumlah titik G2 (jumlah simpul yang sama); (2) jumlah garis G1 = jumlah garis

G2 (jumlah sisi yang sama); (3) jumlah garis yang mempunyai derajat tertentu

dalam graf G1 dan G2 sama (mempunyai jumlah simpul yang sama berderajat

tertentu); (4) graf G1 dan G2 mempunyai girth(panjang siklus terpendek) yang

sama.

Keempat syarat tersebut belum cukup menjamin bahwa kedua graf isomor-

fis. Untuk menunjukkan bahwa kedua graf G1 dan G2 isomorfis, maka dapat

dilihat dari matriks ketetanggaan kedua graf tersebut sama. Keisomorfisan graf

dapat dilihat pada Gambar 2.9. Graf G1 dan G2 isomorfis karena memenuhi

keempat syarat diatas dan matriks ketetanggaannya juga sama.

G1

4

1

1 1

1 1

0

G2

1

2

3

4

1 2

34

B =

0

1

1

1

0

1

1

1

0

4

1

1 1

1 1

0

A =

0

1

1

1

0

1

1

1

0

Gambar 2.9 Keisomorfisan graf

Definisi 2.2.4. (Loop). Suatu sisi pada sebuah graf yang menghubungkan suatu

titik ke dirinya sendiri disebut loop atau self loop (Vasudev, 2006:4).
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Jika Sebuah graf yang di dalamnya tidak terdapat loop dan sisi paralel

disebut dengan graf sederhana. Pada gambar berikut ini disajikan graf sederhana,

dan tidak sederhana.

v4
e4e2

e3

G1

e1

v2

e1

e3

e2

e4

G2

v2
v1

v3

v3

e5

v1

Gambar 2.10 Contoh graf tidak sederhana dan graf sederhana

Berdasarkan gambar 2.10. G1 bukan graf sederhana karena memiliki loop

yaitu sisi e4 dan memiliki sisi rangkap yaitu e2 dan e3. Sedangkan graf G2 meru-

pakan graf sederhana karena tidak memiliki sisi rangkap dan loop.

Gabungan dari dua graf G1 dan G2 dinotasikan dengan G1 ∪ G2, didefin-

isikan sebagai graf dengan himpunan titiknya adalah V (G1) ∪ V (G2) dan him-

punan sisi E(G1) ∪ E(G2). Pada Gambar 2.11, graf G merupakan gabungan graf

G1 dan G2, yaitu G = G1 ∪ G2. Graf gabungan mG didefinisikan sebagai gabu-

ngan saling lepas dari m buah kopi graf G, atau dapat juga dikatakan sebagai graf

dengan m komponen, dimana setiap komponennya adalah graf G. Dengan kata

lain mG = G1 ∪ G2 ∪ G3 ∪ ... ∪ Gm, dengan G1 = G2 = G3 = ... = Gm = G.

Misal graf G mempunyai p titik dan q sisi, maka graf mG mempunyai mp titik

dan mq sisi.

2.3 Jenis-jenis graf

Berdasarkan ada tidaknya gelang atau sisi ganda pada suatu graf, maka graf

digolongkan menjadi dua jenis:
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G

=

G1 G2

⋃

Gambar 2.11 Contoh gabungan graf

1. Graf sederhana (simple graf) adalah graf yang tidak mengandung gelang

maupun sisi-ganda dinamakan graf sederhana. Contoh graf sederhana di-

representasikan dengan jaringan komputer. Pada graf sederhana sisi (u, v)

sama saja dengan (v, u).

2. Graf tak-sederhana (unsimple-graf / multigraf) adalah graf yang mengan-

dung sisi ganda atau gelang. Graf tak sederhana dibagi menjadi dua macam,

yaitu graf ganda atau multigraf dan graf semu atau pseudograf. Graf ganda

adalah graf yang mengandung sisi ganda. Sedangkan graf semu adalah graf

yang mengandung gelang(loop). Sisi pada graf semu dapat terhubung ke

dirinya sendiri.

Jumlah simpul pada graf disebut sebagai kardinalitas graf, dan dinyatakan

dengan n = |V |, dan jumlah sisi kita nyatakan dengan m = |E|. Berdasarkan

jumlah simpul pada suatu graf,maka secara umum graf dapat digolongkan menjadi

dua jenis, yang pertama graf berhingga pada gambar berikut,

1. Graf berhingga (finite graf) adalah graf yang jumlah simpulnya, n berhing-

ga.

2. Graf tak-berhingga (unfinite graf) adalah graf yang jumlah simpulnya, n

tidak berhingga banyaknya disebut graf tak berhingga.
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(a) (b) (c)

v1

v4

e3

e4
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e2

e3

e5

v1

v2 v3
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v3
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v4
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e1

e5
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e6

e5

e1

e4

Gambar 2.12 (a) Graf sederhana, (b) Graf ganda, dan (c) Graf semu

Gambar 2.13 Graf berhingga

Gambar 2.14 Graf tak-berhingga
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Berdasarkan orientasi arah pada sisi, maka secara umum graf dibedakan atas

2 jenis:

1. Graf tak-berarah (undirected graf)Graf yang sisinya tidak mempunyai ori-

entasi arah disebut tak-berarah. Pada graf tak-berarah, urutan pasangan

simpul yang dihubungkan oleh sisi tidak diperhatikan. Jadi, (u, v) = (v, u)

adalah sisi yang sama.

2. Graf berarah (directed graf atau digraf) Graf berarah G merupakan pasan-

gan himpunan (V (G)), A(G) dimana V (G) adalah himpunan berhingga tak

kosong dari elemen berbeda yang disebut titik, dan A(G) adalah himpunan

terurut (u, v) dari titik yang berbeda u, v yang disebut sisi berarah.

(Slamin, 2009:21)

v3

v2

v3 v4

v5

v1

v4

v2

v5

v1

Gambar 2.15 Graf Berarah dan Tak Berarah

Graf khusus adalah graf yang mempunyai keunikan dan karakteristik bentuk

khusus. Keunikannya adalah graf khusus tidak isomorfis dengan graf lainnya.

Karakteristik bentuknya, dapat diperluas sampai order n tetapi simetris. Graf

khusus yang sudah populer dinamakan well-known special graph sedangkan graf

khusus yang belum populer tetapi dengan karakteristik graf khusus dinamakan

well-defined special graph. Berikut ini beberapa contoh graf khusus.

Graf khusus populer ialah graf yang sudah dikenal oleh banyak orang. Berikut

beberapa graf khusus yang sudah populer yaitu, graf lengkap adalah graf seder-
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hana yang setiap simpulnya mempunyai sisi ke semua simpul lainya sehingga un-

tuk mencari jumlah sisi dengan n buah sisi kita gunakan rumus n(n− 1)÷ 2, graf

bintang adalah graf pohon yang terdiri dari 1 titik yang berderajat (n − 1) dan

(n − 1) titik yang berderajat 1, graf lingkaran adalah graf sederhana yang setiap

simpulnya berderajat dua, graf teratur adalah graf yang setiap simpulnya mem-

punyai derajat yang sama. apabila derajat setiap simpulnya adalah r maka graf

tersebut disebut sebagai graf teratur berderajat r, graf bipartit adalah graf misal

graf G yang himpunan simpulnya dapat dikelompokkan menjadi dua himpunan

bagian V1 dan V2 sedemikian sehingga setiap sisi di dalam G menghubungkan

sebuah simpul di V1 ke sebuah simpul di V2,dan dinyatakan sebagai G(V1, V2).

Selain itu ada juga graf planar. Graf planar ialah graf yang tidak memiliki sisi

yang berpotongan.

Graf khusus yang belum populer diantaranya adalah graf khusus yang mem-

punyai sifat beautiful dan expandable.

1. Graf Ulat Sutra(Dian,A.H.,2014)adalah satu graf yang menarik yang dikem-

bangkan dari graf Snake. Graf Ulat sutra dinotasikan dengan Swn dimana

himpunan titik Swn adalah V (Swn) = {xi, yi, zj; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n + 1}

dan E(Swn) = {xizi, xizi+1, zizi+1, yizi, yizi+1; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yixi+1; 1 ≤

i ≤ n − 1}. Gambar 2.16 merupakan graf Ulat sutra Swn.

y1

x1

z2

y2

x2

z3

y3

x3

z4

yi
zj

xi

z1

Gambar 2.16 Graf Ulat Sutra Swn

2. Graf Rantai Pentagon(Ermita,R.A.,2014)adalah salah satu graf yang dikem-

bangkan dari graf Siklis dan graf Snake. Graf Snake, yang berupa expand

dari graf pentagon, adalah graf yang salah satu titiknya dipakai bersama

dengan graf lainnya. Graf Rantai Pentagon adalah sebuah graf yang dino-

tasikan dengan PCn dimana titik (vertex) adalah V PCn = {xi, xi,j ; 1 ≤ i ≤
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n; 1 ≤ j ≤ 3} dan Sisi (edge) adalah EPCn = {xi, xi,j; xi,j, xi+1; 1 ≤ i ≤

n; 1 ≤ j ≤ 3} ∪ {xi,2, xi,3; xi,2, xi+1,3; 1 ≤ i ≤ n}. Gambar 2.17 merupakan

graf rantai pentagon PCn.

xn,3

x1,1 x2,1 x3,1 xn,1

x1 x2 x3 x4 xn+1

x1,2 x1,3 x2,2 x2,3 x3,2 x3,3 xn,2

Gambar 2.17 Graf Rantai Pentagon PCn

3. Graf Tribun (Muhlisatul, M,2014)adalah sebuah graf yang dikembangkan

dari graf ular (Snake) dan dinotasikan sengan Tn. Bentuk dari graf Tribun

dapat dilihat pada gambar 2.18. Graf Tribun memiliki himpunan vertex,

Tn dimana titik (vertex) adalah V Tn = {xi, zj , yi, B; 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤

j ≤ n} dan Sisi (edge) adalah ETn = {Bz1, Bz2, Bz3 ∪ zjzj+1; 1 ≤ j ≤ n ∪

xiz2i+1; 1 ≤ i ≤ n∪xiz2i+3; 1 ≤ i ≤ n∪yiz2i+1; 1 ≤ i ≤ n∪yiz2i−1; 1 ≤ i ≤ n}

4. Graf Lampion (Robiyatul,A.,2014)adalah salah satu graf yang merupakan

famili dari graf buku segitiga. Graf lampion adalah sebuah graf yang dino-

tasikan dengan £n,m dimana V (£n,m) = {xi, xi,1,j, xi,2,j ; 1 ≤ i ≤ n + 1, 1 ≤

j ≤ m} dan E(£n,m) = {xixi,1,j , ; 1 ≤ i ≤ n+1, 1 ≤ j ≤ m} ∪ {xixi,2,j ; 1 ≤

i ≤ n + 1, 1 ≤ j ≤ m} ∪ {xi,1,jxi+1; 1 ≤ i ≤ n + 1, 1 ≤ j ≤ m} ∪

{xi,2,jxi+1; 1 ≤ i ≤ n+1, 1 ≤ j ≤ m} ∪ {xi,1,1xi,2,1; 1 ≤ i ≤ n+1}. Berikut

ini gambar 2.19 adalah gambar graf lampion,
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Gambar 2.18 Graf Tribun Tn

2.4 Pelabelan Graf

Berikut kita sajikan definisi formal dari suatu pelabalen graf. Suatu G = (V, E)

disebut graf apabila V (G) merupakan himpunan tidak kosong dari suatu elemen,

disebut titik, dan E(G) merupakan himpunan (mungkin himpunan kosong) dari

suatu pasangan takberurut {u, v} dimana titik-titik u, v ∈ G, disebut sisi. Graf

yang akan dikaji dalam penelitian ini adalah tak berarah dan tanpa loop. Jika

|V (G)| dan |E(G)| berturut-turut menggambarkan jumlah titik dan jumlah sisi

maka sebuah (p, q)-graf adalah graf dimana |V (G)| = p dan |E(G)| = q.

Suatu graf G dikatakan konektif jika untuk sebarang dua titik u dan v pada

G selalu ditemukan lintasan yang menghubungkan keduanya, jika tidak maka G

dikatakan diskonektif. Gabungan saling lepas dari dua graf atau lebih, dinotasikan

dengan G1 ∪ · · · ∪Gm, adalah graf dengan himpunan titik-titik V1 ∪ · · · ∪ Vm dan

himpunan sisi-sisi E1 ∪ · · · ∪ Em. Tipe graf ini merupakan jenis graf diskonektif.

Gambar 2.4 merupakan contoh gabungan saling lepas model topologi jaringan

C8 ∪ C8 ∪ C8 yang sekaligus merupakan contoh graf diskonektif.

Pelabelan graf G adalah sebuah pemetaan dari elemen-elemen graf G ter-



22

x1

x2

x3

x1,2,1x1,2,m x1,1,1 x1,1,2

xn

x1,1,m

x2,2,1x2,2,2

x1,2,2

x2,2,m x2,1,1 x2,1,2 x2,1,m

Gambar 2.19 Graf Lampion £n,m

Gambar 2.20 Contoh model topologi jaringan diskonektif.
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hadap bilangan bulat positif. Jika domainnya adalah himpunan titik G maka pela-

belan disebut pelabelan titik (vertex labeling), sedangkan jika domainnya adalah

himpunan sisi G maka pelabelan disebut pelabelan sisi (edge labeling). Jika do-

mainya adalah kedua himpunan tersebut maka pelabelan disebut pelabelan total

(total labeling).

Secara spesifik pelabelan graf telah memberikan kontribusi besar dalam pe-

modelan matematik yang banyak dibutuhkan dalam aplikasi. Pelabelan graf kual-

itatif telah memberikan inspirasi dalam penelitian human enquiry seperti resolusi

konflik dalam psikologi sosial, teori sirkuit kelistrikan, dan analisa pemetaan krisis

energi. Pelabelan graf kuantitatif banyak digunakan dalam aplikasi bidang seperti

sistem pengadresan radar dan desain topologi jaringan komunikasi, bioinformatik

(anali-sa protein dalam DNA), problem dalam teori pengkodean, automata dalam

ilmu komputer dan kristalografi sinar x (x-ray crystallography).

Problema dalam teori pengkodean adalah dalam mendesain kode nonpe-

riodik yang baik pada gelombang radar dan sistem pengarah rudal. Problema

ini identik dengan sebuah pelabelan graf complete dengan bilangan bulat positif

sedemikian hingga label sisi-sinya adalah semuanya berbeda. Label titik-titiknya

menggambarkan posisi dalam hal mana gelombang ditransmisikan.

Aplikasi pelabelan dalam kristalografi sinar x meliputi determinasi struktur

kristal dari data difraksi sinar x secara optikal. Problema ini ekivalen dengan

menentukan himpunan pelabelan titik yang berakibat pada terbentuknya him-

punan pelabelan sisi yang berciri khusus.

Dalam desain topologi jaringan komunikasi dibutuhkan pola pengadresan

yang baik. Label diberikan terhadap masing-masing terminal dan terhadap setiap

koneksi. De-ngan kekhususan ciri-ciri label pada masing-masing terminal dan

koneksi pada setiap komputer maka procesor komputer dapat menerima pesan

yang cepat dan tepat sasaran walaupun dalam skala besar, sehingga terciptalah

topologi jaringan yang efisien dan berkecepatan tinggi, handal dalam modulariti,

toleransi kegagalan fungsi yang tinggi serta resiko vulnerabiliti yang rendah.

Pelabelan dalam desain sirkuit kelistrikan adalah terkait dengan permasala-

han pe-nempatan sebuah komponen dalam tempat yang linier. Penempatan
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komponen dalam sebuah tempat ditunjukkan oleh sebuah bilangan. Karena

komponen itu menempati ruang yang sama ukurannya maka perbedaan dari

nomor urut posisi menunjukkan jumlah satuan unit kabel yang dibutuhkan un-

tuk mengkaitkan seluruh komponen. Secara riil masalah itu digambarkan sebagai

berikut: diberikan suatu graf yang menunjukkan koneksi antara komponen, beri

label terhadap komponen dengan nomor posisi sedemikian hingga jumlah selisih

antara masing-masing label komponen adalah minimal.

Aplikasi lain dari pelabelan graf adalah pendesainan sistem estimasi keakura-

sian optik yang digunakan untuk mesin pengebor automatis. Dalam aplikasi ini

pelabelan graf digunakan dalam mendesain kode singkroniasasi angular dan untuk

menentukan konfigurasi jaringan resistor sederhana. Masih terdapat segudang ap-

likasi lainnya dari pelabelan graf ini misalnya dalam teori bilangan dan teori group

dalam matema-tika (Bloom dan Golomb, 1977:562-570, 1978:53-65). Berbagai

studi dalam pelabelan graf mengacu pada penelitian Rosa (1967:349355). Rosa

memperkenalkan sebuah fugsi f dari suatu himpunan titik dalam graf G ter-

hadap himpunan bilangan bulat positif {0, 1, 2, . . . , |E(G)|} sedemikian hingga

setiap sisi xy dilabeli dengan |f(x) − f(y)|, dan menghasilkan semua label yang

berbeda. Rosa menyebut pelabelan ini dengan β-valuation.

Sedláček (1963:163-169) dengan tak diduga telah mempublikasikan sebuah

jurnal yang memperkenalkan tipe lain dari pelabelan graf, namanya adalah pela-

belan magic. Definisi yang dikembangkannya dimotivasi oleh konsep persegi magic

dalam teori bilangan. Sebuah pelabelan magic adalah suatu pemetaan dari him-

punan sisi dalam suatu graf terhadap himpunan bilangan riil positif sedemikian

hingga jumlah label sisi yang terikat dengan setiap titik-titik dalam G adalah se-

muanya sama. Dalam definisi Sedláček ini label berkisar pada semua bilangan riil

positif, namun kenyataannya yang dipakai hanya bilangan bulat positif. Stewart

(1966:1031-1056) menamakan pelabelan magic sebagai supermagic jika himpunan

label sisi-sisinya terdiri dari himpunan bilangan bulat berurut.

Termotivasi dengan penelitian yang dilakukan Sedláček dan Stewart, ke-

mudian banyak model pelabelan dalam graf dikembangkan dan diteliti terma-

suk pelabelan faces pada graf planar, dan telah banyak hasil-hasil baru yang
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dipublikasikan. Namun demikian, walaupun terdapat banyak publikasi, dalam

aplikasinya masih banyak dibutuhkan beberapa temuan dan desain baru. Mengin-

gat karakteristik topologi jaringan komunikasi berbeda dari suatu lokasi ke lokasi

lain, dari suatu domain ke domain lain dan dari suatu fungsi ke fungsi lain-

nya. Sehingga masih terdapat banyak open problems yang harus diselesaikan

untuk menunjang perkembangan teknologi komunikasi. Hal ini disebabkan pula

oleh sebuah kenyataan bahwa untuk memutuskan bahwa graf G memiliki sebuah

pelabelan titik-magic atau sisi-magic adalah sama dengan suatu problema memu-

tuskan apakah sistem persamaan linier homogen Diophantine mempunyai solusi

atau tidak. sementara ini tidak ada algoritma dengan batas waktu polinomial

untuk menyelesaikannnya sehingga untuk memutuskan graf G adalah titik-magic

atau sisi-magic tidak dapat dilakukan dengan pemerograman dalam komputer.

Inilah awal dari permasalahan besar itu, sehingga diperlukan pemikir-pemikir

atau peneliti-peneliti handal untuk menyelesaikannya.

2.2.2 Pelabelan Magic dan Antimagic

Terkait dengan konsep pelabelan magic yang dikenalkan Sedláček, konsep pela-

belan antimagic diintrodusir oleh Hartsfield dan Ringel (1989:107-115). Tidak

lama kemudian Nicholas, dkk. (2004:207-220), Bodendiek dan Walther (1995:3-25)

merupakan peneliti yang pertama kali mengenalkan konsep pelabelan (a, d)-titik-

antimagic sisi; yang kemudian dikenal dengan pelabelan (a, d)-titik-antimagic.

Pada kedua jenis pelabelan ini, magic atau antimagic, terminologi yang

sangat pen-ting untuk diketahui adalah apa yang disebut dengan ‘bobot’ (weight).

Bobot adalah jumlah dari semua label yang berkaitan dengan elemen-elemen dari

suatu graf. De-ngan istilah ini, secara formal definisi dari pelabelan (a, d)-titik-

antimagic sisi dan (a, d)-titik antimagic total dari graf dapat diuraikan sebagai

berikut.

Sebuah fungsi bijektif f : E(G) → {1, 2, ..., q} disebut pelabelan (a, d)-titik-

antimagic sisi, jika himpunan bobot titik dalam pelabelan sisi, w(u) = Σv∈N(u)f(uv),

dari semua titik-titik pada G adalah {a, a + d, ..., a + (p − 1)d}, dimana a > 0

dan d ≥ 0 merupakan dua konstanta bilangan bulat. Sebuah fungsi bijektif

f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, ..., p + q} disebut pelabelan (a, d)-titik-antimagic to-
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tal, jika himpunan bobot titik dalam pelabelan total, w(u) = f(u)+Σv∈N(u)f(uv),

dari semua titik-titik pada G adalah {a, a+d, ..., a+(p−1)d}, dimana a > 0 dan

d ≥ 0 juga merupakan dua konstanta bilangan bulat.

Sebuah pelabelan total f disebut super (a, d)-titik-antimagic total jika f(V ) =

{1, 2, . . . , p}. Jika d = 0 maka pelabelan (a, d)-titik-antimagic total disebut pela-

belan titik-magic total.

Bentuk lain pelabelan antimagic adalah pelabelan (a, d)-sisi-antimagic titik

dan pelabelan super (a, d)-sisi-antimagic total. Konsep ini di introdusir oleh

Simanjuntak, Bertault and Miller (2000:179-189), yang merupakan pengemban-

gan alami dari konsep sebelumnya yaitu pelabelan sisi magic yang dikenalkan oleh

Kotzig dan Rosa. Acharya dan Hegde dalam thesisnya di tahun 1989 mengungkap-

kan konsep pelabelan strongly (k, d)-indexable yang tidak jauh beda dengan konsep

pelabelan (a, d)-sisi-antimagic titik (1991:275-299). Sugeng (2005) meneliti ten-

tang sifat-sifat dari pelabelan (a, d)-sisi-antimagic total dan menemukan beberapa

famili graf konektif yang memenuhi pelabelan (a, d)-sisi-antimagic total. Definisi

formal dari pelabelan (a, d)-sisi antimagic titik dan pelabelan (a, d)-sisi antimagic

total dari sebuah graf adalah sebagai berikut:

Sebuah fungsi bijektif f : V (G) → {1, 2, ..., p} disebut pelabelan (a, d)-sisi-

antimagic titik jika himpunan bobot sisi dalam pelabelan titik, w(uv) = f(u) +

f(v), dari semua sisi-sisi pada G adalah {a, a + d, ..., a + (q − 1)d}, dimana a > 0

dan d ≥ 0 merupakan dua konstanta bilangan bulat. Sebuah fungsi bijektif f :

V (G) ∪ E(G) → {1, 2, ..., p + q} disebut pelabelan (a, d)-sisi-antimagic total, jika

himpunan bobot sisi dalam pelabelan total, w(uv) = f(u) + f(v) + f(uv), dari

semua sisi-sisi pada G adalah {a, a + d, ..., a + (q − 1)d}, dimana a > 0 dan d ≥ 0

juga merupakan dua konstanta bilangan bulat. Pelabelan total f disebut super

(a, d)-sisi-antimagic total jika f(V ) = {1, 2, . . . , p}. Jika d = 0 maka pelabelan

ini disebut pelabelan super sisi-magic total.

Untuk mempermudah mengingat istilah-itilah ini, maka digunakan kepen-

dekan dari terminologi tersebut. Pelabelan sisi-antimagic titik disingkat EAV

(edge antimagic vertex), sedangkan pelabelan super sisi-antimagic total disingkat

SEAT (super edge antimagic total) dan pelabelan super sisi-magic total disingkat
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SEMT (super edge magic total).

Sebuah graf G disebut (a, d)-titik-antimagic total atau super (a, d)-titik-

antimagic total jika terdapat pelabelan (a, d)-titik-antimagic total atau pelabelan

super (a, d)-titik-antimagic total pada graf G. Sebuah graf G disebut (a, d)-sisi-

antimagic total atau super (a, d)-sisi-antimagic total jika terdapat sebuah pela-

belan (a, d)-sisi-antimagic total atau pelabelan super (a, d)-sisi-antimagic total

pada graf G. Untuk mencari batas atas nilai beda d pelabelan total super (a, d)-

sisi antimagic dapat ditentukan dengan lema berikut ini seperti (Dafik: 2007:

26-27).

Lema 2.4.1. Jika sebuah graf (p, q) adalah pelabelan total super (a, d)-sisi an-

timagic maka d ≤ 2p+q−5
q−1

Misalkan graf-(p, q) adalah pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dengan

pemetaan f : V (G)∪E(G) → {p+1, p+2, ..., p+q}. Nilai minimum yang mungkin

dari bobot sisi terkecil f(u)+f(uv)+f(v) = 1+(p+1)+2 = p+4. Dapat ditulis:

p+4 ≤ a Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin dari bobot

sisi terbesar yaitu dengan menjumlahkan dua label titik terbesar (p − 1) dan p

dengan satu label sisi terbesar (p + q), sehingga diperoleh: (p− 1)+ (p + q) + p =

3p + q − 1. Akibatnya:

a + (q − 1)d ≤ 3p + q − 1

≤
3p + q − 1 − (p + 4)

q − 1

≤
2p + q − 5

q − 1

Dari persamaan (2.1) terbukti bahwa d ≤ 2p+q−5
q−1

sehingga diperoleh d dari berba-

gai famili graf. �

Penelitian ini akan mengkaji dan mengembangkan pelabelan super sisi-antima-

gic dari suatu graf diskonektif. Fokus permasalahan dari beberapa permasalahan

yang dirumuskan di atas adalah: Jika sebuah graf konektif G adalah super (a, d)-

sisi-antimagic total, apakah gabungan saling lepas dari beberapa graf G juga

merupakan super (a, d)-sisi-antimagic total?
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Dafik, Robiyatul pada tahun 2014 menemukan lema yang dapat digunakan

untuk menemukan pelabelan total super (a, 1)-sisi antimagic pada gabungan graf

untuk jumlah sisi ganjil. Karena lema berikut sangat penting maka dissajikan

bersama pembuktiannya.

Lema 2.4.2. Misalkan Ψ merupakan sebuah himpunan bilangan berurutan Ψ =

{c, c+1, c+2, . . . , c+k}, dengan k genap. Maka terdapat sebuah permutasi Π(Ψ)

dari anggota-anggota himpunan Ψ sehingga Ψ + Π(Ψ) juga merupakan sebuah

himpunan bilangan berurutan yaitu Ψ + Π(Ψ) = {2c + k
2
, 2c + k

2
+ 1, 2c + k

2
+ 2,

. . . , 2c + 3k
2
}.

Secara sederhana lema tersebut dapat diperlihatkan berdasarkan pola seperti

disajikan oleh gambar 2.21 berikut.
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Gambar 2.21 Pola barisan bilangan dengan selisih tiap suku adalah 1

Selanjutnya teorema 2.4.1 digunakan untuk membuktikan pelabelan super

(a, 1) untuk gabungan sebuah graf Gi dari graf tunggal yang sudah diketahui.

Teorema 2.4.1. Misalkan Gs untuk s = 1, 2, . . . , m adalah graf dengan jumlah

titik p dan jumlah sisi q dan memiliki pelabelan super (a, 1)-EAT. Maka, gabungan

saling lepas dari ∪m
s=1Gs juga memiliki super (b, 1)-EAT.

Bukti. Misalkan Gs, s = 1, 2, . . . , m adalah sebuah graf yang memiliki p

titik dan q sisi. Perlu diketahui bahwa Gi tidak harus isomofis dengan Gj untuk

i = j. Misalkan untuk setiap Gs, s = 1, 2, . . . , m memiliki sebuah pelabelan super

(a, 1)-EAT berdasarkan fs, sedemikian hingga:

fs = V (Gs) → {1, 2, . . . , p}

= E(Gs) → {p + 1, p + 2, . . . , p + q}



29

dan {fs(u) + fs(v) + fs(uv); uv ∈ E(Gs)} = {a, a + 1, . . . , a + q − 1}

Definisi pelabelan f untuk semua titik dan sisi dari ∪m
s=1Gs adalah sebagai

berikut:

f(x) =

{

m[(f1)s(x) − 1] + s, jika x ∈ V (Gs)

m(f1)s(x) + 1 − s, jika x ∈ E(Gs)

Bobot total dari gabungan ∪m
s=1Gs adalah {f(u) + f(v) + f(uv) : uv ∈

E(∪m
s=1Gs)} sama dengan {m(a − 2) + 2, m(a − 2) + 3, . . . , m(a + q − 2) + 1}

Kemudian untuk batas atas super antimagic total covering dari suatu graf

dapat ditunjukkan dalam lemma berikut:

Lema 2.4.3. Jika sebuah graf G (V, E) adalah pelabelan selimut(a, d)-H anti

ajaib super maka d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH

s−1
untuk s = |Hi|, H ⊆ G yang isomorfik

dengan H pG = |V |, qG = |E|, pH = |V ′|, qH = |E ′|.

Bukti. f(V ) = {1, 2, 3, .., pG} dan f(E) = {pG+1, pG+2, pG+2, .., pG+qG}.

Misalkan graf (pG,qG) mempunyai pelabelan selimut (a, d)-H anti ajaib super

dengan fungsi total f(V ∪E) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., pG + qG} maka himpunan bobot

selimut sebuah graf adalah {a, a + d, a + 2d, . . . , a(s − 1)d} dimana a merupakan

bobot selimut terkecil maka berlaku:

1 + 2 + . . . + pH + (pG + 1) + (pG + 2) + . . . + (pG + qH) ≤ a
pH

2
(1 + pH) + qHpG +

qH

2
(1 + qH) ≤ a

pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
≤ a

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a + (s − 1)d ≤ pG + pG − 1 + pG − 2 + ... + (pG − (pH − 1)) + (pG + qG)

+(pG + qG − 1) + (pG + qG − 2) + ... + (pG + qG − (qH − 1))

= pHpG −
pH − 1

2
(1 + (pH − 1)) + qHpG + qHpG

−
qH − 1

2
(1 + (qH − 1))

= pHpG −
pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHpG −

qH − 1

2
(qH)
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(s − 1)d ≤ pHpG −
pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHpG −

qH − 1

2
(qH) − a

≤ pHpG −
pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHpG −

qH − 1

2
(qH) −

(
pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
)

= pHpG −
p2

H

2
+

pH

2
+ qHpG −

q2
H

2
+

qH

2
− (

pH

2
+

p2
H

2
+

qH

2
+

q2
H

2
)

= pHpG + qHqG − p2
H − q2

H

= pHpG − p2
H + qHqG − q2

H

= (pG − pH)pH + (qG − qH)qH

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH

(s − 1)

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH

s−1
jika

graf G memiliki pelabelan selimut (a, d)-H anti ajaib super dari berbagai famili

graf. (Dafik, 2014) �

2.5 Hasil-Hasil Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada Graf

Diskonektif

Pada tabel dibawah ini, disajikan beberapa rangkuman hasil pelabelan total

super (a, d)-sisi antimagic pada graf konektif dan diskonektif dari para peneliti

terdahulu yang dapat digunakan sebagai rujukan dalam mengerjakan pelabelan

graf Rem Cakram.

Tabel 2.1: Ringkasan pelabelan total super (a, d)-edge an-

timagic pada graf konektif.

Graf d Hasil Open Problem

Um,n (Graf UFO) d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2} untuk n ≥ 1

untuk m genap,

n ganjil

xm,1u2u1 uj un

u x1 x2 x3 xi xm

f

o

o1 o2 onoj

xm,nxm,jxm,2

(Umilasari, R,2013) -
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Graf d Hasil Open Problem

Btn (Buku segitiga) d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2} untuk n ≥ 1

y5

y3

y2 y4

y1

x2x1 (F.E.Chandra, 2011) -

Btn (Graf Lampion) d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2} untuk m,n ≥ 1

x1

x2

x1,2,1x1,2,mx1,1,1x1,1,2x1,1,m

x2,2,1x2,2,2

x1,2,2

x2,2,mx2,1,1x2,1,2x2,1,m

xn

xn,2,1xn,2,2xn,2,mxn,1,1xn,1,2

xn+1

xn,1,m

(Adawiyah, R,2014) -

Btn (Graf Rantai Pentagon) d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2} untuk n ≥ 1

xn,3

x1,1 x2,1 x3,1 xn,1

x1 x2 x3 x4 xn+1

x1,2 x1,3x2,2 x2,3x3,2 x3,3xn,2

(A.R. Ermita, 2014) -

Btn (Graf Ulat Sutra) d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2} untuk n ≥ 1
x2

x3 xi

yi zjz4
y3z3

y2
z2

y1z1

x1

(Hadi, A.D, 2014) -

Btn (Graf Tribun) d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2} untuk n ≥ 1

B

z2

z1 y1

z3

z4

x1

y2

z5

z6

x2 z7

y3

(Mahmudah, M, 2014) -
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Tabel 2.2: Ringkasan pelabelan total super (a, d)-edge an-

timagic pada graf diskonektif.

Notasi Graf d Hasil Open Problem

kP(n,2) (Petersen) d < 3 d ∈ {0, 1, 2} untuk k, n ganjil jika d ∈ {0, 1, 2}

(Indayani.D.V., 2010) untuk k, n genap

m£(i,j,k) d < 4 d ∈ {0, 1, 2, 3} untuk m ≥ 3, • jika d = 3 untuk

(Lobster Graph) 1 ≤ i ≤ n, j = 2, dan k = 1 m ≥ 3 ganjil dan

(Raty, R.R.,2010) n ≥ il ≥ 2 genap

• jika d ∈ {1, 3} untuk

m ≥ 3 ganjil dan

n ≥ il ≥ 2 ganjil

• jika d ∈ {1, 3} untuk

m ≥ 3 genap dan

n ≥ i ≥ 2

Diamond(nDln) d < 3 d ∈ {0, 1, 2} untuk m ≥ 3 ganjil • jika d ∈ {0, 2} untuk

d ∈ {1} untuk m ≥ 2 dan 1 ≤ j ≤ m genap

m sembarang

z5

x1

z2z1

y1 y2

z3 z4

x2

y3

z6

x3

(Syakdiyah, L., 2011)

Buku Segitiga(mBtn) d ≤ 3 d ∈ {0, 1, 2} untuk m ≥ 3 ganjil • jika d ∈ {0, 1, 2}

dan n ≥ 1 untuk m ≥ 3

y5

y3

y2 y4

y1

x2x1 (Chandra, F.E.,2011) genap dan n ≥ 1

sCRn,m (Tunas Kelapa) d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2}; n ≥ 3; m, s ≥ 2 jika d = 1

untuk s genap
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Notasi Graf d Hasil Open Problem

z1

xn

x1

x2

x3 x4

y1

ym

y2

y3

(Lestari, I.L.,2013) -

s£(n,m) d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2, } untuk jika d ∈ {0, 1, 2}

(Lampion) n ≥ 1 dan m ≥ 1 untuk s genap

(Adawiyah.R., 2014)

mTn d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2, } untuk jika d = 0 dan d = 2

(Tribun n ≥ 1 dan 1 ≥ k ≥ m untuk m genap

B

z2

z1 y1

z3

z4

x1

y2

z5

z6

x2 z7

y3

(Mahmudah.M.,2014)

mSwn d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2, 3} untuk n ≥ 2, • jika d = 0 dan d = 2

(Ulat Sutra) m ≥ 3 untuk m genap
x2

x3 xi

yi zjz4
y3z3

y2
z2

y1z1

x1

(Hadi, A.D, 2014) • jika d = 1 untuk

n ganjil, m genap

m,n genap

s£(n,m) d ≤ 2 d ∈ {0, 1, 2, } untuk jika d ∈ {0, 1, 2}

(Rantai Pentagon n ≥ 1 dan m ≥ 3; m ganjil untuk m genap

xn,3

x1,1 x2,1 x3,1 xn,1

x1 x2 x3 x4 xn+1

x1,2 x1,3x2,2 x2,3x3,2 x3,3xn,2

(Albirri.R.E.,2014)

2.3 Orientasi Penelitian

Sebagaimana disebutkan di atas, bahwa pelabelan atas model topologi jaringan

diskonektif sangat dibutuhkan, mengingat kondisi riel di lapangan bahwa jaringan
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komputer telah dipakai di setiap instansi atau perusahaan sehingga terbentuklah

cluster-cluster workstation. Komunikasi antara cluster ini tidak lagi memakai

jaringan LAN namun menngunakan WAN yang mengandalkan teknologi satelit

melalui internet. Sehingga secara praktis topologi antara masing-masing cluster

adalah diskonektif. Mengingat temuan-temuan yang terkait dengan pelabelan to-

tal antimagic untuk graf diskonektif masih relatif sedikit, maka penelitian tentang

pelabelan jenis ini perlu terus dilakukan. Sehingga hasil utama yang diharapkan

adalah algoritma dan teorema baru pelabelan total antimagic untuk graf diskonek-

tif. Namun demikian secara umum kodefikasi pelabelan total antimagic untuk

graf diskonektif diturunkan dari graf konektif, sehingga kajian pelabelan total

antimagic untuk graf konektif juga menjadi hasil utama penelitian ini.



BAB 3. TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN

3.1 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang di atas, maka tujuan dari

penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Memahami bentuk gabungan saling lepas model-model topologi jaringan

dari teknologi jaringan informasi yang dipakai di dunia saat ini, yang ben-

tuknya direpresentasikan oleh sebuah bentuk famili graf dan kemudian menen-

tukan batas atas d sehingga gabungan saling lepas graf tersebut mempunyai

pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dan super (a, d)-H antimagic;

2. Mengembangkan algoritma pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dan

super (a, d)-H sisi antimagic dengan teknik pencarian EAVL (Edge An-

timagic Vertex Labeling) pada beberapa famili graf, yang merupakan dasar

untuk mengembangkan algoritma SEATL atau SHTC.

3. Menurunkan teorema, aksioma atau lemma serta korollari baru dari hasil

pengembangan algoritma pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic

4. Menentukan skema aplikasi desain atau model dengan teorema, aksioma/lemma

serta korollari baru yang ditemukan dalam kodefikasi teknologi jaringan

konektif atau diskonektif

3.2 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

1. Dalam pengembangan topologi jaringan. Topologi jaringan yang di-

dapat, algoritma, teorema atau aksioma baru yang dikembangkan dapat

digunakan sebagai dasar pengembangan teknologi jaringan informasi dan

komunikasi berskala besar yang safety dan secure, handal dalam modulariti,

35
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mempunyai toleransi kegagalan fungsi yang tinggi serta resiko vulnerabiliti

yang rendah.

2. Dalam pengembangan matematika terapan dan pemodelan. Lema,

teorema dan korolari baru terkait super antimagic total labeling dan covering

sangat dibutuhkan terutama kaitannya dengan graf konektif dan diskonektif

yang dapat digunakan sebagai landasan kajian atau pembuktian deduktif

oleh matematisi selanjutnya.

3. Dalam peningkatan profesionalisme dosen. Dalam peningkatan profe-

sionalisme dosen. Dapat dipakai untuk mengembangkan book survey, book

chapter, atau buku teks dari pelabelan graf dan mengajarkannya dalam

mata kuliah Matematika Diskrit, Pelabelan Graf, Automata, Pemodelan

Matematika, Broadcasting Network, Database Security dan mata kuliah

terkait lainnya dalam matematika dan ilmu komputer.

4. Dalam pengembangan Computer Science pada Fakultas Teknik

Informatika. Hasil penelitian ini dapat membantu saintisi dan praktisi

untuk mengembangkan topologi jaringan dalam bidang komputer, sosial

dan transportasi yang aman dan efektif;

5. Pada institusi CGANT research group. Hasil penelitian dapat di-

gunakan untuk peningkatan profesionalisme dosen terutama dengan pen-

ingkatan jumlah publikasi ilmiah dosen dan frekwensi kehadiran dosen dalam

forum-forum ilmiah dan dalam jangka panjang akan menambah performansi

CGANT (Combinatorics Graph Theory and Network Topology) research

group.

3.3 Jurnal Ilmiah yang Menjadi Sasaran

Beberapa alternatif jurnal ilmiah yang menjadi sasaran untuk mempublikasikan

hasil penelitian ini adalah Journal of The Indonesian Mathematical Society (JIMS-

Indonesia), Ars Combinatoria (Canada), Australasian Journal of Combinatorics

(Australia), The Journal of Combinatorial Mathematics and Combinatorial Com-

puting (JCMCC-USA), Utilitas Math (Canada), AKCE International Journal of
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Graph and Combinatorics (India), atau Discrete Mathematics Journal (USA).

Semua jurnal sasaran tersebut sudah terindeks Google Scholar, DOAJ, Thomson

Reuters, Copernicus, Majestic SEO dan SCIMAGO-SCOPUS dengan h-index,

impact factor cukup tinggi. Peneliti telah mempunyai pengalaman sebelumnya

dalam mempublikasikan artikel dalam jurnal-jurnal ini yaitu tentang graph label-

ing dengan network topogy yang berbeda dan fokus kajian yang berbeda pula.

3.4 Kolaborator yang Terlibat

The University of Newcastle, Australia. Collaborator: Mirka Miller, Professor of

Computer Science, School of Electrical Engineering and Computer Sciences. Tech-

nical University, Kosice, Slovak Republic. Collaborator: Martin Baca, Professor

of Combinatorics, dan A Semanicova Fenovcikova, Scientist of Combinatorics De-

partment of Applied Mathematics Faculty of Mechanical Engineering. Universitas

Indonesia: Kiki Ariyanti Sugeng, Associate Professor of Combinatorics, Depart-

ment of Mathematics Faculty of MIPA.

3.5 Research Group yang Menaunginya

CGANT (Combinatorics, Graph Theory and Network Topology) Research Group,

SK Rektor Universitas Jember No. 5665/UN 25/KP/2014. Ketua: Prof. Drs.

Slamin, M.Com.Sc, Ph.D, wakil ketua: Prof. Drs. Dafik, M.Sc, Ph.D. Melibatkan

mahasiswa skripsi S1 dan thesis S2 ditiga fakultas yaitu FKIP, PSII dan FMIPA

Universitas Jember.



BAB 4. METODE PENELITIAN

4.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deskriptif aksiomatik, yaitu

dengan menurunkan aksioma atau teorema yang telah ada, kemudian diterapkan

dalam pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan saling lepas graf

lobster. Dalam penelitian ini, terlebih dahulu akan ditentukan nilai beda (d)

pada gabungan famili graf tertentu, selanjutnya nilai d tersebut diterapkan dalam

pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf. Jika terdapat

pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic, maka akan dirumuskan bagaimana pola

pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf tersebut dengan

menggunakan metode pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan

pola umumnya.

4.2 Definisi Operasional Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic

Definisi operasional variabel digunakan untuk memberikan gambaran secara sis-

tematis dalam penelitian dan untuk menghindari terjadinya perbedaan penger-

tian makna. Definisi operasional variabel yang dimaksud adalah: Pelabelan to-

tal (a, d)-sisi antimagic adalah sebuah pemetaan satu-satu f dari V (G) ∪ E(G)

ke bilangan bulat {1, 2, 3 . . . p + q} sehingga himpunan bobot sisinya w(uv) =

f(u)+f(v)+f(w) pada semua sisi G adalah {a, a+d, . . . , a+(q−1)d} untuk a > 0

dan d ≥ 0 adalah bilangan bulat. Sebuah pelabelan total (a, d)- sisi antimagic

disebut pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic jika f(V ) = {1, 2, 3 . . . p} dan

{f(E) = p + 1, p + 2, . . . , p + q}.

4.3 Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada gabungan graf tertentu, jika pada graf tersebut

ditemukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic maka dilanjutkan dengan

pendeteksian pola (pattern recognition). Adapun tahapan penelitian ini adalah

38
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sebagai berikut:

1. Penentuan model topologi jaringan. Dengan menggunakan teknik web-

searching, visualisasi bentuk gabungan saling lepas model topologi jaringan

akan diperoleh secara ekspolaratif, yang polanya direpresentasikan dalam

sebuah famili graf. Kemudian dengan metode induktif berbantuan kom-

putasi komputer, sampel famili graf diskonektif yang beorder kecil diberi

label 1, 2, . . . , |V |, untuk melihat fisibilitinya dalam pelabelan selanjutnya.

Kemudian dihitung jumlah titik p dan sisi q pada gabungan suatu graf dan

selanjutnya menetukan batas atas nilai beda d pada pada gabungan sebuah

graf sesuai dengan Lemma yang ada.

2. Algoritma pelabelan total super antimagic. Dengan menerapkan teknik

pelabelan EAVL (Edge Antimagic Vertex) terhadap famili graf diskonektif

beorder kecil kemudian digeneralisasi untuk memperoleh algoritme dasar.

De-ngan menerapkan teorema Bača, selanjutnya dikembangkan algorithme

pelabelan SEATL (Super Edge Antimagic Total).

3. Penurunan teorema, aksioma/lemma serta korollari baru. Dengan

metoda deduktif dan induktif dalam kosep matematika diskrit dan pemod-

elan matematik, teorema, aksioma/lemma serta korollari baru diturunkan

dan dibuktikan. Pembuktian dilakukan dengan prosedural formal sesuai

dengan prinsip-prinsip logika matematik.

4. Skema aplikasi teorema, aksioma/lemma serta korollari baru. Den-

gan metode diskriptif akan dijelaskan skema aplikasi teorema, aksioma atau

lemma serta korollari baru khusunya mengurangi resiko vulnerabilitas topologi

jaringan komputer statis atau dinamis.

Secara umum,langkah-langkah penelitian di atas dapat juga disajikan dalam

bagan diagram alir sebagai berikut:
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unexpandable

EAVL

Fungsi bijektif
SEATL

: aliran proses

: aliran pengecekan algoritma
: aliran hasil

Keterangan:

: proses kegiatan

: data

Menentukan batas atas nilai

beda d sesuai lemma 2.1

jumlah v dan e
pada kPn,2 dan sisi e pada kPn,2

Menghitung jumlah titik v

Menemukan label EAVL

Menentukan algoritma

fungsi bijektif EAVL

Menentukan algoritma fungsi

bijektif dari bobot sisi EAVL

Melabeli sisi dan menentukan
fungsi bijektif pada gabungan

graf Generalized Petersen (n, 2)

Kesimpulan

Menentukan fungsi bijektif

Pelabelan EAVL

untuk setiap nilai d yang bersesuaian

SEATL

Batas atas d
sesuai Lemma 2.4.1

Fungsi bijektif
bobot sisi EAVL

label sisi setiap d yang
bersesuaian

fungsi bijektif

expandable

Fungsi bijektif

Gambar 4.1 Diagram alir penelitian



BAB 5. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini berturut-turut akan disajikan hasil penelitian yang meru-

pakan joint research antara dosen dan mahasiswa. Semetara terdapat dua maha-

siswa yang terlibat dalam penelitian ini yaitu Karinda Rizqi Aprilia dan Khuri

Faridatun Nafisah. Target penelitian ini adalah melibatkan empat mahasiswa

di akhir tahunnya. Hasil dari penelitian ini telah dituangkan dalam joint pa-

per yang telah disubmit ke suatu forum ilmiah yaitu the 7th South East Asian

Mathematical Society (SEAMS) International Conference UGM Yogyakarta, lihat

http://seams2015.fmipa.ugm.ac.id/ dan the International Conference on Mathe-

matics, its Application and Mathematics Education (ICMAME) Sanata Darma

Yogyakarta, lihat https://www.usd.ac.id/seminar/icmame. Kedua conference ini

menerbitkan conference proceeding yang terindeks oleh SCOPUS. Satu paper lagi

telah dalam bentuk draf yang akan disubmit dalam international journal terindeks

oleh SCOPUS.

Penelitian ini diawali dengan menentukan batas atas d, menentukan EAV L

dan bobot sisi EAV , menentukan SEATL dan menentukan bobot total SEATL

pada masing-masing famili graf khusus di atas tunggal maupun gabungan saling

lepasnya. Hasil utama penelitian pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dan

total super (a, d)-H antimagic adalah berupa lemma dan teorema, yang urutan

penyajiannya adalah dengan menuliskan lemma ataupun teorema terlebih dahulu,

dilanjutkan dengan bukti mengenai lemma dan teorema tersebut kemudian be-

berapa contoh gambar atau ilustrasi sebagai visualisasi kebenaran pembuktian

lemma dan teorema tersebut.

Topologi jaringan yang dihasilkan dalam kegiatan penelitian awal ini adalah:

(1) pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf semi parasut tunggal

maupun gabungan saling lepasnya; (2) pelabelan total super (a, d)-H antimagic

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas tunggal maupun gabungan saling lepas-

41
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nya. Berikut ini berturut akan disajikan hasil penelitian terkait dua famili graf

khusus di atas.

5.1 Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada Graf Semi

Parasut SP2n−1

5.1.1 Semi Parasut konektif SP2n−1

Berdasarkan definisi, graf semi parasut adalah sebuah graf yang dinotasikan

dengan SP2n−1 dengan himpunan vertex,V = {xi, yj, z; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ n− 1}

dan himpunan edge, E = {zxi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {x1xn} ∪ {xiyi; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪

{yixi+1; 1 ≤ i ≤ n − 1}. Nilai n yang dimaksud adalah banyaknya titik yang

terhubung dengan satu titik pusat dibawah dari graf semi parasut. Berdasarkan

pola pada gambar 5.1 dan setelah memperhatikan graf semi parasut untuk nilai n

lainnya, didapatkan rumusan jumlah titik pada graf semi parasut SP2n−1 adalah

p = 2n. Sedangkan jumlah sisi pada graf semi parasut SP2n−1 adalah q = 3n− 1.

Untuk menentukan nilai-nilai d, perlu diketahui jumlah titik (p) dan jumlah

sisi (q) graf semi parasut tunggal maupun gabungannya. Batas atas d graf Semi

Parasut SP2n−1 dapat ditentukan dengan menggunakan Lemma ??. Jika dietahui

jumlah titik pada graf SP2n−1 adalah p = 2n dan jumlah sisi q = 3n − 1 maka

batas atas nilai beda d tersebut adalah:

d ≤
2p + q − 5

q − 1

=
2(2n) + (3n − 1) − 5

(3n − 1) − 1

=
4n + 3n − 6

3n − 2

=
7n − 6

3n − 2

= 2 +
n − 2

3n − 2

Karena 0 ≤ n−2
3n−2

≤ 1 dan pada penelitian ini dibatasi untuk n ≥ 2 dan n

bilang positif maka nilai d < 3 dan d adalah bilangan bulat, sehingga d ∈ {0, 1, 2}.

Selanjutnya penentuan fungsi bijektif pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic
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Gambar 5.1 Jumlah titik dan jumlah sisi pada graf Semi Parasut SP2n−1 dengan n = 4
dan n = 6
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akan disesuaikan dengan nilai d yang telah ditetapkan.

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah menentukan

pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dengan terlebih dahulu menentukan

pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic pada graf semi parasut SP2n−1 dimana V =

{xi, yj, z; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ n − 1} sekaligus menentukan fungsi bijektifnya

melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan aritmatika. Lemma

5.1.1 adalah lemma yang berkaitan dengan pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic

pada graf semi parasut SP2n−1.

Lema 5.1.1. Ada pelabelan (3, 1)-sisi antimagic titik pada graf semi parasut

SP2n−1 untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik graf semi parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2 dengan fungsi bijektif

α1 yang didefinisikan sebagai α1 : V (SP2n−1) → {1, 2, . . . , 3n−1}, maka pelabelan

α1 dapat dituliskan sebagai berikut:

α1(z) = 1

α1(xi) = i + 1, 1 ≤ i ≤ n

α1(yi) = n + i + 1, 1 ≤ i ≤ n − 1

Pelabelan titik diatas adalah fungsi bijektif dari α1 V (G) → {1, 2, . . . , 2n}. Misal

bobot sisi SP2n−1 berdasarkan α1 adalah wα1
, dimana bobot sisi pelabelan titik

diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang bersisian, maka wα1
dapat

didefinisikan sebagai berikut:

wα1
(zxi) = i + 2, 1 ≤ i ≤ n

wα1
(x1xn) = n + 3

wα1
(xiyi) = n + 2i + 2, 1 ≤ i ≤ n − 1

wα1
(yixi+1) = n + 2i + 3, 1 ≤ i ≤ n − 1

Berdasarkan bobot sisi pada pelabelan sisi antimagic titik, bobot sisi terkecil ter-

letak pada wα1
(zxi) yaitu i+2 untuk i = 1. Sedangkan bobot sisi terbesar terletak

pada wα1
(yixi+1) yaitu n+2i+3 untuk i = n−1. Dengan mensubsitusikan fungsi

yang bergerak 1 ≤ i ≤ n maka didapatkan nilai-nilai berurutan yang akan mem-

bentuk himpunan
⋃4

k=1 wα1
= {3, 4, 5, . . . , 3n + 1} . Sehingga, terbukti bahwa
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graf semi parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2 memiliki pelabelan (3, 1)-sisi antimagic

titik. Gambar 5.2 merupakan contoh pelabelan (3, 1)-sisi antimagic titik beserta

bobot sisi EAV L graf semi parasut SP2n−1 dengan n = 6. �

17
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Gambar 5.2 Pelabelan (3,1)-sisi antimagic titik pada SP11 dengan n = 6

Berdasarkan Lemma 5.1.1 maka diperoleh pelabelan (3, 1)-sisi antimagic

titik selanjutnya pelabelan super sisi antimagic total dengan nilai awal a dan nilai

beda d = 0 atau dapat dituliskan dengan pelabelan super (a, 0)-sisi antimagic total

dapat ditentukan dengan mengkonstruksi label sisi dari pelabelan titik yang telah

ditemukan selanjutnya peletakan label sisi ditentukan berdasarkan letak bobot

sisi EAVL w dengan urutan yang berkebalikan. Dengan kata lain, sisi dengan w

terkecil dilabeli dengan label sisi terbesar dan sisi dengan w terbesar dilabeli den-

gan label sisi terkecil. Berdasarkan uraian di atas dapat diturunkan teorema 5.1.1:

♦ Teorema 5.1.1. Ada pelabelan super (5n + 2, 0)-sisi antimagic total graf semi

parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik graf semi parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2 dengan fungsi bijektif

α2 = α1, sehingga α2:

α2(z) = 1

α2(xi) = i + 1, 1 ≤ i ≤ n

α2(yi) = n + i + 1, 1 ≤ i ≤ n − 1
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kemudian labeli sisinya sedemikian hingga label sisi α2 untuk pelabelan total super

(a, 0)-sisi antimagic pada graf SP2n−1 dapat dirumuskan sebagai berikut:

α2(yixi+1) = 4n − 2i − 1, 1 ≤ i ≤ n − 1

α2(xiyi) = 4n − 2i, 1 ≤ i ≤ n − 1

α2(x1xn) = 4n − 1

α2(zxi) = 5n − i, 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dilihat bahwa pelabelan titik diatas adalah fungsi bijektif

dari f1 V (G)∪E(G) → {1, 2, . . . , 5n−1}. Misal bobot total didefinisikan sebagai

Wα2
, maka berdasarkan penjumlahan bobot sisi wα1

yang terdapat pada lemma

5.1.1 dengan label sisi α2 yang bersesuaian maka diperoleh Wα2
sebagai berikut:

W 1
α2

(yixi+1) = {wα1
+ α2(yixi+1)}

= (n + 2i + 3) + (4n − 2i − 1)

= 5n + 2

W 2
α2

(xiyi) = {wα1
+ α2(xiyi)}

= (n + 2i + 2) + (4n − 2i)

= 5n + 2

W 3
α2

(x1xn) = {wα1
+ α2(x1xn)}

= (n + 3) + (4n − 1)

= 5n + 2

W 4
α2

(zxi) = {wα1
+ α2(zxi)}

= (i + 2) + (5n − i)

= 5n + 2

Berdasarkan hasil diatas, dapat dilihat bahwa
⋃4

k=1 W k
α2

= {5n + 2, 5n +

2, . . . , 5n + 2}. Sehingga terbukti bahwa graf semi parasut SP2n−1 dengan n ≥ 2

mempunyai pelabelan super(a, d)-sisi antimagic total dengan a = 5n + 2 dan

d = 0. Bilangan 1, 2, . . . , 4 pada W 1
α2

, W 2
α2

, . . . , W 4
α2

bukan merupakan pangkat,

melainkan bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda bobot sisi Wα2
un-

tuk tiap sisi yang berlainan. �
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Gambar 5.3 SEATL graf semi parasut SP11 dengan d = 0

♦ Teorema 5.1.2. Ada pelabelan super (2n + 4, 2)-sisi antimagic total graf semi

parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2.

Bukti. Berdasarkan Lemma 5.1.1 maka diperoleh pelabelan (3, 1)-sisi antimagic

titik, selanjutnya dapat ditentukan pelabelan super (a, 2)-sisi antimagic total den-

gan menentukan label sisi dari pelabelan titik yang telah ditemukan. Labeli titik

graf semi parasut SP2n−1 dengan fungsi bijektif α3 = α1, sehingga α3:

α3(z) = 1

α3(xi) = i + 1, 1 ≤ i ≤ n

α3(yi) = n + i + 1, 1 ≤ i ≤ n − 1

kemudian definisikan label sisi α3 sedemikian hingga untuk pelabelan total super

(a, 2)-sisi antimagic sebagai berikut:

α3(zxi) = 2n + i, 1 ≤ i ≤ n

α3(x1xn) = 3n + 1

α3(xiyi) = 3n + 2i, 1 ≤ i ≤ n − 1

α3(yixi+1) = 3n + 2i + 1, 1 ≤ i ≤ n − 1

Jika Wα3
didefinisikan sebagai bobot total, maka berdasarkan penjumlahan bobot

sisi wα1
yang terdapat pada lemma 5.1.1 dengan label sisi α3 yang bersesuaian

diperoleh Wα3
untuk nilai d = 2 dengan syarat batas i, sehingga diperoleh Wα3

sebagai berikut:
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W 1
α3

(zxi) = {wα1
+ α3(zxi)}

= (i + 2) + (2n + i)

= 2n + 2i + 2

W 2
α3

(x1xn) = {wα1
+ α3(x1xn)}

= (n + 3) + (3n + 1)

= 4n + 4

W 3
α3

(xiyi) = {wα1
(xiyi) + α3(xiyi)}

= (n + 2i + 2) + (3n + 2i)

= 4n + 4i + 2

W 4
α3

(yixi+1) = {wα1
+ α3(yixi+1)}

= (n + 2i + 3) + (3n + 2i + 1)

= 4n + 4i + 4

Berdasarkan himpunan bobot sisi Wα3
, dapat dilihat bahwa bobot sisi terke-

cil terdefinisikan oleh W 1
α3

(zxi) untuk i = 1 dengan nilai 2n + 4 dan bobot sisi

terbesar terdefinisikan oleh W 4
α3

(yixi+1) dengan nilai 8n untuk i = n − 1. Se-

hingga kita dapat menentukan bobot sisi terbesar dengan mensubstitusikan nilai

awal a = 2n + 4 dimana i=1 dan nilai b = 2 ke persamaan Un = a + (n − 1)b =

2n + 4 + (3n− 1− 1)2, didapatkan Un = 8n. Terlihat bobot sisi terbesar terletak

pada W 4
α3

(yixi+1) = 8n untuk i = n − 1. Dan didapatkan himpunan
⋃4

r=1 W r
α3

=

{2n+4, 2n+6, . . . , 8n}. Dapat dinyatakan bahwa Wα3
membentuk barisan arit-

matika dengan suku awal 2n + 4 dan beda 2. Sehingga terbukti bahwa graf semi

parasut SP2n−1 mempunyai Pelabelan super (2n + 4, 2)-Sisi antimagic total. �

♦ Teorema 5.1.3. Ada pelabelan super (7n+6
2

, 1)-sisi antimagic total pada graf

semi parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2 dan n genap.

Bukti.5.1.3a. Labeli titik graf semi parasut SP2n−1 dengan fungsi bijektif α4 =

α1, sehingga α4:
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Gambar 5.4 SEATL graf semi parasut SP11 dengan d = 2

α4(z) = 1

α4(xi) = i + 1, 1 ≤ i ≤ n

α4(yi) = n + i + 1, 1 ≤ i ≤ n − 1

maka label sisi α4 untuk pelabelan super (a, 1)-sisi antimagic total pada graf

SP2n−1 dapat dirumuskan sebagai berikut:

α4(yixi+1) = 3n − i, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

α4(x1xn) = 3n

α4(zxi) = 7n−i+1
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1; i ganjil

α4(xiyi) = 9n−2i
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

α4(zxi) = 10n−i
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1; i genap

Jika Wα4
didefinisikan sebagai bobot total, berdasarkan pelabelan sisi α4 maka

Wα4
dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot sisi EAVL wα1

= wα4

dan rumus label sisi α4, sehingga himpunan bobot total dapat diturunkan sebagai

berikut:
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W 1
α4

(yixi+1) = {wα1
+ α4(yixi+1)}; untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

= (n + 2i + 3) + (3n − i)

= 4n + i + 3

W 2
α4

(x1xn) = {wα1
+ α4(x1xn)}

= (n + 3) + (3n)

= 4n + 3

W 3
α4

(zxi) = {wα1
+ α4(zxi)}; untuk 1 ≤ i ≤ n − 1; i ganjil

= (i + 2) + (7n−i+1
2

)

= 7n+i+5
2

W 4
α4

(xiyi) = {wα1
+ α4(xiyi)}

= (n + 2i + 2) + (9n−2i
2

)

= 11n+2i+4
2

W 5
α4

(zxi) = {wα1
+ α4(zxi)}; untuk 1 ≤ i ≤ n − 1; i genap

= (i + 2) + (10n−i
2

)

= 10n+i+4
2

Dapat dilihat bahwa bobot sisi terkecil pertama terletak pada W 3
α4

(zxi)

untuk i = 1 yaitu 7n+6
2

, bobot sisi terkecil kedua terletak pada W 3
α4

(zxi) untuk i

= 2, dan bobot sisi terbesar terletak pada W 4
α4

(xiyi) untuk i = n-1 atau dapat

diperoleh dengan mensubsitusikan Un = a + (n − 1)b = 7n+6
2

+ (3n − 1 − 1)1,

didapatkan Un = 13n+2
2

. Jika nilai tiap batas rumusan bobot wα4
disubstitusikan

dengan tepat, maka akan diperoleh sebuah rangkaian bilangan yang membentuk

deret aritmatika dengan suku awal 7n+6
2

dan beda d=1, sehingga dapat ditulis

dalam himpunan
⋃5

r=1 W r
α4

= {7n+6
2

, 7n+8
2

, . . . , 13n+2
2

}. Jadi terbukti bahwa graf

semi parasut SP2n−1 mempunyai pelabelan super (7n+6
2

, 1)-sisi antimagic total

untuk n ≥ 2 dan n genap. �
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Gambar 5.5 SEATL graf semi parasut SP11 dengan d = 1

Berikut diberikan bukti alternatif untuk membuktikan bahwa graf semi para-

sut SP2n−1 mempunyai Super (7n+6
2

, 1)-EAT. Untuk mengetahui bagaimana pela-

belan (a, 1)-sisi antimagic untuk graf semi parasut SP2n−1 peneliti menggunakan

sebuah lemma untuk mendapatkan barisan bilangan berurutan. Lemma tersebut

dikembangkan berdasarkan identifikasi awal terhadap lemma yang disajikan pada

bab 2. Lemma lain yang digunakan penulis adalah lemma yang dikembangkan

oleh Dafik dan Robiatul pada tahun 2014 dengan beda 1 dari sebuah permu-

tasi Π(Ψ) dan himpunan bilangan berurutan Ψ. Lemma yang digunakan adalah

sebagai berikut:

Berdasarkan ??, Misalkan Ψ merupakan sebuah himpunan bilangan beru-

rutan Ψ = {c, c + 1, c + 2, . . . , c + k}, dengan k genap. Maka terdapat sebuah

permutasi Π(Ψ) dari anggota-anggota himpunan Ψ sehingga Ψ+Π(Ψ) juga meru-

pakan sebuah himpunan bilangan berurutan yaitu Ψ+Π(Ψ) = {2c+ k
2
, 2c+ k

2
+

1, 2c + k
2

+ 2, . . . , 2c + 3k
2
}.

Bukti. Misal Ψ adalah suatu himpunan bilangan berurutan Ψ = {vi|vi = c+(i−

1), 1 ≤ i ≤ k + 1} dan k adalah genap. Selanjutnya didefinisikan nilai permutasi

Π(Ψ) = {wi|1 ≤ i ≤ k + 1} dari anggota Ψ adalah sebagai berikut:

wi =

{

c + i + k
2
− 1, jika 1 ≤ i ≤ k

2
+ 1

c + i − (k
2

+ 2), jika k
2

+ 2 ≤ i ≤ k + 1
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Untuk membuktikan lemma ??, langkah pertama yang harus dilakukan

adalah mensubstitusikan nilai i sesuai batasan yang diberikan maka akan diper-

oleh wi sebagai berikut:

Untuk 1 ≤ i ≤ k
2

+ 1 maka akan diperoleh hasil: untuk i = 1, maka w1 = c + k
2
;

untuk i = 2, maka w2 = c + k
2

+ 1; untuk i = k
2
, maka w k

2

= c + k − 1; . . .; untuk

i = k
2

+ 1, maka w k

2
+1 = c + k.

Sedangkan untuk nilai k
2

+ 2 ≤ i ≤ k + 1 diperoleh hasil: untuk i = k
2

+ 2, maka

w k

2
+2 = c; untuk i = k

2
+3, maka w4 = c+1; . . .; untuk i = k, maka wk = c+ k

2
−2;

untuk i = k + 1, maka wk+1 = c + k
2
− 1.

Jika C dinyatakan dalam himpunan vi dan Π(Ψ) dinyatakan dalam himpunan

wi seperti telah disampaikan sebelumnya, maka akan diperoleh: Ψ + Π(Ψ) =

{vi + wi|1 ≤ i ≤ k + 1} = {2c + k
2
, 2c + k

2
+ 1, 2c + k

2
+ 2, . . . , 2c + 3k

2
}.

Selanjutnya, sebagai alternatif pembuktian dari teorema 5.1.3, peneliti akan

menggunakan lemma ?? yang telah dijelaskan sebelumnya.

Bukti.5.1.3b. Berdasarkan lemma ?? bahwa graf semi parasut SP2n−1 memiliki

pelabelan (7n+6
2

, 1)-EAV.Hal ini berarti graf SP2n−1 memiliki himpunan bobot

sisi berdasarkan pelabelan titik α1, dengan kata lain graf SP2n−1 memiliki barisan

bobot sisi dengan nilai awal a = 7n+6
2

dan beda tiap sukunya adalah 1.

Jika dimisalkan barisan bobot sisi SP2n−1 dinyatakan dalam Υ = {c, c + 1, c +

2, . . . , c+k} maka diperoleh nilai c = 2n dan k = 3n−2. Berdasarkan lemma ??,

Π(Υ) adalah permutasi nilai Υ sedemikian hingga nilai Υ + (Π(Υ) + η) adalah

bobot total dari fungsi tersebut.

Υ + (Π(Υ) + η) = a

c + (c + 1 +
k

2
− 1) + η =

7n + 6

2

2c +
k

2
+ η =

7n + 6

2

2(2n) +
k

2
+ η =

7n + 6

2

η =
−n + 6

2
−

k

2
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Maka Υ+(Π(Υ)+η) adalah bobot total dari fungsi tersebut. Pembuktian lemma

2.3.2 telah menyebutkan bobot total terkecil terletak pada i = 1 sehingga:

Υ + (Π(Υ) + η) = c + (c + i +
k

2
− 1 +

−n + 6

2
−

k

2
)

= 2c +
k

2
+

−n + 6

2
−

k

2

=
7n + 6

2

bobot total terkecil kedua terletak di i = k
2

+ 2:

Υ + (Π(Υ) + η) = (c +
k

2
+ 1) + (c) + (

−n + 6

2
−

k

2
)

= 2c +
k

2
+ 1 +

−n + 6

2
−

k

2

=
7n + 6

2
+ 1

dan seterusnya, hingga bobot total terbesar terletak di i = k
2

+ 1:

Υ + (Π(Υ) + η) = (c +
k

2
) + (c + k) + (

−n + 6

2
−

k

2
)

= 2c +
3k

2
+

−n + 6

2
−

k

2

=
13n + 2

2

Nilai yang diperoleh dari perhitungan berdasarkan lemma ?? dengan bobot terke-

cil adalah 7n+6
2

dan bobot terbesar adalah 13n+2
2

sesuai dengan nilai yang terdapat

pada teorema 5.1.3. Berdasarkan perhitungan yang telah dituliskan, diketahui

bahwa nilai Υ+(Π(Υ)+ η) dapat dinyatakan dalam himpunan 7n+6
2

, 7n+8
2

, 7n+10
2

,

. . . , 13n+2
2

}. Sehingga terbukti bahwa graf semi parasut SP2n−1 memiliki pelabelan

(a, 1)-super sisi antimagic untuk n ≥ 2, dan n genap.
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5.1.2 Semi Parasut Diskonektif mSP2n−1

Selanjutnya peneliti melakukan penelitian untuk gabungan saling lepas graf

semi parasut mSP2n−1. Penelitian ini merupakan pengembangan dari graf semi

parasut tunggal. Gabungan graf semi parasut didefinisikan sebagai graf semi para-

sut dengan salinan sebanyak m. Gabungan graf semi parasut mSP2n−1 didefin-

isikan sebagai V = {zk; 1 ≤ k ≤ m} ∪ {xk
i ; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ m} ∪ {yk

i ; 1 ≤

i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m} dan E = {zkxk
i ; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ m} ∪ {xk

1x
k
n; 1 ≤ k ≤

m} ∪ {xk
i y

k
i ; 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m} ∪ {yk

i x
k
i+1; 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m}.

Sama seperti graf semi parasut tunggal, untuk menentukan batas atas

d pada gabungan graf semi parasut, perlu diketahui pula rumusan jumlah titik

(p) dan jumlah sisi (q) pada gabungan graf semi parasut.

Jumlah titik dan jumlah sisi pada graf semi parasut dapat ditentukan dengan

terlebih dahulu mencermati definisi gabungan pada suatu graf. Gabungan m graf

semi parasut yang dinotasikan mSP2n−1 didefinisikan sebagai gabungan saling

lepas dari m buah salinan graf semi parasut mSP2n−1 dengan 1 ≤ k ≤ m ,

ditulis: mSP 1
2n−1 ∪ mSP 2

2n−1 ∪ mSP 3
2n−1 ∪ . . . ∪ mSP k

2n−1. Sehingga jumlah titik

graf mSP2n−1 yang dimisalkan p1 adalah m kali jumlah titik graf SP2n−1 dapat

dituliskan dalam

p1 = m.(2n) ⇒ p1 = 2mn

dan jumlah sisi graf mSP2n−1 adalah m kali jumlah sisi graf semi parasut SP2n−1.

Misalkan q1 adalah jumlah sisi graf semi parasut SP2n−1 dituliskan dengan

q1 = m.(3n − 1) ⇒ q1 = 3nm − m

Batas atas d gabungan graf semi parasut mSP2n−1 juga dapat diten-

tukan dengan menggunakan lemma ??. Diketahui jumlah titik pada graf mSP2n−1

adalah p1 = 2nm dan jumlah sisi q1 = 3nm − m untuk m adalah jumlah salinan

graf semi parasut, n adalah jumlah titik yang terhubung pada satu titik bawah

dari graf semi parasut. Dengan demikian batas atas nilai beda d tersebut adalah:
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d ≤
2p1 + q1 − 5

q1 − 1

=
2(2nm) + (3nm − m) − 5

(3nm − m) − 1

=
4nm + 3nm − m − 5

3nm − m − 1

=
7mn − m − 5

3nm − m − 1

= 2 +
nm + m + 3

3nm − m − 1

Karena 0 ≤ nm+m+3
3nm−m−1

≤ 1 dan pada penelitian ini dibatasi untuk n ≥ 2,

m ≥ 3 dan n, m bilangan positif maka nilai d < 3 dan d adalah bilangan bulat,

sehingga d ∈ {0, 1, 2}. Selanjutnya akan ditentukan fungsi bijektif pelabelan total

super (a, d)-sisi antimagic sesuai dengan nilai d yang telah ditetapkan. Langkah

selanjutnya adalah menentukan pelabelan titik (a, 1)-sisi antimagic pada gabun-

gan graf semi parasut.

Lema 5.1.2. Ada pelabelan (3m+3
2

, 1)-sisi antimagic titik pada gabungan graf semi

parasut mSP2n−1 jika n ≥ 2, m ≥ 3 dan m ganjil.

Bukti. Labeli titik-titik pada gabungan graf semi parasut mSP2n−1 dengan fungsi

bijektif β1 yang definisikan sebagai pelabelan β1 : V (mSP2n−1) → {1, 2, . . . , 3nm−

m} maka pelabelan β1 dapat dituliskan sebagai berikut:

β1(z
k) = k, untuk 1 ≤ k ≤ m, k sebarang

β1(x
k
i ) =

{

m+2mi−k+2
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
2m+2mi−k+2

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m , k genap

β1(x
k
n) =

{

2nm+m−k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap
2nm+2m−k+1

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil

β1(y
k
i ) = mn + mi + k, untuk 1 ≤ k ≤ m, k sebarang
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Pelabelan titik β1 tersebut merupakan sebuah fungsi bijektif. Jika wβ1
merupakan

bobot sisi berdasarkan pelabelan titik β1 dimana bobot sisi pelabelan titik diper-

oleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang bersisian pada mSP2n−1 yang dapat

dinyatakan sebagai berikut:

Bobot sisi zkxk
i :

wβ1
(zkxk

i ) = m+2mi+k+2
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

wβ1
(zkxk

i ) = 2m+2mi+k+2
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k genap

Bobot sisi zkxk
n:

wβ1
(zkxk

n) = 2nm+m+k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m; k genap

wβ1
(zkxk

n) = 2nm+2m+k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

Bobot sisi xk
1x

k
n:

wβ1
(xk

1x
k
n) = 2nm+5m−2k+3

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m

Bobot sisi xk
i y

k
i :

wβ1
(xk

i y
k
i ) = 2nm+4mi+m+k+2

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1; 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

wβ1
(xk

i y
k
i ) = 2nm+4mi+2m+k+2

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1; 1 ≤ k ≤ m; k genap

Bobot sisi yk
i x

k
i+1:

wβ1
(yk

i xi+1) = 2nm+4mi+3m+k+2
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2; 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

wβ1
(yk

i x
k
i+1) = 2nm+4mi+4m+k+2

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2; 1 ≤ k ≤ m; k genap

Bobot sisi yk
n−1x

k
n:

wβ1
(yk

n−1x
k
n) = 6nm−m+k+1

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m; k genap

wβ1
(yk

n−1x
k
n) = 6nm+k+1

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

Berdasarkan bobot sisi EAV ini, bobot sisi terkecil terletak pada wβ1
(zkxk

i )

untuk i = 1 dan k ganjil yaitu k = 1, sedangkan bobot sisi terbesar terletak pada

wβ1
(yk

n−1x
k
n) untuk k ganjil yaitu k = m. Dengan mensubstitusikan nilai batas

pada tiap definisi rumusan yang diberikan maka didapatkan nilai-nilai berurutan

yang akan membentuk himpunan wβ1
= {3m+3

2
, 7m+3

2
, . . . , 6nm+m+1

2
}. Himpunan

tersebut membentuk sebuah himpunan yang memiliki nilai awal 3m+3
2

dan beda
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tiap elemennya adalah 1, sehingga dapat disimpulkan bahwa pelabelan β1 adalah

suatu pelabelan (3m+3
2

, 1)-antimagic titik untuk n ≥ 2, m ≥ 3 dan m ganjil. �

Gambar 5.6 merupakan contoh pelabelan (9, 1)-sisi antimagic titik beserta

bobot sisi EAV L graf semi parasut 5SP2n−1 dengan d = 1.

♦ Teorema 5.1.4. Ada pelabelan super (10nm+m+3
2

, 0)-sisi antimagic total pada

gabungan graf semi parasut mSP2n−1 jika n ≥ 2, m ≥ 3 dan m ganjil

Bukti. Gunakan pelabelan titik fungsi bijektif β2 = β1 untuk melabeli titik

gabungan graf semi parasut mSP2n−1, sehingga:

β2(z
k) = k, untuk 1 ≤ k ≤ m, k sebarang

β2(x
k
i ) =

{

m+2mi−k+2
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
2m+2mi−k+2

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m , k genap

β2(x
k
n) =

{

2nm+m−k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap
2nm+2m−k+1

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil

β2(y
k
i ) = mn + mi + k, untuk 1 ≤ k ≤ m, k sebarang

kemudian definisikan label sisi β2 : E(mSP2n−1) → {4nm+m−k+2
2

, 4nm+2m−k+2
2

,

. . . , 10nm−2mi−k+1
2

}, sedemikian hingga label sisi β2 untuk pelabelan total super

(a, 0)-sisi antimagic pada graf mSP2n−1 dapat dirumuskan sebagai berikut:

untuk 1 ≤ k ≤ m maka :
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1

8 13 18 23 28 3536 46 5141 56

9 14 19 24 29 36

43

4944 54 59 64 69 74 79 84 91

41

2

10 15 20 25 30 3242 47 52 5737

12 17 22 27 32 34

42

5247 57 62 67 72 77 82 87 89

3

12 17 22 2738 48 53 587 43 34

10 15 20 25 30 37

5045 55 60 65 70 75 80 85 92
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93

4

9 14 19 24 29 3139 49 54 5944

13 18 23 28 33 35

40

48 53 58 63 68 73 78 83 88 90

5

6 11 16 21 26 3340 45 50 55 60

11 16 21 26 31 38

39

5146 56 61 66 71 76 81 86

Gambar 5.6 Pelabelan (9,1)-sisi antimagic titik pada 5SP2n−1
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β2(y
k
n−1x

k
n) = 4nm+m−k+2

2
, untuk1 ≤ k ≤ m; k ganjil

β2(y
k
n−1x

k
n) = 4nm+2m−k+2

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m; k genap

β2(x
k
i y

k
i ) = 8nm−4mi−m−k+1

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k genap

β2(x
k
i y

k
i ) = 8nm−4mi−k+1

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

β2(y
k
i x

k
i+1) = 8nm−4mi−3m−k+1

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2, 1 ≤ k ≤ m; k genap

β2(y
k
i x

k
i+1) = 8nm−4mi−2m−k+1

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2, 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

β2(x
k
1x

k
n) = 4nm − 2m + k, untuk 1 ≤ k ≤ m

β2(z
kxk

n) = 8nm−m−k+2
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

β2(z
kxk

n) = 8nm−k+2
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m; k genap

β2(z
kxk

i ) = 10nm−2mi−m−k+1
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k genap

β2(z
kxk

i ) = 10nm−2mi−k+1
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

Jika Wβ2
didefinisikan sebagai bobot total, maka Wβ2

dapat diperoleh dengan

menjumlahkan rumus bobot sisi EAVL wβ2
= wβ1

dan rumus label sisi β2 dengan

syarat batas i dan k yang bersesuaian dan diturunkan rumus:
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W 1
β2

(yk
n−1x

k
n) = {wβ1

+ β2(y
k
n−1x

k
n); untuk1 ≤ k ≤ m; k ganjil}

= (6nm+k+1
2

+ 4nm+m−k+2
2

)

= 10nm+m+3
2

W 2
β2

(yk
n−1x

k
n) = {wβ1

+ β2(y
k
n−1x

k
n); untuk1 ≤ k ≤ m; k genap}

= (4nm+2m−k+2
2

+ 6nm−m+k+1
2

)

= 10nm+m+3
2

W 3
β2

(xk
i y

k
i ) = {wβ1

+ β2(x
k
i y

k
i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1,

1 ≤ k ≤ m; k genap}

= (8nm−4mi−m−k+1
2

+ 2nm+4mi+2m+k+2
2

)

= 10nm+m+3
2

W 4
β2

(xk
i y

k
i ) = {wβ1

+ β2(x
k
i y

k
i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1,

1 ≤ k ≤ m; k ganjil}

= (8nm−4mi−k+1
2

+ 2nm+4mi+m+k+2
2

)

= 10nm+m+3
2

W 5
β2

(yk
i x

k
i+1) = {wβ1

+ β2(y
k
i x

k
i+1); untukuntuk 1 ≤ i ≤ n − 2,

1 ≤ k ≤ m; k genap}

= (8nm−4mi−3m−k+1
2

+ 2nm+4mi+4m+k+2
2

)

= 10nm+m+3
2

W 6
β2

(yk
i x

k
i+1) = {wβ1

+ β2(y
k
i x

k
i+1); untukuntuk 1 ≤ i ≤ n − 2,

1 ≤ k ≤ m; k ganjil}

= (8nm−4mi−2m−k+1
2

+ 2nm+4mi+3m+k+2
2

)

= 10nm+m+3
2

W 7
β2

(xk
1x

k
n) = {wβ1

+ β2(x
k
1x

k
n); untuk 1 ≤ k ≤ m}

= (4nm − 2m + k + 2nm+5m−2k+3
2

)

= 10nm+m+3
2

W 8
β2

(zkxk
n) = {wβ1

+ β2(z
kxk

n); untuk 1 ≤ k ≤ m; k ganjil}

= (8nm−m−k+2
2

+ 2nm+2m+k+1
2

)

= 10nm+m+3
2
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W 9
β2

(zkxk
n) = {wβ1

+ β2(z
kxk

n); untuk 1 ≤ k ≤ m; k genap}

= (8nm−k+2
2

+ 2nm+m+k+1
2

)

= 10nm+m+3
2

W 10
β2

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β2(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k genap}

= (10nm−2mi−m−k+1
2

+ 2mi+2m+k+2
2

)

= 10nm+m+3
2

W 11
β2

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β2(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k ganjil}

= (10nm−2mi−k+1
2

+ 2mi+m+k+2
2

)

= 10nm+m+3
2

Tampak bahwa semua sisi memiliki bobot yang sama yaitu 10nm+m+3
2

, maka

himpunan bobot sisi
⋃11

r=1 W r
β2

= {10nm+m+3
2

, 10nm+m+3
2

, . . . , 10nm+m+3
2

}. Sehingga

dapat disimpulkan bahwa gabungan graf semi parasut mSP2n−1 dengan m ≥ 3 dan

n ≥ 2 mempunyai pelabelan super(a, d)-sisi antimagic total dengan a = 10nm+m+3
2

dan d = 0, atau gabungan graf semi parasut mSP2n−1 mempunyai pelabelan super

(10nm+m+3
2

, 0)-sisi antimagic total jika m ≥ 3 dan n ≥ 2. Gambar 5.7 merupakan

contoh pelabelan super (154, 0)-sisi antimagic total (SEATL) pada gabungan graf

semi parasut (7SP2n−1). �

♦ Teorema 5.1.5. Ada pelabelan super (4nm+3m+5
2

, 2)-sisi antimagic total pada

gabungan saling lepas graf semi parasut mSP2n−1 jika n ≥ 2 , m ≥ 3 dan m

ganjil.

Bukti. Gunakan pelabelan titik fungsi bijektif β3 = β1 untuk melabeli titik



63

58

111

110 105 100 95 90 85 80 75 70 63

112

107 102 97 92 77 72 67 658287

137 132 127 122 120142

125 118130135140145

113

109 104 99 94 89 84 79 74 69 62

144 139 134 129 124 117

1

8 36 13 41 18 46 23 28 3551 56

2

10 15 20 25 30 3237 42 47 52 57

3

7 12 17 22 27 3438 43 48 53
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50

114

101106 96 91 86 81 76 71 66 64

141 136 131 126 121 119

115

103108 98 93 88 83 78 73 68 61

143 138 133 128 123 116

4

9 14 19 24 29 3139 44 49 54 59

5

6 11 16 21 26 3340 45 55 60

Gambar 5.7 Pelabelan super (154, 0)-sisi antimagic total pada 5SP2n−1 dengan n = 6
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gabungan saling lepas semi parasut mSP2n−1, sehingga:

β1(z
k) = k, untuk 1 ≤ k ≤ m, k sebarang

β1(x
k
i ) =

{

m+2mi−k+2
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
2m+2mi−k+2

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m , k genap

β1(x
k
n) =

{

2nm+m−k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap
2nm+2m−k+1

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil

β1(y
k
i ) = mn + mi + k, untuk 1 ≤ k ≤ m, k sebarang

kemudian definisikan label sisi β3 : E(mSP2n−1) → {4nm+2mi−2m+k+1
2

, 4nm+2mi−m+k+1
2

,

. . . , 10nm−3m+k
2

}, sedemikian hingga label sisi β3 untuk pelabelan total super (a, 2)-

sisi antimagic pada gabungan saling lepas graf semi parasut mSP2n−1 dapat diru-

muskan sebagai berikut:

untuk 1 ≤ k ≤ m maka :

β3(z
kxk

i ) = 4nm+2mi−2m+k+1
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

β3(z
kxk

i ) = 4nm+2mi−m+k+1
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k genap

β3(z
kxk

n) = 6nm−2m+k
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k genap

β3(z
kxk

n) = 6nm−m+k
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

β3(x
k
1x

k
n) = 3nm + m − k + 1, untuk 1 ≤ k ≤ m

β3(x
k
i y

k
i ) = 6nm+4mi−2m+k+1

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

β3(x
k
i y

k
i ) = 6nm+4mi−m+k+1

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m; k genap

β3(y
k
i x

k
i+1) = 6nm+4mi+k+1

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2, 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

β3(y
k
i x

k
i+1) = 6nm+4mi+m+k+1

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2, 1 ≤ k ≤ m; k genap

β3(y
k
n−1x

k
n) = 10nm−4m+k

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m; k genap

β3(y
k
n−1x

k
n) = 10nm−3m+k

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m; k ganjil

Selanjutnya jika Wβ3
didefinisikan sebagai bobot total, maka Wβ3

dapat diperoleh

dengan menjumlahkan rumus bobot sisi EAVL wβ3
= wβ1

dan rumus label sisi

β3 dengan syarat batas i dan k yang bersesuaian dan dapat diturunkan rumus
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sebagai berikut:

W 1
β3

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β3(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1,

1 ≤ k ≤ m; k ganjil}

= (m+2mi+k+2
2

+ 4nm+2mi−2m+k+1
2

)

= 4nm+4mi−m+2k+3
2

W 2
β3

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β3(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1,

1 ≤ k ≤ m; k genap}

= (2m+2mi+k+2
2

+ 4nm+2mi−m+k+1
2

)

= 4nm+4mi+m+2k+3
2

W 3
β3

(zkxk
n) = {wβ1

+ β3(z
kxk

n); untuk 1 ≤ k ≤ m; k genap}

= (2nm+m+k+1
2

+ 6nm−2m+k
2

)

= 8nm−m+2k+1
2

W 4
β3

(zkxk
n) = {wβ1

+ β3(z
kxk

n); untuk 1 ≤ k ≤ m; k ganjil}

= (2nm+2m+k+1
2

+ 6nm−m+k
2

)

= 8nm+m+2k+1
2

W 5
β3

(xk
1x

k
n) = {wβ1

+ β3(x
k
1x

k
n); untuk 1 ≤ k ≤ m}

= (2nm+5m−2k+3
2

+ 3nm + m − k + 1)

= 8nm+7m−4k+5
2

W 6
β3

(xk
i y

k
i ) = {wβ1

+ β3(x
k
i y

k
i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k ganjil}

= (2nm+4mi+m+k+2
2

+ 6nm+4mi−2m+k+1
2

)

= 8nm+8mi−m+2k+3
2

W 7
β3

(xk
i y

k
i ) = {wβ1

+ β3(x
k
i y

k
i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k genap}

= (2nm+4mi+2m+k+2
2

+ 6nm+4mi−m+k+1
2

)

= 8nm+8mi+m+2k+3
2

W 8
β3

(yk
i x

k
i+1) = {wβ1

+ β3(y
k
i x

k
i+1); untuk 1 ≤ i ≤ n − 2,

1 ≤ k ≤ m; k ganjil}

= (2nm+4mi+3m+k+2
2

+ 6nm+4mi+k+1
2

)

= 8nm+8mi+3m+2k+3
2
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W 9
β3

(yk
i x

k
i+1) = {wβ1

+ β3(y
k
i x

k
i+1); untuk 1 ≤ i ≤ n − 2,

1 ≤ k ≤ m; k genap}

= (2nm+4mi+4m+k+2
2

+ 6nm+4mi+m+k+1
2

)

= 8nm+8mi+5m+2k+3
2

W 10
β3

(yk
n−1x

k
n) = {wβ1

+ β3(y
k
n−1x

k
n); untuk 1 ≤ k ≤ m; k genap}

= (6nm−m+k+1
2

+ 10nm−4m+k
2

)

= 16nm−5m+2k+1
2

W 11
β3

(yk
n−1x

k
n) = {wβ1

+ β3(y
k
n−1x

k
n); untuk 1 ≤ k ≤ m; k ganjil}

= (6nm+k+1
2

+ 10nm−3m+k
2

)

= 16nm−3m+2k+1
2

Jika disubstitusikan nilai batasan yang tepat sesuai rumusan yang diberikan

diatas, maka nilai bobot terkecil akan diperoleh pada W 1
β3

(zkxk
i ) untuk i = 1 dan

k = 1 yaitu 4nm+3m+5
2

. Sedangkan bobot terbesar terletak pada W 11β3
(yk

n−1x
k
n)

untuk k = m atau dapat diperoleh dengan mensubsitusikan Un = a + (n − 1)b =
4nm+3m+5

2
+ (3nm −m− 1)2, Un = 16nm−m+1

2
. Setelah semua nilai batasan dima-

sukkan dengan benar sesuai definisi rumus diatas, maka rumusan tersebut dapat

pula dituliskan sebagai
⋃11

r=1 W r
β3

= {4nm+3m+5
2

, 4nm+3m+9
2

, . . . , 16nm−m+1
2

}. Den-

gan demikian dapat disimpulkan bahwa gabungan graf semi parasut mSP2n−1

dengan m ≥ 3, m ganjil, n ≥ 2, mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi an-

timagic dengan a = 4nm+3m+5
2

dan d = 2, dengan kata lain gabungan graf semi

parasut mSP2n−1 mempunyai pelabelan super (4nm+3m+5
2

, 2)-sisi antimagic total

jika m ≥ 3, n ≥ 2, m ganjil. Gambar 5.8 adalah contoh pelabelan (4nm+3m+5
2

, 2)-

sisi antimagic. �

♦ Teorema 5.1.6. Ada pelabelan super (14nm+4m+8
4

, 1)-sisi antimagic total pada

gabungan graf semi parasut mSP2n−1 untuk m ≥ 3, m ganjil dan n ≥ 2, n genap.

Bukti. Labeli titik gabungan graf semi parasut mSP2n−1 dengan fungsi bijektif

fungsi bijektif β4=β1 untuk 1 ≤ k ≤ m, sehingga:
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61

95

96 101 106 111 116 121 126 131 136 143

66 7671 81 88

1

8 13 18 23 28 3536 41 51 5646

94

99 104 109 119114 124 129 134 139 141

64 69 74 79 84 86

2

10 15 20 25 30 3237 42 47 52 57

93

97 102 107 112 117 122 127 132 137 144

6762 7772 82 89

3

7 12 17 22 27 3438 43 48 53 58
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92

100 105 110 115 120 125 130 135 140 142

65 70 75 80 85 87

4

9 14 19 24 3139 44 49 54 5929

91

98 103 108 113 118 123 133128 138 145

63 68 73 78 83 90

5

6 1611 21 26 3340 45 6055 50

Gambar 5.8 Pelabelan super (70, 2)-sisi antimagic total pada 5SP2n−1 dengan n = 6
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β4(z
k) = k, untuk 1 ≤ k ≤ m, k sebarang

β4(x
k
i ) =

{

m+2mi−k+2
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m , k ganjil
2m+2mi−k+2

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m , k genap

β4(x
k
n) =

{

2nm+m−k+1
2

, untuk 1 ≤ k ≤ m, k genap
2nm+2m−k+1

2
, untuk 1 ≤ k ≤ m, k ganjil

β4(y
k
i ) = mn + mi + k, untuk 1 ≤ k ≤ m, k sebarang

Kemudian definisikan pelabelan β4 : E(mSP2n−1) → {8nm+m−k+4
4

, 8nm+2m−k+4
4

,

. . . , 20nm−2im−2m−k+3
4

}, sedemikian hingga label sisi β4 untuk pelabelan super

(a, 1)-sisi antimagic tota pada gabungan saling lepas graf semi parasut mSP2n−1

dapat dirumuskan sebagai berikut:

β4(y
k
n−1x

k
n) = 8nm+m−k+4

4
, untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 1 mod 4

β4(y
k
n−1x

k
n) = 8nm+2m−k+4

4
, untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 2 mod 4

β4(x
k
i y

k
i ) = 12nm−4mi−m−k+3

4
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 2 mod 4

β4(x
k
i y

k
i ) = 12nm−4mi−k+3

4
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 3 mod 4

β4(y
k
i x

k
i+1) = 12nm−4mi−3m−k+3

4
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

1 ≤ k ≤ m; k = 4 mod 4

β4(y
k
i x

k
i+1) = 12nm−4mi−2m−k+3

4
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 1 mod 4

β4(x
k
1x

k
n) = 12nm−4m+2k+2

4
, untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 1 mod 2

β4(z
kxk

n) = 12nm−m−k+4
4

, untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 3 mod 4
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β4(z
kxk

n) = 12nm−k+4
4

, untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 4 mod 4

β4(z
kxk

i )) = 14nm−2mi−m−k+3
4

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

i ganjil; 1 ≤ k ≤ m; k = 4 mod 4

β4(z
kxk

i ) = 14nm−2mi−k+3
4

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

i ganjil; 1 ≤ k ≤ m; k = 1 mod 4

β4(z
kxk

i ) = 14nm−2mi−m−k+3
4

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

i genap; 1 ≤ k ≤ m; k = 2 mod 4

β4(z
kxk

i ) = 14nm−2mi−k+3
4

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

i genap; 1 ≤ k ≤ m; k = 3 mod 4

β4(y
k
n−1x

k
n) = 14nm−m−k+4

4
,

untuk 1 ≤ k ≤ m; k = 3 mod 4

β4(y
k
n−1x

k
n) = 14nm−k+4

4
,

untuk 1 ≤ k ≤ m; k = 4 mod 4

β4(x
k
i y

k
i ) = 18nm−4mi−3m−k+3

4
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 4 mod 4

β4(x
k
i y

k
i ) = 18nm−4mi−2m−k+3

4
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 1 mod 4

β4(y
k
i x

k
i+1) = 18nm−4mi−5m−k+3

4
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

1 ≤ k ≤ m; k = 2 mod 4

β4(y
k
i x

k
i+1) = 18nm−4mi−4m−k+3

4
, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

1 ≤ k ≤ m; k = 3 mod 4

β4(x
k
1x

k
n) = 18nm−6m+2k+2

4
,

untuk 1 ≤ k ≤ m; k = 2 mod 2

β4(z
kxk

n) = 18nm−3m−k+4
4

,

untuk 1 ≤ k ≤ m; k = 1 mod 4

β4(z
kxk

n) = 18nm−2m−k+4
4

,

untuk 1 ≤ k ≤ m; k = 2 mod 4

β4(z
kxk

i ) = 20nm−2mi−3m−k+3
4

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

i ganjil; 1 ≤ k ≤ m; k = 2 mod 4

β4(z
kxk

i ) = 20nm−2mi−2m−k+3
4

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

i ganjil; 1 ≤ k ≤ m; k = 3 mod 4
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β4(z
kxk

i ) = 20nm−2mi−3m−k+3
4

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

i genap; 1 ≤ k ≤ m; k = 4 mod 4

β4(z
kxk

i ) = 20nm−2mi−2m−k+3
4

, untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

i genap; 1 ≤ k ≤ m; k = 1 mod 4

Jika Wβ4
didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total pada graf semi para-

sut maka Wβ4
dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot sisi EAVL

wβ4
= wβ1

dan rumus label sisi β4 sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

W 1
β4

(yk
n−1x

k
n) = {wβ1

+ β4(y
k
n−1x

k
n); untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 1 mod 4}

= (6nm+k+1
2

+ 8nm+m−k+4
4

)

= 20nm+m+k+6
4

W 2
β4

(yk
n−1x

k
n) = {wβ1

+ β4(y
k
n−1x

k
n); untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 2 mod 4}

= (6nm−m+k+1
2

+ 8nm+2m−k+4
4

)

= 20nm+k+6
4

W 3
β4

(xk
i y

k
i ) = {wβ1

+ β4(x
k
i y

k
i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 2 mod 4}

= (2nm+4mi+2m+k+2
2

+ 12nm−4mi−m−k+3
4

)

= 16nm+4mi+3m+k+7
4

W 4
β4

(xk
i y

k
i ) = {wβ1

+ β4(x
k
i y

k
i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 3 mod 4}

= (2nm+4mi+m+k+2
2

+ 12nm−4mi−k+3
4

)

= 16nm+4mi+2m+k+7
4

W 5
β4

(yk
i x

k
i+1) = {wβ1

+ β4(y
k
i x

k
i+1); untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

1 ≤ k ≤ m; k = 4 mod 4}

= (2nm+4mi+4m+k+2
2

+ 12nm−4mi−3m−k+3
4

)

= 16nm+4mi+5m+k+7
4
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W 6
β4

(yk
i x

k
i+1) = {wβ1

+ β4(y
k
i x

k
i+1); untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

1 ≤ k ≤ m; k = 1 mod 4}

= (2nm+4mi+3m+k+2
2

+ 12nm−4mi−2m−k+3
4

)

= 16nm+4mi+4m+k+7
4

W 7
β4

(xk
1x

k
n) = {wβ1

+ β4(x
k
1x

k
n); untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 1 mod 2}

= (2nm+5m−2k+3
2

+ 12nm−4m+2k+2
4

)

= 16nm+6m−2k+8
4

W 8
β4

(zkxk
n) = {wβ1

+ β4(z
kxk

n); untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 3 mod 4}

= (2nm+2m+k+1
2

+ 12nm−m−k+4
4

)

= 16nm+3m+k+6
4

W 9
β4

(zkxk
n) = {wβ1

+ β4(z
kxk

n); untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 4 mod 4}

= (2nm+m+k+1
2

+ 12nm−k+4
4

)

= 16nm+2m+k+6
4

W 10
β4

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β4(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1; i ganjil;

1 ≤ k ≤ m; k = 4 mod 4}

= (2nm+2mi+k+2
2

+ 14nm−2mi−m−k+3
4

)

= 14nm+2mi+3m+k+7
4

W 11
β4

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β4(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1; i ganjil;

1 ≤ k ≤ m; k = 1 mod 4}

= (2mi+m+k+2
2

+ 14nm−2mi−k+3
4

)

= 14nm+2mi+2m+k+7
4
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W 12
β4

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β4(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 2; i genap;

1 ≤ k ≤ m; k = 2 mod 4}

= (2mi+2m+k+2
2

+ 14nm−2mi−m−k+3
4

)

= 14nm+2mi+3m+k+7
4

W 13
β4

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β4(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 2; ı genap;

1 ≤ k ≤ m; k = 3 mod 4}

= (2mi+m+k+2
2

+ 14nm−2mi−k+3
4

)

= 14nm+2mi+2m+k+7
4

W 14
β4

(yk
n−1x

k
n) = {wβ1

+ β4(y
k
n−1x

k
n); untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 3 mod 4}

= (6nm+k+1
2

+ 14nm−m−k+4
4

)

= 26nm−m+k+6
4

W 15
β4

(yk
n−1x

k
n) = {wβ1

+ β4(y
k
n−1x

k
n); untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 4 mod 4}

= (6nm−m+k+1
2

+ 14nm−k+4
4

)

= 26nm−2m+k+6
4

W 16
β4

(xk
i y

k
i ) = {wβ1

+ β4(x
k
i y

k
i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 4 mod 4}

= (2nm+4mi+2m+k+2
2

+ 18nm−4mi−3m−k+3
4

)

= 22nm+4mi+m+k+7
4

W 17
β4

(xk
i y

k
i ) = {wβ1

+ β4(x
k
i y

k
i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 1 mod 4}

= (2nm+4mi+m+k+2
2

+ 18nm−4mi−m−k+3
4

)

= 22nm+4mi+k+7
4

W 18
β4

(yk
i x

k
i+1) = {wβ1

+ β4(y
k
i x

k
i+1); untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

1 ≤ k ≤ m; k = 2 mod 4}

= (2nm+4mi+4m+k+2
2

+ 18nm−4mi−5m−k+3
4

)

= 22nm+4mi+3m+k+7
4
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W 19
β4

(yk
i x

k
i+1) = {wβ1

+ β4(y
k
i x

k
i+1); untuk 1 ≤ i ≤ n − 2;

1 ≤ k ≤ m; k = 3 mod 4}

= (2nm+4mi+3m+k+2
2

+ 18nm−4mi−4m−k+3
4

)

= 22nm+4mi+2m+k+7
4

W 20
β4

(xk
1x

k
n) = {wβ1

+ β4(x
k
1x

k
n); untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 2 mod 2}

= (2nm+5m−2k+3
2

+ 18nm−6m+2k+2
4

)

= 22nm+4m−2k+8
4

W 21
β4

(zkxk
n) = {wβ1

+ β4(z
kxk

n); untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 1 mod 4}

= (2nm+2m+k+1
2

+ 18nm−3m−k+4
4

)

= 22nm+m+k+6
4

W 22
β4

(zkxk
n) = {wβ1

+ β4(z
kxk

n); untuk 1 ≤ k ≤ m;

k = 2 mod 4}

= (2nm+m+k+1
2

+ 18nm−2m−k+4
4

)

= 22nm+k+6
4

W 23
β4

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β4(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 2 mod 4}

= (2mi+2m+k+2
2

+ 20nm−2mi−3m−k+3
4

)

= 20nm+2mi+m+k+7
4

W 24
β4

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β4(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 1;

1 ≤ k ≤ m; k = 3 mod 4}

= (2mi+m+k+2
2

+ 20nm−2mi−m−k+3
4

)

= 20nm+2mi+k+7
4
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W 25
β4

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β4(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 2; 1 ≤ k ≤ m;

k = 4 mod 4}

= (2mi+2m+k+2
2

+ 20nm−2mi−3m−k+3
4

)

= 20nm+2mi+m+k+7
4

W 26
β4

(zkxk
i ) = {wβ1

+ β4(z
kxk

i ); untuk 1 ≤ i ≤ n − 2; 1 ≤ k ≤ m;

k = 1 mod 4}

= (2mi+m+k+2
2

+ 20nm−2mi−2m−k+3
4

)

= 20nm+2mi+k+7
4

Jika diperhatikan himpunan bobot total terkecil terletak pada W 11
β4

(zkxk
i ) =

14nm+2mi+2m+k+7
4

untuk i=1 dan k=1 yaitu 14nm+4m+8
4

sedangkan bobot sisi terbe-

sar terletak pada W 14
β4

(yk
n−1x

k
n)=26nm−m+k+6

4
untuk k=m-2 atau dapat dieproleh

dengan mensubsitusikan Un = a + (n− 1)b = 14nm+4m+8
4

+ (3nm−m− 1)1, Un =
26nm+4

4
. Dapat dinyatakan bahwa Wβ4

membentuk barisan aritmatika dengan

suku awal 14nm+4m+8
4

dan beda 1, atau dapat dituliskan
⋃26

r=1 W r
β4

= {14nm+4m+8
4

,

14nm+8m+8
4

, . . . , 26nm+4
4

}. Dapat disimpulkan bahwa gabungan graf semi para-

sut mSP2n−1 mempunyai pelabelan super (a, d)-sisi antimagic total dengan a =
14nm+4m+8

4
dan d=1 atau gabungan graf semi parasut mSP2n−1, m ≥ 3, m ganjil

dan n ≥ 2, n genap. �

Untuk pelabelan super (a, d)-sisi antimagic total pada gabungan graf semi

parasut mSP2n−1 dengan d = 1, penulis akan membuktikannya melalui sebuah

teorema yang sudah dibuktikan oleh Martin Baca yakni apabila pada graf tunggal

memiliki pelabelan super (a, 1)-sisi antimagic total maka pasti pada gabungan graf

nya memiliki pelabelan super (a, 1)-sisi antimagic total. Berikut penjelasanya:

Bukti. Berdasarkan teorema martin baca untuk pelabelan super (a, d)-sisi an-

timagic, maka diperoleh rumusan:

γ(r), r ∈ V (Gk) =















m[α1(z) − 1] + k, 1 ≤ k ≤ m

m[α1(xi) − 1] + k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ m

m[α1(yi) − 1] + k, 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m
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dan

δ(d), d ∈ E(Gk) =



































mα4 + 1 − k, 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ k ≤ m

mα4(x1xn) + 1 − k, 1 ≤ k ≤ m

mα4(zxi) + 1 − k, 1 ≤ i ≤ n − 1, i ganjil 1 ≤ k ≤ m

mα4(xiyi) + 1 − k, 1 ≤ i ≤ n − 1 1 ≤ k ≤ m

mα4(zxi) + 1 − k, 1 ≤ i ≤ n − 1, i genap 1 ≤ k ≤ m

Jika himpunan {fs(u) + fs(v) + fs(uv); uv ∈ E(Gs)} = {a, a + 1, . . . , a + q − 1}

merupakan himpunan bobot total dari gabungan graf semi parasut mSP2n−1 maka

berdasarkan rumus di atas diperoleh rumusan sebagai berikut:

fs(u) + fs(v) + fs(uv) = m[fs(u) − 1] + s + m[fs(v) − 1] + s + m.fs(uv) + 1 − s

= m[fs(u) + fs(v)fs(uv) − 2] + 1 + s

= m[a − 2] + 1 + s

Sehingga, bobot terkecil pertama:

m[a − 2] + 1 + s = m[
7n + 6

2
− 2] + 1 + 1

=
7nm + 2m + 4

2

dan bobot terbesarnya adalah:

m[a + q − 2] + 1 = m[(
7n + 6

2
+ 3n − 1 − 2)] + 1

=
13nm + 2

2

Maka dapat ditulis bahwa himpunan bobot sisi gabungan pada graf semi

parasut mSP2n−1 adalah {7nm+2m+4
2

, . . . , 13nm+2
2

}. Sehingga dapat dismulkan bahwa

graf semi parasut mSP2n−1 memiliki pelabelan (a, 1)-super sisi antimagic total un-

tuk m ≥ 3, m ≡ 1 mod 4 dan n ≥ 2, dan n genap. Gambar 5.9 adalah contoh

pelabelan (14nm+4m+8
4

, 1)-sisi antimagic total. �
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138

208

311 203 302 194 293 185 284 176 275 167 266 158 257 147

248 347 239 338 230 329 221 318

312

205 304 295196 187 286 178 277 169 268 160 259 151 149

349 241 340 232 223331 322 320

209

306207 198 297 189 288 180 279 171 270 162 261 153 250

324225333234342243351 214

100 109 118 12714 82 23 91 32 41 59 68 81136

1

2

18 27 36 45 54 63 72 7683 92 128119 137110101

3

13 22 31 40 49 58 67 8084 93 102 111 120 129

50
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141

313

308 200 299 191 290 182 173281 164272 263 155 254 252

245 344 236 335 227 326 218 216

210

310 202 301 193 292 184 283 175 274 166 265 157 146256

247 346 238 337 229 220 317328

314

204 303 195 186294 285 177 276 168 267 159 258 150 148

348 240 339 231 330 321222 319

4

17 26 35 44 53 62 757185 94 103 112 121 130 139

5

12 21 30 39 5748 66 799586 104 113 122 131 140

6

16 25 34 43 52 61 747087 96 105 114 123 132
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144

211

206 305 197 296 287188 179 278 170 269 161 260 152 249

350 242 341 224332233 213323

315

307 199 298 190 289 181 280 172 271 262163 154 253 251

244 343 235 226334 325 217 215

212

309 201 300 192 291 183 282 273174 165 156 255 145264

246 345 237 336 228 327 219 316

7

11 20 3829 47 56 65 7888 97 106 115 123 133 142

15 24 33 42 51 60 69 73

8

89 98 107 116 134 143125

10 19 37

9

28 7764554690 99 108 117 126 135

Gambar 5.9 Pelabelan total super (263, 1)-sisi antimagic pada 9SP2n−1 dengan n = 8
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5.2 Pelabelan Super (a,d)-H-Antimagic Total Dekomposisi pada Amal-

gamasi Graf Kipas Konektif

Penentuan batas atas d merupakan hal yang penting dalam penelitian ini.

Batas atas ini adalah titik penting yang mengisyaratkan seberapa banyak nilai

beda yang mungkin dimiliki oleh amalgamasi graf kipas tunggal maupun gabung-

an saling lepasnya dalam pelabelan super antimagic dekomposisi. Untuk menen-

tukan nilai-nilai d tersebut, perlu diketahui jumlah titik (pG) dan jumlah sisi (qG)

pada amalgamasi graf kipas tunggal maupun gabungannya, serta perlu diketahui

jumlah titik (pH) dan jumlah sisi (qH) pada subgraf atau selimut amalgamasi graf

kipas tunggal maupun gabungannya beserta jumlah selimutnya (s).

Amalgamasi graf kipas merupakan sebuah graf yang dinotasikan dengan F n
3

dengan V (F n
3 ) = {p, xi, yi, zi : 1 ≤ i ≤ n} dan sisi E(F n

3 ) = {pxi, pyi, pzi, xiyi,-

yizi : 1 ≤ i ≤ n}. Untuk jumlah titik | V | = (pG) dan sisinya | E | = (qG) serta

jumlah titik (pH) dan jumlah sisi (qH) pada subgraf atau selimut amalgamasi graf

kipas tunggal. Nilai n yang dimaksudkan adalah banyaknya expand graf kipas

F3 yang terdapat pada amalgamasi graf kipas. Gambar 5.10 merupakan sebuah

ilustrasi untuk menentukan jumlah titik dan jumlah sisi pada amalgamasi graf

kipas.

Berdasarkan pola pada Gambar 5.10 dan setelah memperhatikan pada amal-

gamasi graf kipas F n
3 dengan n yang berbeda, didapatkan rumusan jumlah titik

pada graf amalgamasi kipas adalah (pG)=3n + 1. Sedangkan jumlah sisi pada

amalgamasi graf kipas F n
3 merupakan jumlah seluruh sisi yang menghubungkan

sebuah titik dengan titik yang lainnya pada graf tersebut sesuai definisi yang

diberikan adalah (qG)=5n.

Dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 berupa subgraf dari amalga-

masi graf kipas yang berupa graf kipas F3, maka jumlah titik yang merupakan

dekomposisi adalah pH = 4, sedangkan jumlah sisi dekomposisi adalah qH = 5

dan rumusan jumlah dekomposisi pada F n
3 adalah n. Untuk menentukan batas

atas nilai beda d super (a, d)−H antimagic total dekomposisi dapat ditentukan

dengan lemma berikut ini.

Lema 5.2.1. Jika graf (F n
3 ) adalah super (a, d)−F3 antimagic total dekomposisi
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(a)

(b)

(c)

Jumlah sisi = 20

Jumlah titik = 7
Jumlah sisi = 10

n = 3
Jumlah titik = 10
Jumlah sisi = 15

n = 4
Jumlah titik = 13

n=2

Gambar 5.10 Jumlah titik dan sisi pada F 2
3 (a), F 3

3 (b), F 4
3 (c)



83

maka

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH

s − 1

untuk s = |Hi|, pG = |V |, qG = |E|, pH = |V ′|, qH = |E ′|

Bukti. f(V ) = {1, 2, 3, .., pG} dan f(E) = {pG + 1, pG + 2, pG + 2, .., pG + qG}.

Misalkan graf (pG,qG) mempunyai pelabelan super (a, d)-H antimagic total dekom-

posisi dengan fungsi total f(total) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., pG + qG} maka himpunan

bobot dekomposisi sebuah graf adalah {a, a + d, a + 2d, . . . , a(t − 1)d} dimana a

merupakan bobot dekomposisi terkecil maka berlaku:

1 + 2 + . . . + pH + (pG + 1) + (pG + 2) + . . . + (pG + qH) ≤ a
pH

2
(1 + pH) + qHpG +

qH

2
(1 + qH) =

pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
≤ a

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a + (s − 1)d ≤ pG + pG − 1 + pG − 2 + ... + (pG − (pH − 1)) + (pG + qG)

+(pG + qG − 1) + (pG + qG − 2) + ... + (pG + qG − (qH − 1))

= pHpG −
pH − 1

2
(1 + (pH − 1)) + qHpG + qHpG

−
qH − 1

2
(1 + (qH − 1))

= pHpG −
pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHpG −

qH − 1

2
(qH)
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(s − 1)d ≤ pHpG −
pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHpG −

qH − 1

2
(qH) − a

≤ pHpG −
pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHpG −

qH − 1

2
(qH) −

(
pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
)

= pHpG −
p2

H

2
+

pH

2
+ qHpG −

q2
H

2
+

qH

2
− (

pH

2
+

p2
H

2
+

qH

2
+

q2
H

2
)

= pHpG + qHqG − p2
H − q2

H

= pHpG − p2
H + qHqG − q2

H

= (pG − pH)pH + (qG − qH)qH

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH

(s − 1)

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH

s−1
jika graf

G memiliki pelabelan super (a, d)-H-antimagic total dekomposisi dari berbagai

famili graf (Dafik. 2007). �

Diketahui dengan jumlah titik pG = 3n + 1 dan sisi qG = 5n, sedangkan

jumlah titik selimut adalah pH = 4 dan jumlah sisi selimut adalah qH = 5 dengan

jumlah selimut s = n. Batas atas nilai beda d tersebut adalah :

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH

s − 1

=
(3n + 1 − 4)4 + (5n − 5)5

n − 1

=
(3n − 3)4 + (5n − 5)5

n − 1

=
12n − 12 + 25n − 25

n − 1

=
37n − 37

n − 1

=
37(n − 1)

n − 1
≤ 37
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Karena pelabelan SHAT selalu menggunakan bilangan bulat positif, maka nilai

d ≥ 0 dan d adalah bilangan bulat, sehingga d ǫ {0, 1, 2, 3, . . . , 37}. Selanjut-

nya penentuan fungsu bijektif pelabelan selimut super (a, d)-H-antimagic akan

disesuaikan dengan nilai d yang telah ditetapkan.

Untuk menentukan pelabelan selimut super H antimagic pada amalgamasi

graf kipas digunakan metode yang terdiri dari beberapa langkah. Metode ini di-

awali dengan menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menen-

tukan pelabelan yang berlaku pada batas i yang telah ditemukan. Untuk penen-

tuan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi barisan aritmatika, fungsi ini pada

akhirnya merupakan fungsi bijektif pada graf yang diteliti. Setelah fungsi bijek-

tif diketahui selanjutnya dilakukan pembuktian secara deduktif matematik untuk

membuktikan kebenaran dari teorema yang didapat. Sebagai catatan, teorema

dalam penelitian ini adalah bukan teorema yang biimplikatif atau karakteristik

sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah.

Berdasarkan hasil penggabungan pola melalui pedektesian pola (pattern

recognition) dan konsep barisan aritmatika, maka diperoleh beberapa teorema

dan akibat sebagai berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak

bersifat tunggal (berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat

keberadaan (existence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah menen-

tukan pelabelan super H antimagic total dekomposisi dengan terlebih dahulu

menentukan fungsi bijektif melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep

barisan aritmatika dari titik dan sisi pada amalgamasi graf kipas amal(F3, v, n),

dimana V (F n
3 ) = {p, xi, yi, zi : 1 ≤ i ≤ n} dan sisi E(F n

3 ) = {pxi, pyi, pzi, xiyi, yizi :

1 ≤ i ≤ n} untuk n ≥ 2.

♦ Teorema 5.2.1. Ada pelabelan super (32n + 13, 0)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi bijektif f1 dengan
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label sebagai berikut:

f1(p) = 1

f1(xi) = i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f1(yi) = 2n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f1(zi) = 3n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

Dapat dilihat bahwa f1 adalah fungsi bijektif yang memetakan F n
3 ke him-

punan bilangan bulat f(V ) = {1, 2, 3, .., 3n + 1}. Jika wf1
didefinisikan sebagai

bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf kipas

dimana bobot dekomposisi tersebut adalah H=F3 sebagai dekomposisinya, Maka

fungsi bijektif wf1
dapat ditentukan sebagai berikut:

wf1
= f1(p) + f1(xi) + f1(yi) + f1(zi)

= (1) + (i + 1) + (2n − i + 2) + (3n − i + 2)

= 5n − i + 6, untuk 1 ≤ i ≤ n

Labeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi bijektif f1 dengan label

sebagai berikut:

f1(pxi) = 3n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f1(xiyi) = 5n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f1(yizi) = 5n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f1(pzi) = 7n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f1(pyi) = 7n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Jika Wf1
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf1
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat
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dirumuskan sebagai berikut:

Wf1
= wf1

+ f1(pxi) + f1(xiyi) + f1(yizi) + f1(pzi) + f1(pyi)

= 32n + 13, untuk 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf1

= {32n+ 13, 32n+ 13, . . . , 32n + 13}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (32n+13, 0)−F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.11 merupakan contoh super (32n + 13, 0) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3
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Gambar 5.11 Super (32n + 13, 0) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=2 yang berlaku untuk

n ≥ 2.

♦ Teorema 5.2.2. Ada pelabelan super (31n + 14, 2)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.
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Bukti. Labeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi f2 sebagai berikut:

f2(p) = 1

f2(xi) = i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(yi) = 2n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(zi) = 2n + 1 + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Dapat dilihat bahwa f2 adalah fungsi bijektif yang memetakan F n
3 ke himpunan

bilangan bulat f(V ) = {1, 2, 3, .., 3n + 1}. Jika wf2
didefinisikan sebagai bobot

dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf kipas dimana

bobot dekomposisi tersebut adalah H=F3 sebagai dekomposisinya, maka fungsi

bijektif wf2
dapat ditentukan sebagai berikut:

wf2
= f2(p) + f2(xi) + f2(yi) + f2(zi)

= (1) + (i + 1) + (2n − i + 2) + (2n + i + 1)

= 4n + i + 5, untuk 1 ≤ i ≤ n

Untuk melabeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label sisi yang terda-

pat pada teorema 5.2.1 ke dalam teorema 5.2.2 dimana f2=f1. Sehingga f2(pxi)=f1(pxi),

f2(xiyi)=f1(xiyi), f2(yizi)=f1(yizi), f2(pzi)=f1(pzi), f2(pyi)= f1(pyi).

Jika Wf2
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf2
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf2
= wf2

+ f1(pxi) + f1(xiyi) + f1(yizi) + f1(pzi) + f1(pyi)

= 31n + 2i + 12, untuk 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf2

= {31n+ 14, 31n+ 16, . . . , 33n + 12}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (31n+14, 2)−F3 antimagic total dekomposisi untuk
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n ≥ 2. �

Gambar 5.12 merupakan contoh super (31n + 14, 2) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3
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Gambar 5.12 Super (31n + 14, 2) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 dengan nilai d=4 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.1 sehingga hanya ditulis f3=f1.

♦ Teorema 5.2.3. Ada pelabelan super (30n + 15, 4)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.1 ke dalam teorema 5.2.3 dimana f3=f1. Sehingga

f3(p)=f1(p), f3(xi)=f1(xi), f3(yi)=f1(yi), f3(zi)=f1(zi). Dengan demikian maka

bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf kipas

yang didefinisikan dengan wf3
=wf1

=5n − i + 6.
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Labeli sisi dan amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi f3 sebagai berikut:

f3(pxi) = 3n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(xiyi) = 4n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(yizi) = 5n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(pzi) = 6n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(pyi) = 7n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Jika Wf3
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf3
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf3
= wf3

+ f3(pxi) + f3(xiyi) + f3(yizi) + f3(pzi) + f3(pyi)

= 30n + 4i + 11, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf3
=

{30n + 15, 30n + 19, . . . , 34n + 11}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (30n+15, 4)−F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.13 merupakan contoh super (30n + 15, 4) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=6 dengan syarat berlaku

untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama seperti

pada teorema 5.2.2 f4=f2 dan label sisi yang sama seperti teorema 5.2.3 f4=f3.

♦ Teorema 5.2.4. Ada pelabelan super (29n + 16, 6)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.2 ke dalam teorema 5.2.4 dimana f4=f2. Sehingga
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Gambar 5.13 Super (30n + 15, 4) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

f4(p)=f2(p), f4(xi)=f2(xi), f4(yi)=f2(yi), f4(zi)=f2(zi). Dengan demikian maka

bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf kipas

yang didefinisikan dengan wf4
=wf2

=4n + i + 5.

Untuk melabeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label sisi yang terda-

pat pada teorema 5.2.3 ke dalam teorema 5.2.4 dimana f4=f3. Sehingga f4(pxi)

=f3(pxi), f4(xiyi)=f3(xiyi), f4(yizi)=f3(yizi), f4(pzi)=f3(pzi), f4(pyi)=f3(pyi).

Jika Wf4
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf4
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf4
= wf4

+ f4(pxi) + f4(xiyi) + f4(yizi) + f4(pzi) + f4(pyi)

= 29n + 6i + 10, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf4

= {29n+ 16, 29n+ 22, . . . , 35n + 10}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (29n+16, 6)−F3 antimagic total dekomposisi untuk
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n ≥ 2. �

Gambar 5.14 merupakan contoh super (29n + 16, 6) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3
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Gambar 5.14 Super (29n + 16, 6) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=8 dengan syarat berlaku

untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label sisi yang sama seperti teo-

rema 5.2.3 f5=f3.

♦ Teorema 5.2.5. Ada pelabelan super (28n + 17, 8)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi f5 sebagai berikut:

f5(p) = 1

f5(xi) = i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f5(yi) = n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f5(zi) = 2n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n
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Dapat dilihat bahwa f5 adalah fungsi bijektif yang memetakan F n
3 ke himpunan

bilangan bulat f(V ) = {1, 2, 3, .., 3n + 1}. Jika wf5
didefinisikan sebagai bobot

dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf kipas dimana

bobot dekomposisi tersebut adalah H=F3 sebagai dekomposisinya, maka fungsi

bijektif wf5
dapat ditentukan sebagai berikut:

wf5
= f5(p) + f5(xi) + f5(yi) + f5(zi)

= (1) + (i + 1) + (n + i + 1) + (2n + i + 1)

= 3n + 3i + 4, jika 1 ≤ i ≤ n

Untuk melabeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label sisi yang terda-

pat pada teorema 5.2.3 ke dalam teorema 5.2.5 dimana f5=f3. Sehingga f5(pxi)

=f3(pxi), f5(xiyi)=f3(xiyi), f5(yizi)=f3(yizi), f5(pzi)=f3(pzi), f5(pyi)=f3(pyi).

Jika Wf5
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf5
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf5
= wf5

+ f5(pxi) + f5(xiyi) + f5(yizi) + f5(pzi) + f5(pyi)

= 28n + 8i + 9, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf5

= {28n + 17, 28n + 25, . . . , 36n + 9}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (28n+17, 8)−F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.15 merupakan contoh super (28n + 17, 8) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=10 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label sisi yang sama
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Gambar 5.15 Super (28n + 17, 8) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

seperti teorema 5.2.3 f6=f3.

♦ Teorema 5.2.6. Ada pelabelan super (30n+ 15, 10)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi f6 sebagai berikut:

f6(p) = 3n + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f6(xi) = 2i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f6(yi) = 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f6(zi) = 2n + i, untuk 1 ≤ i ≤ n

Dapat dilihat bahwa f6 adalah fungsi bijektif yang memetakan (F n
3 ) ke himpunan

bilangan bulat f(V ) = {1, 2, 3, .., 3n + 1}. Jika wf5
didefinisikan sebagai bobot

dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf kipas dimana

bobot dekomposisi tersebut adalah H=F3 sebagai dekomposisinya, maka fungsi



95

bijektif wf6
dapat ditentukan sebagai berikut:

wf6
= f6(p) + f6(xi) + f6(yi) + f6(zi)

= (3n + 1) + (2i − 1) + (2i) + (2n + 1)

= 5n + 5i, jika 1 ≤ i ≤ n

Untuk melabeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label sisi yang terdapat

pada teorema 5.2.3 ke dalam teorema 5.2.6 dimana f6=f3. Sehingga f6(pxi)=

f3(pxi), f6(xiyi)=f3(xiyi), f6(yizi)=f3(yizi), f6(pzi)=f3(pzi), f6(pyi)=f3(pyi).

Jika Wf6
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf6
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf6
= wf6

+ f6(pxi) + f6(xiyi) + f6(yizi) + f6(pzi) + f6(pyi)

= 30n + 10i + 5, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf6
=

{30n+15, 30n+25, . . . , 40n+5}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada graf

kipas (F n
3 ) memiliki super (30n + 15, 10)− F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.16 merupakan contoh super (30n + 15, 10) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=12 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.5 f7=f5.

♦ Teorema 5.2.7. Ada pelabelan super (26n+ 19, 12)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.5 ke dalam teorema 5.2.7 dimana f7=f5. Sehingga



96

6

13

185

7

8

14

195

9

10

15

205

4

17

41

27

28

24

29

30

31

37
3

18

38

19

393440

20

21

22

32
23

33

25

35

36

26

16

1 2 11

165

4

12

175

Gambar 5.16 Super (30n + 15, 10) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

f7(p)=f5(p), f7(xi)=f5(xi), f7(yi)=f5(yi), f7(zi)=f5(zi). Dengan demikian maka

bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf kipas

yang didefinisikan dengan wf7
=wf5

=3n + 3i + 4.

Labeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi f7 sebagai berikut:

f7(pxi) = 3n + 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f7(xiyi) = 3n + 2i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f7(yizi) = 5n + 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f7(pzi) = 5n + 2i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f7(pyi) = 7n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Jika Wf7
didefinisikan sebagai bobot total selimut pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf7
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat
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dirumuskan sebagai berikut:

Wf7
= wf7

+ f7(pxi) + f7(xiyi) + f7(yizi) + f7(pzi) + f7(pyi)

= 26n + 12i + 7, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot selimut total Wf7
=

{26n+19, 26n+31, . . . , 38n+7}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada graf

kipas F n
3 memiliki super (26n + 19, 12) − F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.17 merupakan contoh super (26n + 19, 12) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3
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Gambar 5.17 Super (26n + 19, 12) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas (F n
3 ) dengan nilai d=14 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label sisi yang sama

seperti teorema 5.2.3 f8=f3.
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♦ Teorema 5.2.8. Ada pelabelan super (25n+ 20, 14)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi f8 sebagai berikut:

f8(p) = 1

f8(xi) = 3i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f8(yi) = 3i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f8(zi) = 3i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Dapat dilihat bahwa f8 adalah fungsi bijektif yang memetakan F n
3 ke himpunan

bilangan bulat f(V ) = {1, 2, 3, .., 3n + 1}. Jika wf8
didefinisikan sebagai bobot

dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf kipas dimana

bobot dekomposisi tersebut adalah H=F3 sebagai dekomposisinya, maka fungsi

bijektif wf8
dapat ditentukan sebagai berikut:

wf8
= f8(p) + f8(xi) + f8(yi) + f8(zi)

= (1) + (3i − 1) + (3i) + (3i + 1)

= 9i + 1, jika 1 ≤ i ≤ n

Untuk melabeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label sisi yang terdapat

pada teorema 5.2.3 ke dalam teorema 5.2.8 dimana f8=f3. Sehingga f8(pxi)=

f3(pxi), f8(xiyi)=f3(xiyi), f8(yizi)=f3(yizi), f8(pzi)=f3(pzi), f8(pyi)= f3(pyi).

Jika Wf8
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka

wf8
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf8
= wf8

+ f8(pxi) + f8(xiyi) + f8(yizi) + f8(pzi) + f8(pyi)

= 25n + 14i + 6, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf8
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= {25n + 20, 25n + 34, . . . , 39n + 6}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas (F n
3 ) memiliki super (25n + 20, 14) − F3 antimagic total dekomposisi

untuk n ≥ 2. �

Gambar 5.18 merupakan contoh super (25n + 20, 14) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas (F 5
3 )
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Gambar 5.18 Super (25n + 20, 14) − F3 antimagic total dekomposisi pada (F 5
3 )

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=16 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.8 f9=f8.

♦ Teorema 5.2.9. Ada pelabelan super (24n+ 21, 16)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.8 ke dalam teorema 5.2.9 dimana f9=f8. Sehingga

f9(p)=f8(p), f9(xi)=f8(xi), f9(yi)=f8(yi), f9(zi)=f8(zi). Dengan demikian maka

bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf kipas

yang didefinisikan dengan wf9
=wf8

=9i + 1.
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Labeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi f9 sebagai berikut:

f9(pxi) = 3n + 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f9(xiyi) = 3n + 2i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f9(yizi) = 5n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f9(pzi) = 6n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f9(pyi) = 7n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Jika Wf9
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf9
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf9
= wf9

+ f9(pxi) + f9(xiyi) + f9(yizi) + f9(pzi) + f9(pyi)

= 24n + 16i + 5, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf9

= {24n + 21, 24n + 37, . . . , 40n + 5}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas (F n
3 ) memiliki super (24n + 21, 16) − F3 antimagic total dekomposisi

untuk n ≥ 2. �

Gambar 5.19 merupakan contoh super (24n + 21, 16) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=18 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.8 f10=f8 dan label sisi yang sama seperti teorema 5.2.7

f10=f7.

♦ Teorema 5.2.10. Ada pelabelan super (23n+22, 18)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas (F n
3 ) gunakan label titik yang
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Gambar 5.19 Super (24n + 21, 16) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

terdapat pada teorema 5.2.8 ke dalam teorema 5.2.10 dimana f10=f8. Sehingga

f10(p)=f8(p), f10(xi)=f8(xi), f10(yi)=f8(yi), f10(zi)=f8(zi). Dengan demikian

maka bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf

kipas yang didefinisikan dengan wf10
=wf8

=9i + 1.

Untuk melabeli sisi amalgamasi graf kipas (F n
3 ) gunakan label sisi yang

terdapat pada teorema 5.2.7 ke dalam teorema 5.2.10 dimana f10=f7. Sehingga

f10(pxi) =f7(pxi), f10(xiyi)=f7(xiyi), f10(yizi)=f7(yizi), f10(pzi)=f7(pzi), f10(pyi)-

=f7(pyi).

Jika Wf10
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf10
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf10
= wf10

+ f10(pxi) + f10(xiyi) + f10(yizi) + f10(pzi) + f10(pyi)

= 23n + 18i + 4, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf10



102

= {23n + 22, 23n + 40, . . . , 41n + 4}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (23n+22, 18)−F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.20 merupakan contoh super (23n + 22, 18) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3
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Gambar 5.20 Super (23n + 22, 18) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=20 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.8 f11=f8.

♦ Teorema 5.2.11. Ada pelabelan super (22n+23, 20)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.8 ke dalam teorema 5.2.11 dimana f11=f8. Sehingga

f11(p)=f8(p), f11(xi)=f8(xi), f11(yi)=f8(yi), f11(zi)=f8(zi). Dengan demikian

maka bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf

kipas yang didefinisikan dengan wf11
=wf8

=9i + 1.
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Labeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi f11 sebagai berikut:

f11(pxi) = 3n + 3i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f11(xiyi) = 3n + 3i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f11(yizi) = 3n + 3i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f11(pzi) = 6n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f11(pyi) = 7n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Jika Wf11
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf11
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf11
= wf11

+ f11(pxi) + f11(xiyi) + f11(yizi) + f11(pzi) + f11(pyi)

= 22n + 20i + 3, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf11

= {22n + 23, 22n + 43, . . . , 42n + 3}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (22n+23, 20)−F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.21 merupakan contoh super (22n + 23, 20) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=22 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.8 f12=f8.

♦ Teorema 5.2.12. Ada pelabelan super (21n+24, 22)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.8 ke dalam teorema 5.2.12 dimana f12=f8. Sehingga
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Gambar 5.21 Super (22n + 23, 20) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

f12(p)=f8(p), f12(xi)=f8(xi), f12(yi)=f8(yi), f12(zi)=f8(zi). Dengan demikian

maka bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf

kipas yang didefinisikan dengan wf12
=wf8

=9i + 1.

Labeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi f12 sebagai berikut:

f12(pxi) = 3n + 3i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f12(xiyi) = 3n + 3i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f12(yizi) = 3n + 3i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f12(pzi) = 6n + 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f12(pyi) = 6n + 2i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Jika Wf12
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf12
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat
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dirumuskan sebagai berikut:

Wf12
= wf12

+ f12(pxi) + f12(xiyi) + f12(yizi) + f12(pzi) + f12(pyi)

= 21n + 22i + 2, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf12

= {21n + 24, 21n + 46, . . . , 43n + 2}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (21n+24, 22)−F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.23 merupakan contoh super (21n + 24, 22) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3
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Gambar 5.22 Super (21n + 24, 22) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=24 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.1 f13=f1.
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♦ Teorema 5.2.13. Ada pelabelan super (20n+25, 24)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.1 ke dalam teorema 5.2.13 dimana f13=f1. Sehingga

f13(p)=f1(p), f13(xi)=f1(xi), f13(yi)=f1(yi), f13(zi)=f1(zi). Dengan demikian

maka bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf

kipas yang didefinisikan dengan wf13
=wf1

=5n − i + 6.

Labeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 dengan fungsi f13 sebagai berikut:

f13(pxi) = 3n + 5i − 3, untuk 1 ≤ i ≤ n

f13(xiyi) = 3n + 5i − 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f13(yizi) = 3n + 5i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f13(pzi) = 3n + 5i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f13(pyi) = 3n + 5i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Jika Wf13
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka

wf13
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf13
= wf13

+ f13(pxi) + f13(xiyi) + f13(yizi) + f13(pzi) + f13(pyi)

= 20n + 24i + 1, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf13

= {20n + 25, 20n + 49, . . . , 44n + 1}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (20n+25, 24)−F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.23 merupakan contoh super (44n + 1, 24) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas (F n
3 ) dengan nilai d=26 dengan syarat



107

33

34

25

37

37

38

39

4041

197

221

17

1

2

9

16 5

6

7

8

1011

12

13

14

15

173

11 16

18 19

20
21

125 22

23

24

25

26
149

27

28

29

30 31

32

Gambar 5.23 Super (20n + 25, 24) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.2 f14=f2 dan label sisi yang sama seperti teorema 5.2.13

f14=f13.

♦ Teorema 5.2.14. Ada pelabelan super (19n+26, 26)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.2 ke dalam teorema 5.2.14 dimana f14=f2. Sehingga

f14(p)=f2(p), f14(xi)=f2(xi), f14(yi)=f2(yi), f14(zi)=f2(zi). Dengan demikian

maka bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf

kipas yang didefinisikan dengan wf14
=wf2

=4n + i + 5.

Untuk melabeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label sisi yang ter-

dapat pada teorema 5.2.13 ke dalam teorema 5.2.14 dimana f14=f13. Sehingga

f14(pxi)=f13(pxi), f14(xiyi)=f13(xiyi), f14(yizi)=f13(yizi), f14(pzi)=f13(pzi),

f14(pyi)=f13(pyi).

Jika Wf14
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf14
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat
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dirumuskan sebagai berikut:

Wf14
= wf14

+ f14(pxi) + f14(xiyi) + f14(yizi) + f14(pzi) + f14(pyi)

= 19n + 26i, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf14

= {19n + 26, 19n + 52, . . . , 45n}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada graf

kipas F n
3 memiliki super (19n + 26, 26) − F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.24 merupakan contoh super (19n + 26, 26) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3

32

33

34

35

36

199

37

38

39

40

224

5

6

17

1

41

29

8

7

15

16

173

12 2 11

18 19

20
21

121

3

13

10

22

23

24

25

26
147

27

28

30 31 14

4

9

Gambar 5.24 Super (19n + 26, 26) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=28 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.5 f15=f5 dan label sisi yang sama seperti teorema 5.2.13

f15=f13.
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♦ Teorema 5.2.15. Ada pelabelan super (18n+27, 28)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas (F n
3 ) gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.5 ke dalam teorema 5.2.15 dimana f15=f5. Sehingga

f15(p)=f5(p), f15(xi)=f5(xi), f15(yi)=f5(yi), f15(zi)=f5(zi). Dengan demikian

maka bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf

kipas yang didefinisikan dengan wf15
=wf5

=3n + 3i + 4.

Untuk melabeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label sisi yang ter-

dapat pada teorema 5.2.13 ke dalam teorema 5.2.15 dimana f15=f13. Sehingga

f15(pxi)=f13(pxi), f15(xiyi)=f13(xiyi), f15(yizi)=f13(yizi), f15(pzi)=f13(pzi),

f15(pyi)=f13(pyi).

Jika Wf15
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf15
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wf15
= wf15

+ f15(pxi) + f15(xiyi) + f15(yizi) + f15(pzi) + f15(pyi)

= 18n + 28i − 1, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf15

= {18n + 27, 18n + 55, . . . , 46n − 1}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (18n+27, 28)−F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.25 merupakan contoh super (18n + 27, 28) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=30 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.6 f16=f6 dan label sisi yang sama seperti teorema 5.2.13

f16=f13.
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Gambar 5.25 Super (18n + 27, 28) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

♦ Teorema 5.2.16. Ada pelabelan super (20n−25, 30)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas (F n
3 ) gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.6 ke dalam teorema 5.2.16 dimana f16=f6. Sehingga

f16(p)=f6(p), f16(xi)=f6(xi), f16(yi)=f6(yi), f16(zi)=f6(zi). Dengan demikian

maka bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf

kipas yang didefinisikan dengan wf16
=wf6

=5n + 5i.

Untuk melabeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label sisi yang ter-

dapat pada teorema 5.2.13 ke dalam teorema 5.2.16 dimana f16=f13. Sehingga

f16(pxi)=f13(pxi), f16(xiyi)=f13(xiyi), f16(yizi)=f13(yizi), f16(pzi)=f13(pzi),

f16(pyi)=f13(pyi).

Jika Wf16
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalgamasi

graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya maka

wf16
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat
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dirumuskan sebagai berikut:

Wf16
= wf16

+ f16(pxi) + f16(xiyi) + f16(yizi) + f16(pzi) + f16(pyi)

= 20n + 30i − 5, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf16

= {20n + 25, 20n + 55, . . . , 50n − 5}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (20n+25, 30)−F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.26 merupakan contoh super (20n + 25, 30) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3
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Gambar 5.26 Super (20n + 25, 30) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

Pada teorema berikutnya akan dibuktikan super (a, d)-H antimagic total

dekomposisi pada amalgamsi graf kipas F n
3 dengan nilai d=34 dengan syarat

berlaku untuk n ≥ 2. Teorema dibawah ini menggunakan label titik yang sama

seperti pada teorema 5.2.8 f17=f8 dan label sisi yang sama seperti teorema 5.2.13

f17=f13.



112

♦ Teorema 5.2.17. Ada pelabelan super (15n+30, 34)-F3 antimagic total dekom-

posisi pada amalgamasi graf kipas F n
3 untuk n ≥ 2.

Bukti. Untuk melabeli titik amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label titik yang

terdapat pada teorema 5.2.8 ke dalam teorema 5.2.17 dimana f17=f8. Sehingga

f17(p)=f8(p), f17(xi)=f8(xi), f17(yi)=f8(yi), f17(zi)=f8(zi). Dengan demikian

maka bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf

kipas yang didefinisikan dengan wf17
=wf8

=9i + 1.

Untuk melabeli sisi amalgamasi graf kipas F n
3 gunakan label sisi yang ter-

dapat pada teorema 5.2.13 ke dalam teorema 5.2.17 dimana f17=f13. Sehingga

f17(pxi)=f13(pxi), f17(xiyi)=f13(xiyi), f17(yizi)=f13(yizi), f17(pzi)=f13(pzi),

f17(pyi)=f13(pyi). Jika Wf17
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada

amalgamasi graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label

sisinya maka wf17
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian,

sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf17
= wf17

+ f17(pxi) + f17(xiyi) + f17(yizi) + f17(pzi) + f17(pyi)

= 15n + 34i − 4, jika 1 ≤ i ≤ n

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf17

= {15n + 30, 15n + 64, . . . , 49n − 4}. Sehingga terbukti bahwa amalgamasi pada

graf kipas F n
3 memiliki super (15n+30, 34)−F3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 2. �

Gambar 5.27 merupakan contoh super (15n + 30, 34) − F3 antimagic total

dekomposisi pada amalgamasi graf kipas F 5
3

.

5.3 Pelabelan Super (a, d)-H Antimagic Total Dekomposisi pada Amal-

gamasi Graf Kipas Diskonektif

Selanjutnya peneliti melakukan penelitian untuk gabungan saling lepas pada

amalgamasi graf kipas. Penelitian ini merupakan pengembangan dari pada amal-

gamasi graf kipas tunggal. Gabungan pada Amalgamasi Graf Kipas didefinisikan
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Gambar 5.27 Super (15n + 30, 34) − F3 antimagic total dekomposisi pada F 5
3

sebagai pada amalgamasi graf kipas dengan salinan sebanyak m. Gabungan pada

amalgamasi graf kipas (mF n
3 ) didefinisikan sebagai V (mF n

3 ) = {pj, x
j
i , y

j
i , z

j
i : 1 ≤

i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} dan sisi E(mF n
3 ) = {pjx

j
i , p

jy
j
i , p

jz
j
i , x

j
iy

j
i , y

j
i z

j
i : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤

j ≤ m}.

Sama seperti pada amalgamasi graf kipas tunggal, untuk menentukan batas

atas d pada gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas, perlu diketahui pula

kardinalitas jumlah titik (pG) dan jumlah sisi (qG) pada gabungan saling lepas

amalgamasi graf kipas. Jumlah titik dan jumlah sisi pada (mF n
3 ) dapat diten-

tukan terlebih dahulu dengan mencermati definisi gabungan saling lepas pada

suatu graf. Gabungan saling lepas pada amalgamasi graf kipas yang dinotasikan

dengan (mF n
3 ) didefinisikan sebagai gabungan saling lepas dari m buah salinan

amalgamasi graf kipas dengan 1 ≤ j ≤ m, ditulis : 1F n
3 ∪ 2F n

3 ∪ 3F n
3 ∪ . . .

∪ mF n
3 . Sehingga jumlah titik amalgamasi graf kipas mF n

3 adalah m kali jum-

lah titik graf F n
3 dapat dituliskan dengan pG = m(3n + 1) = 3nm + m dan

jumlah sisi graf F n
3 adalah m kali jumlah sisi graf F n

3 dapat dituliskan dengan

qG = m(5n) = 5nm. Sedangkan jumlah titik pada dekomposisi amalgamasi graf

kipas mF n
3 adalah m kali jumlah titik pada dekomposisi amalgamasi graf kipas
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F n
3 , yaitu pH = m(4) = 4m dan jumlah sisi pada dekomposisi amalgamasi graf

kipas mF n
3 adalah m kali jumlah sisi pada dekomposisi amalgamasi graf kipas

F n
3 , dapat ditulis dengan qH = m(5) = 5m. Jumlah dekomposisi amalgamasi graf

kipas mF n
3 adalah m kali jumlah dekomposisi amalgamasi graf kipas tunggal F n

3 ,

dapat dituliskan s = m(n) = nm.

Batas atas d gabungan saling lepas pada amalgamasi graf kipas mF n
3 juga

dapat ditentukan dengan menggunakan Lemma 5.2.1. Diketahui jumlah titik pada

graf mF n
3 adalah pG = 3nm + m dan jumlah sisi qG = 5nm. Sedangkan jumlah

titik pada dekomposisi amalgamsi graf kipas mF n
3 adalah pH = 4m dan jumlah

sisi pada dekomposisi amalgamsi graf kipas qH = 5m dengan jumlah selimut mF n
3

adalah s = nm untuk m adalah jumlah salinan amalgamasi graf kipas dari atas ke

bawah dan n adalah banyaknya expand graf amalgamasi kipas. Dengan demikian

batas atas nilai beda d tersebut adalah:

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH

s − m

=
(3nm + m − 4m)4m + (5nm − 5m)5m

(n − 1)m

=
(3nm − 3)4m + (5nm − 5m)5m

nm − m

=
12nm2 − 12m2 + 25nm2 − 25m2

nm − m

=
37nm2 − 37m2

nm − m

=
37m(nm − m)

nm − m
≤ 37m

Sesuai dengan pelabelan SHATD pada amalgamasi graf kipas tunggal,

gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas juga menggunakan bilangat bulat

positif, sehingga nilai d ≥ 0 dan d adalah bilangan bulat. Sehingga dapat disim-

pulkan d ǫ {0, 1, 2, 3, . . . , 37m}. Selanjutnya akan ditentukan fungsi bijektif super

(a,d)-H antimagic total dekomposisi sesuai dengan nilai d yang telah ditetapkan.
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Sama seperti pada amalgamasi graf kipas tunggal, metode yang digunakan

dalam menemukan pelabelan super (a, d)-H antimagic total dekomposisi pada

gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas mF n
3 terdiri dari beberapa langkah

yang diawali dengan menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk

menentukan pelabelan yang berlaku sampai dengan batas i,j yang telah dite-

mukan. Kemudian untuk menentukan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi

dalam barisan aritmatika untuk menentukan fungsi bijektifnya. Setelah fungsi

bijektif diketahui maka harus dibuktikan secara deduktif matematik untuk mem-

buktikan kebenaran dari teorema-teorema tersebut.

Perlu diketahui bahwa teorema dalam penelitian ini adalah bukan teorema

yang biimplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan

satu arah. Dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan kon-

sep barisan aritmatika, maka diperoleh teorema dan akibat sebagai berikut. Teo-

rema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal (berkenaan de-

ngan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (existence but not

unique).

Untuk menentukan pelabelan super (a, d)-H antimagic total dekomposisi

pada gabungan amalgamasi graf kipas mF n
3 . Terlebih dahulu harus diketahui

batas atas nilai d untuk gabungan graf sebanyak m amalgamasi graf kipas, dengan

menggunakan rumus yang telah ada.

♦ Teorema 5.3.1. Ada gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas mF n
3 memi-

liki super (30nm + 17m+13
2

, 4) - F3 antimagic total dekomposisi untuk n ≥ 2 dan

m ≥ 3 dimana m ganjil.

Bukti. Labeli titik gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas mF n
3 dengan
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fungsi bijektif f18 sebagai berikut:

f18(p) = j, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f18(x
j
i ) = 3mi + j − 2m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f18(y
j
i ) = 3mi − 2j + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤

m − 1

2

f18(y
j
i ) = m + 3mi − 2j + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n,

m + 1

2
≤ j ≤ m

f18(z
j
i ) =

7m + 1

2
+ j + 3mi − 3m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤

m − 1

2

f18(z
j
i ) =

5m + 1

2
+ j + 3mi − 3m, untuk 1 ≤ i ≤ n,

m + 1

2
≤ j ≤ m

Dapat dilihat bahwa f18 adalah fungsi bijektif yang memetakan mF n
3 ke

himpunan bilangan bulat f(V ) = {1, 2, 3, .., 3nm+m}. Jika wf18
didefinisikan se-

bagai bobot dekomposisi dari pelabelan total dekomposisi pada amalgamasi graf

kipas dimana bobot dekomposisi tersebut adalah H=F3 sebagai dekomposisinya,

maka fungsi bijektif wf18
dapat ditentukan sebagai berikut:

wf18
= j + 9mi + (−3m+3

2
); 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Labeli sisi gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas (mF n
3 ) dengan fungsi

bijektif f18 sebagai berikut:

f18(p
jy

j
i ) = 4nm + j − mi + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f18(p
jz

j
i ) = 5nm + j − mi + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f18(p
jx

j
i ) = 6nm + j − mi + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f18(x
j
iy

j
i ) = 7nm + j − mi + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f18(y
j
i z

j
i ) = 8nm + 2m − mi − j + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Misalkan Wf18
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalga-

masi graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya

maka wf18
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i dan j yang bersesuaian,

sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:
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Wf18
= 30nm + 4j + 4mi + 9m+5

2
; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf18
=

{30nm + 17m+13
2

, 30nm + 17m+21
2

, . . . , 34nm + 17m+5
2

}. Sehingga terbukti bahwa

gabungan saling lepas amalgamasi pada graf kipas (mF n
3 ) memiliki super (30nm+

17m+13
2

, 4)− F3 antimagic total dekomposisi untuk n ≥ 2, m ≥ 3 dan m ganjil. �

Gambar 5.28 merupakan contoh super (30nm+ 17m+13
2

, 4)-F3 antimagic total

dekomposisi pada gabungan amalgamasi graf kipas 5F 5
3 .

Pada teorema diatas hanya berlaku untuk m salinan bernilai ganjil dimana

m=3, 5, 7 dan seterusnya. Pembuktian teorema selanjutnya juga berlaku syarat

yang sama yaitu n ≥ 2 dan m salinan bernilai ganjil dimulai dari 3.

♦ Teorema 5.3.2. Ada gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas (mF n
3 )

memiliki super (29nm + 17m+15
2

, 6) - F3 antimagic total dekomposisi untuk n ≥ 2

dan m ≥ 3 dimana m salinan bernilai ganjil.

Bukti. Untuk melabeli titik gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas mF n
3

gunakan label titik yang terdapat pada teorema 5.3.1 ke dalam teorema 5.3.2

dimana f19=f18. Sehingga f19(p
j)=f18(p

j), f19(x
j
i )=f18(x

j
i ), f19(y

j
i )=f18(y

j
i ),

f19(z
j
i )=f18(z

j
i ). Dengan demikian maka bobot dekomposisi dari pelabelan total

dekomposisi pada gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas yang didefinisikan

dengan wf19
=wf18

= j + 9mi + (−3m+3
2

).

Labeli sisi gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas (mF n
3 ) dengan fungsi

bijektif f19 sebagai berikut:

f19(p
jy

j
i ) = 4nm + j − mi + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f19(p
jz

j
i ) = 5nm + j − mi + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f19(p
jx

j
i ) = 6nm + j − mi + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f19(x
j
iy

j
i ) = 7nm + j − mi + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f19(y
j
i z

j
i ) = 7nm + j − mi, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m
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Gambar 5.28 Super (30nm+ 17m+13
2 , 4)−F3 antimagic total dekomposisi pada gabungan

saling lepas 5F 5
3
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Misalkan Wf19
didefinisikan sebagai bobot total dekomposisi pada amalga-

masi graf kipas berdasarkan penjumlahan bobot dekomposisi dengan label sisinya

maka wf19
dan fungsi label sisi dengan syarat batas i dan j yang bersesuaian,

sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf19
= 29nm + 6mi + 6j +5m+3

2
; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Dengan demikian maka didapatkan himpunan bobot total dekomposisi Wf19

={29nm+17m+15
2

, 29nm+17m+27
2

, . . . , 35nm + 17m+3
2

}. Sehingga terbukti bahwa

gabungan saling lepas amalgamasi pada graf kipas mF n
3 memiliki super (29nm +

17m+15
2

, 6)− F3 antimagic total dekomposisi untuk n ≥ 2, m ≥ 3 dan m ganjil. �

Gambar 5.29 merupakan contoh super (29nm+ 17m+15
2

, 6)-F3 antimagic total

dekomposisi pada gabungan amalgamasi graf kipas 5F 5
3 .

.
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BAB 6. KESIMPULAN DAN SARAN

6.1 Kesimpulan

Dalam penelitian awal ini dapat disimpulkan bahwa:

1. Graf semi parasut tunggal SP2n−1 memliki batas atas d < 3 atau d = 0, 1, 2

dan pada gabungannya mSP2n−1 memliki batas d < 3 atau d = 0, 1, 2.

Graf semi parasut tunggal SP2n−1 memiliki fungsi bijektif pelabelan su-

per yaitu (5n + 2, 0), (2n + 2i + 2, 2) dan (7n+6
2

, 1) untuk n ≥ 2. Sedan-

gkan pada gabungannya mSP2n−1 terdapat fungsi bijektif pelabelan super

yaitu (10nm+m+3
2

, 0), (4nm+3m+5
2

, 2) untuk m ≥ 3, m ganjil dan n ≥ 2,

(14nm+4m+8
4

, 1) untuk m ≥ 3, m ≡ 1 mod 4 dan n ≥ 2, n genap.

2. Amalgamasi graf kipas F n
3 memiliki pelabelan super (a, d)-H antimagic to-

tal dekomposisi untuk d = {0, 1, 2, . . . , 36, 37}. Amalgamasi graf kipas

F n
3 terdapat fungsi bijektif pelabelan super (32n + 13, 0), (31n + 14, 2),

(310n + 15, 4), (29n + 16, 6), (28n + 17, 8), (30n + 15, 10), (26n + 19, 12),

(25n + 20, 14), (24n + 21, 16), (23n + 22, 18), (22n + 23, 20), (21n + 24, 22),

(20n+25, 24), (19n+26, 26), (18n+27, 28), (20n+25, 30), (15n+30, 34)-F3

antimagic total dekomposisi untuk n ≥ 2. Gabungan saling lepas amalga-

masi graf kipas mF n
3 memiliki pelabelan super (a, d)-H total dekomposisi

untuk d = {0, 1, 2, . . . , 37m}. Hasil penelitian ini dibuktikan bahwa Gabun-

gan saling lepas amalgamasi graf kipas terdapat fungsi bijektif pelabelan

super (30nm + 17m+13
2

, 4), (29nm + 17m+15
2

, 6)-F3 antimagic total dekompo-

sisi untuk n ≥ 2, m ≥ 3 dan m ganjil.

6.2 Saran

Pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf semi parasut dan su-

per (a, d)-H- antimagic pada amalgamasi graf kipas tidak semuanya ditemukan.

Beberapa nilai d terkait masih ada yang terbuka untuk dilakukan penelitian. Oleh
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karena itu peneliti mengajukan masalah terbuka berikut untuk dikerjakan paneliti

berikutnya.

1. Temukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada graf semi parasut

SP2n−1, dengan n ≥ 2 n ganjil untuk d = 1.

2. Temukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf semi

parasut mSP2n−1, dengan n ≥ 2; m ≡ 3 mod 4, untuk d = 1.

3. Temukan pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic pada gabungan graf semi

parasut mSP2n−1, dengan n ≥ 2; m genap untuk d = 0, d = 1 dan d = 2.

4. Temukan pelabelan super (a, d)-H antimagic total dekomposisi pada amal-

gamasi graf kipas F n
3 , dengan n ≥ 2 untuk dǫ{1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21,

23, 25, 27, 29, 31, 32, 33, 35, 36, 37}. Serta untuk pelabelan super (a, d)-H

antimagic total dekomposisi pada gabungan saling lepas amalgamasi graf

kipas, dengan n ≥ 2 dan m ≥ 3 dimana m bilangan ganjil untuk d ≤ 37

kecuali d ǫ {4, 6}.
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