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RINGKASAN

Super (a,d) — A? Anti Ajaib Total Dekomposisi Graf Shackle Gene-
ralisasi Antiprisma untuk Pengembangan Ciphertext dan Keterampi-
lan Berpikir Tingkat Tinggi; Yuli Nur Azizah, 120210101077; 2016: 157 ha-
laman; Program Studi Pendidikan Matematika, Jurusan Pendidikan Matematika
dan Ilmu Pengetahuan Alam, Fakultas Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universi-

tas Jember.

Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan
antara objek-objek diskrit tersebut. Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam
teori graf. Objek kajiannya berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh
titik dan sisi serta himpunan bagian bilangan cacah yang disebut label. Terdapat
berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf, salah satunya adalah super (a,d) — H
anti ajaib total dekomposisi, dimana a bobot total selimut terkecil dan d nilai
beda antar bobot.

Graf Shackle Generalisasi Antiprisma yang dinotasikan dengan shack( AP, v,
n) merupakan hasil dari operasi shackle pada graf generalisasi antiprisma pada
penelitian ini shackle yang digunakan adalah shackle satu titik. Graf ini meru-
pakan graf yang memiliki tiga expand pada indeks o, p, dan n sedangkan untuk
diskonektif (gabungan terpisah) terdiri dari empat ezpand pada indeks o, p, n, dan
m. Dimana nilai o yang dimaksudkan adalah banyaknya ezpand titik pada bagian
lingkaran graf generalisasi antiprisma, nilai p adalah banyaknya expand lingkaran
yang terbentuk pada setiap graf generalisasi antiprisma, nilai n adalah banyaknya
graf antiprisma yang dishacklekan, dan nilai m adalah banyaknya copy-an dari graf
shackle generalisasi antiprisma. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menge-
tahui apakah graf shackle generalisasi antiprisma memiliki super (a,d) — A anti
ajaib total dekomposisi yang kemudian digunakan untuk menciptakan ciphertezt.
Selain itu diterapkan tahapan-tahapan yang terdapat pada Taksonomi Bloom
hingga mencapai keterampilan berpikir tingkat tinggi.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah desktiptif aksiomatik,

yaitu dengan menurunkan teorema tentang dekomposisi graf dengan menggu-
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nakan metode partisi, kemudian diterapkan dalam super (a, d)— A? anti ajaib total

dekomposisi graf shackle generalisasi antiprisma shack( A2, v, n) dan mshack( A2, v,

n). Hasil penelitian ini berupa lemma dan teorema baru mengenai super (a, d)—A?

anti ajaib total dekomposisi graf shackle generalisasi antiprisma shack(AE v, n)

dan mshack(AE, v, n) yaitu sebagai berikut:

1.

Ada pelabelan super (180%n — 9on + 120 +n — 1,60) — A, anti ajaib total
dekomposisi pada graf Shack(A,,v,n).

. Ada pelabelan super (180?n — Ton + 100 — 2n + 2,40 + 2) — A, anti ajaib

total dekomposisi pada graf Shack(A,, v, n).

. Ada pelabelan super ((82n=150nt2l00® | 4y 4) 02 4 30—6) — A, anti ajaib

2
total dekomposisi pada graf Shack(A,, v, n).

Graf shackle generalisasi antiprisma Shack(AE,v,n), 0 > 3, p > 2, n > 2,
memiliki super (a, d)— AP anti ajaib total dekomposisi untuk d € {0,1,2,...,
2(20p — 0)}.

Graf shackle generalisasi antiprisma Shack(A2 v,n), o > 3, p > 2, n >
2, memiliki super (a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi dengan d €
{0,1,2,..., (op — 2)? + (30p — 20)? + 2} yang memenuhi d = +(op — 2 —
)2 d(t) ® (£(3op —20—71)*) ®d(r) ®£2 dimana t =0,1,...,0p — 2 dan
r=20,1,...,30p — 2o0.

. Diberikan super (a,d)-A? anti ajaib total dekomposisi graf shackle genera-

lisasi antiprisma konektif dengan d € {0,2,4,6,...,2(20p — 0)} sedemikian
hingga graf shackle generalisasi antiprisma diskonektif mShack(A?, v, n),
0>3,p>2n>2 m > 2 menilki super (b,d) — AP anti ajaib total

dekomposisi.

Diberikan super (a,d) — A? anti ajaib total dekomposisi graf shackle genera-
lisasi antiprisma Shack(A?,v,n) dengan o > 3, p > 2, n > 2 maka terdapat
super (b, d) — AP anti ajaib total dekomposisi graf shackle generalisasi anti-
prisma diskonektif mShack(A?, v, n) dengan beda d € {0,2,4, ..., (op—2)*+
(30p—20)?+2} yang memenuhi d = d(t)®(op—2—1)*®d(r)®(3op—20—1)*+2
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dimana t =0,1,...;op—2danr=0,1,...,30p — 20.

Partisi untuk EAV pada graf lintasan konektif didefinisikan sebagai berikut.

pry = (551141 dengan k= 1(mod 2)
o {[E] 2+ 1}, dengan k= 0(mod 2)
Zpg,l(k) —[%11+1+k7 1<k<n
Pyo(k)  ={k, k+1}
D Piy(k) =1+ 2k; 1<k<n

Selain itu juga dihasilkan formula Partisi PZ,(k) yang digunakan untuk c-

tuple, dimana antar tuple tidak memiliki anggota yang sama, didefinisikan sebagai
berikut.

Prk)  ={i-Dn+k, 1<i<c}

ZPZC(k) = CQHT% + ck, dengan 1<k <n
re(k)  ={(k—1)c+i; 1<i<c}

> Plalk) = @ + c*k; dengan 1<k <n

Bila ¢ =0 (mod 2) dan n =1 (mod 2) maka terdapat partisi yang dapat

didefinisikan sebagai berikut

({(i—Un+5L 1<i<ci=1 (mod 2)} U
B i 1<i<ci=0 (mod 2)},k=1 (mod 2)
{H=n 4 ip; 1<i<c¢i=1 (mod 2)} U
\ {i—1)n+% 1<i<ci=0 (mod 2)},k=0 (mod 2)
273?5(16) =<(2n—n+1)+%; dengan 1 <k <n

Terdapat suatu pelabelan untuk graf diskonektif dengan metode partisi yang

dikembangkan dari pelabelan graf konektifnya yaitu partisi untuk EAV pada graf



lintasan yang didefinisikan sebagai berikut,

PGy =me (PR ol) el
prg(gm)(i:) =m(Y_ Pyy(k) —2) +2[; dengan 1<k <n,
1<li<m

dan juga partisi untuk c-tuple, dimana antar tuple tidak memiliki anggota yang

sama, didefinisikan sebagai berikut.

PG ={ite((k—m+1-1), 1<i<c}
PUIL) = D L 2((k — 1)m +1); dengan 1<k <mn,
c,c k 2
1<Ii<m
PE™() =me (Prlkel) el
PLME) =mx (D Pr(k) — ) + g dengan 1<k <mn,
, k c,c
1<li<m

Selain itu juga didapatkan langkah penciptaan ciphertext yang menggunakan

pelabelan graf. Adapun langkah-langkahnya adalah

1. Tentukan graf, pilihlah graf yang memiliki sisi lebih dari banyaknya karakter
plaintext, misalkan s.

2. Labeli titik dan sisi.

3. Eliminasi sisi yang memiliki label f,, > |V| + s.

4. Membuat graf pohon dengan pangkal label titik terkecil, sedangkan akar
selanjutnya mengikuti pola graf dan mulai dari kiri adalaha label titik yang
lebih kecil sampai satu layer selesai kemudian dilanjutkan layer selanjutnya.
Sisi yang sudah dieliminasi tidak perlu digunakan.

5. Cantumkan label sisi pada graf pohon sesuai pelabelan pada graf yang di-
gunakan. Ubahlah bilangan tersebut menjadi bilangan mod s.

6. Pasangkan setiap karakter plaintexrt dengan sisi pada graf pohon. Pasangkan
dengan cara diurutkan dari kiri mulai dari layer teratas.

7. Buatlah aturan untuk mentransformasi bilangan mod s ke karakter yang

digunakan sebagai ciphertext. Berikut adalah aturan yang digunakan dalam
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penelitian ini

Aturan Julius Caesar

0 1
A B
13 14
N O

3
D

16
Q

17
R

d
F

18
S

(=}

19
T

20
U

10
K

21 22 23
v W X

Aturan pengkodean untuk bilangan mod 39 dengan simbol

(mod 39) 0
Kode +

(mod 39) 15
Kode A

(mod 39) 30
Kode T

1
F

16
\

31
II

2

X

17
{

32
[ )

33
%

34
@

20
\Y%

35
[ )

21 22

<

36 37

7

>

8

X

23
D

38

9 © x

8. Buatlah tabel yang terdiri dari plaintext, label sisi yang bersesuaian dengan

9 10
n u

24 25

e ®

12

M

25

Z

12 13 14
n u v
27 28 29
© O 1

plaintext, (mod s) dari label sisi, dan ciphertext yang bersesuaian dengan

(mod s).

Enam macam super (a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi graf shackle

generalisasi antiprisma yang digunakan untuk menciptakan ciphertezrt sehingga

didapatkan lima macam ciphertext yang berbeda. Adapun ciphertert yang sudah

dihasilkan adalah sebagia berikut

1. Pengembangan ciphertext dari super (812,18) — AP-anti ajaib total dekom-

posisi graf shack(A3, v, 3)

Plaintext

Ciphertext

Plaintext

Ciphertex

t

A
H

N
F

B

o

C
\Y

P

Qo 00

o =
a4 O Q@

@]

xii

O o v m
o < Z —
o =

H X <=

2 < >

M
W



2. Pembangunan ciphertext dari super (819,11) — AP-anti ajaib total dekom-
posisi graf shack(A42, v, 3)

Plaintext A B C D E F G H I J K L M
Ciphertext 2 G K J Y C H M N F S W L

Plaintext N O P Q R S T U V W X Y Z
Ciphertext X B I Q P E U V O A D T R

3. Pembangunan ciphertext dari super (453, 8)— AP-anti ajaib total dekomposisi
graf shack(A2, v, 3)

Plaintext A B C D E F G H I J K L M
Ciwphertext 2 J M W Y K O V T F C Q I
Plaintext N O P Q@ R S T U V W X Y Z
Ciphertest X L N U S H B P E R D A G

4. Pembangunan ciphertext dari super (528,52) — AP-anti ajaib total dekom-
posisi graf shack(A2,v,4)

Plaintezt A B C D E F G H I J K L M
Ciphertext U W Y V X Z B I K A C E L

Plaintext N O P Q R S T U V W X Y 7Z
Ciphertext N J D O Q F H P G R T S

5. Pembangunan ciphertext dari super (1205, 102) — AP-anti ajaib total dekom-
posisi graf shack(A3, v, 3)

Plaintest A B C D E F I J K L M
Ciphertext C A Y D K B I 7Z L F G H E
Plaintext N O P Q R S T U V W X Y Z
Ciphertext S J Q T N O P M R V X U W

xiii



6. Ciphertext untuk alfabet, angka, dan tanda baca dikembangkan dari super
(812, 18) — AP-anti ajaib total dekomposisi graf shack(A42, v, 3)

Plaintext A B C D E F G H I J K L M
Ciphertext $ @ N x & ® © W U t V 1 X
Plaintext N O P Q R S T U V W X Y Z
Ciphertext & + QO o o U N IOI A o v * ©

Plaintext 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 sp.
Ciphertext oo o (O I \ A « - e * D> F

Kaitan antara keterampilan berpikir tingkat tinggi dengan super (a,d) — AP
anti ajaib total dekomposisi graf shackle generalisasi antiprisma yakni dalam pen-
emuan teorema pada batas atas yang telah ditentukan, yaitu dimulai dari tahap
mengingat meliputi mengingat istilah dan teorema yang terkait, mengenali graf
yang akan digunakan, kemudian tahap memahami yang terdiri dari menjelaskan
kesesuain graf shackle generalisasi antiprisma dan definisi dari graf shackle gen-
eralisasi antiprisma, selanjutnya tahap menerapkan yaitu menggunakan teorema
batas atas untuk menunjukkan batas atas yang ada pada SHATD graf shackle
generalisasi antiprisma, dan menerapkan teorema lainnya yang berkaitan, terma-
suk aturan-aturan yang berlaku dalam ilmu hitung. Tahap menganalisis meliputi
memecah graf menjadi beberapa bagian berdasarkan polanya, mengkerangkakan
pola untuk setiap bagian dalam bentuk partisi, dilanjutkan pada tahap mengeval-
uasi yaitu mengecek dan mengkaji ulang pola tersebut pada setiap ekspannya,
mengecek pengkombinasian partisi pada setiap ekspannya, dan tahap mencipta
yaitu memformulasikan partisi yang telah diperoleh dan memformulasikan a dan
d yang diperoleh menjadi teorema yang baru.

Hasil penelitian diharapkan dapat memberikan konstribusi terhadap ber-
kembangnya pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam ruang
lingkup pelabelan graf dan bisa digunakan sebagai acuan oleh peneliti lain untuk

meneliti super (a,d) — H anti ajaib total dekomposisi pada graf-graf khusus yang
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lain. Selain itu, penelitian ini dapat dijadikan acuan untuk menciptakan soal tes

kemampuan berpikir tingkat tinggi.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

[lmu pengetahuan dan teknologi berkembang seiring kemajuan zaman serta
munculnya permasalahan yang kompleks dalam kehidupan sehari-hari. Setiap
manusia sering kali berupaya untuk menyelesaikan permasalahan yang ada, na-
mun tidak semua masalah dapat diselesaikan dengan mudah. Diperlukan proses
berpikir agar seseorang dapat menyelesaikan masalahnya. Oleh sebab itu, manu-
sia tidak bisa lepas dari proses berpikir.

Menurut Plato berpikir adalah berbicara dalam hati. Sedangkan menurut
Dewey dalam Kowiyah, berpikir dimulai apabila seseorang dihadapkan pada suatu
masalah dan menghadapi sesuatu yang menghendaki adanya jalan keluar. Geiles
dalam Saragih berpendapat bahwa berpikir adalah berbicara sendiri dalam batin,
yaitu mempertimbangkan, merenungkan, menganalisis, membuktikan sesuatu, me-
nunjukkan alasan-alasan, menarik kesimpulan, meneliti sesuatu atau jalan piki-
ran, dan mencari bagaimana berbagai hal dapat berhubungan satu sama lain.
Ini berarti, berpikir adalah proses pencarian kebenaran maupun kesimpulan yang
terjadi dalam batin saat dihadapkan pada suatu permasalahan. Setiap manu-
sia memiliki cara berpikir yang berbeda sesuai dengan keterampilan berpikirnya.
Keterampilan berpikir dimulai dari berpikir tingkat rendah hingga berpikir tingkat
tinggi.

Keterampilan berpikir tingkat tinggi termasuk dalam ranah kognitif. Tak-
sonomi Bloom merupakan teori yang membahas keterampilan berpikir tingkat
tinggi. Tiga ranah aspek kognitif menurut taksonomi Bloom meliputi aspek
analisa, aspek evaluasi, dan aspek mencipta. Bloom juga mengklasifikasikan
ranah kognitif dalam enam tingkatan, yaitu pengetahuan (knowledge), pema-
haman (comprehension), penerapan (application), analisis (analysis), sintesin (sy-
nthesis), dan evaluasi (evaluation). Taksonomi Bloom yang telah direvisi adalah

mengingat, memahami, menerapkan, menganalisis, mengevaluasi, dan mencip-
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takan. Keterampilan berpikir dimulai dari berpikir tingkat rendah hingga berpikir
tingkat tinggi. Mengingat, memahami, dan menerapkan adalah kategori kete-
rampilan berpikir tingkat rendah. Menganalisis, mengevaluasi, dan menciptakan
termasuk kategori berpikir tingkat tinggi. Hal ini berarti untuk mencapai kete-
rampilan tingkat tinggi tetap harus melewati tiga ranah dasar yaitu mengingat,
memahami, dan menerapkan.

Keterampilan berpikir tingkat tinggi atau High Order Thinking Skill (HOTS)
merupakan salah satu keterampilan berpikir dalam pemecahan masalah. Keteram-
pilan berpikir tingkat tinggi sangat diperlukan oleh semua orang agar dapat
menyelesaikan setiap permasalahan. Salah satu ilmu yang memerlukan kete-
rampilan berpikir tingkat tinggi adalah matematika. Contohnya yaitu kemam-
puan berpikir kreatif dan memecahkan masalah matematis.

Matematika merupakan mother of sciene atau induk ilmu pengetahuan.
Matematika juga disebut sebagai ilmu yang mendasari ilmu pengetahuan yang
lain dan merupakan ilmu pengetahuan yang kompleks. Cabang ilmu matem-
atika terdiri dari matematika aplikasi, matematika analisis, matematika ekonomi,
matematika komputerisasi, matematika diskrit, matematika statistik, dan lain
sebagainya. Salah satu cabang matematika adalah teori graf yang merupakan
aplikasi dalam matematika diskrit.

Sejak tahun 1736 banyak ilmuan mengembangkan teori graf untuk meme-
cahkan berbagai masalah bahkan diberbagai bidang ilmu. Graf sudah banyak
memecahkan masalah diantaranya masalah jaringan komunikasi, ilmu komputer,
riset operasi, ilmu kimia, sosiologi, kartograph, teknik konstruksi, peningkatan
keterampilan daya pikir dan sebagainya. Graf merupakan representasi viusal yang
menyatakan objek sebagai noktah, bulatan, titik, atau wverter sedangkan hubu-
ngan antar objek dinyatakan dengan garis, sisi, atau edge.

Salah satu topik dalam teori graf yang menarik adalah pelabelan graf. Pela-
belan graf pertama kali muncul pada pertengahan tahun 1960-an yang diawali
sebuah hipotesis oleh Ringel dan Rosa serta diperkenalkan oleh Sedlacek (1964)
dan Stewart (1966). Pelabelan graf adalah pemetaan satu-satu dari himpunan

elemen graf ke himpunan bilangan bulat positif. Elemen graf meliputi himpunan
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titik, himpunan sisi, serta himpunan titik dan sisi. Berdasarkan elemen yang di-
labeli, pelabelan graf dibagi menjadi tiga yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi, dan
pelabelan total. Pelabelan berkembang menjadi pelabelan gracefull, pelabelan
harmoni, pelabelan total tak beraturan, pelabelan ajaib, dan pelabelan anti ajaib
(anti ajaib). Pelabelan yang mengikuti selimut-H dari graf G disebut sebagai
pelabelan selimut atau dikenal dengan pelabelan covering. Apabila selimut atau
H—covering dari graf G termuat tepat satu graf H; untuk suatu i € {1,2,3, )k},
maka selimut-H disebut dekomposisi.

Graf generalisasi antiprisma A?, adalah graf yang dapat dihasilkan dengan
melengkapi graf generalisasi prisma C,, X P, dengan menambahkan sisi v; j410i41,;
dari1 <7 <m—-1,1<j7 <n-—1, dan sisi vy ;41v1,; untuk 1 < j < n — 1.
Graf generalisasi antiprisma merupakan graf khusus yang dikenal dengan nama
generlized antiprism graph.

Graf juga mengenal operasi graf yang terdiri dari Disjoint Union (G U H),
Joint (G + H), Cartesian Product (GUH), Crown Product (G ® H), Symmetric
Product (G & H), Tensor Product (G ® H), Compotision (G[H]), Shackle, dan
Amalgamasi. Penelitian ini akan lebih mengkaji operasi shackle, yaitu operasi
graf yang menguhubungkan dua atau lebih graf dimana bila terdapat m graf yang
dihubungkan maka terdapat m—1 penghubung yang berbeda. Graf shackle dipilih
karena belum ada yang meneliti tentang shackle generalisasi antiprisma.

Pelabelan dapat diaplikasikan dalam pengembangan ciphertert atau pesan
rahasia. Ciphertext adalah bagian dari cryptosystem. Ciphertext dibuat agar
pesan yang dikirimkan oleh pengirim tidak terbaca oleh orang lain selain penerima
pesan yang dituju. Terdapat beberapa cara untuk mngubah pesan menjadi pesan
rahasia, salah satunya adalah Caesar system yang menerapkan sistem (mod 26).

Penelitian ini akan mengkaji keterkaitan antara menciptakan teorema dari
pelabelan dekomposisi dari graf shackle generalisasi antiprisma yang akan diap-
likasikan pelabelan dekomposisi untuk pengembangan ciphertert dengan keter-
ampilan berpikir tingkat tinggi yang menggunakan acuan Taksonomi Bloom yang
telah direvisi. Berdasarkan pada latar belakang tersebut maka dilakukan penelitian
dengan judul ”Super (a,d)—A? Anti Ajaib Total Dekomposisi Graf Shac-
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kle Generalisasi Antiprisma untuk Pengembangan Ciphertext dan Ke-

terampilan Berpikir Tingkat Tinggi”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah dalam
penelitian ini yaitu:
1. bagaimana pelabelan super (a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi graf
shackle generalisasi antiprisma konektif dan diskonektif?
2. bagaimana pengembangan ciphertext dengan menggunakan super (a, d)— AP

o

anti ajaib total dekomposisi graf shackle generalisasi antiprisma?
3. bagaimana kegunaan super (a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi graf
shackle generalisasi antiprisma konektif dan diskonektif dalam mengasah

keterampilan berpikir tingkat tinggi?

1.3 Batasan Masalah
Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, maka
permasalahan penelitian ini dibatasi pada:

1. semua graf yang digunakan adalah graf sederhana, berhingga, tak trivial,
dan tak berarah;

2. graf yang digunakan adalah graf well known dan hasil operasi shackle titik
pada graf antiprisma sehingga graf shackle generalisasi antiprisma konektif
disimbolkan shack(A?, v, n) dan diskonektifnya disimbolkan dengan mshack-
(AP v,n) dengan n > 2, m > 2, 0 > 3, dan p > 2. Adapun maaksut dari
beberapa simbol tersebut adalah o merupakan banyaknya titik pada graf
siklus C,, p merupakan nilai graf lintasan P, yang digunakan atau banyaknya
graf C, pada setiap graf generalisasi antiprisma, n merupakan banyaknya
graf generalisasi antiprisma yang dishackle, dan m merupakan banyaknya
copy dari graf shack(A?, v, n);

3. ciphertext dikembangkan dari 5 model super (a,d) — AP anti ajaib total
dekomposisi dari shack(AE, v,n) yang sudah ditemukan. Ciphertext yang
akan dikembangkan terdiri dari 5 macam ciphertezt alfabet dan satu cipher-

text simbol;
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4. graf shackel generalisasi antiprisma konektif maupun diskonektif didekom-

posisikan terhadap graf generalisasi antiprisma H; = Hy, Ho, ..., H, adalah
dekomposisi dari graf G dimana H; = A? dan H; isomorfis, dengan kata lain

setiap dekomposisi isomorfis;

5. menggunakan Taksonomi Bloom yang telah direvisi.

1.4

Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang di atas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. untuk mengetahui pelabelan super (a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi

1.5

graf shackle generalisasi antiprisma konektif dan diskonektif;

. untuk mengetahui pengembangan ciphertext dengan menggunakan super

(a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi graf shackle generalisasi antiprisma;

. untuk mengetahui kegunaan super (a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi

graf shackle generalisasi antiprisma konektif dan diskonektif dalam men-

gasah keterampilan berpikir tingkat tinggi.

Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

. menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf mengenai dekomposisi

graf salah satunya adalah pengembangan super (a,d) — A? anti ajaib total

dekomposisi graf shackle generalisasi antiprisma;

. menambah wawasan baru dalam menciptakan keterampilan berpikir tingkat

tinggi dalam dekomposisi graf shackle generalisasi antiprisma;

. menambah pengetahuan baru tentang ciphertert dan mengubah plaintext

(kalimat pesan) menjadi ciphertext (kalimat rahasia);

. hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai perluasan ilmu atau

pengembangan ilmu dalam masalah pelabelan super (a,d) — AP anti ajaib

total dekomposisi.



BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Definisi dan Terminologi Dasar Graf

Teori graf pertama kali muncul pada tahun 1736 ketika Leonard Euler men-
coba menyelesaikan masalah Jembatan Konigsberg yaitu jembatan di sebuah kota
tua di Prusia Timur yang sekarang dikenal dengan sebutan Kalinigrad. Tujuh
jembatan dibangun di atas sungai Pregel agar memungkinkan penghuni Konigs-
berg dapat berjalan dari satu kota ke kota yang lain. Pada saat itu orang-orang
ingin membuat sebuah rute agar orang-orang dapat menyebrangi ketujuh jem-
batan satu kali saja, namun hal tersebut tidak membuahkan hasil. Leonard Euler
berhasil menemukan penyelesaiannya dengan menggunakan graf dimana keem-
pat kota itu sebagai titik (vertez) dan ketujuh jembatan sebagai sisi (edge) yang
menghubungkan pasangan titik yang sesuai (Saoni, 2003).

Sumber: www.flickir.com

(a) (b)

Gambar 2.1 Representasi graf pada permasalahan jembatan Konigsberg

Slamin (2009) menyatakan bahwa sebuah graf G merupakan himpunan (V(G),
E(G)), dimana V(G) adalah himpunan berhingga tak kosong dari elemen yang
disebut titik, dan E(G) adalah sebuah himpunan (boleh kosong) dari pasangan
tak terurut wv dari titik-titik u,v € V(G) yang disebut sisi. V(G) disebut him-
punan titik dari G dan E(G) disebut himpunan sisi dari G.

6



Beberapa contoh graf secara umum dapat dilihat pada Gambar 2.2

@
O @ ®@ @
G1 Ga G3

(a) (b) (¢)

Gambar 2.2 Contoh graf secara umum

Berdasarkan definisi tersebut, dapat disimpulkan bahwa ada graf yang hanya
terdiri dari titik saja. Graf semacam ini disebut sebagai graf kosong. Seperti
yang dinyatakan oleh Saoni (2003) bahwa graf kosong adalah graf yang tidak
mempunyai sisi. Graf kosong (empity graph) disebut juga graf nol (null graph)
dan dinotasikan dengan N,, dengan n sebagai banyaknya titik dari N. Gambar 2.3
adalah contoh graf kosong. Sedangkan graf tidak trivial adalah graf yang terdiri
dari sedikitnya dua titik.

Gambar 2.3 Contoh graf kosong N7

Sebuah graf G terdiri dari dua himpunan yaitu himpunan titik V(G) dan
himpunan sisi F(G), dimana himpunan sisi boleh himpunan kosong. Graf dino-
tasikan dengan G = (V(G), E(G)). Jlka « dan y adalah titik yang termuat pada
V(G) maka sisi yang menghubungkan titik # dan y dinotasikan dengan zy (Su-
geng, 2005). Penomoran titik graf dapat menggunakan huruf, bilangan asli, atau
huruf yang disertai bilangan asli. Aturan penomoran titik mengikuti karakteristik
graf. Banyak titik pada graf disebut order |V (G)| = p dan banyak sisi disebut size
|E(G)| = ¢. Penulisan himpunan titik dan himpunan sisi pada graf tidak selalu
menyertakan notasi graf, terutama pada saat notasi graf simplicity maka dapat
dituliskan V' untuk V(G) dan E untuk E(G).
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Melihat graf tidak hanya dari bentuknya saja, sebab ada graf yang ben-
tuknya berbeda namun sebenarnya sama, graf seperti ini disebut sebagai isomor-
fis. Sebuah graf G dikatakan isomorfis terhadap graf H jika terdapat pemetaan
satu-satu ® menjaga ajensi. Jadi, (uv) € E(G) jika dan hanya jika (®(v) € E(H))
(Saoni, 2003). Untuk lebih jelas lihatlah Gambar 2.4.

;

Gambar 2.4 Graf G isomorfis terhadap H

2.2 Jenis Graf

Dari definisi graf secara umum, graf dikelompokkan lagi menjadi beberapa
jenis graf berdasarkan pada ada tidaknya gelang atau sisi ganda, jumlah simpul,
dan orientasi arah pada sisi. Penelitian ini hanya membahas graf yang seder-
hana, berhingga, tidak berarah, konektif dan diskonektif. Graf sederhana adalah
graf yang tidak mengandung gelang (loop) atau sisi ganda (lebih dari satu sisi
penghubung antara dua titik) (Yulianti, 2008). Sedangkan sebuah graf dikatakan
berhingga bila order n berhingga seperti yang pernah dinyatakan oleh Sugeng
(2005). Selain itu, suatu graf dikatakan tak berarah apa bila graf tidak memiliki
arah. Gambar 2.5 adalah gambar contoh graf sederhana, berhingga, sekaligus
tidak berarah.

(a) (b)

Gambar 2.5 Contoh graf sederhana, berhingga, dan tidak berarah
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Sebuah graf terhubung (connected graph) atau graf konektif adalah graf yang
terdapat sisi dari z ke y untuk setiap pasangan titik x,y € V, sedangkan yang
selainnya disebut tak terhubung atau diskonektif (disconnected). Untuk lebih

memahami perhatikan Gambar 2.6.

(a)

W&

(b)

Gambar 2.6 (a) Contoh graf konektif; (b) contoh graf diskonektif

2.3 Graf Khusus

Graf khusus adalah graf yang memiliki keunikan dan karakteristik bentuk
khusus. Keunikan dari graf khusus adalah tidak isomorfis dengan graf lainnya.
Karakteristik bentuknya adalah dapat diperbanyak sampai order n tetapi tetap
simetris. Dari definisi graf secara umum, terdapat beberapa graf khusus salah
satunya adalah graf generalisasi antiprisma A?. Sebelum membahas tentang graf
generalisasi antiprisma AP akan disajikan definisi beberapa graf khusus yang di-
gunakan dalam penelitian ini.

Menurut Munir (2001), Graf siklus atau graf lingkaran dinotasikan dengan
C, adalah graf reguler yang berderajat dua, artinya pada graf siklus untuk setiap
titiknya mempunyai derajat dua, sehingga dalam graf siklus jumlah titik dan
jumlah sisinya sama. Graf siklus C), hanya dapat dibentuk dengan n > 3. Graf
path (graf lintasan) dinotasikan dengan P, adalah graf yang memiliki n — 1 sisi
(Purwanto, 2006).

Graf yang menjadi subgraf sekaligus merupakan pendekomposisi dari peneli-
tian ini adalah graf generalisasi antiprisma. Graf generalisasi antiprisma meru-
pakan graf yang dihasilkan melalui penambahan sisi pada graf generalisasi prisma.

Lin Y, ddk, (2000) mengartikan graf generalisasi prisma adalah sebuah graf yang
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terdiri dari sebuah siklus luar dengan n titik vy, ys,¥ys, ..., ¥y, dan sebuah siklus
dalam dengan n titik xq, x9, x3, ..., z, dan antara siklus luar dengan siklus dalam
dihubungkan n jari-jari x;y;, ¢ = 1,2,3,...,n. Sedangkan graf generalisasi an-
tiprisma A dapat dihasilkan dengan melengkapi graf prisma C,, x P, dengan
menambahkan sisi v; j 11041 daril <7 <m—1,1 < j <n—1, dan sisi v, j1101;
untuk 1 < j < n—1 (Sugeng, 2005). Contoh keempat graf tersebut dapat dilihat

pada Gambar 2.7.
$oo o000

(a) Graf Siklus Cs (b) Graf Path Py
(c) Graf Prisma P; (d) Graf Antiprisma A3

Gambar 2.7 Contoh graf khusus

2.4 Operasi Graf

Operasi graf adalah beberapa cara untuk memperoleh graf baru dengan
melakukan suatu terhadap dua atau lebih graf. Operasi graf yang digunakan
dalam penelitian ini adalah shackle graf dan gabungan graf.

Menurut Maryati dkk (2010), graf belenggu atau yang sering disebut shackle
dinotasikan dengan shack(Gy, Gs, . .., G},) sebagai sebuah graf yang dibentuk dari
n graf terhubung tak trivial G, Gy, ..., G, sehingga untuk setiap s,t € [1,n] de-
ngan |s — t| > 2 berlaku G dan G, tidak mempunyai titik yang sama, dan untuk
setiap i € [1,n — 1], G; dan Gy, mempunyai tepat satu titik yang sama, dise-
but titik penghubung, dan k£ — 1 titik penghubung tersebut semuanya berbeda
(Maryati dkk, 2010). Bila untuk setiap i € [1,n], G; isomorfis dengan graf
H, maka shack(Gy, Gs,..., G,) dinamakan shackle dari graf H, dinotasikan
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shack(H,n). Shackle memiliki beberapa macam tergantung penghubungnya, bila
penghubungnya berupa titik maka disebut sebagai shackle titik dinotasikan de-
ngan shack(H,v,n). Jika penghubungnya berupa sisi disebut shackle sisi dino-
tasikan dengan Shack(H,e,n). Contoh graf shackle dapat dilihat pada Gambar

.

) Graf Shack(Cs, e, 3) ) Graf Shack(Cy,v,3

Gambar 2.8 (a) Contoh graf shackle sisi; (b) contoh graf shackle titik

Adawiyah (2014)menyatakan gabungan dari dua graf G; dan G2, dan dino-
tasikan dengan G UG5, didefinisikan sebagai graf dengan himpunan titik V(G;)U
V(G3) dan himpunan sisi £(G1) U E(G3). Dengan kata lain gabungan graf saling
lepas adalah dua atau lebih graf yang tidak memiliki lintasan yang menghubungkan
masing-masing anggota graf. Jika G; dengan 1 < ¢ < m dimana setiap G; iso-
morfis dengan graf G maka gabungan graf saling lepas ini dinotasikan dengan

mG =G, UGy U -+ - UG, dimana m adalah banyaknya copy graf G.

2.5 Pelabelan Graf

Pelabelan graf pertama kali dikenalkan oleh Sedlacék tahun 1963 sebagai
perumusan ide bujur sangkar ajaib. Seiring berkembangnya zaman pelabelan-
pun semakin berkembang. Sebelum mengetahui macam-macam pelabelan graf
lebih baik mengetahui definisi dari pelabelan graf. Misalkan G = (V(G), E(G))
adalah graf berhingga dengan |V (G)| = vg dan |E(G)| = eg. Pelabelan graf
G didefinisikan sebagai suatu fungsi yang memetakan elemen-elemen G ke sua-
tu subhimpunan bilangan bulat positif (Inayah, 2013). Pelabelan Graf menggu-
nakan bilangan bulat positif. Fungsi yang memetakan merupakan fungsi injektif,
sehingga tidak ada elemen titik maupun sisi yang memiliki label sama. Secara
singkat, f : A — B adalah bijektif atau fungsi satu-satu jika f(a) = f(a’) maka

a = a'. Pelabelan dapat diberikan pada titik, sisi, atau titik dan sisi. Pelabelan
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yang diberikan pada titik disebut pelabelan titik (vertex labeling), demikian juga
jika pelabelan diberikan pada sisi disebut pelabelan sisi (edge labeling). Sedang-
kan pelabelan yang diberikan pada titik dan sisi disebut pelabelan total (total
labeling).

Pada pelabelan titik, dikenal istilah bobot sisi yaitu jumlah label dua titik
yang menempel pada suatu sisi. Sedangkan pada pelabelan total, bobot sisi di-
artikan sebagai jumlah label sisi dan label dua titik yang menempel pada suatu
sisi. Untuk membedakan kedua bobot sisi tersebut maka bobot sisi pada pela-
belan total sering kali disebut sebagai bobot total sisi dan memiliki notasi yang
berbeda. Bobot sisi dinotasikan dengan w sedangkan bobot total sisi dinotasikan
dengan W. Awal mula pelabelan muncul istilah yang bdikenalkan adalah bobot
titik yang berarti jumlah label sisi yang terkait pada setiap titik. Macam-macam
pelabelan graf adalah sebagai berikut:

Inayah (2013) menyebutkan bahwa Sedldcék (1963) mendefinisikan suatu
graf dikatakan ajaib jika sisi-sisinya dapat dilabeli dengan bilangan bulat positif
sehingga jumlah label sisi yang terkait pada setiap titik selalu sama. Perkemban-
gan pelabelan ajaib tidak hanya pada pelabelan sisi saja, namun dapat dikem-
bangkan pada pelabelan titik maupun pelabelan total. Sehingga yang menjadi
syarat dikatakan pelabelan ajaib adalah memiliki bobot titik, bobot sisi, maupun
bobot total sisi yang sama atau memiliki beda d = 0. Pelabelan magic atau
ajaib pada graf G disebut super magic apabila label yang digunakan merupakan
bilangan berurutan. Graf super magic ini pertama kali diperkenalkan oleh Stew-
art. Sehingga dalam pelabelan magic terdapat berbagai macam pelabelan seperti,
pelabelan sisi ajaib (Edge Magic Labeling), pelabelan titik ajaib ( Vertex Magic La-
beling), pelabelan total ajaib (Edge Magic Total Labeling), pelabelan super titik
ajaib (Super Vertex Magic Labeling), pelabelan super sisi ajaib (Super Edge Magic
Labeling), pelabelan super sisi total ajaib (Super Edge Magic Total Labeling).

Pelabelan ajaib terus dikembangkan sehingga pada tahun 1990 Hartsfield

dan Ringel memperkenalkan pelabelan anti ajaib (antimagic labeling).

Definisi 2.5.1. (Pelabelan Anti Ajaib) Suatu graf G disebut anti ajaib, jika

sisi-sisinya dapat dilabeli dengan {1,2,...,ec} sehingga setiap titik mempunyai
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bobot titik yang berbeda (Hartsfield, 1990).

Kemudian Bodendiek dan Walther pada tahun 1993 mengembangkan pela-
belan anti ajaib sedemikian hingga bobot titik berbeda namun aritmatik, pela-
belan sisi (a, d)-titik- anti ajaib ini disebut dengan pelabelan (a, d)-titik- anti ajaib

((a, d)-vertex antimagic labeling).

Definisi 2.5.2. (Pelabelan (a,d)-Titik- Anti Ajaib) Pelabelan (a,d)-titik-anti
ajaib adalah pelabelan pada sisi dengan fungsi injektif f dari E(G) ke {1,2,...,
eq} sedemikian hingga himpunan bobot titik di G adalah {a,a+d,a+2d, ..., a+
(v — 1)d} dengan a,d adalah bilangan bulat positif (Bodendiek dkk, 1993).

Definisi tersebut menjelaskan bahwa a adalah bobot sisi pertama sedang-
kan d adalah beda. Beda antar bobot sisi menunjukkan bahwa himpunan bobot
titik yang terbentuk merupakan barisan aritmatika dengan beda d. Seperti pada
pelabelan ajaib maka pelabelan anti ajaib juga mempunyai pelabelan total yang
dikembangkan oleh Simanjuntak dkk pada tahun 2000.

Definisi 2.5.3. (Pelabelan Total (a,d)—Sist Anti Agjaib) Pelabelan total
(a, d)—sisi anti ajaib adalah fungsi injektif f : V(G)UE(G) — {1,2,3,...,vg+eq}
yang memenuhi himpunan bobot sisi { f(u) + f(uwv)+ f(V)|uv € E(G)} = {a,a+
d,a+2d,...,a+(eqc—1)d} untuk suatu bilangan bulat positif a dan d (Simanjuntak
dkk, 2000).

Pelabelan total dapat dikatakan sebagai pelabelan super apabila jika titik
diberi label lebih kecil daripada label sisi atau f(V(G)) = {1,2,...,vs} dan label
sisi melanjutkan label titik f(E(G)) = {vg + L,vg + 2,...,v5 + e¢}. Namun
perlu diketahui bahwa tidak semua graf memiliki pelabelan (a, d) sisi anti ajaib.
Simanjuntak, dkk (2000) telah menunjukkan bahwa graf tertentu tidak mempu-

nyai pelabelan total (a, d) sisi anti ajaib yang tertuang dalam teorema berikut.

Teorema 2.5.1. Misalkan G adalah suatu graf yang semua titiknya berderajad
gangil. Jika e =0 (mod 4) dan vg = 2 (mod 4) maka G tidak memiliki pelabelan
(a,d)sisi anti ajaib (Simanguntak dkk, 2000).
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2.6 Dekomposisi pada Graf

Dekomposisi merupakan kelanjutan dari selimut sehingga sebelum mema-
hami dekomposisi perlu dipahami arti selimut pada graf. Inayah (2013) meny-
atakan bahwa selimut dari graf G adalah H = {H;, Hy, Hs, ..., Hy} keluarga dari
G dengan sifat setiap sisi di G termuat pada sekurang-kurangnya satu graf H;
untuk setiap i € {1,2,...,k}. Jika untuk setiap i € {1,2,...,k}, H; isomor-
fik dengan suatu subgraf H, maka H dikatakan suatu selimut-H dari G. Pela-
belan kemudian dikembangkan melalui konsep selimut yang pertama kali diperke-
nalkan oleh Gutiérrez dan Lladé (2005) yang dikenal dengan pelabelan selimut—H
ajaib. Selimut yang lebih khusus atau berkorespondensi satu-satu disebut seba-
gai dekomposisi. Jika selimut-H dari G memiliki sifat setiap sisi di G' termuat
tepat satu graf H; untuk ¢ € {1,2,... k}, maka selimut H disebut dekomposisi-
H. Sehingga dapat dikatakan bahwa G terdekomposisi atas H atau G memuat
dekomposisi-H. Gambar 2.9 memperjelas tentang perbedaan selimut dan dekom-

posisi dapat dilihat pada.

>

) Contoh pelabelan selimut-Cs pada graf Wy

IR0

) Contoh pelabelan dekomposisi-P» pada graf Wy

Gambar 2.9 Contoh pelabelan selimut dan dekomposisi

Pada dekomposisi terdapat pula pelabelan yang berdasarkan pada dekompo-
sisi graf baik pada pelabelan ajaib maupun anti ajaib. Terdapat teorema berkaitan

dengan pelabelan berdasarkan dekomposisi pada graf:
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Lemma 2.6.1. Jika sebuah graf G(V, E) adalah pelabelan selimut (a,d) — H anti

ajaib super maka d < (pG_pH)p’;ﬂqG_qH)qH untuk s = |H;|, H C G yang isomorfik

dengan H pe = |V|, qc = |E|, pu = |V'|, qu = |E'| (Dafik, 2014).

Teorema 2.6.1. Misalkan H adalah graf terhubung tak trivial dan k adalah bi-
langan bulat, k > 2. Jika Shack(H, k) dengan k subgraf yang isomorfis terhadap
H, maka shack(H, k) adalah super (a,d) — H—antimagic dari 1 < d < m+n
(Inayah dkk, 2013).

Teorema 2.6.2. Misalkan H adalah graf terhubung tak trivial dan k,p, dan m
adalah bilangan bulat positif dimana k > 2 dan p < m. Jika shack(H, k) berisikan
tepat k subgraf yang isomorfik terhadap H, maka shack(H, k) adalah super (a,d)-
H-antimagic dimana d = n* —n +m — 2p (Inayah dkk, 2013).

Merujuk pada karakteristik graf shack(A?, v,n) bila di dekomposisikan ter-
hadap A? maka karakteristiknya akan sama dengan karakter graf path. Penelitian

ini juga merujuk pada teorema berikut.

Teorema 2.6.3. Misalkan G adalah sebuah graf (a,1)—FEAT. Maka mG, m > 1
Juga merupakan sebuah graf (b,1)—FAT (Baca dkk, 2009).

Kemudian Azizah dkk, melanjutkan penelitian tersebut sehingga terciptalah

teorema

Teorema 2.6.4. Misalkan G adalah sebarang graf pohon. G adalah graf (a,1)— P,
anti ajaib covering dengan order sebanyak p dan sisi sebanyak q. m > 3 dan m
gangil, gabungan terpisah \U;~, G; juga (b, 1) — Py—anti ajaib covering (Azizah dkk,
2014).

2.7 Aplikasi Graf

Graf sangat bermanfaat bagi kehidupan manusia sebab graf dapat diapli-
kasikan dalam berbagai kebutuhan. Saondi (2013) menjelaskan berbagai macam
aplikasi graf yaitu dalam transparansi, komunikasi, pewarnaan peta, ikatan kimia,
desain arsitektur. Beberapa aplikasi graf yang lain adalah untuk pengaturan jad-

wal, kristografi, astronomi. Akhir-akhir ini, aplikasi graf mulai dikembangkan
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kembali yaitu pengembangan ciphertext. Proses pengembangan ini disebut seba-
gai cryptosystem yang di dalamnya menyangkut cryptography.

Cryptography adalah berbagai skema yang mungkin untuk encryption dan
decryption (Kak, 2015). FEncryption adalah proses pengubahan plaintext (pe-
san yang akan dikirim) menjadi ciphertext (pesan rahasia) sedangkan decryption
adalah proses untuk memperoleh kembali plainttext dari ciphertext. Dalam proses
ini dibutuhkan sebuah kunci rahasia untuk mengatur beberapa atau semua yang
digunakan dalam proses encryption maupun decryption. Adapun alur kerja dalam

cryptography dapat dilihat pada Gambar 2.10.

Plainttext Plainttext

Kunci A .
Kunci B

ez

Encryption Algorithm Decryption Algorithm

Pengacau Penerima

Gambar 2.10 Alur kerja cryptography

Terdapat banyak metode yang dapat digunakan untuk memperoleh chiper-
text seperti affine ciphers, vigenere ciphers, the one-time pad, Caesar system, dan
sebagainya. Metode yang digunakan pada penelitian ini merupakan aplikasi pela-
belan total dekomposisi. Metode ini merujuk pada Caesar system yaitu menggu-

nakan sistem (mod 26), atau disebut dengan aturan Julius Caesar.

Tabel 2.1: Aturan Julius Caesar

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
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2.8 Fungsi dan Barisan Aritmatika
2.8.1 Fungsi

Fungsi seringkali disebut dengan pemetaan. Fungsi f dari himpunan X
ke himpunan Y dinotasikan dengan f : X — Y adalah aturan korespondensi satu-
satu yang menghubungkan setiap z¢X dengan tepat satu ke anggota Y. Himpunan
X disebut domain dari fungsi f sedangkan himpunan Y disebut kodomain dari
fungsi f dan hasil atau range dari fungsi f adalah himpunan bagian dari Y.

Menurut Susilo (2012) terdapat tiga sifat fungsi khusus, yaitu:

1. Fungsi Injektif

Suatu fungsi f : X — Y disebut fungsi (pemetaan) injektif jika dan hanya
jika untuk setiap x1, x2€X berlaku apabila f(z1) = f(x2) maka z; = x4 yaitu
bila dua elemen dalam domain mempunyai bayangan (peta) yang sama,
maka kedua elemen itu adalah elemen yang sama. Secara matematis dapat
dinyatakan:

f adalah fungsi injektif < (Voq, 22 X) f(x1) = f(x2) = 1 = .

Secara ekivalen, juga dapat dinyatakan bahwa:

f adalah fungsi injektif < (V1,22 X), 21 # 29 = f(21) # f(22)

yaitu jika dua elemen dalam domain adalah dua elemen yang tidak sama,

maka bayangan (peta) kedua elemen itu juga tidak sama.

2. Fungsi Surjektif

Fungsi f : X — Y adalah fungsi surjektif jika dan hanya jika untuk se-
tiap yeY terdapat zeX sedemikian sehingga y = f(x), yaitu setiap elemen
dalam kodomain mempunyai prabayangan (prapeta). Secara matematis da-

pat dinyatakan:
f adalah fungsi surjektif < (VyeY)(JzeX)y = f(z).

3. Fungsi Bijektif
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Suatu fungsi f : X — Y disebut fungsi (pemetaan) bijektif jika dan hanya
jika fungsi f tersebut adalah fungsi yang injektif dan sekaligus surjektif.
Pada fungsi bijektif, setiap elemen dalam domain mempunyai tepat satu
bayangan dan setiap elemen dalam kodomain juga mempunyai tepat satu
prabayangan. Oleh karena itu, fungsi bijektif seringkali juga disebut kore-

spondensi satu-satu.

Contoh dari ketiga sifat fungsi khusus tersebut dapat dilihat pada Gambar
2.11.

(a) Fungsi Injektif  (b) Fungsi Surjektif (c) Fungsi Bijektif

Gambar 2.11 Contoh sifat fungsi khusus

2.8.2 Barisan Aritmatika

Barisan adalah suatu susunan bilangan yang dibentuk menurut suatu
urutan tertentu. Barisan aritmatika adalah suatu barisan yang memiliki beda
(selisih) antaradua suku berurutan tetap (kostan). Barisan aritmatika yang di-
gunakan dalam penelitian ini adalah barisan aritmatika ditingkat satu. Artinya
suatu barisan yang antara dua suku berurutan memiliki beda tetap (konstan)

pada tingkat pertama. Berikut adalah beberapa contoh barisan bilangan:
1. 1,7,13,19, ...
2. 101,93,85,. ..

3. 101,113,125, . ..
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Berdasarkan contoh barisan tersebut, didapat bahwa untuk contoh 1, suku
pertama (U;) = 1, suku kedua (U) = 7 yang diperoleh dari suku pertama di-
tambah 6, dan seterusnya. Selisih dari setiap suku berurutan dari barisan ini
adalah tetap, yaitu sebesar 6. Barisan ini disebut barisan aritmatika dan selisih
yang tetap dari barisan ini disebut beda barisan yang dilambangkan dengan b.
Demikian halnya dengan contoh 2 dan 3, disebut juga barisan aritmatika meskipun
memiliki nilai beda yang tidak sama dengan contoh 1. Contoh 2 memiliki nilai
beda b = —8, sedangkan contoh 3 memiliki beda b = 12.

Rumus suku ke—n dari barisan aritmatika, yaitu jika suku pertama barisan
aritmatika U; disimbolkan a, maka diperoleh:

U =a

Uy—-Uy=b&sU,=U+b=a+0b

Ug—Uy=besUs=Uy+b=(a+b) +b=a+2b

U —-Us=besU;=Us+b=(a+2b)+b=a+3b

dan seterusnya, sehingga diperoleh barisan aritmatika dalam bentuk:

a,a+b,a+2b,a+3b,...,a+ (n—1)b

Dari barisan tersebut didapatkan bentuk umum rumus suku ke-n barisan

aritmatika yaitu: U, = a + (n — 1)b.

2.9 Definisi, Aksioma, Teorema, Corollary, Konjektur, dan Open Pro-

blem

Dalam dunia matematika tidak lepas dari aksioma, teorema, corollary, kon-
jektur, definisi, dan open problem. Keenam istilah tersebut memiliki arti yang
berbeda. Definisi adalah pernyataan yang bernilai benar dan tidak perlu dibuk-
tikan kebenarannya. Aksioma adalah proporsi yang diasumsikan benar dan tidak
memerlukan pembuktian kebenaran lagi. Teorema adalah proporsi yang sudah
dibuktikan kebenarannya. Teorema memiliki dua bentuk khusus yaitu lemma dan
corollary (akibat). Lemma adalah teorema sederhana yang digunakan untuk mem-
buktikan teorema lain. Lemma berguna untuk pembuktian proporsi yang lebih
kompleks agar lebih mudah dipahami. Corollary adalah teorema yang dibentuk
langsung dari teorema lain. Sedangkan konjektur adalah proporsi yang belum

diketahui nilai kebenarannya. Open problem atau masalah terbuka adalah bebe-
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rapa masalah yang dapat secara akurat dinyatakan dan belum diselesaikan (tidak

ada solusi untuk diketahui).

2.10 Keterampilan Berpikir Tingkat Tinggi

Berpikir melibatkan manipulasi dan mentrasformasi informasi dan memori
(Santrock, 2008). Menurut Dewey (dalam Kowiyah, 2012) berpikir adalah suatu
proses yang dimulai apabila seseorang dihadapkan pada suatu masalah dan meng-
hadapi sesuatu yang menghendaki adanya jalan keluar sehingga yang bersangku-
tan harus memanfaatkan pengetahuan, pemahaman, atau ketermpilan yang dimi-
likinya. Sedangkan secara singkat Soemanto (1990) mengartikan berpikir adalah
meletakkan hubungan antar bagian pengetahuan yang diperoleh manusia. Da-
pat disimpulakan bahwa berpikir adalah proses mengaitkan pengetahuan, pema-
haman, dan keterampilan melalui transformasi informasi dan memori untuk men-
cari jalan keluar dari suatu masalah.

Kemampuan berpikir setiap orang berbeda. Terdapat dua klasifikasi tingkat
berpikir yaitu berpikir tingkat rendah dan berpikir tingkat tinggi. Kemampuan
berpikir tingkat rendah (Lower Order Thinking Skill - LOTS) adalah kemam-
puan berpikir yang hanya menuntut seseorang untuk mengingat, memahami, dan
mengaplikasikan suatu rumus atau hukum. Sedangkan, Berpikir tingkat tinggi
(Higher Order Thinking Skill- HOTS) adalah keterampilan yang lebih dari sekedar
mengingat, memahami, dan mengaplikasikan.

Dewanto dalam Amalia(2013) berpendapat bahwa berpikir tingkat tinggi
adalah suatu kapasitas diatas informasi yang diberikan, dengan sikap yang kritis
untuk mengevaluasi, mempunyai kesadaran metakognitif dan memiliki kemam-
puan pemecahan masalah. Corebina, dkk, dalam Kawuwung (2011) mengatakan
bahwa keterampilan berpikir tingkat tinggi dapat diketahui dari kemampuan kog-
nitif seseorang pada tingkatan analisis, sintesis, dan evaluasi. Dari pendapat
tersebut dapat disimpulkan, berpikir tingkat tinggi adalah proses berpikir yang
mencapai tahap analisis, sintesis, dan evaluasi dan menciptakan suatu yang baru.

Taksonomi Bloom dianggap sebagai dasar bagi proses berpikir. Sebelum
direvisi, taksonomi Bloom meliputi pengetahuan, aplikasi, analisis, sintesis, dan

evaluasi. Taksonomi Bloom mengalami revisi sehingga tahapannya menjadi mengin-
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Bloom’s Taxonomy

Creating: can the student create new product
or point of view?

Sumber: amirafiza.blogspot.com

Gambar 2.12 Tahapan taksonomi Bloom

gat (remembering), memahami (understanding), menerapkan (applying), men-
ganalisis (analysing), mengevaluasi (evaluating), dan menciptakan (creating). Taha-
pan taksonomi Bloom dapat dilihat pada Gambar 2.12, semakin rendah level
berpikir seseorang semakin rendah pula kemampuan berpikirnya, bila semakin
tinggi leval berpikirnya maka semakin tinggi keterampilan berpikirnya. Tiga
level berpikir yang termasuk level rendah (LOTS) adalah mengingat, memahami,
menerapkan, sedangkan menganalisis, mengevaluasi dan menciptakan adalah level
tinggi dan tergolong HOTS. Utari (2013) menjelaskan setiap level berpikir sebagai
berikut:

1. Mengingat adalah Kemampuan menyebutkan kembali informasi atau penge-
tahuan yang tersimpan di dalam ingatan. Kata kerja kuncinya: mendefi-
nisikan, menyusun daftar, menjelaskan, mengingat, mengenali, menemukan
kembali, menyatakan, mengulang, mengurutkan, menamai, menempatkan,

menyebutkan.

2. Memahami adalah Kemampuan dalam memahami instruksi dan menegaskan
pengertian makna ide atau konsep yang telah diajarkan baik dalam bentuk
lisan, tertulis maupun grafik diagram. Kata kerja kuncinya: Menerangkan,

menjelaskan, menterjemahkan, menguraikan, mengartikan, menafsirkan, me-
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nginterpretasikan, mendiskusikan, menyeleksi, mendeteksi, melaporkan, men-
duga, mengelompokkan, memberi contoh, merangkum, menganalogikan, me-

ngubah, memperkirakan.

. Menerapkan adalah Kemampuan melakukan sesuatu dan mengaplikasikan
konsep dalam situasi tertentu. Kata kerja kuncinya: memilih, menerapkan,
melaksanakan, menggunakan, mendemonstrasikan, memodifikasi, menun-

jukkan, membuktikan, menggambarkan, memprogramkan, mempraktekkan.

. Menganalisis adalah Kemampuan memisahkan konsep kedalam beberapa
komponen dan menghubungkan satu sama lain untuk memperoleh pema-
haman atas konsep tersebut secara utuh. Kata kerja kuncinya: mengkaji
ulang, membedakan, membandingkan, memisahkan, menghubungkan, me-
nunjukkan hubungan antara variabel, memecah menjadi beberapa bagian,

menyisihkan menjadi beberapa bagian, mengorganisir, mengkerangkakan.

. Mengevaluasi adalah Kemampuan menetapkan derajat sesuatu berdasarkan
norma, kriteria atau patokan tertentu. Kata kerja kuncinya: menilai, meng-
evaluasi, menjustifikasi, mengecek, mengkritik, memprediksi, membenarkan,

menyalahkan, menyeleksi.

. Mencipta adalah Kemampuan memadukan unsur-unsur menjadi suatu ben-
tuk yang utuh dan koheren, atau membuat sesuatu yang orisinil. Kata
kerja kuncinya: merakit, merancang, menemukan, menciptakan, mempero-
leh, mengembangkan, memformulasikan, membangun, membentuk, mem-

buat, melakukan inovasi, mendesain, menghasilkan karya.



BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode deskriptif aksiomatik yaitu metode me-
nurunkan aksioma atau teorema yang sudah ada kemudian diterapkan dalam pela-
belan super (a,d) — H-anti ajaib total dekomposisi graf shackle generalisasi an-
tiprisma baik berupa konektif maupun diskonektif. Tahap awal penelitian ini
adalah menentukan nilai beda (d) pada graf tersebut, selanjutnya nilai beda di-
terapkan dalam super (a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi graf shackle ge-
neralisasi antiprisma. Menurunkan teorema untuk memperoleh pelabelan titik
dan pelabelan sisi kemudian dilanjutkan dengan pendeteksian pola. Tujuan dari
pendeteksian pola adalah untuk merumuskan pola pelabelan titik dan pelabelan
sisi secara umum sehingga mendapatkan rumus pelabelan super (a,d) — AP anti
ajaib total dekomposisi graf shackle generalisasi antiprisma. Penelitian dimulai
dari graf konektif terlebih dahulu dan dilanjutkan graf diskonektif. Penelitian ini
juga menggunakan tahapan-tahapan taksonomi Bloom yang sudah direvisi yaitu
mengingat, memahami, menerapkan, menganalisis, mengevaluasi, dan mencip-
takan. Setiap langkah dalam penelitian ini dikaitkan dengan tahapan taksonomi
Bloom tersebut untuk mencapai keterampilan berpikir tingkat tinggi atau yang
disebut HOTS (High Order Thinking Skill).

3.2 Definisi Operasional
Definisi operasional variabel digunakan untuk memberikan gambaran secara
sistematis dalam penelitian dan menghindari terjadinya perbedaan pengertian

makna. Definisi variabel yang dimaksud adalah sebagai berikut:

3.2.1 Pelabelan Super (a,d) — A2 Anti Ajaib Total Dekomposisi
Misal G = (V, E) adalah graf sederhana, hingga, dan tak berarah. Ke-
luarga dari subgraf G, yaitu £ = {Hy, Hs, ..., H,} dikatakan dekomposisi-H dari
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G, jika semua subgraf tersebut isomorfis dengan graf H, E(H;)NE(H;) = @ untuk
i # j,dan U, E(H;) = E(G) (Hader dkk, 2013). Selanjutnya G disebut memiliki
dekomposisi-H anti ajaib, jika G memiliki dekomposisi-H dan terdapat suatu
pelabelan total f : VUE — {1,2,3,...,|V|+|E|} sehingga untuk masing-masing
subgraf H; = (V;, E;) berlaku ), € Vif(v) + > . € Fif(e) konstan. Pelabelan
super adalah pelabelan yang label titiknya lebih kecil dibandingkan label sisi.
Sehingga f(v) = {1,2,3,...,|V|} dan f(e) = {|V|+1,|V|+2,|V|+3,..., |V|+|E|}

3.2.2 Graf Shackle Generalisasi Antiprisma Konektif

Graf shackle generalisasi antiprisma konektif dinotasikan shack(AE, n)
dengan o,p,n bilangan bulat positif. Terdapat dua shackle yaitu shackle titik
dan shackle sisi, namun pada penelitian ini digunakan shackle titik sehingga dino-
tasikan shack AP v, n). Graf shack(A?, v, n) memiliki titik sebanyak | V' ( shack
(AP, v,n))| = n(op — 1) + 1 yaitu V(shack(A?,v,n)) = {11, ijk, 1 <@ <
0, 1<j<p—-1 1<k<n}U{zijp 2<i<o j=p 1<k<n}
Banyaknya sisi pada graf ini adalah | E(shack(A2, v,n))| = no(3p — 2) yang terdiri
dari E(shack(A?,v,n)) = {zijxTit1k Tij+1hlivijr 1<i<o—1, 1<j
p—1, 1 <k<n} U {oTijip 1<i<o 1<j<p—-2 1<k
ny U A{ZiprTivipr, 1<i<o0—2, 1<k<n} U {zzije 11

VAN VAN VAN VAN

o—1, j=p—-1 1<k<n} U {Tippn1Tiph ZTipp+1Tip-1p, 1 <k
n—1} U { Zoj 1k 1%15k To1jk 10150k J=D, 2<k<n } U ZopnTo1pn;
TopnTipn, TopnTip-1im; TopnTop-inf U {TojrTije, 1<j<p-—1, 1<
k<n} U {z1js%0jrin, 1<j<p—2, 1<k<n}. Gambar 3.1 merupakan

salah satu contoh graf shack(AP v, n).

3.2.3 Graf Shackle Generalisasi Antiprisma Diskonektif

Graf shackle generalisasi antiprisma diskonektif atau gabungan saling
lepas adalah gabungan diskonektif sebanyak m salinan graf shackle generalisasi
antiprisma yang dinotasikan mshack(A2, v, n), mempunyai titik dan sisi berturut-
turut adalah |V (mshack(A?, v, n))| = nm(op—1)+m dan |E (m shack (AL, v,n))|
= nom(3p—2). Himpunan titik dari graf tersebut adalah V' ( m shack (A2 v,n))

:{lepJ, xé,j,k? 1<i<o, 1<j<p—1, 1<k<n, 1§l§m}u{x§7j7k, 2 <
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Gambar 3.1 Graf shack(43,v,2)

i<o, j=p, 1<k<n, 1<I[<m}. Himpunan sisi dari graf tersebut adalah

E(mshack(AD,v,n)) = {a} ol 50 @b g2l 1<i<o—-1, 1<5<
p—1, 1<k<n 1<1<m} U {afal, ., 1<i<o 1<5<
p—2 1<k<n 1<I1<m} U {af ot , 1<i<o-2 1<
k<n, 1<l1<m} U {al 2l ,, 1<i<o-1 j=p-1 1<
k<n, 1<1<m} U {2,000 Tipealipae Sk<n—1 1<
[l <m} U {xlo,jfl,kflxll,j,m Iéfl,j,kflxll,j,kv J=p2<k<n 11
my U AT pnTotpns TopnTipm TopnTipin: TopnTopim 1 < 1 <

<

m}y U {zl ol 1<j<p-1, 1<k<n, 1<1<m} U {af 2l ., 1
j<p—2, 1<k<n,1<1l<m}. Contoh mshack(AL, v,n) dapat dilihat pada
Gambar 3.2

3.2.4 Indikator Pelabelan Super (a,d) — A? Anti ajaib Total Dekompo-
sisi Graf Shackle Generalisasi antiprisma
Indikator pelabelan super (a,d) — A2 anti ajaib total dekomposisi graf

shackle generalisasi antiprisma dari penelitian ini adalah:

1. Label Titik
Label titik pada pelabelan super (a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi
graf shackle generalisasi antiprisma adalah fungsi bijektif yang memetakan

himpunan titik pada shackle generalisasi antiprisma V' (G) ke bilangan bulat
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{1,2,...,|V(G)]}.

. Label Sisi

Label sisi melanjutkan pelabelan titik sehingga label sisi pada pelabelan
super (a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi graf shackle generalisasi an-
tiprisma adalah fungsi bijektif yang memetakan himpunan sisi pada shackle
generalisasi antiprisma E(G) ke bilangan bulat {|V(G)|+ 1, |V(G)|+2,...,
IV(G)| +E(G)]}-

. Label Dekomposisi

Label dekomposisi pada pelabelan super (a, d)— AP anti ajaib total dekompo-
sisi graf shackle generalisasi antiprisma adalah fungsi bijektif yang memeta-
kan himpunan titik dan sisi pada shackle generalisasi antiprisma V(G) U
E(G) ke bilangan bulat {1,2,3,...,|[V(G)| + |E(G)|}.

. Bobot Selimut

Bobot selimut adalah jumlah label titik pada setiap selimut. Dalam penelitian

ini, bobot selimut yang dicari adalah yang aritmatik.

. Bobot Total Selimut

Bobot Total Selimut adalah jumlah label titik dan sisi pada setiap selimut,

dimana hasilnya harus aritmatik.

Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf shackle generalisasi antiprisma shack(AZ,

v,n) baik konektif (tunggal) maupun diskonektif (gabungan saling lepas). Teknik

penelitian sebagai berikut:

1. mengidentifikasi famili graf shack(A2 v, n);

2. menentukan kardinalitas pada graf shack(A2 v, n);
3.
4

. menentukan label titik dan sisi sehingga super (a,d) — AP anti ajaib total

menentukan batas atas nilai beda d pada pada graf shack(AE v, n);

dekomposisi menggunakan cara manual ataupun metode partisi;
apabila label titik dan sisi berlaku untuk beberapa graf baik secara heuristik

maupun determination maka pelabelan dikatakan expandable;
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6. menentukan fungsi bijektif label titik dan sisi pada graf shack(A?, v, n);
7. mengembangkan fungsi bobot selimut dan fungsi bobot total sisi pada graf
shack(A?, v, n);

8. membuktikan kebenaran fungsi
9. menemukan teorema;

10. menciptakan ciphertext dengan cara mengaplikasikan pola pelabelan super

(a,d) — AP anti ajaib total dekomposisi pada graf shack(AE, v, n);

Penelitian ini menemukan berbagai pola pelabelan super anti ajaib total
dekomposisi dengan berbagai nilai beda d yang ditentukan. Teknik penelitian graf
diskonektif shackle generalisasi antiprisma sama seperti teknik penelitian yang
dijelaskan di atas. Secara umum teknik penelitian disajikan dalam diagram alir
pada Gambar 3.3.

3.4 Observasi

Sebelum penelitian lanjutan pada shack(A?, v, n) maupun mshack( A2 v, n),
telah dilakukan observasi awal untuk nilai o, p, n, dan m tertentu sebagai pe-
doman untuk menduga pelabelan super (a,d) — AP anti ajaib total dekompo-
sisi serta menentukan pola pelabelannya. Ternyata setelah melakukan obser-
vasi awal, peneliti menemukan pola pelabelan titik pada shack(AE v,n) maupun
mshack(A?, v,n). Observasi awal yang dilakukan dikaitkan dengan proses berpikir

tingkat tinggi berdasarkan taksonomi Bloom, sehingga tahapannya sebagai berikut:

1. mengingat definisi, teorema, dan lemma dari penelitian terkait yang sudah
dibuktikan;

2. memahami definisi, teorema, dan lemma tersebut;

3. menggunakan definisi, teorema, dan lemma dalam proses mencari pelabelan

titik dan pelabelan sisi graf shackle antiprisma;

4. menentukan graf yang akan digunakan yaitu dengan menetapkan o = 4,p =

2, n=2,dan m = 3;

5. pelabelan dimulai dengan melabeli graf konektif;
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(Mengingat)
Identifikasi famili graf

Menghitung banyak titik |V, (Memahami)
sisi |E|, dan kardinalitas

dari graf

\

___1 Menentukan batas atas (Menerapkan)

nilai beda d

i (Menganalisa)

Menentukan label titik dan sisi —

Unexpandable

(Mengevaluasi)
Mengecek ke-ezpandable-an

Ezpandable —

Mengembangkan fungsi bijektif Membuktikan kebenaran

label titik dan sisi it ettt

Membuktikan kebenarait Mengembangkan fungsi bobot total selimut

(Mencipta)

Benar

Teorema

[ Membentuk ciphertext j

Keterangan :

Aliran kegiatan utama

,,,,,,,,, - Aliran pengecekan

Gambar 3.3 Rancangan penelitian
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6. pelabelan dimulai dari pelabelan titik untuk cara melabelinya dapat dilihat
pada Gambar 3.4;

7. dilanjutkan dengan melabeli sisi dengan cara bergantian dari sisi yang ber-
sesuaian pada setiap shackle. Lihat Gambar 3.4 untuk memahami;

8. tahapan selanjutnya adalah pelabelan dekomposisi pada mshack(A? v, n)
yang urutannya sama dengan cara konektif hanya saja bergantian dari setiap

graf terpisah. Lihat Gambar 3.5.

Gambar 3.4 Observasi awal pada graf shack(A3, v, 2)

Adapun langkah-langkah pembentukan ciphertext sebagai berikut:

1. Menentukan graf, pilihlah graf yang memiliki sisi lebih dari banyaknya
karakter plaintext, misalkan 26.

2. Melabeli titik dan sisi menggunakan super (a,d) — H anti ajaib total dekom-
posisi.

3. Mengeliminasi sisi yang memiliki label f,, > |V| + 26

4. Membuat graf pohon dengan utama salah satu label titik, sedangkan akar
selanjutnya mengikuti pola graf. Sisi yang sudah dieliminasi tidak perlu
digunakan.

5. Mencantumkan label sisi pada graf pohon sesuai pelabelan pada graf yang

digunakan. Mengubah bilangan tersebut menjadi bilangan mod 26.



Gambar 3.5 Observasi awal pada graf 3shack(A3, v, 2)
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6. Memasangkan setiap karakter plaintext dengan sisi pada graf pohon. Pema-
sangan diurutkan dari kiri mulai dari layer teratas.

7. Membuat aturan untuk mentransformasi bilangan mod 26 ke karakter yang
digunakan sebagai ciphertert, aturan yang digunakan adalah aturan Julius
Caesar.

8. Memubuat tabel yang terdiri dari plaintext, label sisi yang bersesuaian den-

gan plaintext, (mod 26) dari label sisi, dan ciphertezt yang bersesuaian den-
gan (mod 26).

Misalkan graf G adalah graf shack(A3, v, 2). Pelabelan mengikuti pada Gam-
bar 3.4. Pesan rahasia yang berbunyi "TERIMA KASIH ATAS BIMBINGAN-
NYA” akan dikirimkan. Maka perlu dibuat ciphertexrt untuk pesan ini meng-
gunkan pelabelan graf shack(A3, v,2) kemudian dibuat diagram pohon seperti
Gambar 3.6.

Gambar 3.6 Observasi awal pada pembuatan ciphertext
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Tabel 3.1: Pengembanganciphertext dari Gambar 3.6

Plainteat | A| B| C|D|E|F | G|H|T1|J|K|L|M
Label Sisi || 24 | 25 | 48 | 28 |29 | 27 | 26 | 49 | 36 | 39 | 31 | 30 | 37
(Mod 26) |24 | 25|22 2 3 1 0 (23|10 13| 5 | 4 |11
Ciphertext | Y | Z | W | C|D | B|A|X|K|N|F|E|L

Plaintext | N | O| P | Q| R|S|T|U|V | W|X|Y
Label Sisi || 38 | 32 | 35 | 33 | 34 | 40 | 43 | 41 | 42 | 44 | 47 | 45 | 46
(Mod 26) || 12| 6 14 (17 |15 |16 | 18 | 21 | 19 | 20
Ciphertext | M | G| J  H| T |]O | R|P | Q| S|V |T|U

N |
co

Sehingga didapatkan kode seperti pada Tabel 3.1. Bila terdapat plaintext
"TERIMA KASIH ATAS BIMBINGANNYA” kemudian hilangkan tanda baca se-
hingga pesan menjadi "TERIMAKASIHATASBIMBINGANNYA” maka chiper-
text alfabetiknya adalah "RDIKLYFYOKXYRYOZKLZKMAYMMTY”.

Berdasarkan tahapan-tahapan tersebut, peneliti menemukan pelabelan to-
tal dekomposisi pada shack(A?, v, n) dan mshack(A?, v,n) secara berurutan be-
serta contoh pengaplikasiannya pada pengembangan ciphertext. Gambar 3.4 dan
Gambar 3.5 merupakan hasil observasi awal pelabelan dekomposisi graf shackle
generalisasi antiprisma konektif dan diskonektif dengan nilai d = 12. Peneliti
dapat melanjutkan observasinya untuk pelabelan total dekomposisi graf shackle
generalisasi antiprisma berdasarkan pada teknik penelitian dan taksonomi bloom

yang telah direvisi.



