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Abstract

Let G be a finite, simple and undirected graph. A graph G is called
to be an (a, d)-H-antimagic total covering if there exist a bijective func-
tion f : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, . . . , |V (G)| + |E(G)|} such that for all sub-
graphs H ′ isomorphic to H, the total H-weights w(H) =

∑
v∈V (H′) f(v) +∑

e∈E(H′) f(v) form an arithmetic sequence {a, a+d, a+2d, ..., a+(t−1)d},
where a and d are positive integers and t is the number of all subgraphs
H ′ isomorphic to H. Such a labeling is called super if f : V (G) →
{1, 2, . . . , |V (G)|}. In this paper we study a super (a, d)-C4-antimagic total
covering of connected Semi Jahangir graph denoted by SJn.

Keywords : super (a, d)-H, total covering, Semi Jahangir graph.

Introduction

Teori graf ditemukan pada abad ke-18 dan aplikasi banyak ditemukan
dalam kehidupan sehari-hari. Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh seo-
rang ahli matematikawan Swiss Leonhard Euler pada tahun 1736, yang berawal
dari masalah jembatan Konigsberg. Salah satu teori yang dikembangkan dalam
teori graf adalah pelabelan. Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh
Sedlàc̆ek (1963) [11], kemudian Stewart (1967) [13], Rosa di tahun 1967 [1].
Suatu pelabelan adalah pemetaan satu-satu yang memetakan himpunan dari
elemen-elemen graf pada bilangan bulat positif dan membentuk barisan arit-
matika yang disebut label. Berdasarkan elemen-elemen yang dilabeli maka pela-
belan dibagi kedalam tiga jenis, yaitu pelabelan titik, sisi, dan total. Pelabelan
ajaib diperkenalkan oleh Kotzig dan Rosa sebagai M-(valuation) pada tahun
1970 [9]. Pelabelan ajaib kemudian dikembangkan menjadi pelabelan selimut
ajaib yang pertama kali diperkenalkan oleh Gutiérrez dan Lladó pada tahun
2005. Lihat [4]. Sedangkan pelabelanan anti ajaib (antimagic) adalah pengem-
bangan dari pelabelan ajaib (magic) yaitu label yang mempunyai bobot sisi yang
berbeda dan membentuk barisan aritmatika dengan a sebagai suku pertama
dan d sebagai nilai bedanya. Pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut
merupakan suatu graf G = (V (G), E(G)) dengan H merupakan subgraf dari G

dimana untuk setiap sisinya termuat dalam subgraf H dan G yang isomorfik
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dengan H. Inayah et al. (2009) mengembangkan suatu pelabelan super (a,d)-H-
antimagic total selimut yaitu bahwa suatu pelabelan selimut (a,d)-H-antimagic
pada graf G merupakan sebuah fungsi bijektif, sehingga terdapat barisan arit-
matika {a, a + d, a + 2d+, ...,+a + (t − 1)d}. Lebih detail lihat [6]. Hasil-hasil
pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut yang sudah ditemukan antara
lain dapat di lihat pada [5], [7], [10], [8].

Berdasarkan pada penelitian sebelumnya, peneliti akan mengembangkan
pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir, den-
gan menentukan batas atas dan fungsi bijektif. Graf Semi Jahangir konektif
dinotasikan dengan SJn. Hasil-hasil penelitian terkait ini dapat ditemukan di
[2, 12].

Useful Lemma

Berdasarkan definisi, graf Semi Jahangir adalah graf SJn dengan himpunan
titik V (SJn) = {p, xi, yk; untuk 1 ≤ i ≤ n + 1, 1 ≤ k ≤ n} dan himpunan sisi
E(SJn) = {pxi; 1 ≤ i ≤ n + 1} ∪ {xiyi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yixi+1; 1 ≤ i ≤ n}.
Selimut pada graf Semi Jahangir SJn berupa subgraf dari graf Semi Jahangir
yaitu H ′ = C4, maka diperoleh pG = |V (SJn)| = 2n+2, qG = |E(SJn)| = 3n+1,
pH′ = |V (C4)| = 4, qH′ = |E(C4)| = 4, dan rumusan jumlah selimut graf SJn

adalah n.

Batas atas d graf Semi Jahangir SJn dapat ditentukan dengan menggu-
nakan Lemma yaitu sebagai berikut:

Lemma 1 Jika sebuah graf G (V, E) adalah pelabelan super (a, d)-H antimagic
total covering maka d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH

s−1 untuk s = |Hi|, pG = |V |, qG =
|E|, pH = |V ′|, qH = |E′|.

Bukti. f(V ) = 1, 2, 3, .., pG dan f(E) = pG + 1, pG + 2, pG + 2, .., pG + qG. Mis-
alkan graf (pG, qG) mempunyai pelabelan super (a, d)-H antimagic total dengan
fungsi total f(total) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., pG + qG} maka himpunan bobot sebuah
graf adalah {a, a+d, a+2d, . . . , a+(s−1)d} dimana a merupakan bobot terkecil

2



maka berlaku:

1 + 2 + . . . + pH + (pG + 1) + (pG + 2) + . . . + (pG + qH) ≤ a
pH

2
(1 + pH) + qHpG +

qH

2
(1 + qH) ≤ a

pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
≤ a

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a + (s− 1)d ≤ pG + (pG − 1) + (pG − 2) + ... + (pG − (pH − 1)) + (pG + qG)

+(pG + qG − 1) + (pG + qG − 2) + ... + (pG + qG − (qH − 1))

= pHpG − pH − 1
2

(1 + (pH − 1)) + qHpG + qHqG

−qH − 1
2

(1 + (qH − 1))

= pHpG − pH − 1
2

(pH) + qHpG + qHqG − qH − 1
2

(qH)

(s− 1)d ≤ pHpG − pH − 1
2

(pH) + qHpG + qHqG − qH − 1
2

(qH)− a

≤ pHpG − pH − 1
2

(pH) + qHpG + qHqG − qH − 1
2

(qH)−

(
pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
)

= pHpG − p2
H

2
+

pH

2
+ qHqG − q2

H

2
+

qH

2
− (

pH

2
+

p2
H

2
+

qH

2
+

q2
H

2
)

= pHpG + qHqG − p2
H − q2

H

= pHpG − p2
H + qHqG − q2

H

= (pG − pH)pH + (qG − qH)qH

d ≤ (pG − pH)pH + (qG − qH)qH

(s− 1)

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH

s−1 jika
graf G memiliki super (a, d)-H-antimagic total covering dari berbagai famili graf
[3] 2
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Sehingga batas atas d untuk penelitian ini adalah :

d ≤ (pG − pH)pH + (qG − qH)qH

s− 1

=
(2n + 2− 4)4 + (3n + 1− 4)4

n− 1

=
(2n− 2)4 + (3n− 3)4

n− 1

=
20n− 20

n− 1

=
20(n− 1)

n− 1
d ≤ 20

The Results

Hasil dari penelitian ini didapatkan beberapa teorema mengenai graf Semi
Jahangir konektif.

3 Teorema 1 Ada pelabelan super (31n+42
2 , 0)−C4 antimagic total selimut pada

graf Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2 dengan n genap. Dan super (31n+41
2 , 0)−C4

antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2 dengan n

ganjil.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf Semi Jahangir SJn dengan fungsi bijektif α1.
Fungsi titik dan sisi dari α1 adalah sebagai berikut:

α1(p) = 1,

α1(xi) = i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

α1(yi) = n + i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

α1(pxi) =





4n+i+5
2 , untuk 1 ≤ i ≤ n + 1 , i ganjil

5n+i+6
2 , untuk 1 < i < n + 1 , i genap, n genap

5n+i+5
2 , untuk 1 < i ≤ n + 1 , i genap, n ganjil

α1(xiyi) =
10n− 4i + 8

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

α1(yixi+1) =
10n− 4i + 10

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Label titik dan sisi α1 adalah fungsi bijektif α1 : V (SJn) ∪ E(SJn) →
{1, 2, 3, . . . , 5n + 3}. Jika wα1 didefinisikan sebagai bobot selimut dari pelabelan
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total selimut pada graf Semi Jahangir dimana bobot selimut tersebut diper-
oleh dari penjumlahan 4 label titik dari H = C4 sebagai selimutnya, untuk
1 ≤ i ≤ n maka fungsi bijektik wα1 = α1(p) + α1(xi) + α1(xi+1) + α1(yi) =
(1) + (i + 1) + (i + 1 + 1) + (n + i + 2) = n + 3i + 6, dan Wα1 didefin-
isikan sebagai bobot total selimut graf Semi Jahangir, untuk 1 ≤ i ≤ n maka
Wα1 = wα1 + α1(pxi) + α1(pxi+1) + α1(xiyi) + α1(yixi+1) = (n + 3i + 6) +
(4n+i+5

2 ) + (5n+i+1+6
2 ) + (10n−4i+8

2 ) + (10n−4i+10
2 ) = 31n+42

2 . Dengan demikian
barisan aritmatika dari Wα1 = {31n+42

2 , 31n+42
2 , . . . , 31n+42

2 } untuk n genap, dan
Wα1 = {31n+41

2 , 31n+41
2 , . . . , 31n+41

2 } untuk n ganjil. Maka terbukti bahwa graf
SJn memiliki pelabelan super (31n+42

2 , 0) − C4 antimagic total selimut untuk
n ≥ 2 dengan n genap. Dan super (31n+41

2 , 0)−C4 antimagic total selimut untuk
n ≥ 2 dengan n ganjil.

3 Teorema 2 Ada pelabelan super (15n + 21, 3) − C4 antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2.

Bukti. Melabeli titik pada graf Semi Jahangir sama seperti pada teorema 1,
sehingga untuk fungsi titiknya α2(p) = α1(p), α2(xi) = α1(xi), α2(yi) = α1(yi),
dan untuk labeli sisi graf Semi Jahangir SJn dengan fungsi bijektif α2 dapat
dituliskan sebagai berikut:

α2(pxi) = 5n− 3i + 6,untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

α2(xiyi) = 2n + 3i + 1,untuk 1 ≤ i ≤ n

α2(yixi+1) = 2n + 3i + 2,untuk 1 ≤ i ≤ n

Label titik dan sisi α2 adalah fungsi bijektif α2 : V (SJn) ∪ E(SJn) →
{1, 2, 3, . . . , 5n+3}. Jika wα2 didefinisikan sebagai bobot selimut, untuk 1 ≤ i ≤
n maka fungsi bijektik wα2 = wα1 , dan Wα2 didefinisikan sebagai bobot total
selimut graf Semi Jahangir, untuk 1 ≤ i ≤ n maka Wα2 = wα2 + α2(pxi) +
α2(pxi+1) + α2(xiyi) + α2(yixi+1) = (n + 3i + 6) + (5n − 3i + 6) + (5n − 3(i +
1) + 6) + (2n + 3i + 1) + (2n + 3i + 2) = 15n + 3i + 18. Dengan demikian barisan
aritmatika dari Wα2 = {15n+21, 15n+24, . . . , 18n+18}. Maka terbukti bahwa
graf SJn memiliki pelabelan super (15n + 21, 3) − C4 antimagic total selimut
untuk n ≥ 2.

3 Teorema 3 Ada pelabelan super (11n + 25, 9) − C4 antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2.
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Bukti. Melabeli titik pada graf Semi Jahangir sama seperti pada teorema 1
Sehingga untuk fungsi titiknya α3(p) = α1(p), α3(xi) = α1(xi), α3(yi) = α1(yi),
dan untuk labeli sisi graf Semi Jahangir SJn dengan fungsi bijektif α3 dapat
dituliskan sebagai berikut:

α3(pxi) = 2n + i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

α3(xiyi) = 3n + 2i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

α3(yixi+1) = 3n + 2i + 3, untuk 1 ≤ i ≤ n

Label titik dan sisi α3 adalah fungsi bijektif α3 : V (SJn) ∪ E(SJn) →
{1, 2, 3, . . . , 5n+3}. Jika wα3 didefinisikan sebagai bobot selimut, untuk 1 ≤ i ≤
n maka fungsi bijektik wα3 = wα1 , dan Wα3 didefinisikan sebagai bobot total
selimut graf Semi Jahangir, untuk 1 ≤ i ≤ n maka Wα3 = wα3 + α3(pxi) +
α3(pxi+1)+α3(xiyi)+α3(yixi+1) = (n+3i+6)+(2n+ i+2)+(2n+ i+1+2)+
(3n+2i+2)+(3n+2i+3) = 11n+9i+16. Dengan demikian barisan aritmatika
dari Wα3 = {11n + 25, 11n + 34, . . . , 20n + 16}. Maka terbukti bahwa graf SJn

memiliki pelabelan super (11n+25, 9)−C4 antimagic total selimut untuk n ≥ 2.

3 Teorema 4 Ada pelabelan super (10n + 26, 12)− C4-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf Semi Jahangir SJn dengan fungsi bijektif α4.
Fungsi titik dan sisi dari α4 adalah sebagai berikut:

α4(p) = 1

α4(xi) = 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n + 1

α4(yi) = 2i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

α4(pxi) = α3(pxi)

α4(xiyi) = α3(xiyi)

α4(yixi+1) = α3(yixi+1)

Label titik dan sisi α4 adalah fungsi bijektif α4 : V (SJn) ∪ E(SJn) →
{1, 2, 3, . . . , 5n+3}. Jika wα4 didefinisikan sebagai bobot selimut, untuk 1 ≤ i ≤
n maka fungsi bijektik wα4 = (1) + (2i) + (2(i + 1)) + (2i + 1) = 6i + 4, dan Wα4

didefinisikan sebagai bobot total selimut graf Semi Jahangir, untuk 1 ≤ i ≤ n

maka Wα4 = wα4 +α4(pxi)+α4(pxi+1)+α4(xiyi)+α4(yixi+1) = (6i+4)+(2n+
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i + 2) + (2n + i + 1 + 2) + (3n + 2i + 2) + (3n + 2i + 3) = 10n + 12i + 14. Dengan
demikian barisan aritmatika dari Wα4 = {10n+26, 10n+38, . . . , 22n+14}. Maka
terbukti bahwa graf SJn memiliki pelabelan super (10n+26, 12)−C4 antimagic
total selimut untuk n ≥ 2.

3 Teorema 5 Ada pelabelan super (8n + 28, 18) − C4-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2.

Bukti. Melabeli titik pada graf Semi Jahangir sama seperti pada teorema 4,
sehingga untuk fungsi titiknya α5(p) = α4(p), α5(xi) = α4(xi), α5(yi) = α4(yi),
dan untuk labeli sisi graf Semi Jahangir SJn dengan fungsi bijektif α5 dapat
dituliskan sebagai berikut:

α5(pxi) = 2n + 3i, untuk1 ≤ i ≤ n + 1

α5(xiyi) = 2n + 3i + 1, untuk1 ≤ i ≤ n

α5(yixi+1) = 2n + 3i + 2, untuk1 ≤ i ≤ n

Label titik dan sisi α5 adalah fungsi bijektif α5 : V (SJn) ∪ E(SJn) →
{1, 2, 3, . . . , 5n+3}. Jika wα5 didefinisikan sebagai bobot selimut, untuk 1 ≤ i ≤
n maka fungsi bijektik wα5 = wα4 , dan Wα5 didefinisikan sebagai bobot total
selimut graf Semi Jahangir, untuk 1 ≤ i ≤ n maka Wα5 = wα5 + α5(pxi) +
α5(pxi+1)+α5(xiyi)+α5(yixi+1) = (6i+4)+ (2n+3i)+ (2n+3(i+1))+ (2n+
3i+1)+(2n+3i+2) = 8n+18i+10. Dengan demikian barisan aritmatika dari
Wα5 = {8n+28, 8n+46, . . . , 26n+10}. Maka terbukti bahwa graf SJn memiliki
pelabelan super (8n + 28, 18)− C4 antimagic total selimut untuk n ≥ 2.

Concluding Remarks

Pada hasil penelitian diatas dapat disimpulkan bahwa graf Semi Jahangir
SJn memiliki pelabelan super (a, d)-H antimagic total selimut untuk d = {0, 1, 2,

. . . , 20}. Hasil penelitian ini didapatkan beberapa teorema yang telah dibuktikan
badalah sebagai berikut :

• Ada pelabelan super (31n+42
2 , 0)−C4 antimagic total selimut pada graf Semi

Jahangir SJn untuk n ≥ 2 dengan n genap. Dan super (31n+41
2 , 0) − C4

antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2 dengan
n ganjil.
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• Ada pelabelan super (15n + 21, 3)− C4 antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2.

• Ada pelabelan super (11n + 25, 9)− C4 antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2.

• Ada pelabelan super (10n + 26, 12)−C4-antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2.

• Ada pelabelan super (8n + 28, 18)− C4-antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJn untuk n ≥ 2.
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