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Abstract

Graph G = (V,E) is a finite, simple and undirected. Graph G have H’
covering, if every edge in E(G) belongs to at least one subgraph of G isomorphic
to a given graph H. A graph G is said to be an (a,d)-H-antimagic total
covering if there exist a bijective function f : V(G)UE(G) — {1,2,...,|V(G)|+
|E(G)|} such that for all subgraphs H’ isomorphic to H, the total H-weights
w(H) =3, ey f() + Xeepmry f(v) form an arithmetic sequence {a,a +
d,a + 2d,...,a + (s — 1)d}, where a and d are positive integers and s is the
number of all subgraphs H’ isomorphic to H. Such a covering is called super
if f:V(G)— {1,2,...,|V(G)|}. This paper will study the existence of super
(a,d) — H- antimagic total covering of connected amalgamation of fan graph
for feasible d.

Keywords: Super H-antimagic total, amalgamation fan graph.

Introduction

Salah satu kajian dalam teori graf yaitu pelabelan graf. Pelabelan graf direp-
resentasikan oleh titik dan sisi serta himpunan bagian bilangan asli yang disebut
label. Pelabelan (labelling) pada sebuah graf G jika domain dari pemetaan terse-
but berupa himpunan verter maka pelabelan tersebut dinamakan vertex labelling,
sedangkan jika domainnya adalah himpunan edge maka pelabelannya dinamakan
edge labelling. Dan terdapat pula total labelling yaitu pelabelan yang terjadi jika
domainnya merupakan penggabungan dari himpunan vertez dan himpunan edge [9].
Pelabelan covering ajaib pertama kali diperkenalkan oleh [6/ yang dikembangkan
dari pelabelan total ajaib. Beberapa penelitian sejenis yang telah dipublikasikan
antara lain, [7] meneliti mengenai suatu pelabelan (a,d)-H-antimagic covering pada
graf kipas F,, dan graf roda W,,. Hasil-hasil penelitian terkait ini dapat ditemukan
di [1, 12].

[4] mendefinisikan amalgamasi titik dari graf misalkan H; adalah suatu keluarga
graf berhingga dan setiap H; mempunyai suatu titik (vg;) yang disebut titik termi-

nal. Salah satu contoh graf khusus yaitu graf roda dinotasikan W,, dengan n > 3
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adalah graf yang dibentuk dari graf sikel C,, dan satu titik yang disebut titik pusat
yang bertetangga dengan semua titik di sikel C), [5]. Jika semua sisi mempunyai
bobot selimut yang berbeda dan himpunan bobot selimut dari semua sisi memben-
tuk barisan aritmatika dengan suku pertama a dan beda d maka pelabelan tersebut
disebut pelabelan total selimut anti ajaib (pelabelan total selimut antimagic) [10].
Pelabelan selimut-H anti ajaib (antimagic) super pada graf G dengan v titik dan
e sisi didefinisikan sebagai fungsi bijektif dari titik-titik dan sisi-sisi pada himpunan
bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi, secara matematis ditulis dalam
bentuk f : V(G)JE(G) — {1,2,3,...,|V(G)| + |E(G)|} dengan sifat bahwa se-
tiap subgraf dari G yang isomorfik dengan H dimana H juga subgraf dari G. [§]
mengembangkan suatu pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut yaitu bahwa
suatu pelabelan selimut (a,d)-H-antimagic pada graf G merupakan sebuah fungsi
bijektif, sehingga terdapat barisan aritmatika a, a + d, a + 2d+, ...,4a +(s - 1)d.
Graf G dikatakan memiliki pelabelan H anti ajaib super jika himpunan titik V(G)
merupakan pemetaan bijektif f ke himpunan {1,2,3,...,|V(G)|} [6]. Dari uraian
diatas dapat dirumuskan permasalahan dari penelitian ini yaitu mencari batas atas
serta menentukan fungsi bijektif dari penelitian ini. Beberapa hasil penelitian dari

pelabelan selimut super (a, d)-H-antimagic pada graf konektif antara lain [3], [11],

[7].

Useful Lemma

Amalgamasi graf kipas Amal(F}, P,,2) dengan titik V(Amal(F,, P,,2)) =
{a,b,z;;untuk 1 < i < n} dan sisi E(Amal(F,, P,,2)) = {z;z; + L;untuk 1 <
i <n-—1} U {az;;untuk 1 < ¢ < n} U {bx;;untuk 1 < i < n}. Nilai n yang
dimaksudkan adalah banyaknya expand amalgamasi graf kipas dari samping kiri ke
kanan. Rumusan amalgamasi graf kipas Amal(F,, P,,2) dengan n yang berbeda
sebagai berikut jumlah titik pada amalgamasi graf kipas Amal(F,, P,,2) adalah
pc = n + 2. Sedangkan jumlah sisi pada amalgamasi graf kipas Amal(F,, P,,2)
adalah ¢ = 3n — 1. Selimut pada amalgamasi graf kipas Amal(F),, P,,2) berupa
subgraf dari amalgamasi graf kipas Amal(F,, P,,2) yaitu Bs, maka jumlah titik
selimut py = 4, sedangkan jumlah sisi selimut gz = 5 dengan jumlah selimut n — 1.

Penentuan batas atas d amalgamasi graf kipas Amal(F,, P,,2) dapat ditentukan

dengan menggunakan 1 yaitu sebagai berikut:

Lemma 1 Jika sebuah graf G(V, E) adalah pelabelan super (a,d)-H antimagic total
covering maka
(r¢ — pr)pu + (96 — qu)qH

s—1

d<
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untuk s = |Hy|, pa = V|, ac = |E|, pu = |V'|, qu = |E'|

Bukti. f(V)=1,2.3,...,pg dan f(E) = pg + 1,p¢ + 2,pc + 2, ..,pG + qc. Misalkan
graf (pg, g¢) mempunyai pelabelan super (a,d)-H antimagic total dengan fungsi
total f(total) ={1,2,3,4,5,6, ..., pc+qc} maka himpunan bobot sebuah graf adalah
{a,a+d,a+2d,...,a(s — 1)d} dimana a merupakan bobot terkecil maka berlaku:

1+24...4+pu+pe+1)+pe+2)+...+(pc+an) < a
H
L0+ pu) +anpe + G- (L +an) < a
2 2
PH | DPH q | 49x
PH | Ph 44 9H - o
p T tampat oyt =

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a+(s—1)d < pa+ (pa—1)+(pc—2)+..+(pc— (pa — 1)) + (pc + qac)
+pe+a9c—1) + (pc + 96 —2) + ... + (pc + q¢ — (qu — 1))

PH —
= pupa — (1+ (pr — 1)) + qupc + quac
g — 1
- (1+ (gg — 1))
o pa — 1 qg — 1
= pupG — (pH) + qupc + quaqc — 5 (qm)

-1 -1
(s—1)d < prpe — 2o (pH)+QHpG+quG—qH (qu) —a
2 2
pg — 1 g — 1
< pupc — 5 (pH) + qupc + qr9G — 5 (qm) —
2 2
P | Ph a0 | 9m
(2 + 5 ~|—(JHPG+2 + 2)
2 2 2 2
- _ Py | PH 99 99 _PH Py , 9H , 9y
PHDG 2+2+QH<]G 2+2 (2+2+2+2)
= pupG +auac — i — 4k
= pupG — Py +auac — 4k
= (pa —pu)pu + (¢ — qu)qu
d < (pa — pr)pe + (9¢ — qm)qn

(s —1)

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d < (Pe=P#)PH +la—am)an

s—1
G memiliki super (a, d)-H-antimagic total covering dari berbagai famili graf [2]. O

jika graf
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Sehingga batas atas d untuk penelitian ini adalah :

(pc — pu)pu + (96 — qu)qu
s—1
(n+2—-4)4+ 3n—1-5)5
n—1-1
(n—2)4+ (3n—6)5
n—2
4n — 8+ 15m — 30
n—2

19n — 38)

n—2
19(n — 2)
n—2
d < 19

d

IN

The Results

Hasil dari penelitian ini didapatkan beberapa teorema antara lain.

& Teorema 1 Ada pelabelan super (W,O)-BQ antimagic total covering pada
amalgamasi graf kipas amal(F,,, Py, 2) untuk n > 2 dan n genap dan pelabelan super
(%, 0)-Bg antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(F,, Py, 2)

untuk n > 2 dan n gangil.

Bukti. Labeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan
asli. Didefinisikan f; adalah fungsi yang bijektif. Fungsi titik dari f; adalah sebagai
berikut.

fila) =1
Hi(d) = 2
%, untuk 1 <14 < n,7 ganjil
filxy) = %”4 untuk 1 < i < n,7 genap,n genap
2t yntuk 1 <4 < n,i genap, n ganjil

Fungsi f; adalah fungsi bijektif yang memetakan V ke himpunan bilangan asli
{1,2,3,...,n + 2}. Didefinisikan wy, adalah bobot selimut dari pelabelan total
selimut pada amalgamasi graf kipas. Bobot selimut didapat dari penjumlahan 4

fungsi titik yang telah didapat diatas dan H = Be. Fungsi wy, untuk n genap
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adalah sebagai berikut:

Ji(a) + f1(b) + fi(zs) + fi(w; +1)
_ (1)+(2)+Z;5+n+l;1+4
n+ 2i + 16

= f,untuk 1 <7< n,n genap

w

Fungsi wy, untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

fi(a) 4+ f1(0) + fi(wi) + fi(xi +1)
1+ 5 n+i+14+5

= ()+(2)+ 5 =+ 5
n—+2i+17

= f,untuk 1 <1 < n,n ganjil

wr

Langkah selanjutnya mencari label sisi yang akan digunakan dalam mencari se-
limut total. Labeli setiap sisi dari amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan

asli. Didapatkan fungsi sisi dari f; adalah sebagai berikut.

f1($i$i+1) = 2n—i+2,untuk 1 <i<n-1
filbz;)) = 2n+i+1luntuk 1 <i<n
filaz;) = 4n—i+2,untuk 1 <i<n

W, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada amalgamasi graf kipas. Wy,

didapatkan dari penjumlahan bobot selimut wy, dengan fungsi label sisinya.

Bobot total covering Wy, untuk n genap adalah sebagai berikut:

Wy = wy + filzizigr) + fi(bx;) + fi(bxip1) + fi(ax;) + fi(aziyr)
+2i+ 16 . . .
= () i+ )+ @i+ D+ @it 1+1)
+An—1+2)+ (4n—i—142)
29n + 32

= #,untuklgign
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Bobot total covering Wy, untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

Wy = wp + fil@iwigr) + fr(ba) + fi(bzivr) + fi(axi) + fi(azi)
2+ 17
= (7n+ ;+ )+ (@2n—i+2)+2n+i+1)+(2n+i+14+1)
+(dn—i+2)+(dn—-i—-1+2)
29n + 25

= 5 ,untuk 1 <i<n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering untuk n genap adalah Wy, ={

29n4-32 29n+32
2 ’ 2 ’ee

membentuk barisan aritmatika dengan d = 0. Karena U, = a + (n — 1)d =
232 4 (n—1)0 = 225532 maka terbukti bahwa ada pelabelan super (22532 0)-B,

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(F,,, P,,2) untuk n > 2

_’W} amalgamasi graf kipas amal(F,, P,,2) untuk n genap

dan n genap. Sedangkan himpunan bobot total covering untuk n ganjil adalah

Wf1:{29"2+ 25 29”; = 29”;’ 251 amalgamasi graf kipas amal(F),, P,,2) untuk n

genap membentuk barisan aritmatika dengan d = 0. Karena U, = a+ (n — 1)d =
P25 4 (n—1)0 = 22 maka terbukti bahwa ada pelabelan super (225525 0)-B,
antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(F,, P,,2) untuk n > 2

dan n ganjil. |

<& Teorema 2 Ada pelabelan super (13n + 19,1)-By antimagic total covering pada

amalgamasi graf kipas amal(F,, P,,,2) untuk n > 2.

Bukti. Labeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan
asli. Didefinisikan fo adalah fungsi yang bijektif. Fungsi titik dari fo adalah sebagai
berikut.

fola) = 1
fa(b) = n+2
fo(z) = i+1, untukl <i<n

Fungsi fo adalah fungsi bijektif yang memetakan V ke himpunan bilangan asli
{1,2,3,..,n+2}. Didefinisikan wy, adalah bobot selimut dari pelabelan total selimut
pada amalgamasi graf kipas. Bobot selimut didapat dari pemjumlahan 4 fungsi titik

yang telah didapat diatas dan H = Be. Fungsi wy, adalah sebagai berikut:
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wy, = fa(a) + f2(b) + fo(wi) + fo(wiv1)
= D+n+2)+0GE+1)+(E+1+1)
= n+2i+6, untukl <i<n

Himpunan bobot selimut di atas adalah wy,={14, 16, 18,..., 2n+12}. Himpunan
wy, membentuk barisan aritmatika dengan beda d=2. Langkah selanjutnya mencari
label sisi yang akan digunakan dalam mencari selimut total. Labeli setiap sisi dari
amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan asli. Didapatkan fungsi sisi dari

f2 adalah sebagai berikut.

fa(bx;)) = 2n—1i+3, untukl <i<n
folax;)) = 2n+i+2, untukl <i<n
fo(xizit1) = 4n—i+2, untukl1 <i<n-—1

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf kipas
berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wy, dan fungsi
label sisi dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wye, = wp, + fa(bxy) + fo(briv1) + folax;) + folazipr) + fo(zizipr)
= (2i+n+6)+2n—i+3)+2n—i—1+3)+(2n+i+2)
+(2n+i+2+1)+ (4n—i+2)
= 13n+4+i+ 18, untukl <i<n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering Wy, = {13n+19, 13n+20, ...,
14n + 18} amalgamasi graf kipas amal(F,,, P,,2) untuk n > 2 membentuk barisan
aritmatika dengan d = 1. Karena U, = a+ (n—1)d = 13n+19+ (n—1)1 = 14n+18
maka terbukti bahwa ada pelabelan super (13n + 19, 1)- By antimagic total covering
pada amalgamasi graf kipas amal(F,,, P,,2) untuk n > 2. O

<& Teorema 3 Ada pelabelan super (11n + 23,3)-By antimagic total covering pada

amalgamasi graf kipas amal(Fy,, P,,2) untuk n > 2.
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Bukti. Labeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan
asli. Didefinisikan f3 adalah fungsi yang bijektif. Fungsi titik dari f3 adalah sebagai
berikut.

fa(a) = 1
f3(b) = 2
fa(z;) = i+2, untukl <i<n

Fungsi f3 adalah fungsi bijektif yang memetakan V ke himpunan bilangan asli
{1,2,3,..,n+2}. Didefinisikan wy, adalah bobot selimut dari pelabelan total selimut
pada amalgamasi graf kipas. Bobot selimut didapat dari pemjumlahan 4 fungsi titik

yang telah didapat diatas dan H = Be. Fungsi wy, adalah sebagai berikut:

wy, = fa(a) + f3(0) + fa(@i) + fa(zit1)
= (1)+(2)+(i+2)+(i+1+2)
= 2n+ 8, untukl <i<n

Himpunan bobot selimut di atas adalah wz,={10, 12, 14, 16, 18}. Himpunan wy,
membentuk barisan aritmatika dengan beda d = 2. Langkah selanjutnya mencari
label sisi yang akan digunakan dalam mencari selimut total. Labeli setiap sisi dari
amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan asli. Didapatkan fungsi sisi dari

f3 adalah sebagai berikut.

fa(bz;)) = 2n—i+3,untuk 1 <i<n
falaz;) = 2n+4+i+2,untuk 1 <i<n
fa(ziziz1) = 3n+i+2,untuk 1 <i<n-—1

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf kipas
berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wy, dan fungsi

label sisi dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
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berikut:

Wy, = wypy + f3(bz) + f3(briy1) + f3(az:) + f(awiv1) + f3(zizita)
= (248 +Cn—i+3)+Cn—i—1+3)+2n+i+2)+
2n+i+2+1)+ (3n+i+2)
= 1ln+4 3¢+ 20, untukl1 <7< n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering Wy, = {11n+23,11n+26, ..., 14n+
20} amalgamasi graf kipas amal(F,, P,,2) untuk n > 2 membentuk barisan arit-
matika dengan d = 3. Karena U, =a+ (n —1)d = 11n+ 23+ (n — 1)3 = 14n + 20
maka terbukti bahwa ada pelabelan super (11n + 23, 3)- By antimagic total covering
pada amalgamasi graf kipas amal(F,,, P,,2) untuk n > 2. |

Concluding Remarks

Kesimpulan dari penelitian ini adalah amalgamasi graf kipas Amal(F,, Py, 2)
tunggal memiliki pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering untuk d = {0, 1, 2,
3,...,19}. Peneliti telah menemukan SHATC (Super H Antimagic Total Covering)
untuk amalgamasi graf kipas Amal(F,,, P,,2) tunggal untuk d € {0, 1, 3}.

e Ada pelabelan super (29”27%2,0)

-Bs antimagic total covering pada amalga-
masi graf kipas amal(F,, P,,2) untuk n > 2 dan n genap dan pelabelan
super (%,O)—Bg antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fy, Pp,2) untuk n > 2 dan n ganjil.

e Ada pelabelan super (13n+19, 1)- Bs antimagic total covering pada amalgamasi

graf kipas amal(F,, P,,2) untuk n > 2.

e Ada pelabelan super (11n+423, 3)- Bs antimagic total covering pada amalgamasi
graf kipas amal(F,, P,,2) untuk n > 2.
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