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Abstract

All graph in this paper are finite, simple and undirected. By H’-covering,
we mean every edge in E(G) belongs to at least one subgraph of G isomor-
phic to a given graph H. A graph G is said to be an (a,d)-H-antimagic
total decomposition if there exist a bijective function f : V(G) U E(G) —
{1,2,...,|[V(G)| + |E(G)|} such that for all subgraphs H’ isomorphic to
H, the total H-weights w(H) = >, cy g f(v) + Xeep) f(v) form an
arithmetic sequence {a,a + d,a + 2d,...,a + (s — 1)d}, where a and d are
positive integers and s is the number of all subgraphs H’ isomorphic to H.
Such a labeling is called super if f : V(G) — {1,2,...,|V(G)|}. In this
paper, we study the problem that if a connected graph G is super labelling
(a,d) — H- antimagic total decomposition, is the connective of the graph
G super (a,d)-H - antimagic total decomposition as well? We will answer
this question for the case when the graph G is a shackle of SF} and H=F}
isomorphic to H.

Key Words : Super edge antimagic total, comb graph, arithmetic sequence.

Introduction

Teori graf merupakan bagian dari matematika diskrit dengan sebuah
pokok bahasan yang sudah tua usianya namun banyak digunakan sebagai alat
bantu untuk menggambarkan suatu persoalan agar lebih mudah dimengerti dan
diselesaikan. Pada abad ke 18, terjadi suatu permasalahan yang berhubung-
an dengan jembatan Knigsberg . Kasus ini terpecahkan pada tahun 1736 oleh
matematikawan Swiss, yaitu Leonhard Euler. Saat itu dia memikirkan kemungkin-
an untuk menyeberangi semua jembatan tepat satu kali dan kembali ke tempat
semula. Salah satu topik yang menarik untuk dikaji adalah dekomposisi graf.
Dalam dekomposisi graf terdapat pelabelan, pelabelan pertama kali diperke-
nalkan oleh Sedlacek (1964) [11] dan Stewart (1966) [13] pada pertengahan tahun
1960-an. Selanjutnya pada tahun 1970, Kotzig dan Rosa mengembangkan pela-
belan menjadi pelabelan super, pelabelan magic, pelabelan antimagic. Lihat
[5]. Pada Tahun 2012 Inayah dkk mengembangkan pelabelan total antimagic
covering yang merupakan suatu fungsi bijektif sehingga terdapat bobot yang

merupakan baris aritmatika a,a+d,a+2d, ...,a+ (t — 1)d dengan label covering



pada graf selalu berbeda dan berurutan. Lebih detail lihat [7]. Suatu graf
G = (V(G), E(G)) de-ngan subgraf H(G) memiliki pelabelan covering jika ter-
dapat minimal satu sisinya yang digunakan bersama dalam subgraf H(G) dari G
yang isomorfik dengan H. Jika tidak terdapat sisi yang digunakan bersama, maka
diperoleh definisi dekomposisi graf. Dekomposisi dari graf G juga dapat didefin-
isikan sebagai selimut sempurna, yaitu kumpulan atau jumlah dari subgraf H;
pada G merupakan suatu dekomposisi jika dan hanya jika tidak ada pemakaian
sisi bersama. Hasil-hasil pelabelan super (a,d)-H-antimagic total dekomposisi
yang ditemukan oleh Inayah (2013) yaitu pelabelan dekomposisi (a,d)-SFy-anti
ajaib super pada graf belenggu Shack(SFy;n) [7] dan pelabelan dekomposisi
(a,d)-Py-anti ajaib super pada graf prisma Cn x Pm. Am-supermagic decompo-
sition of the Cartesian product of a path and a sun graph oleh [2].

Berdasarkan pada penelitian sebelumnya, peneliti akan mengembangkan
pelabelan super (a,d)-H-antimagic total dekomposisi pada shakle dari graf kipas
konektif. Shakle graf kipas konektif dinotasikan dengan dengan SF)' dimana
H = Fj. Oleh karena itu pada graf tersebut akan dicari batas atas d dan fungsi
bijektif untuk pelabelan dekomposisinya. Hasil-hasil penelitian terkait ini dapat
ditemukan di [3, 12].

Useful Lemma

Secara definisi, Shakel dari graf kipas adalah graf SF* dengan titik V (SE})
={zs,y;;1 <i<n;1 <j<3n+1}dansisi E(SF) = {xy;;1 <i<n;3i—2<
J <3+ 1} Hyjyjr;1 < i < n;3i—2 < j < 3i}. Dengan n merupakan
expand pada graf kipas (Fy) dari samping kiri ke kanan. Diperoleh jumlah titik
(pa) = 4n+ 1 dan jumlah sisi (¢¢) = 7n pada shakel graf kipas. Serta diperoleh
jumlah titik (pg) = 5 dan jumlah sisi (¢g) = 7 untuk selimut pada shakel dari
graf kipas berupa Fy dengan n merupakan jumlah selimutnya. Untuk menen-
tukan batas atas d pada shackle dari graf kipas konektif SF}' digunakan lemma
sebagai berikut :

Lemma 1 Jika sebuah graf G (V, E) adalah pelabelan super (a,d)-H antimagic

(pc—rH)PH+(96—qH)qH

— untuk s = |H;|, pa = V|, q¢ =

total covering maka d <
‘E‘7 b = ‘VI‘7 qH = ‘El,




Sehingga batas atas d untuk penelitian ini adalah :

(pc — pu)pe + (96 — qu)an

d <
- s—1
< (An+1-=5)5+ (Tn—17)7
- n—1
< 20n — 20 + 49n — 49
- n—1

69n — 69

< -
- n—1
< 69(n — 1)
- n—1

d < 69

Sehingga didapatkan d < 69, nilai d > 0 karena pada pelabelan SHA7T meng-
gunakan bilangan bulat positif, sehingga d € {0,1,2,3,...,69}.

The Result

Berdasarkan hasil pendeteksian pola melalui pattern recognition dan konsep
barisan aritmatika, maka diperoleh beberapa teorema dan akibat sebagai berikut.
Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini hanya bersifat keberadaan (exis-

tence but not unique).

Teorema 1 Ada pelabelan super (63n+15,0)- (Fy) antimagic total dekomposisi
pada shackle graf kipas (SF}') untuk n > 3.

Bukti. Melabeli setiap titik pada shackle graf kipas dengan himpunan bilangan
asli. Didefinisikan «; adalah fungsi bijektif. Fungsi titik dari a;; adalah sebagai
berikut:

al(xi) = 3

2p 4 GBI 4 4y
a1(y;) = 9

Fungsi a7 adalah fungsi bijektif yang memetakan V' ke himpunan bilangan
asli {1,2,3,..,4n + 1}. Didefinisikan w,, adalah bobot selimut dari pelabelan
total selimut pada shakel graf kipas. Bobot selimut didapat dari penjumlahan 2
fungsi titik yang telah didapat diatas. Fungsi w,, adalah sebagai berikut:



3i+1
Wo, = oq(z;)+ U al(yj)
j=3i—2
3i+1 (3+3(=1)9)n .
2n + )+i+1
= 0+ U ( z )
j=3i—2
= Tm+Ti+1

Ketika kita memasukkan nilai ¢ dari 1 sampai n pada fungsi w,, akan
didapat himpunan w,,={14,16,18,...,24}. Himpunan w,, membentuk barisan
arit-matika. Selanjutnya menentukan label sisi yang akan digunakan dalam men-
cari selimut total dari Super (a,d)-H-antimagic total dekomposisi pada shackle
graf Kipas. Melabeli setiap sisi pada shakel graf kipas dengan himpunan bilangan

asli. Didapatkan fungsi sisi dari «; adalah sebagai berikut.

a1(ziysi—2) = dn—i+2,untuk 1 <i<n
al(a:iygi_l) = 6n—i+2,untuk 1 <i<n

a1(xiysi)) = Tm—i+2,untuk 1 <i<n
o1(xyzit1) = 8n—i+2,untuk 1 <i<n
a1(yyj+1) = 9In+ _],untukalmod?),l <j<3n+1
a1(yjyj+1) = 10n+ _j,untukj:2m0d 3,1<j<3n+1
a1(yyjr1) = 1lln+ _],untukj:3m0d 3,1<j<3n+1

W,, mendefinisikan bobot total selimut pada shackle graf kipas. W,
didapatkan dari penjumlahan bobot selimut w,, dengan fungsi label sisinya,

dapat dirumuskan sebagai berikut.

3i+1 31

I/I/'O[1 = Wq, + U al(xiyj)—i- U al(@/jyj-‘rl)
§=3i—2 J=3i—2

= (wa,) + a1(ziyzi—2) + a1 (ziysi—1) + o1 (ziysi)
+a1(xiysiv1) + a1(ysi—2ysi—1) + a1(ysi—1Y3i) + a1(Y3iysi+1)
= 63n+ 15, untukl1 <i<n



Didapatkan himpunan bobot total selimut W, = {63n+15,63n+15,...,63n
+ 15}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan aritmatika dengan
d=0. Sehingga terbukti bahwa shackle dari graf kipas memiliki super (63n +
15,0)- antimagic total dekomposisi untuk n > 3. O

Teorema 2 Ada pelabelan super (55n+23,16)- (Fy) antimagic total dekomposisi
pada shakel graf kipas (SF}') untuk n > 3.

Bukti. Melabeli setiap titik pada shackle graf kipas dengan himpunan bilangan
asli. Didefinisikan o adalah fungsi bijektif. Fungsi titik dari as adalah sebagai
berikut:

ag(x;)) = i

a(y;) = j+n

Fungsi as adalah fungsi bijektif yang memetakan V' ke himpunan bilangan
asli {1,2,3,..,4n + 1}. Didefinisikan w,, adalah bobot selimut dari pelabelan
total selimut pada shackle graf kipas. Bobot selimut didapat dari pemjumlahan

2 fungsi titik yang telah didapat diatas. Fungsi w,, adalah sebagai berikut:

3i+1
wa, = oo(zi)+ |J oaalyy)
j=3i—2
= dn+13i—2

Ketika kita memasukkan nilai ¢ dari 1 sampai n pada fungsi w,, akan dida-
pat himpunan w,,. Himpunan w,, membentuk barisan aritmatika. Selanjutnya
menentukan label sisi yang akan digunakan dalam mencari selimut total dari
Super (a,d)-H-antimagic total dekomposisi pada shackle graf Kipas. Labeli se-

tiap sisi dari amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan asli. Didapatkan



fungsi sisi dari ap adalah sebagai berikut.

ag(xiyzi—2) = 4dn+7i—5untuk 1 <i<n
ag(xiyzi—1) = 6n—i+2,untuk 1 <i<n

ag(ziysi) = 6n+i+1Luntuk 1 <i<n
ag(xiyzit1) = Tn+i+ Luntuk 1 <i<n
a2 (Yjyj+1) = 8n—|—j+5,untukj:1mod 3,1<j<3n+1
a(yyjr1) = 9n—|—j+4,untukj:2m0d 3,1<j<3n+1
as(yjyj+1) = lln+ _j,untuk j=3mod3,1<j<3n+1

We, mendefinisikan bobot total selimut pada shackle graf kipas. W,
didapatkan dari penjumlahan bobot selimut w,, dengan fungsi label sisinya,

dapat dirumuskan sebagai berikut.

3i+1 3

Wa, = wa, + (J olwy)+ |J eolyjyin)
j=3i—2 j=3i—2

Way, = 585n 416+ 7, untukl <i<n

Didapatkan himpunan bobot total selimut W, = {55n+23, 55n+39, ..., 71n+
7}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan aritmatika dengan d=16.
Sehingga terbukti bahwa shackle dari graf kipas memiliki super (55n + 23, 16)-

antimagic total dekomposisi untuk n > 3. O

Teorema 3 Ada pelabelan super (39n+63,24)- (Fy) antimagic total dekomposisi
pada shakel graf kipas (SF}') untuk n > 3.

Bukti. Melabeli setiap titik pada shackle graf kipas dengan himpunan bilangan
asli. Didefinisikan a3 adalah fungsi bijektif. Fungsi titik dari ag adalah sebagai
berikut:

Ozg(.Ti) = 1

as(y;)) = n—j+11



Fungsi a3 adalah fungsi bijektif yang memetakan V' ke himpunan bilangan
asli {1,2,3,..,4n + 1}. Didefinisikan w,, adalah bobot selimut dari pelabelan
total selimut pada shackle graf kipas. Bobot selimut didapat dari pemjumlahan

2 fungsi titik yang telah didapat diatas. Fungsi w,, adalah sebagai berikut:

3i+1

way = az(zi)+ |J asly)
j=3i—2
= 4n—11i+ 46

Ketika kita memasukkan nilai ¢ dari 1 sampai n pada fungsi w,, akan
didapat himpunan wg,. Himpunan w,, membentuk barisan aritmatika. Selan-
jutnya menentukan label sisi yang akan digunakan dalam mencari selimut total
dari super (a,d)-H-antimagic total dekomposisi pada shackle graf Kipas. Labeli
setiap sisi dari shackle graf kipas dengan himpunan bilangan asli. Didapatkan

fungsi sisi dari a3 adalah sebagai berikut.

az(xziyzi—2) = 4dn+7i—5untuk 1 <i<n
ag(xiyzi—1) = 4dn+7i—3,untuk 1 <i<n
ag(xysi) = 4dn+7i—1Luntuk 1 <i<n

ag(xyzit1) = 1ln—Ti+8 untuk 1 <i<n
77+ 2

a3(yjyj+1) = 4n+ + ,untuk j =1 mod 3,1 <j<3n+1
77+ 1

a3(yjyj+1) = 4n+ J+ ,untuk 7 =2 mod 3,1 <j<3n+1
7

a3(yjyj+1) = 4n—|—§‘7,untukj:3mod 3,1<j<3n+1

W,, mendefinisikan bobot total selimut pada shackle graf kipas. W,
didapatkan dari penjumlahan bobot selimut w,, dengan fungsi label sisinya,

dapat dirumuskan sebagai berikut.



3i+1 3i
I/Va3 = Wqay + U ag(xiyj)+ U a3(yﬂ/j+1)
§j=3i—2 J=3i—2

= (Way) + az(xiyzi—2) + az(ziysi—1) + a39(ziys;)
+asz(ziysit1) + a3(ysi—2yzi—1) + as(ysi—1Y3i) + a3(yziyzi+1)
= 39n 4+ 24i+ 39, untuk1 <i<n

Didapatkan himpunan bobot total selimut W, = {39n+63, 39n+87,...,63n+
39}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan aritmatika dengan
d=24. Sehingga terbukti bahwa shackle dari graf kipas memiliki super (39n +
63, 24)- antimagic total dekomposisi untuk n > 3. O

Teorema 4 Ada pelabelan super (50n+28,26)- (Fy) antimagic total dekomposisi
pada shakel graf kipas (SF}') untuk n > 3.

Bukti. Labeli setiap titik pada shackle graf kipas dengan himpunan bilangan
asli. Didefinisikan c4 adalah fungsi bijektif. Fungsi titik dari a4 adalah sebagai
berikut:

ag(x)) = n—i+1

on  BHCLI 4 5y

aa(y;) = 5

Fungsi a4 adalah fungsi bijektif yang memetakan V' ke himpunan bilangan
asli {1,2,3,..,4n + 1}. Didefinisikan w,, adalah bobot selimut dari pelabelan
total selimut pada shackle graf kipas. Bobot selimut didapat dari pemjumlahan

2 fungsi titik yang telah didapat diatas. Fungsi w,, adalah sebagai berikut:

3i+1

wo, = ou(@)+ |J ouly))
j=3i—2
= 8n+5t+2

Ketika kita memasukkan nilai ¢ dari 1 sampai n pada fungsi w,, akan
didapat himpunan w,,. Himpunan w,, membentuk barisan aritmatika. Selan-

jutnya menentukan label sisi yang akan digunakan dalam mencari selimut total



dari super (a,d)-H-antimagic total dekomposisi pada shackle graf Kipas. Labeli
setiap sisi dari shackle graf kipas dengan himpunan bilangan asli. Didapatkan

fungsi sisi dari oy adalah sebagai berikut.

ag(xiyzi—2) = 1ln—Ti+2,untuk 1 <i<n
ay(xziyzi—1) = 4dn+7i—3,untuk 1 <i<n
ag(xiysi) = 4dn+7i—Luntuk 1 <i<n
ay(Tiysiv1) = 4n+7i+ Luntuk 1 <i<n
77+ 5

as(yjyj+1) = 1lln— I+ ,untuk 7 =1mod 3,1 < j<3n+1
7741

as(yjyj+1) = 4n+ g+ ,untuk j =2 mod 3,1 < j<3n+1
-

as(yjyj+1) = 4n+ gj,untuk j=3mod3,1<j<3n+1

W,, mendefinisikan bobot total selimut pada shackle graf kipas. W,
didapatkan dari penjumlahan bobot selimut w,, dengan fungsi label sisinya,

dapat dirumuskan sebagai berikut.

3i+1 31
Wa4 = Wqy, + U a4(xiyj)+ U 0é4<yjyj+1)
j=3i—2 J=3i-2

= (way) + aa(ziyzi—2) + u(ziysi—1) + ca9(ziys;)
+aa(xiysiv1) + aa(ysi—2ysi—1) + aa(ysi—1ysi) + aa(ysiysi+1)
= 50n+26¢t+2, untukl < <n

Didapatkan himpunan bobot total selimut W, = {50n+28, 50n+54, ..., 76n-+
2}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan aritmatika dengan d=26.
Sehingga terbukti bahwa shackle dari graf kipas memiliki super (50n + 28, 26d)-

antimagic total dekomposisi untuk n > 3. O

Concluding Remarks

Menurut hasil penelitian yang telah dilakukan, dapat disimpulkan bahwa terda-
pat Pelabelan Super H-antimagic total dekomposisi pada shakel dari graf kipas
konektif d = {0,16,24,26}. Hasil penelitian ini didapatkan beberapa teorema
yang telah dibuktikan badalah sebagai berikut, yaitu :
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Ada pelabelan super (63n+15, 0)- antimagic total dekomposisi pada shakel-
dari graf kipas konektif SFj" untuk n > 3

Ada pelabelan super (55n + 23,16)- antimagic total dekomposisi pada
shakeldari graf kipas konektif SF}* untuk n > 3

Ada pelabelan super (39n + 63,24)- antimagic total dekomposisi pada
shakeldari graf kipas konektif SF}* untuk n > 3

Ada pelabelan super (50n + 28,26d)- antimagic total dekomposisi pada
shakeldari graf kipas konektif SF}* untuk n > 3
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