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Abstract

A graph G of order p, size q and face r is called a super (a, d) - face
antimagic total labelling, if there exist a bijection f : V (G)

⋃
E(G)

⋃
F (G)

→ {1, 2, ..., p + q + r} such that the set of s-sided face weights,Ws = {as, as +
d, as + 2d, ..., as + (rs − 1)d} form an arithmetic sequence for some integers as
and common difference d and rs is the number of s-sided faces. Such a graph
is called super if the smallest possible labels appear on the vertices. In this pa-
per we will study the existence on super (a, d) - face antimagic total labeling of
Shackle C1

6 and it can be used to develop a secure poly alphabetic cryptosystem

Keywords: Face antimagic labeling, cryptosystem.

Pendahuluan

Telah dikemukakan pokok bahasan teori graf yang memiliki terapan sampai saat
ini sejak dua ratus tahun yang lalu. Teori graf tersebut digunakan untuk mempre-
sentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek. Menurut catatan
sejarah, seorang matematikawan Swiss, L. Euler pada tahun 1736 membuat ju-
rnal pertama kali tentang teori graf yang membahas tentang masalah jembatan
Konigsberg. Dari berbagai perubahan jaman, teori graf semakin luas dan beragam.
Sedangkan seorang matematikawan Koi Weng Ling memiliki konsep tentang pela-
belan Pao dengan menggunakan teori graf modern dan memperluas pelabelan klasik
dengan mengasumsikan bahwa G = G(V, E, F ) adalah grafik pesawat dengan titik
V = V (G), sisi E = E(G), dan face F = F (G) dari teori tersebut Koi Weng Ling
menggambarkan pelabelan face antimagic dengan tipe (1,1,0) untuk roda, prisma
dan tipe (1,1,1,1) untuk graf grid dan sarang lebah.

Teori pelabelan face antimagic bermanfaat untuk penamaan suatu tempat atau
bidang, sistem komunikasi, dan peletakkan suatu tempat. Dalam bagian face an-
timagic juga bermanfaat untuk pengkodean atau pengrahasiaan suatu pesan. Teknik
merahasiakan pesan dikenal sebagai kriptosistem yang menjaga keamanan data dan
informasi rahasia dari pihak tidak berwenang. Ciphertext digunakan sebagai penga-
cakan kode rahasia untuk mengurangi dampak kriminalitas pencurian dan pemal-
suan. Hasil-hasil penelitian terkait ini dapat ditemukan di [1, 14].

Oleh sebab itu dalam penelitian ini membahas ciphertext yang didasari pelabelan
shackle graf C1

6
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Artikel ini membahas tentang masalah pelabelan titik, sisi dan face dari bidang graf
dengan mengkaji adanya super d- face antimagic pelabelan untuk graf C1

6 pada d

tertentu dengan tipe (1, 1, 1) dengan pengembangan ciphertext.

Lemma yang Digunakan

Graf siklus dengan busur C1
6 adalah graf yang memiliki V (E) = {xi, yi, 1 ≤ i ≤

2n + 1}, E(H) = {xixi+1, xiyi+2, yiyi+1, 1 ≤ i ≤ 2n} ∪ {xiyi, 1 ≤ i ≤ 2n + 1}, pG =
|V |=4n + 2, qG = |E|=6n + 1, pH = 4, dan qH = 4.

Lemma 1 Jika graf Hn(V, E) adalah super (a, d) - Face antimagic total labelling
maka

d ≤ (pG − pH)pH + (qG − qH)qH − 1 + s

s− 1

untuk s = |Hi|, pG = |V |, qG = |E|, pH = |V ′|, qH = |E′| ([5],[6],[7]),[10],[8],[17]

Bukti. Misal a merupakan bobot selimut terkecil maka berlaku
1 + 2 + .... + pH + (pG + 1) + (pG + 2) + .... + (pG + qH) + (pG + qG + 1) ≤ a
pH
2 (1 + pH) + qH

2 (pG + 1 + pG + qH) + (pG + qG + 1) =
pH
2 + p2

H
2 + qHpG + qH

2 + q2
H
2 + (pG + qG + 1) ≤ a

Sedangkan nilai terbesar berlaku
(s− 1)d ≤ pHpG − pH−1

2 pH + qHpG + qHqG − qH−1
2 qH + (pG + qG + s)− a

(s− 1)d ≤ pHpG − pH−1
2 pH + qHpG + qHqG − qH−1

2 qH + (pG + qG + s)− (pH
2 +

p2
H
2 + qHpG + qH

2 + q2
H
2 + (pG + qG + 1)) (s− 1)d = pGpH − p2

H
2 + pH

2 + qHqG − q2
H
2 +

qH
2 + s− (pH

2 + p2
H
2 + qH

2 + q2
H
2 + 1)

(s− 1)d = pGpH − p2
H
2 + pH

2 + qHqG − q2
H
2 + qH

2 + s− pH
2 − p2

H
2 − qH

2 − q2
H
2 − 1

(s− 1)d = pHpG + qHqG − 2p2
H

2 − 2q2
H
2 − 1 + s

(s− 1)d = pHpG − p2
H + qHqG − q2

H − 1 + s

(s− 1)d = (pG − pH)pH + (qG − qH)qH − 1 + s

d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH−1+s
s−1

Jadi, untuk s = |Hi|, pG = |V |, qG = |E|, pH = |V ′|, qH = |E′| terbukti bahwa
d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH−1+s

s−1

Hasil Penelitian

Face Antimagic Labelling

Dalam bagian ini akan disajikan pelabelan super face d-antimagic dengan tipe (1, 1, 1)
untuk shackle graf C1

6 dan beberapa d yang mungkin. Hasil dari penelitian ini berupa
teorema untuk d = 0, 1, 2.
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Theorem 1 Shackle graf C1
6 memiliki pelabelan super (51n + 15, 0) face antimagic

total untuk n ≥ 3.

Bukti. Labeli titik shackle graf C1
6dengan fungsi f1 yang didefinikan sebagai

berikut:

f1(xi) =
{

i+1
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n + 1, untuk iganjil

2n+i+2
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n,untuk igenap

f1(yi) =
{

6n+3+i
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n + 1,untuk iganjil

4n+2+i
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n,untuk igenap

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f1 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f1 : V (C1

n) → {1, 2, . . . , 4n + 2}. Misal wf1 adalah bobot sisi super
face antimagic total shackle graf C1

6 untuk n ≥ 3, maka dapat diturunkan sebagai
berikut:

W =
{

(xi) = 4n + 2i + 6; 1 ≤ i ≤ 2n

(yi) = 8n + 2i + 6; 1 ≤ i ≤ 2n

Labeli sisi shackle graf C1
6 dengan fungsi f1 yang didefinikan sebagai berikut:

f1 =





f1(xixi+1) = 8n + 3− i; 1 ≤ i ≤ 2n

f1(yiyi+1) = 6n + 3− i; 1 ≤ i ≤ 2n

f1(xiyi+2) = 10n + 4 + i+1
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n− 1

f1(xiyi) = 9n + 4 + i+1
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n + 1

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f1 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f1 : E(C1

n) → {4n + 3, 4n + 4, . . . , 10n + 3}. Misal Wf1 adalah bobot
total sisi super face antimagic total shackle graf C1

6 untuk n ≥ 3, maka dapat
diturunkan sebagai berikut:

Wf1 = 39n + 11 + i; 1 ≤ i ≤ 2n

Labeli face shackle graf C1
6 dengan fungsi f1 yang didefinikan sebagai berikut:

F (fi) = 12n + 4− i; 1 ≤ i ≤ 2n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f1 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f1 : F (C1

n) → {12n + 3, 12n + 2, . . . , 10n + 4}. Misal WFf1 adalah
bobot total face antimagic total labelling shackle graf C1

6 untuk n ≥ 3, maka dapat
diturunkan sebagai berikut: WFf1 = wf1 + Wf1 + F (fi) = 51n + 15. Apabila
WFf1 diuraikan untuk 1 ≤ i ≤ 2n maka diperoleh himpunan WFf1 = {51n +
15, 51n + 15, . . . , 51n + 15}. Terbukti bahwa shackle graf C1

6 memiliki pelabelan
super (51n + 15, 0) face antimagic total untuk n ≥ 3.

Theorem 2 Shackle graf C1
6 memiliki pelabelan super (46n + 21, 1) face antimagic

total untuk n ≥ 3.
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Bukti. Labeli titik shackle graf C1
6 dengan fungsi f2 yang didefinikan sebagai

berikut:

f2(xi) =
{

i+1
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n + 1, untuk iganjil

2n+i+2
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n,untuk igenap

f2(yi) =
{

6n+3+i
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n + 1,untuk iganjil

4n+2+i
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n,untuk igenap

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f2 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f2 : V (C1

n) → {1, 2, . . . , 4n + 2}. Misal wf2 adalah bobot sisi super
face antimagic total shackle graf C1

6 untuk n ≥ 3, maka dapat diturunkan sebagai
berikut:

W =
{

(xi) = 4n + 2i + 6; 1 ≤ i ≤ 2n

(yi) = 8n + 2i + 6; 1 ≤ i ≤ 2n

Labeli sisi shackle graf C1
6 dengan fungsi f2 yang didefinikan sebagai berikut:

f2(xixi+1) =
{

7n + 3− i
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n, untuk igenap

10n + 4− i+1
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n− 1, untuk iganjil

f2(yiyi+1) =
{

5n + 3− i+1
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n− 1, untuk iganjil

8n + 3− i
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n,untuk igenap

f2(xiyi+2) = 6n + 3− i + 1
2

; 1 ≤ i ≤ 2n− 1, untuk iganjil

f2(xiyi) = 9n + 4− i + 1
2

; 1 ≤ i ≤ 2n + 1, untuk iganjil

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f2 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f2 : E(C1

n) → {4n + 3, 4n + 4, . . . , 10n + 3}. Misal Wf2 adalah bobot
total sisi super face antimagic total shackle graf C1

6 untuk n ≥ 3, maka dapat
diturunkan sebagai berikut:

Wf2 = 36n + 17; 1 ≤ i ≤ 2n

Labeli face shackle graf C1
6 dengan fungsi f2 yang didefinikan sebagai berikut:

F (fi) = 10n + 3 + i; 1 ≤ i ≤ 2n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f2 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f2 : F (C1

n) → {10n + 4, 10n + 5, . . . , 12n + 3}. Misal WFf2 adalah
bobot total face antimagic total shackle graf C1

6 untuk n ≥ 3, maka dapat diturunkan
sebagai berikut: WFf2 = wf2 +Wf2 +F (fi) = 46n+20+ i. Apabila WFf2 diuraikan
untuk 1 ≤ i ≤ 2n maka diperoleh himpunan WFf2 = {46n+21, 46n+22, . . . , 46n+
26}. Terbukti bahwa shackle graf C1

6 memiliki pelabelan super (46n + 21, 1) face
antimagic total untuk n ≥ 3.

Theorem 3 Shackle graf C1
6 memiliki pelabelan super (49n + 16, 2) face antimagic

total untuk n ≥ 3.
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Bukti. Labeli titik shackle graf C1
6 dengan fungsi f3 yang didefinikan sebagai

berikut:

f3(xi) =
{

i+1
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n + 1, untuk iganjil

2n+i+2
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n,untuk igenap

f3(yi) =
{

6n+3+i
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n + 1,untuk iganjil

4n+2+i
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n,untuk igenap

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f3 : V (C1

n) → {1, 2, . . . , 4n + 2}. Misal wf3 adalah bobot sisi super
face antimagic total shackle graf C1

6 untuk n ≥ 3, maka dapat diturunkan sebagai
berikut:

W =
{

(xi) = 4n + 2i + 6; 1 ≤ i ≤ 2n

(yi) = 8n + 2i + 6; 1 ≤ i ≤ 2n

Labeli sisi shackle graf C1
6 dengan fungsi f3 yang didefinikan sebagai berikut:

f3 =





f3(xixi+1) = 8n + 3− i; 1 ≤ i ≤ 2n

f3(yiyi+1) = 6n + 3− i; 1 ≤ i ≤ 2n

f3(xiyi+2) = 10n + 4 + i+1
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n− 1

f3(xiyi) = 9n + 4 + i+1
2 ; 1 ≤ i ≤ 2n + 1

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f3 : E(C1

n) → {4n + 3, 4n + 4, . . . , 10n + 3}. Misal Wf3 adalah bobot
total sisi super face antimagic total shackle graf C1

6 untuk n ≥ 3, maka dapat
diturunkan sebagai berikut:

Wf3 = 39n + 11 + i; 1 ≤ i ≤ 2n

Labeli face shackle graf C1
6 dengan fungsi f3 yang didefinikan sebagai berikut:

F (fi) = 10n + 3 + i; 1 ≤ i ≤ 2n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f3 : F (C1

n) → {10n + 4, 10n + 5, . . . , 12n + 3}. Misal WFf3 adalah
bobot total face antimagic total labelling shackle graf C1

6 untuk n ≥ 3, maka dapat
diturunkan sebagai berikut: WFf3 = wf3 + Wf3 + F (fi) = 49n + 14 + 2i. Apabila
WFf3 diuraikan untuk 1 ≤ i ≤ 2n maka diperoleh himpunan WFf1 = {49n +
16, 49n + 18, . . . , 49n + 28}. Terbukti bahwa shackle graf C1

6 memiliki pelabelan
super (49n + 16, 2) face antimagic total untuk n ≥ 3.

Aplikasi

Aplikasi dari pelabelan graf mengalami perkembangan salah satunya adalah krip-
tosistem polyalpabhetic. Kriptosistem merupakan teknik penjagaan keamanan data
dan informasi untuk pengrahasiaan oleh pihak yang tidak berwenang. Perkem-
bangan jaman berpengaruh juga pada tingkat kriminalitas yang membuat kewas-
padaan semakin kuat. Permasalahan tersebut termasuk dalam aplikasi cryptography
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yang merubah kalimat pesan (plaintext) ke dalam kalimat rahasia yang akan dikem-
bangkan (ciphertext). Ciphertext merupakan bentuk pesan yang tersandi ke bentuk
lain yang tidak dapat dipahami. Seperti kalimat rahasia yang akan dikirim adalah
”kartu atm fara rusak”. Pelabelan selimut graf merupakan bagian dari pelabelan
total Super (a, d)-face antimagic. Pelabelan yang digunakan untuk mengubah pesan
tersebut yaitu pelabelan total selimut pada shackle graf C1

6 dengan d = 0.
Setelah melabeli shackle graf C1

6 , dilanjutkan dengan mendata huruf dan angka
yang digunakan dalam pesan dengan mengabaikan tanda baca dan spasi menjadi
”kartuatmfararusak”. Huruf yang digunakan adalah a,f,k,m,r,s,t,u. Langkah awal
untuk merubag huruf yaitu dengan diagram pohon yang berakar pada label 1.
Selanjutnya cabang dari label 1 disesuaikan dengan cabang di shackle graf C1

6 .
Cabang tersebut diberi nama layer pertama. Layer kedua dimulai dari sebelah
kiri cabang dari layer pertama. Jumlah cabang disesuaikan dengan jumlah huruf
yang digunakan dalam pesan rahasia. Label sisi diletakkan di garis penghubung 2
titik (sesuai dengan label sisi pada shackle graf C1

6 . Letakkan huruf-huruf yang
digunakan dalam pesan sesuai dengan abjad (abjad awal diletakkan di cabang
kiri), dan urutkan label sisinya. Kemudian pesan rahasia dipec- ahkan dengan
menerapkan teknik kriptosistem modulo 26 terhadap masing-masing hurufnya se-
hingga menjadi a = mod(3323322231, 26) = 21, f = mod(3323322218, 26) = 8,
k = mod(33231928, 26) = 2, m = mod(33231915, 26) = 15, r = mod(3017, 26) = 1,
s = mod(2029, 26) = 1, t = mod(2026, 26) = 2, dan u = mod(201625, 26) = 21.

Kemudian hasil modulo tersebut dikombinasikan dengan label titik terakhir un-
tuk menghindari terjadinya kesamaan bilangan diantara ciphertext. Dituliskan se-
bagai berikut a = mod(721, 26) = 19, f = mod(148, 26) = 18, k = mod(32, 26) = 6,
m = mod(1015, 26) = 1, r = mod(81, 26) = 3, s = mod(21, 26) = 21, t =
mod(82, 26) = 4, dan u = mod(1321, 26) = 21. Kombinasi titik dan sisi terse-
but di ubah dalam bentuk modulo 26, sehingga diperoleh ciphertext yaitu a=t, f=s,
k=g, m=b, r=d, s=v, t=e, u=v. Oleh karena itu, dengan menggunakan proses sub-
stitusi pesan kedalam ciphertext tanpa spasi dan tanda baca, maka ciphertext pesan
”kartu atm fara rusak” menjadi ”gtdevtebstdtdvvtg”.

Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian diatas, maka kita dapat menyimpulkan bahwa:

• Graf siklus dengan busur C1
n memiliki pelabelan super (51n + 15, 0) face an-

timagic total untuk n ≥ 3.

• Graf siklus dengan busur C1
n memiliki pelabelan super (46n + 21, 1) face an-

timagic total untuk n ≥ 3.

• Graf siklus dengan busur C1
n memiliki pelabelan super (49n + 16, 2) face an-

timagic total untuk n ≥ 3.

• Ciphertext dari pesan ”kartuatmfararusak” adalah menjadi ”gtdevtebstdtdvvtg”.
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