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RINGKASAN

Perbandingan Metode Kalman Filter dan Ensemble Kalman Filter dalam 

Mendeteksi Gangguan Konduksi Panas pada Batang Logam; Tria Nugrahini, 

081810101012; 2012; 61 halaman; Jurusan Matematika Fakultas MIPA Universitas 

Jember.

Panas merupakan suatu bentuk energi yang berpindah dari suatu sistem ke 

sistem yang lain. Panas berpindah dengan cara konduksi, konveksi dan radiasi yang 

terjadi secara terpisah ataupun dalam bentuk kombinasi ketiga cara tersebut. Salah 

satu aplikasi dari konduksi panas adalah mendeteksi gangguan konduksi panas pada 

batang logam. Model konduksi panas yang digunakan adalah model berdimensi satu 

dan berbentuk linier, sehingga dapat diimplementasikan dalam metode Kalman Filter

(KF) dan Ensemble Kalman Filter (EnKF). Dimana metode KF merupakan metode 

estimasi dengan menggunakan sistem keadaan dan model pengukuran yang dapat 

diimplementasikan pada model dinamik linier. Sedangkan metode EnKF merupakan 

metode modifikasi dari metode KF yang dapat diimplementasikan pada model 

dinamik linier maupun non linier. Tujuan dari penelitian ini adalah mengetahui hasil 

perbandingan keakuratan metode KF dan metode EnKF dalam mendeteksi gangguan 

konduksi panas pada batang logam.

Untuk memperoleh hasil estimasi dan mengetahui metode yang lebih baik, 

dilakukan beberapa langkah, yaitu diskritisasi dengan metode beda hingga maju dan 

beda hingga pusat, kemudian menambahan noise pada model dinamik konduksi panas 

berdimensi satu. Setelah itu mengimplementasikan algoritma KF dan EnKF. Simulasi 

dilakukan dengan menggunakan beberapa jenis logam yaitu aluminium, baja, dan 

tembaga. Selain itu, simulasi juga dilakukan dengan mencoba beberapa besar 

gangguan dan merubah posisi gangguan. Langkah berikutnya adalah menganalisis 

hasil simulasi. Hasil yang dianalisis adalah hasil estimasi penyebaran panas pada 

batang logam. Analisis yang dilakukan adalah membandingkan nilai rata-rata norm 
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kovariansi error dari metode KF dan EnKF, serta membandingkan nilai rata-rata 

error dimana nilai error yaitu selisih nilai numerik dengan nilai estimasi dari kedua 

metode tersebut. Pada EnKF, dilakukan juga perbandingan terhadap jumlah ensemble 

yang berbeda yaitu 100, 200, 300, 400 dan 500. Hasil terbaik dari EnKF ini akan 

dibandingkan dengan hasil dari KF.

Hasil simulasi menunjukkan bahwa metode KF dan EnKF secara umum 

mampu mendeteksi adanya gangguan panas yang masuk. Hal ini ditunjukkan dengan 

kenaikan atau penurunan suhu pada posisi dimana gangguan diberikan. Grafik 

mengalami kenaikan suhu apabila diberikan gangguan sebesar suhu diatas suhu 

ruang, misalkan C36 . Sedangkan apabila diberikan gangguan sebesar suhu yang 

ekstrim misal C36 maka grafik akan mengalami penurunan suhu pada posisi 

dimana gangguan diberikan. Selanjutnya setelah melakukan percobaan dengan 

beberapa jenis logam, yaitu aluminium, baja, dan tembaga dapat disimpulkan bahwa 

untuk metode EnKF, hasil estimasi terbaik yaitu menggunakan 500 ensemble. Jumlah 

ensemble antara 100 sampai 400 memberikan nilai rata-rata error yang lebih besar. 

Untuk metode KF, hasil estimasi metode KF menghasilkan rata-rata norm kovariansi 

error dan rata-rata error yang lebih besar dari hasil estimasi metode EnKF. Dengan 

demikian metode EnKF lebih akurat dibandingkan dengan metode KF dalam 

mendeteksi gangguan konduksi panas pada batang logam.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Kalman Filter (KF) merupakan salah satu metode untuk mengestimasi suatu 

masalah menggunakan sistem keadaan dan model pengukuran yang diperkenalkan 

pertama kali oleh Rudolph E. Kalman (1960). Algoritma pada Kalman Filter hanya 

dapat diimplementasikan pada model dinamik linier saja, akan tetapi banyak 

permasalahan tidak hanya berupa sistem yang linier melainkan juga sistem yang 

nonlinier, sehingga perlu dikembangkan algoritma yang dapat diimplementasikan 

pada model sistem dinamik nonlinier. Algoritma yang telah dikembangkan adalah 

Extended Kalman Filter (EKF) dan Ensemble Kalman Filter (EnKF) yang berasal 

dari modifikasi algoritma KF.

EKF dapat digunakan untuk sistem yang tak linier. Dalam EKF sistem 

semacam ini perlu dilinierisasi (apabila sistem tidak linier), pendiskritan sistem 

(apabila sistem kontinu), dan beberapa tahapan lain. Sedangkan EnKF dapat 

digunakan untuk mengestimasi model dinamik linear maupun nonlinear dengan 

membangkitkan sejumlah ensemble sebagai inisialisasi untuk menghitung nilai mean 

dan kovariansi error variabel sistem keadaan yang digunakan dalam algoritma KF. 

Beberapa contoh aplikasi metode EnKF adalah dalam mengestimasi populasi 

plankton di laut (Purnomo, 2008), serta mengestimasi aliran dua fase pada pipa 

pengeboran minyak (Kuswati, 2011).

Menurut Hidayat (2006) panas merupakan suatu bentuk energi yang 

berpindah dari suatu badan (sistem) ke badan yang lain (sistem atau sekitarnya). 

Panas berpindah dengan cara konduksi, konveksi dan radiasi yang terjadi secara 

terpisah ataupun dalam bentuk kombinasi ketiga cara tersebut. Budiono (2010) telah 

meneliti tentang aplikasi model konduksi panas dalam mendeteksi gangguan 

konduksi panas pada batang logam dengan menggunakan motode EnKF. Penelitian 
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tersebut menunjukkan tingkat sensitivitas metode EnKF dalam mendeteksi posisi dan 

besar gangguan pada batang logam. Model konduksi panas yang digunakan membuat 

penulis tertarik untuk membandingkannya dengan metode KF, karena mengingat 

model yang digunakan merupakan model dinamik yang berbentuk linier. 

Pada skripsi ini akan dilakukan pengestimasian panas pada semua grid dengan 

menggunakan metode KF dan metode EnKF dalam mendeteksi gangguan konduksi 

panas pada suatu batang logam. Berbeda dengan penelitian sebelumnya yang 

bertujuan untuk menunjukkan tingkat sensitivitas metode EnKF, pada skripsi ini akan 

membandingkan tingkat keakuratan antara metode KF dan EnKF. Sehingga dari hasil 

simulasi dengan Matlab 7.8.0 dapat diketahui metode mana yang lebih akurat dalam

mendeteksi gangguan konduksi panas pada batang logam.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka pokok permasalahan yang akan 

dibahas dalam tugas akhir ini adalah bagaimana hasil perbandingan keakuratan

metode KF dan metode EnKF dalam mendeteksi gangguan konduksi panas pada 

batang logam. 

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian adalah mengetahui hasil perbandingan keakuratan

metode KF dan metode EnKF dalam mendeteksi gangguan konduksi panas pada 

batang logam.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diambil dari penulisan tugas akhir ini adalah memberikan 

informasi mengenai metode yang menghasilkan estimasi terbaik antara metode KF 

dan EnKF dalam mendeteksi gangguan konduksi panas pada batang logam. 



BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa bahasan yang berhubungan dengan 

permasalahan yang akan dibahas, yaitu mendeteksi gangguan konduksi panas pada 

batang logam menggunakan metode Kalman Filter (KF) dan Ensemble Kalman Filter 

(EnFK). Pertama, akan dibahas tentang model konduksi panas pada batang logam. 

Kemudian untuk melakukan diskritisasi diperlukan pembahasan tentang metode beda 

hingga. Selanjutnya akan diuraikan mengenai kedua metode yang dibandingkan, yaitu 

metode KF dan EnKF. Terakhir, untuk mengetahui tingkat keakuratan kedua metode 

tersebut dibutuhkan pembahasan mengenai norm matriks kovariansi error.

2.1 Konduksi Panas pada Batang Logam

Menurut hukum fisika, konduksi panas adalah aliran panas yang tidak diikuti 

oleh pergeseran media perantaranya dimana panas mengalir dari suhu yang lebih 

tinggi menuju ke suhu yang lebih rendah. Berlangsungnya konduksi panas melalui zat 

dapat diketahui oleh perubahan temperatur yang terjadi.

Misalkan diberikan suatu batang logam homogen yang seluruh penampangnya 

telah diisolasi sempurna sehingga tidak ada panas yang dapat menembus sisi-sisi 

batang tersebut dan dianggap pula bahwa temperatur yang mengalir sepanjang batang 

hanya dipengaruhi oleh posisi dan waktu. Untuk selanjutnya temperatur dinotasikan 

dengan U dan waktu dinotasikan dengan t . Jadi U adalah fungsi dari x dan t atau 

dapat ditulis dengan  txU , . Semua posisi sepanjang batang dinotasikan sebagai x

dan panjang batang dinotasikan dengan L sehingga Lx 0 . Hal ini dapat dilihat 

pada Gambar 2.1.  
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U

0x                                                    Lx     

Gambar 2.1 Isolasi Batang Secara Sempurna

Menurut Spiegel (1993) persamaan konduksi panas berdimensi satu yaitu:

    .0,0,
2

2









tLx
x

U
C

t

U
            (2.1)

Di sini  txU , adalah temperatur dalam sebuah benda padat di kedudukan x pada 

waktu t dan C adalah koefisien konduktivitas.

Persamaan (2.1) tersebut diaplikasikan pada suatu batang logam yang 

dipanaskan salah satu ujungnya, sedang ujung yang lain adalah tetap, seperti 

ditunjukkan dalam Gambar 2.2. Panas pada ujung A tersebut akan merambat ke ujung 

B. Dengan menggunakan persamaan (2.1) akan dapat diprediksi temperatur di 

sepanjang logam (x) antara A dan B dan pada setiap saat (t).

L

       A B

Perambatan panas

    

Gambar 2.2 Perambatan Panas pada Batang

Di dalam permasalahan tersebut, temperatur pada ujung-ujung batang (titik A 

dan B) yang mempunyai jarak L diketahui untuk seluruh waktu. Kondisi ini disebut 
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dengan kondisi batas. Selain itu distribusi temperatur di sepanjang batang pada awal 

hitungan juga diketahui, dan kondisi ini disebut dengan kondisi awal.

Di dalam Gambar 2.2 suatu batang penghantar panas mempunyai distribusi 

temperatur awal pada 0t , dan pada ujung-ujungnya mempunyai temperatur yang 

merupakan fungsi waktu. Distribusi temperatur  txU , di batang pada waktu 0t

dapat dihitung dengan anggapan bahwa sifat-sifat fisik batang adalah konstan. 

Permasalahan dapat dipresentasikan dalam bentuk persamaan diferensial dengan 

kondisi awal dan batas.

Persamaan (2.1) berlaku untuk daerah Lx 0 dan  t0 , dengan 

adalah waktu hitungan total, sedang kondisi awal dan batas adalah:

   
   
    






ttgtLU

ttgtU

LxxfxU

0;,

0;,0

0;0,

1

0                                  (2.2)

Dalam persamaan (2.2),  0,xU adalah kondisi awal sedangkan  tg0 dan  tg1

adalah kondisi batas (Triatmodjo, 2002).

2.2 Metode Beda Hingga

Apabila dalam suatu persamaan tidak diperoleh penyelesaian analitis, maka 

digunakan penyelesaian pendekatan numeris, yaitu dengan menggunakan metode 

beda hingga. Untuk dapat menggunakan metode beda hingga, maka domain dari 

persamaan dasar harus didiskritkan (Luknanto, tanpa tahun).

Jika ܷ= :diekspansikan deret Taylor, maka ,(ݐ,ݔܷ)

        







 txU
x

h
txU

x
htxUthxU ,

!2
,,,

2

22

        
    (2.3)

                      
        








 txU
x

h
txU

x
htxUthxU ,

!2
,,,

2

22

             (2.4)
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Beberapa skema numerik dari metode beda hingga, yaitu:

1. Beda Hingga Maju

Dari persamaan (2.3) diperoleh:

       htxU
x

htxUthxU 



 ,,,

                                           
   

x

U

h

txUthxU





 ,,

                      (2.5)

Persamaan (2.5) disebut persamaan beda hingga maju karena menggunakan data 

di titik x dan hx  . Misalkan diambil suatu grid k  untuk variabel t dimana t

merupakan panjang dari grid k dan grid i untuk variabel x . Kemudian jika 

sumbu x dibagi ke dalam beberapa interval hx  yang panjangnya sama, 

maka absis titik kisi i dapat ditulis dalam bentuk ihxixi  . Sehingga 

persamaan (2.5) menjadi:

x

UU

x

U k
i

k
i






 1

dan

t

UU

t

U k
i

k
i






 1

apabila fungsi bergantung pada waktu.

2. Beda Hingga Mundur

Dari persamaan (2.3) diperoleh:

       htxU
x

hthxUtxU 



 ,,,

        
   

x

U

h

thxUtxU





 ,,

              (2.6)

Persamaan (2.6) disebut persamaan beda hingga mundur karena menggunakan 

data di titik x dan hx  . Sehingga persamaan (2.6) menjadi:

x

UU

x

U k
i

k
i






 1
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3. Beda Hingga Pusat 

Jika persamaan (2.3) dikurangi dengan persamaan (2.4), maka:

     22,, h
x

U
hthxUthxU 





   
x

U
hthxUthxU



 2,,

                   
   

x

U

h

thxUthxU







2

,,
   (2.7)

Persamaan (2.7) disebut persamaan beda hingga pusat karena menggunakan data di 

titik hx  dan hx . Sehingga persamaan (2.7) menjadi:

x

UU

x

U k
i

k
i






 

2
11

Jika persamaan (2.3) ditambahkan dengan persamaan (2.4), maka:

       2
2

2
2,2,, h

x

U
htxUthxUthxU 






     
2

2
2,,2,

x

U
hthxUtxUthxU






                                   
     

2

2

2

,,2,

x

U

h

thxUtxUthxU







    (2.8)

Persamaan (2.8) disebut persamaan beda hingga pusat untuk turunan parsial kedua.

Sehingga persamaan (2.8) menjadi:

2
11

2

2 2

x

UUU

x

U k
i

k
i

k
i






 

Diantara beberapa skema proses beda hingga, digunakan metode beda hingga 

maju untuk pendiskritan
t

U




dan metode beda hingga pusat untuk pendiskritan 

.
2

2

x

U



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2.3 Metode Kalman Filter

Kalman Filter (KF) adalah suatu metode estimasi variabel keadaan dari sistem 

dinamik stokastik linear diskrit yang meminimumkan kovariansi error estimasi.

Metode KF pertama kali diperkenalkan oleh Rudolph E. Kalman pada tahun 1960 

lewat papernya yang terkenal tentang suatu penyelesaian rekursif pada masalah 

filtering data diskrit yang linear (Welch & Bishop, 2006). KF merupakan suatu 

pendekatan teknis untuk menaksir fungsi parameter dalam peramalan deret berkala 

(time series). Keunggulan metode KF adalah kemampuannya dalam mengestimasi 

suatu keadaan berdasarkan data yang minim. Data minim yang dimaksud adalah data 

pengukuran (alat ukur) karena KF merupakan suatu metode yang menggabungkan 

model dan pengukuran. Data pengukuran terbaru menjadi bagian penting dari 

algoritma KF karena data mutakhir akan berguna untuk mengoreksi hasil prediksi, 

sehingga hasil estimasinya selalu mendekati kondisi yang sebenarnya (Masduqi, 

2008).

Bentuk umum sistem dinamik stokastik linier diskrit adalah:

kkkk wuxx  kk BA1

dengan pengukuran P
kz  yang memenuhi

kkk vxz  kH

     kkkkx RNvQNwPxNx ,0~;,0~;,~
000

dengan:

0x = inisial dari sistem,

1kx = variabel keadaan pada waktu 1k dan berdimensi,

kx = variabel keadaan pada waktu k yang nilai estimasi awalnya 0x

dan kovariansi awal n
kx xP ,

0
,

ku = vektor masukan deterministik, pada waktu ,, m
kuk 

kw = noise pada sistem dengan mean 0kw dengan kovariansi kQ ,
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kz = variabel pengukuran, ,p
kz 

kv = noise pada pengukuran dengan mean 0kv dengan kovariansi

kR , dan

kkk HBA ,, = matriks-matriks dengan nilai elemen-elemennya adalah koefisien 

variabel masing-masing.

Variabel  kk QNw ,0~ dan  kk RNv ,0~ ini diasumsikan white (berdistribusi 

normal dengan mean 0), tidak berkorelasi satu sama lain maupun dengan nilai 

estimasi awal 0x .

Proses estimasi KF dilakukan dengan dua tahapan, yaitu dengan cara 

memprediksi variabel keadaan berdasarkan sistem dinamik yang disebut tahap 

prediksi (time update) dan selanjutnya tahap koreksi (measurement update) terhadap 

data-data pengukuran untuk memperbaiki hasil estimasi.

Tahap prediksi dipengaruhi oleh dinamika sistem dengan memprediksi 

variabel keadaan dengan menggunakan persamaan estimasi variabel keadaan dan 

tingkat akurasinya dihitung menggunakan persamaan kovariansi error.

Pada tahap koreksi hasil estimasi variabel keadaan yang diperoleh pada tahap 

prediksi dikoreksi menggunakan model pengukuran. Salah satu bagian dari tahap ini 

yaitu menentukan matriks Kalman Gain yang digunakan untuk meminimumkan 

kovariansi error. Tahap prediksi dan koreksi dilakukan secara rekursif dengan cara 

meminimumkan kovariansi error estimasi   kkk xxx ,ˆ . Algoritma KF selengkapnya 

dapat dilihat pada Tabel 2.1.



10

Table 2.1 Algoritma Kalman Filter

Model Sistem dan Model Pengukuran

kkkk wuxx  kk BA1

kkk vxz  kH

     kkkkx RNvQNwPxNx ,0~;,0~;,~
000

Inisialisasi

0000 ,ˆ xPPxx 

Tahap Prediksi

Estimasi            : kk uxx kk BA 
 ˆˆ 1

Kovariansi error  : kkk QPP 


T
kk AA1

Tahap Koreksi

Kalman Gain :

  1

1111








  kkkk RPPK T

1k1k
T

1k HHH

Estimasi :

 



  11111 ˆˆˆ kkkkk xzKxx 1kH

Kovariansi error :

  
  111 kkk PKIP 1kH

Pada Tabel 2.1 menunjukkan algoritma KF yang terdiri dari empat bagian, 

diantaranya bagian pertama mendefinisikan model sistem dan model pengukuran, 

bagian kedua merupakan nilai awal (inisialisasi), selanjutnya ketiga dan keempat 

masing-masing tahap prediksi dan koreksi (Purnomo, 2008).

2.4 Metode Ensemble Kalman Filter

Metode Ensemble Kalman Filter (EnKF) adalah metode estimasi modifikasi 

dari algoritma Kalman Filter yang dapat digunakan untuk mengestimasi model sistem 
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linear maupun nonlinear. Metode EnKF pertama kali dikembangkan oleh G. Evensen 

(1992-1993) pada saat mencoba mengimplementasikan metode EKF untuk asimilasi 

data pada suatu model. Linierisasi dalam metode EKF ternyata menyebabkan 

kovariansi errornya membesar menuju takhingga. Selanjutnya G. Evensen (1994) 

telah memperkenalkan ide penggunaan sejumlah ensemble untuk mengestimasi 

kovariansi error pada tahap forcasting pada masalah yang sama (Evensen 1994, 

dalam Purnomo 2008).

Proses estimasi pada EnKF diawali dengan membangkitkan sejumlah N

ensemble dengan mean 0 dan kovariansi konstan. Ensemble yang dibangkitkan 

dilakukan secara random dan berdistribusi normal. Berdasarkan eksperimen, pada 

umumnya jumlah anggota ensemble yang mencukupi adalah 100-500 (Evensen 2003, 

dalam Purnomo 2008).

Secara umum algoritma EnKF juga terdiri dari dua tahap yaitu tahap prediksi 

(time update) dan tahap koreksi (measurement update). Pada metode EnKF terlebih 

dahulu dihitung mean ensemble-nya sebelum masuk ke tahap prediksi yaitu:

     








N

i
ikk x

N
x

1
,

* 1
                                           (2.8)

dimana N adalah banyaknya ensemble yang dibangkitkan dan ikx , merupakan nilai 

ensemble yang dibangkitkan.

Bentuk umum sistem dinamik nonlinear pada EnKF adalah:

  kkk wxkfx  ,1                                            (2.9)                                        

Dengan pengukuran linier P
kz  yaitu:

kkk vxz  kH                                               (2.10)                                          

     kkkkx RNvQNwPxNx ,0~;,0~;,~
000

Misalkan akan dibangkitkan sejumlah N ensemble untuk memperoleh nilai 

rata-rata (mean):

 
Ni xxxxx ,03,02,01,0,0 ... .
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Selanjutnya diperoleh mean ensemble yaitu pada persamaan (2.8). Mean ensemble ini 

digunakan untuk menghitung estimasi 
kx


pada tahap prediksi (time update) dan kx̂

pada tahap koreksi (meansurement update). Sedangkan untuk menghitung kovariansi 

error 
kP pada tahap prediksi menggunakan

                                    Tkik

N

i
kikk xxxx

N
P 



 


  
,

1
,1

1 



                           (2.15)

Pada EnKF, noise sistem kw pada tahap prediksi dan noise pengukuran  kv

pada tahap koreksi dibangkitkan dalam bentuk ensemble. Perlu diperhatikan bahwa 

algoritma EnKF tidak membutuhkan nilai awal kovariansi error. Sedangkan nilai 

awal 0x̂ dihitung dari rata-rata ensemble 
ix ,0ˆ   yang dibangkitkan pada tahap 

inisialisasi. Demikian juga, noise sistem ikw , pada tahap prediksi dan noise

pengukuran ikv , pada tahap koreksi dibangkitkan dalam bentuk ensemble (Purnomo, 

2008). Algoritma EnKF selengkapnya untuk mengestimasi penyelesaian model (2.9) 

dan (2.10) dapat dilihat pada Tabel 2.2.
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Tabel 2.2 Algoritma  Ensemble Kalman Filter (EnKF)

Model Sistem dan Model Pengukuran

   kkkkkk QNwwuxfx ,0~,,1 

 kkkkk RNvvxz ,0~, H

Inisialisasi

Bangkitkan N ensemble sesuai estimasi awal 0x

 
Ni xxxxx ,03,02,01,0,0 ...

Tentukan nilai awal : 









N

i
ix

N
x

1
,00

1

Tahap Prediksi

   kikkkkik QNwwuxfx ,0~dengan,ˆˆ ,11,  


Estimasi : 




 




N

i
ikk x

N
x

1
,ˆ

1

Kovariansi error : 

  


 







N

i

T

kkkkk xxxx
N

P
1

1,1, ˆˆˆˆ
1

1

Tahap Koreksi

 kikikkik RNvvzz ,0~dengan ,,, 

Kalman Gain :

  1  kkkk RPPK TT HHH

Estimasi :

   ikikkikik xzKxx ,,,, ˆˆˆ H









N

i
ikk x

N
x

1
,ˆ

1
ˆ

Kovariansi error :

   kkk PKIP H
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2.5 Norm Matriks Kovariansi Error

Norm matriks kovariansi error berkaitan dengan kesimpulan baik tidaknya 

metode KF dan EnKF untuk pengestimasian, yaitu sebagai tolak ukur dalam 

pengestimasian suatu model pada metode KF maupun EnKF. Semakin kecil nilai 

kovariansi error, maka hasil estimasinya memiliki tingkat keakuratan yang semakin 

tinggi.

Norm matriks pada himpunan S yang memuat matriks-matriks berukuran 

nn , yaitu dituliskan dengan notasi . atau biasanya sering disebut panjang/ besar 

yang merupakan fungsi bernilai real yang terdefinisi pada S dan memenuhi:

(i) 0A ,

(ii) 0A jika dan hanya jika 0A ,

(iii) AA   , untuk semua bilangan real  ,

(iv) BABA  ,

(v) BAAB  ,

Untuk semua SBA, (Purnomo, 2008)

Besaran matriks kovariansi error dinyatakan dengan nilai normnya. Dalam 

skripsi ini, definisi norm matriks kovariansi error kP pada Matlab 7.8.0 diekspresikan 

dengan menggunakan formula norm().



BAB 3. METODE PENELITIAN

Pada bab ini dijelaskan bagaimana langkah-langkah yang digunakan dalam 

mendeteksi gangguan konduksi panas pada batang logam menggunakan metode 

Kalman Filter (KF) dan Ensemble Kalman Filter (EnKF). Berikut ini merupakan 

prosedur yang dilakukan dalam penelitian, yaitu:

1. Menentukan model dinamik konduksi panas pada batang logam.

Persamaan (2.1) merupakan model konduksi panas pada batang logam  yang 

dipakai dalam penelitian ini bersumber dari Budiono (2010), dimana bentuk 

modelnya adalah linier dan kontinu.

2. Melakukan pendiskritan terhadap model konduksi panas pada batang logam.

Model konduksi panas pada batang logam  yang dipandang dalam masalah ini 

masih berbentuk kontinu. Oleh karena itu, harus dilakukan pendiskritan terhadap 

model tersebut. Untuk mendapatkan sistem dinamik diskrit akan digunakan 

metode beda hingga dengan skema pendiskritan berupa beda hingga maju untuk 

bentuk turunan pertama dan beda hingga pusat untuk turunan kedua. Berdasarkan

model pada persamaan (2.1),  txUU , merupakan temperatur dalam sebuah 

benda padat di kedudukan x pada waktu t . Dengan demikian akan dilakukan 

aproksimasi:

    
                                            t

UU

t

U k
i

k
i






 1

                                         
(3.1)

                                        
2

11
2

2 2

x

UUU

x

U k
i

k
i

k
i






                                     (3.2)

                                                      k
iUU                                                   (3.3)

                                                        tkt                                                   (3.4)

                                                       xix                                                  (3.5)
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dalam hal ini i dan k  merupakan masing-masing grid dari variabel x dan t, 

dimana i = 1, 2, …., L dan k = 1,2,……. 

Model diskrit pada (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), dan (3.5) akan digunakan untuk 

mendapatkan model stokastik, yaitu dengan cara menambahkan noise.

3. Menambahkan  noise pada model diskrit

Model pada persamaan (2.1) digunakan untuk sistem yang terisolasi secara 

sempurna pada sisi-sisi batang logam. Sedangkan pada kenyataannya tidak 

demikian, artinya terdapat perpindahan panas antara batang logam dan udara, 

yang disebut dengan noise atau gangguan sistem. Secara umum, noise

disimbolkan dengan wk dan vk dimana kedua simbol tersebut menunjukkan noise

sistem dan noise pengukuran. Penambahan noise ini dilakukan dengan 

membangkitkan sejumlah bilangan acak dari komputer. Noise yang dibangkitkan 

diasumsikan memiliki sebaran normal dan mean nol. Sedangkan variansi dari 

noise ini diasumsikan konstan sebesar Qk = 0,01 dan Rk.= 0,01. Pembangkitan 

noise sistem dan noise pengukuran pada Matlab 7.8.0 diekspresikan 

menggunakan formula w=normrnd(0,sqrt(Q),s,1) dan v=normrnd

(0,sqrt(R),n,1).

4. Mengimplementasikan metode KF dan EnKF

Model dinamik konduksi panas pada batang logam diimplementasikan pada 

algoritma KF dan EnKF. Dalam hal ini, variabel yang diestimasi adalah panas 

pada semua grid  U . Sedangkan variabel bebasnya adalah posisi  x dan waktu

 t . Hasil yang diperoleh dari Metode KF dan EnKF akan disimulasikan 

menggunakan Matlab 7.8.0.
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5. Menganalisis hasil simulasi

                      ×                  ×               ×                  

  

  

                                                ଶ଴ݔ                                                                              ଴ݔ        
           cmL 20

   

Panas awal Gangguan

    100℃    36℃
Gambar 3.1 Keadaan Batang Logam

Berdasarkan Gambar 3.1 simulasi dilakukan dengan menerapkan algoritma KF 

dan EnKF pada persamaan konduksi panas pada batang logam satu dimensi 

dengan panjang 20 cm yang dibagi menjadi f grid. Proses simulasi dibagi 

menjadi beberapa bagian berdasarkan data pengukurannya, yang dalam hal ini

menyatakan banyaknya alat ukur, ditunjukkan dengan tanda ×. Pada ujung 

sebelah kiri batang diberikan panas awal sebesar 100℃. Simulasi dilakukan 

dengan mencoba gangguan sebesar 36℃ pada posisi bebas. Hasil yang dianalisis 

adalah hasil estimasi penyebaran panas pada batang logam. Analisis yang

dilakukan adalah membandingkan rata-rata norm kovariansi error dari metode 

KF dan EnKF, serta membandingkan nilai rata-rata error dimana nilai error 

merupakan selisih nilai numerik dengan nilai estimasi dari kedua metode 

tersebut. Untuk metode EnKF terlebih dahulu dilakukan perbandingan untuk 

jumlah ensemble yang berbeda. Dalam hal ini jumlah ensemble yang 

dibandingkan adalah 100, 200, 300, 400 dan 500. Hasil yang terbaik dari 

perbandingan tersebut akan dibandingkan dengan metode KF.
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai pemecahan masalah tentang 

bagaimana mengimplementasikan metode KF dan EnKF pada model konduksi panas 

pada batang logam, dengan tujuan untuk mengetahui tingkat keakuratan kedua 

metode tersebut dalam mendeteksi gangguan konduksi panas. Langkah pertama yaitu 

pendiskritan model konduksi panas, karena masih berbentuk kontinu maka harus 

didiskritkan terlebih dahulu agar dapat dijalankan dalam bentuk pemrograman dengan 

Matlab 7.8.0. 

4.1 Diskritisasi Model Konduksi Panas pada Batang Logam

Model konduksi panas pada persamaan (2.1) yang dituliskan dalam bentuk:
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melibatkan variabel x dan t yang kontinu. Pertama yang harus dilakukan adalah 

melakukan didiskritisasi untuk mendapatkan model diskrit agar dapat diterapkan pada 

algoritma KF dan EnKF dengan menggunakan metode beda hingga. Dalam hal ini 

batang yang panjangnya 20 cm didiskritkan menjadi sejumlah  f grid yang homogen. 
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dengan kondisi awal   xxU 75,31000,  dan   00, 



L
t

U
sedangkan untuk 

kondisi batas yaitu   100,0 tU dan   25, tLU . Sehingga berdasarkan persamaan 

(4.1) diperoleh bentuk umum dalam bentuk matriks hasil diskritisasi yaitu:
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dimana s menunjukkan ukuran matriks keadaan dan 1 fs .

Sehingga setelah didiskritisasi persamaan (2.1) menjadi:

kkk uxx BA 1                                                 (4.3)

dengan matriks  A dan matriks B adalah matriks dari hasil diskritisasi.

Apabila diberikan gangguan ketika simulasi maka persamaan (4.3) menjadi:

kkkk duxx EBA 1

dimana E merupakan matriks gangguan yang akan diinputkan ketika simulasi. 

4.2 Penambahan Noise pada Model Diskrit

Model pada persamaan (2.1) digunakan untuk sistem yang terisolasi secara 

sempurna pada sisi-sisi batang logam. Sedangkan pada kenyataannya tidak demikian, 

artinya terdapat perpindahan panas antara batang logam dan udara, yang disebut 

dengan noise. Hal ini dapat ditunjukkan pada Gambar 4.1.

Sehingga diperoleh model stokastik untuk model sistem dan pengukuran:

kkkkk wduxx  EBA1

kkk vxz  H

dengan kw adalah noise sistem yang timbul akibat proses pembentukan model 

konduksi panas yang tidak sempurna, sedangkan kv merupakan noise pengukuran.
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            udara

         

   Perpindahan panas

                                                                                                     U      

   

          udara

                            0x                                               Lx           

Gambar 4.1 Perpindahan Panas Antara Batang dan Udara

Penambahan noise ini dilakukan dengan membangkitkan sejumlah bilangan 

acak dari komputer. Noise yang dibangkitkan diasumsikan memiliki sebaran normal 

dan meal nol. Variansi dari noise diasumsikan konstan yaitu 01,0kQ dan

01,0kR , dimana Qk  merupakan variansi noise sistem dan Rk merupakan variansi 

noise pengukuran.

4.3 Implementasi Model Konduksi Panas pada Metode KF dan EnKF

Pada algoritma KF dan EnKF, model sistem konduksi panas pada batang 

logam setelah dilakukan pendiskritan dan penambahan noise adalah

kkkkk wduxx  kkk EBA1                       (4.5)

dan model pengukurannya adalah

kk vx  kk Hz                                                 (4.6)

Dalam hal ini persamaan (4.5) pada algoritma EnKF didapat dari 

  kkkk wuxfx  ,1

dengan  kk uxf , adalah model hasil pendiskritan pada persamaan (4.4).
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kA adalah matriks keadaan berukuran ss  yang diperoleh dari diskritisasi 

persamaan (2.1). kx adalah variabel keadaan sistem pada waktu k dengan nilai 

estimasi awalnya 00 x dan kovariansi awal 01.0
00  xPP .

kB adalah matriks koefisien variabel input berukuran ss  . Koefisien didapat 

dari parameter p , dimana 
2x

tC
p




 dengan Ckkal/s.m05,0 C diambil dari 

koefisien konduktivitas logam aluminium,  1t dan 
f

x
20

 . ku adalah variabel 

input berdasarkan nilai awal yang diberikan dari kondisi batas yang telah ditentukan 

yaitu dengan suhu C100 pada ujung sebelah kiri dan C25 pada ujung sebelah 

kanan yang disesuaikan dengan suhu ruang.

kE adalah matriks gangguan inputan berukuran ss  yang menyatakan 

besarnya gangguan panas yang diberikan. Simulasi dilakukan dengan memberikan 

gangguan sebesar C36 dan 20f , diletakkan pada titik )10,1( s yang berarti 

baris ke-1 dan kolom ke-9. Jika matriks  E pada Matlab 7.8.0 diekspresikan 

menggunakan formula E=zeros(s,s): E(1,s-10)=36; maka matriks E

yang berukuran ss  menjadi:
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kd adalah matriks berukuran 1s yang isinya 1. 

H adalah matriks pengukuran berukuran sb dimana b menunjukkan jumlah 

alat ukur yang akan dipasang. Matriks pengukuran H ditentukan untuk menunjukkan 

posisi data pengukuran yang diambil atau disimulasikan. Jika simulasi dilakukan 

dengan memasang 3 alat ukur, misal pada posisi  15,1 s ,  10,2 s dan  5,3 s

maka matriks H berukuran  s3 seperti ditunjukkan pada matriks berikut:
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Posisi dimana terdapat gangguan diasumsikan bernilai 1 karena variabel yang diukur 

koefisiennya 1. Jika dalam percobaan ini tidak dipasang alat ukur artinya tidak ada 

data pengukuran di posisi manapun maka matriks H berisi 0. Hal ini mengakibatkan 

metode KF dan EnKF menjadi metode numerik biasa.

Apabila ditulis dalam bentuk matriks maka persamaan (4.5) menjadi:
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sedangkan persamaan (4.6) menjadi:
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4.4 Simulasi dan Hasil Simulasi

Pada tahap simulasi dilakukan dengan menerapkan algoritma KF dan EnKF 

pada model konduksi panas berdimensi satu yang telah didiskritkan terlebih dahulu. 

Sebelumnya terlebih dahulu ditentukan jumlah grid yaitu 20f , panjang grid posisi 
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1
20


f

x , panjang grid waktu ,1t sedangkan untuk koefisien konduktivitas

Ckkal/s.m05,0 C diambil dari logam aluminium.

Simulasi dilakukan dengan menerapkan metode EnKF terlebih dahulu dengan 

mencoba beberapa Ne ensemble, yaitu 100, 200, 300, 400 dan 500. Simulasi 

dilakukan juga dengan meletakkan gangguan pada posisi yang telah ditentukan,

gangguan yang diberikan sebesar C36 pada posisi grid ke )9,1( . Jumlah iterasi 

dilakukan sebanyak 100T . Variansi noise sistem 01,0kQ dan variansi noise

pengukuran .01,0kR Hasil estimasi terbaik dari metode EnKF akan dibandingkan 

dengan hasil estimasi metode KF. Hasil simulasi dari kedua metode tersebut akan 

dievaluasi dengan cara membandingkan nilai rata-rata norm kovariansi error dan 

nilai rata-rata error. Nilai error pada matlab 7.8.0 diekspresikan dengan 

menggunakan formula error=abs(xreal-xcor), dimana xreal merupakan 

nilai numerik dan xcor merupakan nilai estimasi. Sedangkan untuk mencari nilai 

rata-rata menggunakan formula mean(error).

Selanjutnya dengan mencoba beberapa ensemble yaitu 100, 200, 300, 400  

dan 500, diperoleh hasil seperti pada Tabel 4.1.

Tabel 4.1 Hasil Estimasi Metode EnKF

EnKF

100N 200N 300N 400N 500N

Rata-rata norm 

kovariansi error
0,01825 0,01554 0,01448 0,01379 0,01334

Rata-rata error 0,25296 0,29224 0,23918 0,20684 0,19527

Dari Tabel 4.1 diperoleh nilai rata-rata norm kovariansi error dan nilai rata-

rata error dari metode EnKF dengan 100 sampai 500 ensemble. Pada 100 ensemble 

diperoleh rata-rata norm kovariansi error sebesar 0,01825 dan rata-rata error sebesar 
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0,25296. Pada 200 ensemble diperoleh rata-rata norm kovariansi error sebesar 

0,01554 dan rata-rata error sebesar 0,29224. Pada 300 ensemble diperoleh rata-rata 

norm kovariansi error sebesar 0,01448 dan rata-rata error sebesar 0,23918. Pada 400 

ensemble diperoleh rata-rata norm kovariansi error sebesar 0,01379 dan rata-rata

error sebesar 0,20684. Sedangkan   pada 500 ensemble diperoleh rata-rata norm 

kovariansi error sebesar 0,01334 dan rata-rata error sebesar 0,19527. 

Dari percobaan beberapa ensemble yang dilakukan menunjukan bahwa 

semakin banyak jumlah ensemble yang diambil maka nilai rata-rata norm kovariansi 

error-nya semakin kecil. Untuk nilai rata-rata error, nilai rata-rata error pada 100 

sampai 400 ensemble nilainya relatif lebih besar dari nilai rata-rata error pada 500 

ensemble. Sehingga dapat disimpulkan bahwa hasil estimasi terbaik adalah percobaan 

dengan menggunakan 500 ensemble karena memiliki rata-rata norm kovariansi error

dan rata-rata error paling kecil. Grafik hasil estimasi metode EnKF dengan 500 

ensemble ditunjukkan pada Gambar 4.2.

Pada grafik estimasi penyebaran panas dapat diketahui hasil pendeteksian 

gangguan konduksi panas pada batang logam menggunakan metode EnKF. Terlihat 

bahwa pada posisi pertama sampai posisi ke-7 suhu menurun secara kontinu. Setelah 

posisi ke-7 suhu mulai naik sampai posisi ke-9. Sehingga dari grafik estimasi terlihat 

bahwa pada posisi ke-9 terdapat gangguan yaitu dengan panas yang masuk, atau bisa 

dikatakan bahwa pada posisi tersebut terdeteksi adanya gangguan. Untuk grafik hasil 

estimasi metode EnKF dengan 100, 200, 300, dan 400 ensemble ditunjukkan pada 

Lampiran D.
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Gambar 4.2 Hasil Estimasi Metode EnKF dengan 500 Ensemble

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
20

40

60

80

100
Estimasi Penyebaran Panas pada Batang Logam

Posisi 

S
uh

u 
(D

er
aj

at
 C

el
ci

us
)

Real

EnKF

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.012

0.0125

0.013

0.0135

0.014

0.0145

0.015

Iterasi

N
ila

i N
or

m
 K

ov
ar

ia
ns

i E
rr

or

Norm Kovariansi Error

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Posisi 

N
ila

i E
rr

or

Error

8.8 8.9 9 9.1 9.2 9.3
33.5

34

34.5

35

35.5

Estimasi Penyebaran Panas pada Batang Logam

Posisi 

S
uh

u 
(D

er
aj

at
 C

el
ci

us
)

Real

EnKF



29

Selanjutnya setelah diperoleh hasil estimasi terbaik dari metode EnKF 

dilakukan percobaan dengan menggunakan metode KF. Pada metode KF, diberikan 

nilai kovariansi awal sebesar 01,00 P . Iterasi dilakukan sebanyak 100T dengan 

besar dan letak gangguan sama seperti pada percobaan metode EnKF. Variansi noise

sistem 01,0kQ dan variansi noise pengukuran .01,0kR Grafik hasil estimasi 

dengan menggunakan metode KF ditunjukkan pada Gambar 4.3.

Gambar 4.3 menunjukkan hasil estimasi dengan menggunakan metode KF. 

Seperti pada grafik estimasi pada metode EnKF, pada grafik estimasi metode KF juga 

terlihat adanya gangguan yang ditunjukkan dengan kenaikkan suhu pada posisi ke-9. 

Terlihat bahwa pada posisi pertama sampai posisi ke-7 suhu menurun secara kontinu, 

kemudian setelah posisi ke-7 suhu mulai naik sampai pada posisi ke-9.

Kemudian hasil estimasi terbaik yang diperoleh yaitu hasil estimasi metode 

EnKF dengan 500 ensemble akan dibandingkan dengan hasil estimasi metode KF. 

Dari perbandingan tersebut diperoleh hasil seperti pada Tabel 4.2.

Tabel 4.2 Perbandingan Hasil Estimasi Metode EnKF dengan 500N

dan Hasil Estimasi Metode KF

EnKF dengan  500N KF

Rata-rata norm kovariansi error 0,01334 0,05318

Rata-rata error 0,19527 0,35904

Setelah diperoleh hasil estimasi dengan menggunakan metode KF, 

berdasarkan Tabel 4.2 diperoleh bahwa metode EnKF dengan 500 ensemble memiliki 

nilai rata-rata norm kovariansi error dan rata-rata error lebih kecil yaitu 0,01334 dan 

0,19527 dari metode KF yaitu 0,05318 dan 0,35904. Berdasarkan hal tersebut dapat 

disimpulkan bahwa metode EnKF dengan jumlah 500 ensemble dalam kasus ini yaitu 

mendeteksi gangguan konduksi panas pada batang logam lebih akurat dari metode KF 

karena metode EnKF memiliki nilai rata-rata norm kovariansi error dan rata-rata

error yang lebih kecil.
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Gambar 4.3 Hasil Estimasi Metode KF
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Pada skripsi ini diberikan simulai gangguan yang besarnya diatas suhu ruang 

yaitu sebesar C36 dengan posisi (1,9). Apabila diberikan gangguan sebesar suhu 

yang ekstrim misal dengan suhu C36 dengan mengubah posisi yaitu dengan 

meletakkan gangguan pada posisi (2,12), maka grafik dapat dilihat pada Lampiran 

C.1 untuk metode KF dan Lampiran D.1.5 untuk metode EnKF dengan 500 ensemble. 

Hal ini dilakukan dengan tujuan membuktikan bahwa metode KF dan EnKF dapat 

mendeteksi adanya gangguan yang masuk. 

Apabila iterasi dilakukan sebanyak 5 menit atau 300T sedangkan gangguan 

diberikan selama 100 detik, maka grafik yang dihasilkan ditunjukkan pada Gambar 

4.4 untuk hasil estimasi penyebaran panas menggunakan metode KF dan Gambar 4.5 

untuk hasil estimasi penyebaran panas menggunakan metode EnKF dengan 500 

ensemble.

Pada Gambar 4.4 dan Gambar 4.5 terlihat adanya kenaikan suhu pada posisi 

ke-9, kemudian pada beberapa waktu grafik kembali normal seperti tidak ada 

gangguan. Hal ini terjadi karena waktu gangguan dibatasi dengan asumsi batang 

logam hanya tersentuh selama 100 detik. Percobaan ini dilakukan dengan tujuan 

bahwa metode KF dan EnkF secara umum dapat mendeteksi adanya gangguan yang 

masuk walaupun waktu pemberian gangguan dibatasi.

Gambar 4.4 Hasil Estimasi Penyebaran Panas Menggunakan Metode KF,

300T dengan Gangguan Selama 100 Detik.
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Gambar 4.5 Hasil Estimasi Penyebaran Panas Menggunakan Metode EnKF

dengan 500 ensemble, 300T dengan Gangguan Selama 100 Detik.

Seperti halnya dengan logam aluminium, logam lain misal baja dan tembaga 

memiliki kesimpulan hasil estimasi yang sama dengan hasil estimasi logam 

aluminium, yaitu metode EnKF dengan 500 ensemble memiliki hasil estimasi yang 

lebih akurat dibandingkan dengan hasil estimasi metode KF. Tabel perbandingan 

hasil estimasi dengan logam selain logam aluminium ditunjukkan pada Lampiran E. 
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BAB 5. PENUTUP

Pada bab ini diperoleh kesimpulan dari hasil analisis dan pembahasan yang 

diperoleh dari penerapan model konduksi panas pada batang logam dengan 

menggunakan metode Kalman Filter (KF) dan Ensemble Kalman Filter (EnKF), serta 

diberikan saran yang dapat dilakukan sebagai kelanjutan skripsi ini.

5.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang diperoleh berdasarkan hasil analisis dan pembahasan adalah 

sebagai berikut:

1. Berdasarkan hasil simulasi menunjukkan bahwa metode KF dan EnKF secara 

umum mampu mendeteksi adanya gangguan panas yang masuk.

2. Pada metode EnKF, jumlah ensemble yang baik untuk mengestimasi adalah 500 

ensemble karena rata-rata norm kovariansi error dan rata-rata error lebih kecil 

dari 100 sampai 400 ensemble. Sedangkan untuk jumlah 100 sampai 400

ensemble hasil estimasi memberikan rata-rata error yang lebih besar.

3. Metode EnKF dengan jumlah 100 sampai 500 ensemble dalam kasus ini yaitu

mendeteksi gangguan konduksi panas pada batang logam lebih akurat 

dibandingkan dengan metode KF karena memiliki rata-rata norm kovariansi 

error dan rata-rata error yang paling kecil.

5.2 Saran

Pada skripsi ini, permasalahan yang dikaji masih jauh dari kesempurnaan.

Sehingga sangat memungkinkan untuk lebih dikembangkan bidang kajian yang lebih 

luas dan lebih lanjut lagi. Selain itu, penggunaan metode lain juga disarankan agar 

dapat mengetahui hasil estimasi yang lebih baik.
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LAMPIRAN A. SKRIP PROGRAM METODE KF

% Program KF
% Oleh: Tria Nugrahini
% NIM: 081810101012

clear all;
close all;
disp('KF')
format long;
% TAHAP INISIALISASI
T=100;   % input('Jumlah iterasi (satuan waktu)')
Q=0.01;  % input ('Nilai kovariansi model')
R=0.01;  % input ('Nilai kovariansi model pengukuran')
b=3;     % input ('Jumlah alat ukur')
f=20;    % banyaknya pendiskritan

% Parameter model
C=0.05;     % input ('koefisien konduktivitas logam aluminium')
% C=0.011;    % input ('koefisien konduktivitas logam baja')
% C=0.092;    % input ('koefisien konduktivitas logam tembaga')
dt=1;       % input ('delta t: ')
dx=20/f;    % input ('delta x: ')
px=(C/dx^2)*dt;
P0=0.01;    % kovariansi error

% Ukuran matrix keadaan
s=f-1; 

% Matriks A = matriks hasil pendiskritan berukuran sxs
A=zeros(s,s);
for i=1:s
    A(i,i)=1-2*px;
end
    for i=1:s
    A(s,s)=1-px;
end
for i=1:s-1
    A(i+1,i)=px;
    A(i,i+1)=px;
end

% Matriks B = matriks koefisien variabel input berukuran sxs
B=zeros(s,s);
B(1,1)=px;

% Matriks E = matriks gangguan berukuran sxs
E=zeros(s,s);
E(1,s-10)=36/T;  % E(baris,kolom)
% E(2,s-7)=-36/T;  % E(baris,kolom)
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% Matriks u
u=zeros(s,1);   % u=variabel input yang diberikan secara 
deterministik
for i=1:s
    u(i,1)=100-3.75*i*dx;
end
u=ones(s,1)*25;
u(1,1)=100; % batas kiri
u(s,1)=25;  % batas kanan

% Matriks H
H=zeros(b,s);   % H=matriks pengukuran berukuran bxs
H(1,s-15)=1;
H(2,s-10)=1;
H(3,s-5)=1;

n=size(H,1);    % Dimensi matriks H
R1=R*eye(n);    % Matriks kovarian model error

% Inisialisasi
x0=u;
xre0=x0;
xrea=x0;
xcor=x0;
d=ones(s,1);

for k=1:T    
% Model sistem dan model pengukuran
xreal=A*xre0+B'*u+E'*d+normrnd(0,sqrt(Q),s,1);
z1=H*xreal+normrnd(0,sqrt(R),n,1);

Mxreal(:,k)=xreal;
xre0=xreal;

% -------> TAHAP PREDIKSI
% estimasi
xpre=A*xcor+B'*u+E'*d+normrnd(0,sqrt(Q),s,1);

% kovariansi error
Ppre=A*P0*A'+Q;

% -------> TAHAP KOREKSI
% Kalman Gain
K=Ppre*H'*inv(H*Ppre*H'+R1);

% Estimasi
xcor=xpre(:,1)+K*(z1(:,1)-H*xpre(:,1));
Mxcor(:,k)=xcor; 

% Kovariansi error
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Pcor=(eye(s)-K*H)*Ppre;
P0=Pcor;

nilainorm(k)=norm(Pcor);
end

xreal(2:s+1)=xreal; xcor(2:s+1)=xcor;
xreal(s+2)=xreal(s+1); xcor(s+2)=xcor(s+1); s=s+1; 
xreal(1)=100; xcor(1)=100; 

figure(1)
plot((0:s),xreal,'-og',(0:s),xcor,'-*m');
title('Penyebaran Panas pada Batang 
Logam','fontweight','bold','fontsize',10,'color',[.0 .0 .1]); hold 
on;
xlabel(' Posisi ');
ylabel(' Suhu (Derajat Celcius)');
legend('Real','KF');
grid on

figure(2)
plot(nilainorm,'-*b');
title('Norm Kovariansi 
Error','fontweight','bold','fontsize',10,'color',[.0 .0 .1]); hold 
on;
xlabel('Iterasi');
ylabel('Nilai Norm Kovariansi Error');
grid on

figure(3)
title('Error','fontweight','bold','fontsize',10,'color',[.0 .0 .1]); 
hold on;
galat=abs(xreal-xcor);
plot((0:s),galat,'-or');
xlim([0 s]);
xlabel('Posisi');
ylabel('Nilai Error');
grid on

disp('rata2 normP'); mean(nilainorm)
disp('rata2 error'); mean(galat)
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LAMPIRAN B. SKRIP PROGRAM METODE EnKF

% Program EnKF dengan N ensemble
% Oleh: Tria Nugrahini
% NIM: 081810101012

clear all;
close all;
disp('EnKF')
format long;
% TAHAP INISIALISASI
% N=100;   % input ('Banyaknya Ensemble yang dibangkitkan')
% N=200;   % input ('Banyaknya Ensemble yang dibangkitkan')
% N=300;   % input ('Banyaknya Ensemble yang dibangkitkan')
% N=400;   % input ('Banyaknya Ensemble yang dibangkitkan')
N=500;   % input ('Banyaknya Ensemble yang dibangkitkan')
T=100;   % input('Jumlah iterasi (satuan waktu)')
Q=0.01;  % input ('Nilai kovariansi model')
R=0.01;  % input ('Nilai kovariansi model pengukuran')
b=3;     % input ('Jumlah alat ukur')
f=20;    % banyaknya pendiskritan

% Parameter model
C=0.05;     % input ('koefisien konduktivitas logam aluminium')
% C=0.011;    % input ('koefisien konduktivitas logam baja')
% C=0.092;   % input ('koefisien konduktivitas logam tembaga')
dt=1;   % input ('delta t: ')
dx=20/f;   % input ('delta x: ')
px=(C/dx^2)*dt;

% Ukuran matrix keadaan
s=f-1;

% Matriks A = matriks hasil pendiskritan berukuran sxs
A=zeros(s,s);
for i=1:s
    A(i,i)=1-2*px;
end
for i=1:s
    A(s,s)=1-px;
end
for i=1:s-1
    A(i+1,i)=px;
    A(i,i+1)=px;
end

% Matriks B = matriks koefisien variabel input berukuran sxs
B=zeros(s,s);
B(1,1)=px;     

% Matriks E = matriks gangguan berukuran sxs
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E=zeros(s,s);
E(1,s-10)=36/T;    % E(baris,kolom)
% E(2,s-7)=-36/T;  % E(baris,kolom)

% Matriks u
u=zeros(s,1);   % u=variabel input yang diberikan secara 
deterministik
for i=1:(s)
    u(i,1)=(100-3.75*i)*dx;
end
u=ones(s,1)*25;
u(1,1)=100; % Batas kiri
u(s,1)=25;  % Batas kanan

% Matriks H
H=zeros(b,s);   % H=matriks pengukuran berukuran bxs
H(1,s-15)=1;
H(2,s-10)=1;
H(3,s-5)=1;

n=size(H,1);    % Dimensi matriks H
R1=R*eye(n);    % Matriks kovarian model error

% Inialisasi
x0=u; 
xre0=x0;
xrea=x0;
d=ones(s,1);

% Membangkitkan Ensemble awal
for ens=1:N
    x=x0+normrnd(0,sqrt(Q),s,1);
    Mx(:,ens)=x;
end

% Mean Ensemble awal
xcor=mean(Mx,2);

for k=1:T
% Model sistem dan model pengukuran
xreal=A*xre0+B'*u+E'*d+normrnd(0,sqrt(Q),s,1);
z1=H*xreal+normrnd(0,sqrt(R),n,1);  

Mxreal(:,k)=xreal;
xre0=xreal;

% -------> TAHAP PREDIKSI
% Estimasi
for e=1:N
    x0pre=A*xcor(:,1)+B'*u+E'*d+normrnd(0,sqrt(Q),s,1);
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    xpre1(:,e)=x0pre;
end
% Mean rata-rata ensemble
xpre_mean1=mean(xpre1,2);

for en=1:N
xpre_error1(:,en)=xpre1(:,en)-xpre_mean1;
end

% Kovariansi Error
Ppre=(xpre_error1*xpre_error1')/(N-1);

% -------> TAHAP KOREKSI
% Kalman Gain
K=Ppre*H'*inv(H*Ppre*H'+R1);

% Data pengukuran Ensemble
for a=1:N;
    error1(:,a)=normrnd(0,sqrt(R),n,1);
    z4(:,a)=z1+error1(:,a);
% Estimasi
x0a=xpre1(:,a)+K*(z4(:,a)-H*xpre1(:,a));
xa(:,a)=x0a;
end

xcor1=mean(xa,2);
xcor=xcor1;

% Kovariansi error
P0=(eye(s)-K*H)*Ppre;

nilainorm(k)=norm(P0);
end

xreal(2:s+1)=xreal; xcor(2:s+1)=xcor;
xreal(s+2)=xreal(s+1); xcor(s+2)=xcor(s+1); s=s+1; 
xreal(1)=100; xcor(1)=100; 

figure(1)
plot((0:s),xreal,'-og',(0:s),xcor,'-*m');
title('Estimasi Penyebaran Panas pada Batang 
Logam','fontweight','bold','fontsize',10,'color',[.0 .0 .1]); hold 
on;
xlabel('Posisi ');
ylabel('Suhu (Derajat Celcius)');
legend('Real','EnKF');
grid on

figure(2)
plot(nilainorm,'-*b');
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xlabel('Iterasi');
ylabel('Nilai Norm Kovariansi Error');
title('Norm Kovariansi 
Error','fontweight','bold','fontsize',10,'color',[.0 .0 .1]); hold 
on;

figure(3)
error=abs(xreal-xcor);
plot((0:s),error,'-or');
xlim([0 s]);
xlabel('Posisi ');
ylabel('Nilai Error');
title('Error','fontweight','bold','fontsize',10,'color',[.0 .0 .1]); 
hold on;

disp('rata2 normP'); mean(nilainorm)
disp('rata2 error'); mean(error)
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LAMPIRAN C. GRAFIK HASIL ESTIMASI METODE  KF

C.1 Grafik Hasil Estimasi Metode KF untuk Logam Aluminium
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C.2 Grafik Hasil Estimasi Metode KF untuk Logam Baja

C)kkal/s.m0,011( C
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C.3 Grafik Hasil Estimasi Metode KF untuk Logam Tembaga

C)kkal/s.m0,092( C
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LAMPIRAN D. GRAFIK METODE EnKF

D.1 Grafik Hasil Estimasi Metode EnKF untuk Logam Aluminium

C)kkal/s.m0,05( C

D.1.1 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 100 ensemble
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D.1.2 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 200 ensemble
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D.1.3 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 300 ensemble
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D.1.4 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 400 ensemble
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D.1.5  Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 500 ensemble untuk gangguan 

sebesar C36 dan letak gangguan (2,12)
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D.2 Grafik Hasil Estimasi Metode EnKF untuk Logam Baja

C)kkal/s.m0,011( C

D.2.1 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 100 ensemble
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D.2.2 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 200 ensemble
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D.2.3 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 300 ensemble
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D.2.4 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 400 ensemble
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D.2.5 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 500 ensemble
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D.3 Grafik Hasil Estimasi Metode EnKF untuk Logam Tembaga

C)kkal/s.m0,092( C

D.3.1 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 100 ensemble
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D.3.2 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 200 ensemble
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D.3.3 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 300 ensemble
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D.3.4 Grafik hasil estimasi  metode EnKF dengan 400 ensemble
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D.3.5 Grafik hasil estimasi metode EnKF dengan 500 ensemble
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LAMPIRAN E. HASIL ESTIMASI

E.1  Perbandingan Hasil Estimasi Metode KF dan EnKF untuk Logam Baja

KF
EnKF

100N 200N 300N 400N 500N

Rata-rata norm 

kovariansi error
0,06154 0,01780 0,01549 0,01455 0,01380 0,01340

Rata-rata error 0,54388 0,49163 0,41715 0,41820 0,31933 0,31112

E.2 Perbandingan Hasil Estimasi Metode KF dan EnKF untuk Logam  

Tembaga

KF
EnKF

100N 200N 300N 400N 500N

Rata-rata norm 

kovariansi error
0,05171 0,01805 0,01566 0,01452 0,01380 0,01338

Rata-rata error 0,33084 0,21492 0,22657 0,19556 0,18369 0,16102


