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RINGKASAN

Super (a,d)-H-Antimagic Total Selimut pada Graf Semi Jahangir; Diana
Hardiyantik, 111810101048; 2015: 84 halaman; Jurusan Matematika Fakultas
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,

Universitas Jember.

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek (1963), Stewart
(1967), Kotzig dan Rosa (1970). Pelabelan dikembangkan menjadi pelabelan
ajaib dan anti ajaib. Pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut merupakan
suatu graf G = (V(G), E(G)) dengan H merupakan subgraf dari G dimana un-
tuk setiap sisinya termuat dalam subgraf H dan G yang isomorfik dengan H.
Inayah et al. (2009) mengembangkan suatu pelabelan super (a,d)-H-antimagic
total selimut yaitu bahwa suatu pelabelan selimut (a,d)-H-antimagic pada graf G
merupakan sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat barisan aritmatika {a, a + d,
a+2d+,...,+a+ (t —1)d}.

Pada penelitian ini mengkaji mengenai super H-antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir tunggal dan gabungan saling lepas. Graf Semi Jahangir adalah
graf yang terbentuk dari graf Jahangir dengan menghilangkan satu titik yang
berderajat dua. Graf Semi Jahangir dinotasikan dengan S.J, dengan n > 2.
Himpunan titik graf SJ, adalah V' = {p,z;,y;1 < i < n+1;1 < k < n}
dan himpunan sisinya £ = {pz;1 < i < n+ 1} U {zy;1 < i < n} U
{zit1yi;1 < i < n}, sehingga kardinalitas |V| = 2n + 2 dan sisi |E| = 3n + 1.
Adapun graf Semi Jahangir mSJ, diskonektif didefinisikan sebagai gabungan
dari sebanyak m salinan graf Semi Jahangir yang mempunyai himpunan titik
V(mSJ,) = {pj,xf,yi;untuk 1 <i<n+1,1 <k<n, 1 <j<m} dan sisi
E(mSJ,) ={pz;;1<i<n+1,1 <j<m}u{aly/;1<i<n, 1 <j<m}
U{ylal;1<i<n, 1 <j<m}

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif. Metode

ini digunakan pada pelabelan super (a,d)-H antimagic total selimut pada graf

viil
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Semi Jahangir tunggal dan gabungan. Batas atas untuk graf Semi Jahangir tung-

gal pada penelitian ini adalah d < 20, sedangkan batas atas untuk gabungan

saling lepas graf Semi Jahangir adalah d < 25. Sehingga, teorema baru yang

dihasilkan adalah sebagai berikut:

Dari hasil penelitian pada beberapa nilai d tersebut diatas, diperoleh 22

teorema baru tentang pelabelan graf Semi Jahangir tunggal S.J,, maupun gabun-

gannya msS.J,, yaitu:

1.

. Teorema 4.1.5 Ada super

(31n+42

Teorema 4.1.1 Ada super 0)-(Cy4) antimagic total selimut pada graf

Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan n genap. Dan ada super (%,0)—
(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan

n gangil;

Teorema 4.1.2 Ada super (15n + 21,1)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2;

. Teorema 4.1.3 Ada super (254 2)-(Cy) antimagic total selimut pada graf

Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan n genap. Dan ada super (%,2)-
(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan

n gangil;

Teorema 4.1.4 Ada super (15n + 21,3)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2;

(48 4)-(Cy) antimagic total selimut pada graf

Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan n genap. Dan ada super (27”%45,4)—
(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan

n ganjil;

Teorema 4.1.6 Ada super (13n + 23,5)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2;

25n+48

Teorema 4.1.7 Ada super (2£22,6)-(Cy) antimagic total selimut pada graf

Semi Jahangir S.J, untuk n 2 2 dan n genap. Dan ada super (%,6)-

(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan

n gangil;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Teorema 4.1.8 Ada super (14n + 22,7)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2;

Teorema 4.1.9 Ada super (23"+50 8)-(Cy) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan n genap. Dan ada super (%2 8)-
(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan

n gangil;

Teorema 4.1.10 Ada super (11n+25,9)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir S.J, untuk n > 2;

Teorema 4.1.11 Ada super (13n+23,10)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2;

Teorema 4.1.12 Ada super 21"+52 ,11)-(Cy) antimagic total selimut pada
4 g p

graf Semi Jahangir SJ,, untuk n 2 2 dann genap. Dan ada super (%, 11)

(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan

n gangil;

Teorema 4.1.13 Ada super (10n+26,12)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2;

Teorema 4.1.14 Ada super (11n+25,13)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2;

Teorema 4.1.15 Ada super (¥%2%,14)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ,, untukn > 2 dann genap. Dan ada super (%, 14)-
(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan

n ganjil;

Teorema 4.1.16 Ada super (9n+27,15)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2;

Teorema 4.1.17 Ada super (8n+ 28,18)-(Cy) antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2;
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18.

19.

20.

2l

2958

Teorema 4.2.1 Ada super (18mn+14m+4,0)-(Cy) antimagic total selimut
pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, untuk n > 2 dan
m > 2;

Teorema 4.2.2 Ada super (1Tmn+14m+5,2)-(Cy) antimagic total selimut
pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, untuk n > 2 dan
m > 2;

Teorema 4.2.3 Ada super (16mn+14m+6,4)-(Cy) antimagic total selimut
pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, untuk n > 2 dan
m > 2;

Teorema 4.2.4 Ada super (15mn+14m+7,6)-(Cy) antimagic total selimut
pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, untuk n > 2 dan
m > 2;

23mn+34m+16
2

pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, untuk n > 2, m > 2

Teorema 4.2.5 Ada super ( ,8)-(Cy) antimagic total selimut

dan n genap. dan ada super (222EBMEIS Q) ((Cy) antimagic total selimut
pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, untuk n > 2, m > 2

dan n genap.

Dari kajian diatas ada beberapa pelabelan yang belum ditemukan oleh

peneliti sehingga dalam penelitian ini diajukan open problem.

Masalah terbuka 0.0.1. Pelabelan super (a,d)-H antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ, dengan n > 2 untuk d < 20 selain d € {0,1,2,3,4,5,
6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15, 18}.

Masalah terbuka 0.0.2. Pelabelan super (a,d)-H antimagic total selimut pada

gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, dengan n > 2 dan m > 2 untuk
d < 24 selain d € {0,2,4,6,8}.

x1
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DAFTAR LAMBANG

G = Graf G

G(V,E) = Sebarang graf tak berarah dengan V' adalah himpunan tak ko-
song dari semua titik dan £ adalah himpunan sisi

Up = Titik ke-n pada suatu graf

€n = Sisi ke-n dari suatu graf

|V(G)] = Himpunan titik dari graf G yang disebut order

|E(G)] = Himpunan sisi dari graf G yang disebut ukuran (size)

HAVC = 'H antimagic vertex covering atau pelabelan titik H antiajaib
selimut

SHATC = Super H antimagic total covering atau super (a,d)-H antiajaib

total selimut

d = Nilai beda barisan bobot total selimut pada SHATC

a = DBobot total selimut terkecil yang merupakan suku pertama bari-
san

JIn = Lambang untuk graf Jahangir

SJ, = Lambang untuk graf Semi Jahangir

mSJ, = Lambang untuk gabungan saling lepas graf Semi Jahangir

n = Banyaknya titik pada bagian badan graf Semi Jahangir

m = Banyaknya gabungan saling lepas pada graf Semi Jahangir

P = Titik pusat pada graf SJ,

Z; = Titik ke-i pada bagian ujung jahangir graf S.J,

Yi = Titik ke-i pada bagian jahangir graf SJ,

P = Titik pusat dalam komponen ke-j pada graf mS.J,

mi = Titik ke-i dalam komponen ke-j pada bagian ujung jahangir graf mS.J,

yf = Titik ke-i dalam komponen ke-j pada bagian jahangir graf mS.J,

Xix


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

Fungsi bijektif pelabelan titik p untuk graf Semi Jahangir
Fungsi bijektif pelabelan titik x untuk graf Semi Jahangir
Fungsi bijektif pelabelan titik y untuk graf Semi Jahangir
Bobot selimut graf Semi Jahangir

Fungsi bijektif pelabelan sisi p ke x untuk graf Semi Jahangir
Fungsi bijektif pelabelan sisi ke y untuk graf Semi Jahangir
Fungsi bijektif pelabelan sisi y ke z untuk graf Semi Jahangir

Bobot total selimut graf Semi Jahangir


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf ditemukan pada abad ke-18 dan aplikasinya banyak ditemukan
dalam kehidupan sehari-hari. Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh seorang
ahli matematikawan Swiss Leonhard Euler pada tahun 1736, yang berawal dari
masalah jembatan Konigsberg. Leonhard Euler mengungkapkan bahwa tidak ada
yang pernah berhasil melakukan hal ini, masalahnya adalah bagaimana cara mele-
wati setiap jembatan dari ketujuh jembatan dengan tepat satu kali dari satu tem-
pat dan kembali lagi ketempat semula. Kemudian Euler mampu memecahkan
permasalahan ini dengan memodelkan masalah ini ke dalam graf. Daratan diny-
atakan sebagai titik (verter), dan jembatan dinyatakan sebagai sisi (edge). Ke-
mudian graf ini disebut dengan graf Eulerian. Sejak saat itu graf berkembang
sangat pesat. Beberapa teori yang dikembangkan dalam teori graf adalah pela-
belan, dominating set, coloring, rainbow conection, dan lain-lain. Beberapa con-
toh aplikasi graf adalah jaringan komunikasi, jaringan lalu lintas, pencarian rute
terpendek dan lain-lain.

Salah satu teori yang dikembangkan dalam teori graf adalah pelabelan.
Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek (1963), Stewart (1967),
Kotzig dan Rosa (1970). Suatu pelabelan adalah pemetaan satu-satu yang meme-
takan himpunan dari elemen-elemen graf pada bilangan bulat positif dan mem-
bentuk barisan aritmatika yang disebut label. Berdasarkan elemen-elemen yang
dilabeli maka pelabelan dibagi kedalam tiga jenis, yaitu pelabelan titik (vertex
labeling), pelabelan sisi (edge labeling), dan pelabelan total (total labeling). Pela-
belan titik adalah pelabelan dengan daerah asalnya berupa himpunan titik yang
memenuhi sifat tertentu. Pelabelan sisi adalah pelabelan dengan daerah asalnya
berupa himpunan sisi yang memenuhi sifat tertentu. Sedangkan pelabelan to-
tal adalah pelabelan dengan daerah asalnya berupa himpunan titik dan sisi yang

memenuhi sifat tertentu (Kotzig and Rosa, 1970).
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Pelabelan dikembangkan menjadi pelabelan ajaib dan anti ajaib. Pelabelan
ajaib (magic) pertama kali diperkenalkan oleh Kotzig dan Rosa, yaitu jika jumlah
label sisi di sekitar titik mempunyai bobot yang sama. Sedangkan pelabelan anti
ajaib (antimagic) adalah pengembangan dari pelabelan ajaib (magic) yaitu label
yang mempunyai bobot sisi yang berbeda dan membentuk barisan aritmatika
dengan a sebagai suku pertama dan d sebagai nilai bedanya, dengan a,d adalah
bilangan bulat tak negatif dan a # 0. Pada setiap pelabelan sebuah graf, kemung-
kinan nilai beda untuk barisan aritmatikanya adalah d <t, dimana ¢ merupakan
batas atas untuk nilai beda dan ¢ bilangan bulat positif. Setiap pelabelan graf
memiliki nilai batas atas d yang berbeda (Dafik, 2009). Tujuan dari menentukan
batas atas adalah untuk mengetahui nilai beda maksimum pada suatu pelabelan.

Pelabelan super adalah bila f(V) = {1,2,3,...,p} dan f(E) = {p+1,..,p+
q}. Pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut merupakan suatu graf G =
(V(G), E(G)) dengan H merupakan subgraf dari G dimana untuk setiap sisinya
termuat dalam subgraf H dan G isomorfik dengan H. Inayah et al. (2009)
mengembangkan suatu pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut yaitu bah-
wa suatu pelabelan selimut (a,d)-H-antimagic pada graf G merupakan fungsi bi-
jektif sehingga terdapat barisan aritmatika {a,a + d, a + 2d+, ..., +a + (t — 1)d}.

Hasil-hasil pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut yang sudah dite-
mukan antara lain pelabelan selimut (a,d)-H-anti ajaib super pada graf sun, fun,
dan generalized petersen oleh Karyanti (2012). Inayah (2013) meneliti suatu
pelabelan selimut (a,d)-H-antimagic covering pada graf roda W,,. Keantimagikan
Super Total Selimut pada Gabungan Saling Lepas Graf Shackle Triangular Book
oleh Agustin et al. (2014). Pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut pada
shackle graf triangular book oleh Pudyaningrum (2014). Selanjutnya, pelabelan
super (a,d)-H-antimagic total covering pada graf triangular ladder oleh Jamil
(2014). Berdasarkan pada penelitian sebelumnya, peneliti akan mengembangkan
pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir, dengan
menentukan batas atas dan fungsi bijektif. Graf Semi Jahangir tunggal dino-
tasikan dengan SJ,,. Sedangkan untuk gabungan saling lepas graf Semi Jahangir

dinotasikan dengan ,,,S.J,,.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

1.2

Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah dalam

penelitian ini yaitu:
a. berapa batas atas d super (a,d)-H-antimagic total selimut pada graf Semi

1.3

1.4

1.5

Jahangir tunggal (konektif) dan gabungan saling lepas (diskonektif)?
bagaimana fungsi bijektif super (a,d)-H-antimagic total selimut pada graf

Semi Jahangir tunggal (konektif) dan gabungan saling lepas (diskonektif)?

Batasan Masalah

Adapun batasan masalah dalam penelitian ini antara lain:

. graf yang dilabeli merupakan graf yang terhubung, graf sederhana dan tidak

berarah;
super (a,d)-H-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir gabungan
saling lepas disimbolkan dengan mJS.J,, dengan m > 2, n > 2 dan m,n

adalah bilangan asli.

Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini meliputi:
menentukan batas atas d super (a,d)-H-antimagic total selimut pada graf

Semi Jahangir tunggal (konektif) dan gabungan saling lepas (diskonektif);
menentukan fungsi bijektif super (a,d)-H-antimagic total selimut pada graf

Semi Jahangir tunggal (konektif) dan gabungan saling lepas (diskonektif).

Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini, yaitu:
menambahkan pengetahuan baru dalam bidang teori graf mengenai fungsi

bijektif super (a,d)-H-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir konek-
tif dan diskonektif;

memberi motivasi pada peneliti lain untuk meneliti super (a,d)-H-antimagic
total selimut pada jenis graf yang lainnya;

hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan atau
perluasan ilmu dan aplikasi dalam masalah super (a,d)-H-antimagic total

selimut.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar dan Terminologi Graf

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, F) ditulis dengan
notasi G = (V, E) yang berarti V' merupakan himpunan tak kosong dari titik-
titik (verter) dan F merupakan himpunan sisi (edges) yang menghubungkan sep-
asang titik. Himpunan titik di graf G dinyatakan dengan V(G) = {vy,va, ..., v}
dan himpunan sisi di graf G dinyatakan dengan E(G) = {ej, ea,...,e,} atau
E(G) = {(v1,v2), (v2,v3), (v3,04), ..., (Un_1,v,,) } dimana e = (v;,v;) yang berarti
sisi yang menghubungkan titik v; dan v;. Definisi diatas menyatakan bahwa V
tidak boleh kosong sedangkan E boleh kosong. Jadi, sebuah graf dimungkinkan
tidak mempunyai sisi satu buah pun, tetapi titiknya harus ada minimal satu.
Graf yang hanya memiliki satu buah titik tanpa sebuah sisi dinamakan graf triv-
ial (Munir, 2010). Banyaknya titik di G dinotasikan dengan |V (G)| sedangkan
banyaknya sisi pada graf G disebut size dari G, sering dinotasikan dengan |E(G)|.
Gambar 2.1, G adalah graf dengan |V(G)| = 10 dan |E(G)| = 15, memiliki
himpunan titik V' = {vy, v, v3, vy, 5, Vg, U7, Us, Vg, V19 } dan himpunan sisi £ =

{ela €2, €3, €4, €5, €4, €7, €3, €9, €10, €11, €12, €13, €14, 615}-

G

Gambar 2.1 Contoh Graf G
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Dua buah titik pada graf G dikatakan bertetangga (adjacent) bila kedu-

anya terhubung langsung dengan sebuah sisi. Dengan kata lain, u bertetangga
dengan v jika (u,v) adalah sebuah sisi pada graf G (Purwanto et al., 2006).
Pada graf G, v, bertetangga dengan vs, vs, v;. Sedangkan jika ada sebuah sisi
yang menghubungkan dua titik, maka dapat dikatakan titik tersebut bersisi-
han (incident) dengan sisi tersebut. Pada graf G, vg bersisihan dengan (vy, vg),
(v6, v10), (6, v7)

Derajat (degree) suatu titik adalah jumlah sisi yang bersisihan dengan titik
tersebut, dinotasikan dengan d(v). Derajat minimum dan derajat maksimum
titik-titik di G berturut-turut dinyatakan dengan §(G) dan A(G). Pada gambar
2.1, derajat minimum (6(G)) = 3 dan derajat maksimum (A(G)) = 3. Untuk graf
yang setiap titiknya mempunyai nilai derajat sama maka biasanya dinamakan graf
reguler. Graf G pada gambar 2.1 merupakan graf reguler karena memiliki derajat
yang sama yaitu 3. Dan titik yang tidak mempunyai sisi yang bersisian dengannya,
atau dapat dinyatakan titik yang berderajat 0 dinamakan titik terisolasi (isolated
vertex). Ketika sisi (vy,vq), (v1,v6), dan (v1,v3) pada graf G dihapus maka titik
v, menjadi titik terisolasi.

Jalan (walk) dari suatu graf dinotasikan dengan W (G) adalah barisan hingga
yang diawali dan diakhiri dengan titik dimana unsur-unsurnya saling bergantian
antara titik dan sisi, sedemikian hingga v;v;4; adalah sisi di G untuk setiap
i=0,1,2,n—1, yaitu W(G) = vy, €1, Vg, €, V3, €3, ..., Un_1, €n, Uy Jika jalan W (G)
berlaku vy = v, maka W (G) dikatakan jalan tertutup dan dikatakan jalan ter-
buka jika v; # v,. Sebuah jalan dikatakan lintasan (path) jika semua titiknya
berbeda sedangkan jika semua sisinya berbeda maka dikatakan jejak (trail), de-
ngan kata lain path merupakan trail yang tidak memiliki titik yang berulang.
Panjang sebuah jalan (walk) dihitung dari banyaknya sisi yang dilintasi oleh
jalan tersebut. Sikel didefinisikan suatu lintasan yang tertutup. Pada gambar
2.1, vy, vg, V7, Ug, U2, v1 merupakan sikel, v;, vg, v1g merupakan path (lintasan).

Jarak atau distance dari titik u ke v, dinotasikan dengan d(u,v) dan didefi-
nisikan sebagai panjang lintasan terpendek dari titik u ke titik v. Diameter dari

sebuah graf G adalah jarak maksimum dari sebarang dua tiiik di G yang dino-
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tasikan dengan diamG = max{e(v) : v € V'} dan girth dari sebuah graf G adalah
panjang siklus terpendek dari graf G. Sebagai contoh pada gambar 2.1 jarak dari
titik vy ke vy adalah 2. Diameter dari graf G adalah 2 dan girth 5.

Sebuah graf H adalah sebuah subgraph dari G jika setiap titik pada H
adalah titik dari GG, dan setiap sisi dari H adalah sisi dari G. Dengan kata lain,
V(H) CV(G) dan E(H) C E(G). Hartsfield and Ringel (1994) mengungkapkan
bahwa subgraph H adalah sebuah spanning subgraph dari G jika H mengandung
semua titik dari graf G, atau V(H) C V(G). Pada gambar 2.2 (a) merupakan
contoh spanning subgraph dari G’ dan (b) subgraf dari G .

0

(a) (b)
Gambar 2.2 Contoh Subgraf dan Spanning Subgraf

Dua buah graf G; dan G, dikatakan isomorfik jika terdapat korespondensi
satu-satu antara titik-titik dan sisi-sisi kedua graf tersebut sedemikian sehingga
jika sisi e bersisihan dengan titik v dan v di G, maka sisi ¢’ yang berkorespondensi
di G5 juga harus bersisihan dengan titik ' dan v" di G5. Dari definisi diatas kita
dapat menyederhanakan bahwa dua buah graf isomorfik adalah dua buah graf
yang sama, hanya tampilan secara geometrik kedua graf terlihat berbeda. Contoh

graf isomorfik dapat dilihat pada gambar 2.3 yaitu G, isomorfik dengan Gs.
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Gl G2
Gambar 2.3 Contoh Graf Isomorfik
Matriks ketetanggaan (adjacenvy matriz) adalah matriks yang berordo n x

n. Sebuah matriks ketetanggaan disimbolkan dengan A(G) = [a;;] dari graf G

didefinisikan dengan

aij =

| { 1 jika {v;,v;} € E(G)

0 lainnya

Gambar 2.4 memperlihatkan graf 10 titik dengan matriks ketetanggaannya.

-

o o B O o = o o o=
S [ © @ © | Yl
oo © 9 B O RO O O
_ O O 0O O O = O = O
_ o © = O o O o <o =
S OB O Rk, O FH O O O
O =R O H O O © O = o
= o R O O ©O O = O O
o R O O FH = O o o ©

oSO O O O o000 R K~k O

Gambar 2.4 Graf dengan Matriks Ketetanggaannya
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Berdasarkan ada tidaknya gelang atau sisi ganda pada suatu graf, maka
graf digolongkan menjadi dua jenis yaitu graf sederhana (simple graph), graf yang
tidak mengandung gelang maupun sisi ganda. Sedangkan graf tak sederhana (un-
simple graph), graf yang mengandung sisi ganda atau gelang. Beradasarkan ori-
entasi arah pada sisi, maka secara umum graf dibedakan atas dua jenis yaitu graf
yang sisinya tidak mempunyai orientasi arah disebut graf tak berarah (undirected
graph), sedangkan graf yang setiap sisinya diberikan orientasi arah disebut sebagai
graf berarah (directed graph). Sebuah graf G disebut terhubung (connected) jika
untuk sembarang dua titik u dan v pada G terdapat sebuah path antara u dan v,
sedangkan jika yang terjadi adalah sebaliknya maka G disebut tidak terhubung
(disconnected).

Disjoint union of disconected graph mG didefinisikan sebagai gabungan
saling lepas dari m buah salinan graf G, atau dapat juga dikatakan sebagai graf
dengan m komponen, dimana setiap komponennya adalah graf G. Dengan kata
lain mG = GiUGs UG U ---UG,,, dengan G; = G, = G = --- = G, = G.
Wijaya (2001) menjelaskan misal graf G mempunyai p titik dan ¢ sisi, maka graf
mG mempunyai mp titik dan mq sisi. Pada Gambar 2.5 dapat dilihat contoh graf

gabungan 3G yang mempunyai 3 salinan graf G.

09800709090

G G G 3G

Gambar 2.5 Contoh Disjoint union of disconected graph

2.2 Graf Khusus
Suatu graf disebut graf khusus karena memiliki ciri-ciri tertentu yang mudah
dikenali dan mempunyai keunikan dan karakteristik bentuk khusus. Karakteristik

bentuknya dapat diperluas sampai order n tetapi simetris. Berikut akan dijelaskan
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beberapa contoh graf khusus.

1. Shackle Graf Triangular Book
Shackle Graf triangular book merupakan graf yang terbentuk dari
beberapa Graf triangular book dimana mempunyai tepat satu titik yang
sama. Shackle graf triangular book adalah graf SBt,. Contoh shackle graf
triangular book pada gambar 2.6 (Pudyaningrum, 2014)

Gambar 2.6 Shackle Graf Triangular Book SBts

2. Graf Triangular Ladder
Graf triangular ladder dinotasikan L,,, n > 2 adalah sebuah graf yang
diperoleh dengan melengkapi graf ladder dengan menambahkan sisi u;v;,q
untuk 1 < i <n —1 (Sugeng, 2005). Pada Gambar 2.7 merupakan contoh
dari graf triangular ladder dengan n = 4 (Jamil, 2014)

Gambar 2.7 Contoh Graf Triangular Ladder Ly
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3. Joint Graf Lintasan dan Graf Lingkaran
Joint graf merupakan salah satu operasi graf, joint graf (G;+G5) meru-
pakan joint dari graf G; dan G, dinotasikan dengan G = (G + G3). Gam-
bar 2.8 merupakan joint graf dari graf lintasan dan graf lingkaran (Harsya,
2015).

Gambar 2.8 Contoh Joint Graf Lintasan dan Graf Lingkaran (Cs + Ps)

4. Amalgamasi Graf Bintang
Amalgamasi dinotasikan dengan Amal(H;,v;). Misalkan H,; adalah
suatu graf berhingga dan setiap H; mempunyai suatu titik v; yang disebut
titik pusat. Contoh amalgamasi graf bintang dapat dilihat pada gambar 2.9
(Harsya, 2015).

5. Graf Jahangir
Graf Jahangir adalah generalisasi dari graf roda dengan menambahkan
satu titik diantara dua titik yang bertetangga (kecuali titik pusat). Graf
Jahangir dinotasikan dengan .J,,. Berikut contoh graf Jahangir dapat dilihat
pada gambar 2.10 (K. Ali and Tomescu, 2007).
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Gambar 2.9 Contoh Amalgamasi Graf Bintang Amal(Ss, 1, 3)

Gambar 2.10 Contoh Graf Jahangir Jg

11
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6. Graf Semi Jahangir

Graf Semi Jahangir adalah graf yang terbentuk dari graf Jahangir
dengan menghilangkan satu titik yang berderajat dua. Graf Semi Jahangir
dinotasikan dengan S.J, dengan n > 2. Himpunan titik graf SJ, adalah
V= {p,zi,yp;1 <1 < n+1;1 <k < n} dan himpunan sisinya £ =
{pri;1 <i<n+1} U {ry;l <i<n}U{zy;l <i<n}, sehingga
kardinalitas |V| = 2n 4 2 dan sisi |E| = 3n + 1. Berikut contoh graf Semi
Jahangir dapat dilihat pada gambar 2.11.

Gambar 2.11 Contoh Graf Semi Jahangir SJg

2.3 Fungsi dan Barisan Aritmatika

Fungsi adalah relasi dari himpunan A ke himpunan B yang memasangkan
setiap anggota himpunan A tepat satu dengan anggota himpunan B. Fungsi
dinoatsikan dengan f : A — B adalah aturan korespondensi yang menghubungkan
setiap z € A dengan tepat satu anggota B. Himpunan A yaitu himpunan yang
memuat elemen pertama dari elemen-elemen dalam f, disebut domain fdan dapat
dinyatakan sebagai D;. Himpunan B yaitu himpunan yang memuat elemen kedua
dari elemen-elemen dalam f, disebut range f dan dinyatakan sebagai R;. Notasi
f : A — B menunjukkan bahwa f merupakan fungsi dari A ke B, yang sering
juga dibaca ” f adalah pemetaan dari A ke B”, atau ” f memetakan A ke B”. Jika
(a,b) anggota dari f, maka b = f(a) untuk (a,b) € f. Secara umum, fungsi dapat
dibedakan menjadi 3, yaitu:
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1. Fungsi f : A — B disebut fungsi satu-satu (injektif) jika dan hanya jika
untuk sebarang x; dan x5 anggota himpunan A, diman z; tidak sama dengan
xo maka berlaku f(x1) # f(x2).

2. Fungsi f: A — B disebut fungsi kepada atau fungsi surjektif jika dan hanya
jika range f(Ry) sama dengan B atau f : A — B merupakan fungsi onto
jika Ry = B,Vx € A. Dengan kata lain, suatu kodomain fungsi surjektif

sama dengan range atau daerah hasil.

3. Fungsi f: A — B disebut fungsi bijektif apabila fungsi tersebut merupakan

fungsi injektif sekaligus fungsi surjektif.

Gambar 2.12 menunjukkan fungsi injektif, surjektif dan bijektif.

A B A B A B

(1) (2) (3)

Gambar 2.12 (a) fungsi injektif, (b) fungsi surjektif dan (c) fungsi bijektif

Barisan aritmatika adalah suatu barisan yang teratur, dengan a adalah
suku pertama dan selisih bilangan-bilangan berurutan pada barisan aritmatika
disebut beda b = U, — U, _; yang selalu bernilai sama untuk membentuk suatu
deret Uy, Us, U, ...,U,_1,U, dimana Uy — Uy = Us — U, = ... = U, —U,_1 =

konstanta
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7,10,13,16,19, ...

Barisan diatas memiliki selisih yang sama yaitu 3. Jika suku pertama U; = a
untuk menentukan nilai suku ke-n, perhatikan penurunan rumus berikut:

Uy—-U=b=U=U+b=a+b

Us—Uy=b=Us=Us+b=a+b+b=a+2b

U —-Us=b=U,=Us+b=a+2b+b=a+3D

Up=Up1=b=U,=Up1+b=a+ (n—1)b

Sehingga rumus suku ke-n dari suatu deret aritmatika adalah a + (n — 1)b.

2.4 Pelabelan Graf
2.4.1 Definisi Pelabelan Graf

Pelabelan pada suatu graf adalah pemetaan atau fungsi yang memasangkan
unsur-unsur titik dan sisi dengan bilangan bulat positif. Fungsi yang memetakan
himpunan elemen-elemen graf ke himpunan bilangan bulat positif disebut fungsi
bijektif jika ada dua buah elemen yang berbeda dan semua elemen pada graf
dinomori dengan bilangan bulat positif yang berbeda. Pelabelan titik (vertex
labelling) adalah pelabelan dengan domain himpunan titik, jika domainnya him-
punan sisi disebut pelabelan sisi (edge labelling) dan jika domainnya gabungan
himpunan titik dan sisi, maka pelabelannya disebut pelabelan total (total la-
bellings) (Wallis, 2001). Gambar 2.13 menunjukkan pelabelan titik, pelabelan
sisi, dan pelabelan total. Secara matematis, definisi pelabelan dapat dituliskan

sebagai berikut:

Pelabelan graf G = (V| E) adalah pemetaan D — N, dimana D : domain dan N
: himpunan label graf G, jika :

a. D =V adalah pelabelan titik
b. D = E adalah pelabelan sisi

c. D =V U FE adalah pelabelan total
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Gambar 2.13 (a) pelabelan titik, (b) pelabelan sisi, (¢) pelabelan total

15
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Misalkan G graf dengan himpunan titik V' dan himpunan sisi . Pelabelan
titik, jumlah label dua titik yang menempel pada sisi disebut bobot sisi. Jika
semua jumlah label dua titik mempunyai bobot sisi sama maka disebut pelabelan
titik sisi ajaib (edge magic vertex labelling). Jika semua jumlah label dua titik
mempunyai bobot sisi yang berbeda dan membentuk barisan aritmatika dengan
a suku pertama dan d sebagai nilai bedanya maka disebut pelabelan sisi anti
ajaib (edge antimagic vertex labelling). Pelabelan total, jumlah label sisi dan
label dua titik yang menempel pada suatu sisi disebut bobot sisi. Pelabelan total
sisi ajaib adalah jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang sama. Sedangkan
jika semua sisi mempunyai bobot sisi yang berbeda dan himpunan bobot sisi dari
semua sisi membentuk barisan aritmatika dengan suku pertama a dan nilai beda
d maka pelabelan tersebut disebut pelabelan total sisi anti ajaib (pelabelan total
sisi antimagic) (Dafik et al., 2008).

2.4.2 Pelabelan Selimut-H-Antimagic

Pelabelan selimut-H anti ajaib (antimagic) super pada graf G dengan v
titik dan e sisi didefinisikan sebagai fungsi bijektif dari titik-titik dan sisi-sisi pada
himpunan bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi, secara matematis
ditulis dalam bentuk f : V(G)J E(G) — {1,2,3, ..., |[V(G)|+|E(G)|} dengan sifat
bahwa setiap subgraf dari G yang isomorfik dengan H dimana H juga subgraf dari
G mempunyai total label w(H) yang berbeda, w(H) = Epev () f (V) + Zeenm) f ().
Graf G dikatakan memiliki pelabelan H anti ajaib super jika himpunan titik V' (G)
merupakan pemetaan bijektif f ke himpunan {1,2,3,...,|V(G)|} (Gutierrez and
Llado, 2005)

2.5 Lemma Batas Atas
Lemma 2.5.1. Jika sebuah graf G(V,E) adalah pelabelan super (a,d)-H an-

timagic total covering maka

(pe — pu)pe + (96 — qu)qu
s—1

d<

untuk s = |Hy|, pa = |V|, ¢ = |E|, pa = |V'|, qg = |E'|
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Bukti. f(V)=1,2,3,..,pc dan f(E) = pc + 1,pc + 2,pc + 2, .., pc + qa. Mis-
alkan graf (pg, go) mempunyai pelabelan super (a,d)-H antimagic total dengan
fungsi total f(total) = {1,2,3,4,5,6, ..., pc + qg} maka himpunan bobot sebuah
graf adalah {a,a+d,a+2d,...,a+ (s—1)d} dimana a merupakan bobot terkecil

maka berlaku:

1+2+ . . +pu+ e+ )+ wa+2)+...+(pa+aqu) < a
p q
7H(1+pH)+QHpG’+7H(1+QH) < a

2 2
PH  PH qH  4H
£ PH A IH o
2+2+C_IHPG+2+2 S a

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a+(s—1)d < pg+(pe—1)+®c—2)+..4+ (pc — (pa — 1)) + (pc + 9c)
+(pe + 96— 1)+ (pa +9¢ —2) + ... + (pg + 9¢ — (qur — 1))

pg — 1
= pHPG — H2 (14 (pa — 1)) + qupc + quqc
Gea 71
~2H 2 (0 (g = 1)
g—1 qg — 1
= DPHPG — 5 (pu) + qupc + quqc — 7 (qm)
pg — 1 qg — 1
(s—1)d < pupe— H2 (pu) + qupe + qugc — H2 (qu) — a
pr — 1 qu — 1
Spwm-Q (pu) + qupc + qugc — 2(%%
2 2
by P qH q
(7+7H+QHPG+7+7H)
2 2 2 2
_ Vi pr I R N S

= puPc + qmac — Ph — Qi
= pHDG — p%{ + quqc — Q?{

= (pc — pu)pu + (49¢ — qu)an
(pe — pu)pu + (96 — qu)an

(s —1)
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PG _pH)pI; -_F qu —qm)qH jika

graf G memiliki super (a,d)-H-antimagic total covering dari berbagai famili graf
(Dafik, 2007) U

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d < (

2.6 Aplikasi Graf

Dafik (2015) memberikan contoh aplikasi dari super (a,d)-edge antimagic
graph labeling. Aplikasi tersebut digunakan untuk membangun kalimat sandi dari
sebuah pesan yang dikeluarkan oleh perbankan ke kapada suatu perusahaan, agar
mempermudah melakukan kerja sama dan pesan tersebut bersifat rahasia. Pesan
dalam kalimat tersebut adalah: ”kode akses anda 24593”. Kalimat rahasia
dari pesan di atas akan dikembangkan melalui teknik pelabelan super (a,d) — H
antimagic total selimut.

Pertama kali harus didata huruf dan angka yang digunakan dalam pesan di
atas yaitu a, d, e, k, n, o, s, 2, 3, 4, 5,9 (spasi dan tanda baca diabaikan). Setelah
mengetahui huruf dan angka yang digunakan dibangunlah diagram pohon yang
berakar di label 1, kemudian lengkapi label sisinya hingga bobot total membentuk
dengan d=9, pelabelan antimagic selimut pada graf Semi Jahangir.

Gambar 2.14 menunjukkan pelabelan pada graf Semi Jahangir S.Js dengan
d = 9 dan gambar 2.15 adalah graf tree dengan pelabelan yang sama pada graf
SJg dengan d = 9.

Gambar 2.14 Graf Semi Jahangir S.Js dengan d = 9


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

19

Gambar 2.15 Graf tree

Kemudian letakkan huruf-huruf yang digunakan sesuai urutan abjad, dan
urutkan label sisinya, maka terlihat bahwa ciphertext dari huruf a=1522, d=1623,
e=1624, k=1725, n=1726, 0=1827, s=1828, 2=1929, 3=1930, 4=2031, 5=2032,
9=2133.

Dengan demikian pesan rahasia tanpa spasi dan tanda baca menjadi: 1725182
71623162415221725182816241828152217261623152219292031203221331930.

Agar lebih efisien, kombinasikan label sisi tadi dengan cara menerapkan
teknik cryptosystem mudolo 26 terhadap masing-masing hurufnya a=mod(1522,26)
=14, d=mod(1623,26)=11, e=mod(1624,26)=12, k=mod(1725,26)=9, n=mod (172
6,26)=10, o=mod(1827,26)=7, s=mod(1828,26)=8, 2=mod(1929,26)=5, 3=mod(1
930,26)=6, 4=mod(2031,26)=3, 5=mod(2032,26)=4, 9=mod(2133,26)=1. Berda-
sarkan pengkodean polyalphabetic dimana 0=a, 1=b, 2=c, 3=d, 4=e, 5=f, 6=g,
7=h, 8=i, 9=j, 10=k, 11=], 12=m, 13=n, 14=0, 15=p, 16=q, 17=r, 18=s, 19=t,
20=u, 21=v, 22=w, 23=x, 24=y, dan 25=z, maka hasil konversinya yaitu a=o,
d=l, e=m, k=j, n=k, o=h, s=i, 2=f, 3=g, 4=d, 5=e, 9=a. Sehingga dihasilkan
pesan rahasia sebagai berikut: jhlm ojimi oklo fdeag.

Apabila pesan rahasia tersebut dikembalikan ke pesan semula menjadi ”kode
akses anda 24593

2.7 Hasil - hasil Penelitian Pelabelan Selimut H-Antimagic
Beberapa ringkasan hasil penelitian pelabelan selimut H-Antimagic yang

juga dapat digunakan sebagai rujukan dalam penelitian ini akan disajikan sebagai
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berikut :

Tabel 2.1: Hasil pelabelan selimut super (a, d)-H-antimagic.

Graf a d Hasil

W, (Wheel) 3hn +5 d=3 H=0C3

2hn +3h +n d=1

(Inayah, 2013)
P, 1(Generalized Petersen ) 3+ 14n — 3|n/2| d=2 H=Ki3

(Karyanti, 2012)
F,.(Fan) 12+ 4n + |n/2] d=4 H=Cs

8 +6n+ [n/2] d=2

(Karyanti, 2012)

12n4+5+4+ |n/2| d=2 |

(Karyanti, 2012)
L, (Triangular Ladder) 16n — 3 d=0 H=0Cs

15n — 1 d=1

(Jamil, 2014)
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Graf a d Hasil

S Bty (Shackle Graf Triangular book) 36n + 84 d=96 H = Bt3+2e
73n + 47 d=15

(Pudyaningrum, 2014)



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif. Langkah-

langkah dalam metode deduktif yaitu memilih graf, lalu mencari kardinalitas dari
elemen graf beserta batas atasnya, melabeli sampai terbentuk pola. Setelah itu
dicari pelabelan sisi pada graf sedemikian hingga menghasilkan bobot total yang
membentuk barisan aritmatika. Langkah akhir dalam metode ini adalah menen-
tukan fungsi bijektif untuk pelabelan total graf. Metode ini digunakan pada pela-
belan super (a, d)-H antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir tunggal dan

gabungan.

3.2 Rancangan Penelitian
Adapun rancangan penelitian ini digunakan untuk memberikan gambaran
secara sistematis dalam penelitian dan untuk menghindari terjadinya perbedaan

pengertian makna. Rancangan penelitian yang dimaksud adalah sebagai berikut:
1. Penotasian Titik dan Sisi

Graf semi jahangir adalah graf SJ, dengan 2n + 2 titik V(SJ,) =
{p,xi,yr;1 <i<n+1;1 <k <n}dan3n+1sisi E(SJ,) = {pr;;1 <
i <n+1} U{zy;l <i <n}U{zny;l <i<n} Adapun gabungan
graf Semi Jahangir m.SJ, didefinisikan sebagai gabungan dari sebanyak m
graf Semi Jahangir yang mempunyai titik V(mS.J,) = {p/,z},y};1 < i <
n+1;1<k<n;1<j<m} dansisi E(mSJ,) = {plzl;1<i<n+1;1<
F<m}uU{aly;1<i<ml1<j<m}u{zl y/;1<i<n;1<j<m}

7

2. Indikator Pelabelan
Indikator pelabelan selimut super H antimagic pada graf Semi Ja-
hangir dalam penelitian ini adalah:
(a) Label titik berbeda semua
Label titik pada pelabelan selimut super S.J,,-antimagic pada graf
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Semi Jahangir merupakan fungsi bijektif dari himpunan titik pada graf

Semi Jahangir ke bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik.

(b) Label sisi berbeda semua
Label sisi untuk pelabelan selimut super S.J,-antimagic pada graf
Semi Jahangir merupakan fungsi bijektif dari himpunan sisi pada graf
Semi Jahangir ke bilangan bulat dari banyaknya titik ditambah 1 sam-

pai sejumlah titik dan sisi.
(c) Total label selimut S.J,, sebagai subgraf pada graf Semi Jahangir mem-

punyai nilai konstan untuk subgrafnya.

Gambar 3.1 dan 3.2 merupakan contoh graf Semi Jahangir tunggal dan gabungan

saling lepas dengan penotasian titik dan sisinya.

Gambar 3.1 Super (a,d)-H-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir konektif
SJs


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

24

Gambar 3.2 Super (a, d)-H-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir diskonektif
SJs
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Teknik Penelitian
Penelitian ini dilakukan pada graf Semi Jahangir S.J,, dan gabungan graf
Jahangir mSJ,. Adapun teknik penelitian adalah sebagai berikut:

. Menghitung jumlah titik pG dan sisi ¢G pada graf Semi Jahangir S.J,

Menentukan batas atas nilai beda d pada graf Semi Jahangir S.J,

Menentukan label HAVC (H Antimagic Vertex Covering) atau pelabelan
titik (a,d)-selimut antimagic pada graf Semi Jahangir S.J,

. Apabila label HAVC berlaku untuk beberapa graf maka dikatakan pelabelan

itu expandable sehingga dilanjutkan menentukan fungsi bijektif dari HAVC
pada graf Semi Jahangir S.J,

Menentukan fungsi bijektif HAVC pada graf Semi Jahangir S.J,

Melabeli gabungan graf Semi Jahangir mS.J, dengan SHATC (Super H
Antimagic Total Covering) atau pelabelan total super (a,d)-H-antimagic

covering dengan nilai beda d yang feasible

Menentukan fungsi bijektif pelabelan total super (a,d)-H-antimagic covering

gabungan graf Semi Jahangir mS.J,.

Penelitian ini akan menemukan berbagai pola pelabelan super (a,d)-H an-

timagic total selimut dengan berbagai nilai awal a serta nilai beda d. Sehingga

penelitian ini juga dapat dinyatakan dalam pelabelan super (a,d)-H antimagic

total

selimut pada graf Semi Jahangir.

Teknik penelitian yang dilakukan pada gabungan saling lepas dar graf Semi

Jahangir juga sama dengan teknik penelitian seperti yang telah disebutkan diatas

namun teknik tersebut diterapkan pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir.

Dalam penelitian selanjutnya, graf konektif maupun diskonektif dari graf Semi

Jahangir di atas akan dilakukan untuk order n

Secara umum, langkah-langkah penelitian di atas dapat juga disajikan dalam

bagan alir pada Gambar 3.3
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\
Pelabelan Graf

y

Menentukan himpunan titik |5 | Menghitung jumlah titik p
dan sisi SJ, dan sisi ¢ pada SJ,

i

Menentukan batas atas nilai
beda d

i

Menentukan label HAVC |

Menentukan fungsi bijektif

HAVC
‘l] Ya

Terdeteksi
pola

Tidak

Menentukan fungsi bijektif
dari bobot selimut HAVC

¥

Melabeli selimut berdasarkan HAV C dan
menentukan fungsi bijektifnya pada gabungan
graf semi jahangir untuk setiap d yang mungkin

Menentukan fungsi bijektif
SHATC

Gambar 3.3 Flowchart super (a,d)-H total selimut
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan diberikan penjelasan terkait dengan hasil penelitian pela-
belan super ‘H antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir dengan hasil akhir
berupa teorema baru pelabelan super H antimagic total selimut pada graf Semi
Jahangir. Penelitian ini diawali dengan menentukan nilai batas atas (d), menen-
tukan HAV dan bobot selimut HAV kemudian menentukan SHATC dan selan-
jutnya bobot selimut total SHATC untuk membuktikan bahwa gabungan graf
ini merupakan SHATC.

Hasil utama dari penelitian yang akan dibahas terkait dengan pelabelan
super ‘H antimagic total selimut pada graf S.J,, adalah lemma dan teorema. Ter-
dapat 1 lemma yang akan digunakan untuk menetukan batas atas dan 22 teorema
baru yang terdiri dari 17 teorema untuk konektif dan 5 teorema untuk diskonek-
tif. Untuk konektif terdapat 4 formasi label titik. Formasi pertama terdiri dari 11
permutasi, formasi kedua terdiri dari 4 permutasi, formasi ketiga terdiri dari 1 per-
mutasi, dan formasi keempat terdiri dari 1 permutasi. Dan untuk diskonektif ter-
dapat 2 formasi label titik. Formasi pertama terditi dari 4 perputasi dan formasi
kedua terdiri dari 1 permutasi. Format penyajian temuan penelitian dalam bab
ini diawali dengan pernyataan teorema kemudian dilanjutkan dengan bukti dan
contoh gambar atau ilustrasi sebagai visualisasi kebenaran pembuktian teorema.
Berikut ini akan dijelaskan tahap-tahap bagaimana teorema tersebut ditemukan

sekaligus menjawab rumusan masalah yang telah disajikan sebelumnya.

4.1 Super (a,d)-H Antimagic Total Selimut pada Graf Semi Jahangir
Konektif
Penentuan batas atas d merupakan hal yang penting dalam penelitian ini.
Batas atas ini adalah titik penting yang mengisyaratkan seberapa banyak nilai
beda yang mungkin dimiliki oleh graf Semi Jahangir maupun gabungan saling

lepasnya dalam pelabelan super antimagic total selimut. Untuk menentukan nilai-
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nilai d tersebut, perlu diketahui jumlah titik (pg) dan jumlah sisi (qg), serta
jumlah titik (py) dan jumlah sisi (¢m) pada subgraf atau pada selimut graf Semi
Jahangir tunggal maupun gabungannya beserta jumlah selimutnya (s).

Berdasarkan definisi, graf Semi Jahangir adalah graf S.J,, dengan titik V'(SJ,,)
={p,xi,yp;untuk 1 <i<n+1, 1 <k <n}dansisi £(SJ,) = {pr;;1 <i<
n+1} U {zy;l <i <n} U {yzi;1 < i <n}. Nilai n yang dimaksudkan
adalah banyaknya expand graf Semi Jahangir dari samping kiri ke kanan.

Graf Semi Jahangir dengan n yang berbeda, didapatkan rumusan jumlah
titik pada graf Semi Jahangir SJ, adalah pg = 2n 4 2. Sedangkan jumlah sisi
pada graf Semi Jahangir SJ, adalah g = 3n+1. Selimut pada graf Semi Jahangir
SJ, berupa subgraf dari graf Semi Jahangir yaitu Cy, maka jumlah titik selimut
pu = 4, sedangkan jumlah sisi selimut ¢y = 4 dan rumusan jumlah selimut Semi
Jahangir SJ, adalah n. Gambar 4.1 merupakan ilustrasi dari penentuan jumlah
titik dan jumlah sisi pada graf Semi Jahangir.

Batas atas d graf Semi Jahangir SJ,, dapat ditentukan dengan menggunakan

Lemma 2.5.1 yaitu sebagai berikut:

Observasi 4.1.1. Jika graf Semi Jahangir SJ, memiliki pelabelan super (a,d)-H

antimagic total selimut maka d < 20.

Bukti. Graf Semi Jahangir S.J,, memiliki himpunan titik V/(SJ,) = {p, x;, yx
suntuk 1 <i<n+1,1 <k <n}dansisi E(SJ,) ={pr;1<i<n+1} U
{z;y;;1 <i <n} U{yzir1;1 <i < n}. Sedangkan jumlah titik pg = 2n + 2 dan
sisi g = 3n+ 1, dan jumlah titik selimut adalah py = 4 serta jumlah sisi selimut
qg = 4 dengan jumlah selimut n. Sesuai dengan Lemma 2.5.1, batas atas nilai
beda d adalah sebagai berikut:

(pe — pu)pe + (96 — qu)qu
s—1
2n+2—-4)4+Bn+1—-4)4
n—1
(2n —2)4+ (3n — 3)4
n—1
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~ 20n—20

N n—1

B 20(n —1)

N n—1
d < 20

Karena pelabelan SHAT selalu menggunakan bilangan bulat tak negatif, maka
nilai d > 0 dan d adalah bilangan bulat tak negatif, sehingga d € {0, 1,2,3,...,20}.
O

n <2
jumlah titik = 6

jumlah sisi = 7

=
jumlah titik = 8

jumlah sisi = 10

(b)
Gambar 4.1 Jumlah titik dan sisi graf pada (a) SJs2, (b) SJ3, dan (c) SJy
Selanjutnya penentuan fungsi bijektif pelabelan selimut super (a, d)-H-anti-

magic akan disesuaikan dengan nilai d yang telah ditetapkan. Untuk menen-

tukan pelabelan selimut super H antimagic pada graf Semi Jahangir digunakan
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metode yang terdiri dari beberapa langkah. Metode ini diawali dengan menggu-
nakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pelabelan yang
berlaku pada batas i yang telah ditemukan. Untuk penentuan pola secara umum
digunakan fungsi-fungsi barisan aritmatika, fungsi ini pada akhirnya merupakan
fungsi bijektif pada graf yang diteliti. Setelah fungsi bijektif diketahui selanjutnya
dilakukan pembuktian secara deduktif matematik untuk membuktikan kebenaran
dari teorema yang didapat. Sebagai catatan, teorema dalam penelitian ini adalah
bukan teorema yang bitmplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya
dilakukan satu arah.

Berdasarkan hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan kon-
sep barisan aritmatika, maka diperoleh beberapa teorema dan akibat sebagai
berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal
(berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (ez-
istence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah menentu
kan pelabelan super H antimagic total selimut dengan terlebih dahulu menen-
tukan fungsi bijektif melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan
aritmatika dari titik dan sisi graf Semi Jahangir S.J,, dimana titik V(SJ,) =
{p,xi,yp;untuk 1 < i <n+1, 1 <k <n}dansisi E(SJ,) = {pr;;1 <i <
n+1} U{zy; 1 <i<n}U{yzi;1 <i<n}untuk n > 2.

o Teorema 4.1.1. Ada pelabelan super (225522 0)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n genap. Dan super (%, 0)-
(Cy)-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2 dengan n

ganygil.

Bukti. Labeli titik graf Semi Jahangir S.J, dengan fungsi bijektif «;. Fungsi
titik dari a; adalah sebagai berikut:

al(p) - 17
ar(r;)) = i+ 1luntuk 1 <i<n+1

a1(y;)) = n+i+2,untuk 1 <i<n
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Dapat dilihat bahwa a; adalah fungsi bijektif yang memetakan S.J,, ke him-
punan bilangan asli {1,2,...,2n+2}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot selimut
dari pelabelan total selimut pada graf Semi Jahangir dimana bobot selimut terse-
but diperoleh dari penjumlahan 4 label titik dari H = C} sebagai selimutnya,
maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan sebagai berikut:

Wo, = o1(p)+ ar(w) + ar(wiq1) + ar(ys)
— W+ (+D)+G+1+D)+(n+i+2)
= n+3i+6,untuk 1 <71<n

Langkah selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan label
sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir SJ,, dengan fungsi bijektif a;; dapat dituliskan
sebagai berikut:

Antitd  untuk 1 <i<n+1,i ganjil

ai(pz;)) = ntit8 - untuk 1 <4 <n+1,igenap,n genap
ntitd - untuk 1 < i <n+1,igenap,n ganjil
10n — 47+ 8 )
o () = %,untuk 1<i<n,
10n — 47 + 10
a1(yizit1) = Nl s 2Z it ,untuk 1 <17 < n,

Jika W, didefinisikan sebagai bobot total selimut graf Semi Jahangir, maka
W,, didapatkan dari penjumlahan bobot selimut w,, dengan fungsi label sisinya.

Fungsi bobot total untuk n genap :

Wa, = Wa, +oa(px;) + 01(p2iv1) + oa(xiyi) + 1 (yititr)
3 In+1+5 Sn+1+1+6 10n — 47 + 8
= (+3i+6)+ () + () + () +
10n — 47 + 10
(R
31n + 42

— T,untukl <i<n
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Fungsi bobot total untuk n ganjil :

Wai = Way +a1(pz;) + a1(priv1) + ar(ziys) + on (Yiis)
: dn+1i+5 on+t+1+4+5 10n — 47+ 8
= (n+3i+6)+( 5 )+ ( 5 )+ ( 5 ) +
10n — 42 4+ 10

(=t 10,
31 41

= %,un‘cuk 1 <i<n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,, = {3142 slntaz - 3lntd2)

untuk n genap. Karena U, = a + (n — 1)b = 322 4 (n — 1)0 = 3% maka

terbuktilah bahwa ada pelabelan super (322 0)-(C,) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2 dengan n genap. Dan untuk n ganjil

barisan aritmatika dari W,, = {3l Sntdl | 3ntdly Karena U, = a+ (n—

)b = 31”—;41 +(n—1)0 = % maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super

(%, 0)-(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir S.J,, untuk n > 2
dengan n ganjil. O

Gambar 4.2 merupakan contoh super (114,0)-(Cy) antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir S.Js untuk n > 2 dengan n genap.

Gambar 4.2 Super (114, 0)-(C4) antimagic total selimut pada SJs
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Gambar 4.3 merupakan contoh super (98,0)-(C,)-antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir S.J; untuk n > 2 dengan n ganjil.

Gambar 4.3 Super (98,0)-(Cy) antimagic total selimut pada S.J;

Pada Gambar 4.2 merupakan graf SJ,, dengan n = 6, pelabelan total selimut
pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,, = {114,114, 114,114,114,
114} dengan d = 0 dan a = 114. Sedangkan pada Gambar 4.3 merupakan graf
SJ, dengan n = 5, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan
aritmatika W,, = {98,98,98,98,98} dengan d = 0 dan a = 98.

o Teorema 4.1.2. Ada pelabelan super (15n+21,1)-(Cy) antimagic total selimut
SHATC pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bilangan
asli sama seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga untuk fungsi titiknya as(p) =
a1(p), as(x;) = aq(xy), as(y;) = aq(y;). Maka untuk fungsi bobot selimutnya
Wy, = Wq,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan label
sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir SJ,, dengan fungsi bijektif as dapat dituliskan
sebagai berikut:

az(pr;) = 2n+i+2,untuk 1 <i<n+1,
ag(zy;)) = bn—2i+4,untuk 1 <i <n,

ao(yxir1) = 5n—2i+ 5, untuk 1 < i < n,

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
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maka W,, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut w,, dengan fungsi label

sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Way = Way + @a(p;) + a2(prigr) + co(@iy;) + ao(yiisr),
= n+3i+6)+2n+i+2)+2n+i+1+2)+ (bn—2i+4)
+(bn — 2i +5)
= 15n+1+20,untuk 1 <i<n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,, = {15n+21, 15n+22, ..., 16n+
20}. Karena U,, = a+(n—1)b = 15n+21+ (n—1)1 = 16n+ 20 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan super (15n + 21, 1)-(C}) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJ, untuk n > 2. O

Gambar 4.4 merupakan contoh super (111,1)-(Cy) antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir SJg.

Gambar 4.4 Super (111, 1)-(C4) antimagic total selimut pada SJs

Pada Gambar 4.4 merupakan graf S.J,, dengan n = 6, pelabelan total selimut
pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,, = {111,112, 113,114, 115,
116} dengan d = 1 dan a = 111.

o Teorema 4.1.3. Ada pelabelan super (2241 2)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n genap. Dan super (%, 2)-
(Cy)-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n
ganygil.
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Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bi-
langan asli sama seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga untuk fungsi titiknya
asz(p) = ai(p), az(z;) = ai(z;), as(y;) = a1(y;). Maka untuk fungsi bobot
selimutnya w,, = w,,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diper-
lukan label sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir S.J,, dengan fungsi bijektif a3 dapat

dituliskan sebagai berikut:

W, untuk ¢ ganjil dan n genap, ¢ genap dan n ganjil
as(pr;) = w, untuk 1 <i < n+ 1,4 genap,n genap
%, untuk 1 < i <n+ 1,4 ganjil, n ganjil
10n — 42+ 8
as(zy;) = nfl_l_, untukl < i <n,
6n +4i+6 ;
as3(YiTiy1) = 2 2 untukl < i < n,

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot total selimut graf Semi Jahangir, maka
W,, didapatkan dari penjumlahan bobot selimut w,, dengan fungsi label sisinya.

Fungsi bobot total untuk n genap :

Way = Way + a3(p;) + a3(priv1) + as(@iyi) + o3(Yizir1)
: on—1i+7 bn—(i+1)+38 10n —4i + 8
= (43t + (M) A D), Dok

6n+4:+6
()
29n + 47 + 40

= —— mtuk1 <i<n

) +
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Fungsi bobot total untuk n ganjil :

Way = Way + a3(p;) + as(privr) + as(@yi) + as(yivizr)
6n—i+7 bn—(i+1)+7 10n —4i+8

= (n+3i+6)+( 5 )+ ( 5 )+ ( 5 )+
6n+4i+6
(%)
2 4i

= w,umukl <i<n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W, = {2544 20048 330440}

untuk n genap. Karena U, = a + (n — 1)b = 228 4 (n — 1)2 = 320 maka

terbuktilah bahwa ada pelabelan super (2% 2)-(Cy) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n genap. Dan untuk n ganjil

barisan aritmatika dari W,, = {2248 2ndl 35381 Karena U, = a+ (n—

1)b = 2 4 (n — 1)2 = 329 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super

(%, 2)-(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir S.J,, untuk n > 2

dengan n ganjil. 0

Gambar 4.5 merupakan contoh super (109, 2)-(Cy)-antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir SJg untuk n > 2 dengan n genap.

Gambar 4.5 Super (109, 2)-(C4) antimagic total selimut pada S.Js
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Gambar 4.6 merupakan contoh super (94,2)-(Cy)-antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir S.J; untuk n > 2 dengan n ganjil.

Gambar 4.6 Super (94,2)-(Cy) antimagic total selimut pada S.Js

Pada Gambar 4.5 merupakan graf SJ,, dengan n = 6, pelabelan total selimut
pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,, = {109,111, 113,115,117,
119} dengan d = 2 dan a = 109. Sedangkan pada Gambar 4.6 merupakan graf
SJ, dengan n = 5, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan
aritmatika W,, = {94, 96,98, 100, 102} dengan d = 2 dan a = 94.

o Teorema 4.1.4. Ada pelabelan super (15n+ 21, 3)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bilangan
asli sama seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga untuk fungsi titiknya a4(p) =
a1(p), ag(z;) = oq(xy), as(y;)) = aq(y;). Maka untuk fungsi bobot selimutnya
Wy, = Wa,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan label
sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir SJ,, dengan fungsi bijektif oy dapat dituliskan
sebagai berikut:

ay(pr;) = 5n—3i+6,untuk]l <i<mn+1,
ag(ry;)) = 2n+3i+ 1, untukl <7 <mn,

Oé4(yl'.§lfi+1) = 2n+ 3+ 2, untuk1 < 0 < n,

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
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maka W,, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut w,, dengan fungsi label

sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wo, = Way +au(pzi) + aa(piv1) + aua(ziyi) + au(yiviva),
= n+3i+6)+(n—3i+6)+Bn—-3(i+1)+6)+ 2n+3i+1)
+(2n + 3i+ 2)
= 15n+3i+ 18, untuk 1 <7< n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,, = {15n+21, 15n+24, ..., 18n+
18}. Karena U, = a+ (n—1)b = 15n+21+4 (n—1)3 = 18n+ 18 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan super (15n + 21, 3)-(C}) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJ, untuk n > 2. O

Gambar 4.7 merupakan contoh super (111, 3)-(Cy) antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir SJg.

Gambar 4.7 Super (111, 3)-(C4) antimagic total selimut pada S.Js

Pada Gambar 4.7 merupakan graf S.J,, dengan n = 6, pelabelan total selimut
pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,, = {111, 114, 117,120, 123,
126} dengan d = 3 dan a = 111.

o Teorema 4.1.5. Ada pelabelan super (225818 4)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n genap. Dan super (%, 4)-
(Cy)-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n

ganygil.
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Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bi-
langan asli sama seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga untuk fungsi titiknya
as(p) = ai(p), as(z;) = ai(z;), as(y;) = a(y;). Maka untuk fungsi bobot
selimutnya w,, = w,,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diper-
lukan label sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir S.J,, dengan fungsi bijektif a5 dapat
dituliskan sebagai berikut:

S untuk 1 < <n+1,7 ganjil

as(pr;) = w, untuk 1 <i < n+ 1,4 genap,n genap
bt untuk 1 <4 <n+1,i genap,n ganjil
10n — 471+ 8
as(zy;) = R#H_, untukl <i <n,
6n + 41+ 6
as(YiTip1) = %, untukl < i < n,

Jika W, didefinisikan sebagai bobot total selimut graf Semi Jahangir, maka
W,, didapatkan dari penjumlahan bobot selimut w,, dengan fungsi label sisinya.

Fungsi bobot total untuk n genap :

Was = Was + as5(pr;) + a5(pTiv1) + as(ziy:) + as(yiTizr)

. n+i+5 n—+i+1+6 10n — 41+ 8
= (+3i+6) + () + () + () +
6n +4i+6
()
27n + 8¢ + 38

= — 5 mtuk1 <i<n



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

40

Fungsi bobot total untuk n ganjil :

Was = Way + a1(pr;) + a5 (priz1) + as(23y:) + as(yixi)
dn+1+5 m+14+1+5 10n — 44 + 8

= (n+3i+6) + (——F——) +( 5 )+ ( 5 ) +
6n + 41 + 6
QR A}
2Tn + 81+ 37
= %,umuk 1 <i<n
Dengan demikian barisan aritmatika dari W, = {256 2ntbd - 3on438}

untuk n genap. Karena U, = a + (n — 1)b = 288 4 (n — 1)4 = 357538 maka

27n+46
2 ’ 4

pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n genap. Dan untuk n ganjil

barisan aritmatika dari W,, = {20utde 2masd | 337} Karena U, = a+ (n—

b = 2t 4 (n — 1)4 = 3087 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super

(245 4)-(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir S.J, untuk n > 2

terbuktilah bahwa ada pelabelan super ( )-(Cy) antimagic total selimut

dengan n ganjil. 0

Gambar 4.8 merupakan contoh super (104, 4)-(Cy)-antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir SJg untuk n > 2 dengan n genap.

Gambar 4.8 Super (104, 4)-(C4) antimagic total selimut pada SJs
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Gambar 4.9 merupakan contoh super (90,4)-(C,)-antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir S.J; untuk n > 2 dengan n ganjil.

Gambar 4.9 Super (90,4)-(Cy4) antimagic total selimut pada S.Js

Pada Gambar 4.8 merupakan graf S.J,, dengan n = 6, pelabelan total selimut
pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,, = {104, 108, 112,116, 120,
124} dengan d = 4 dan a = 104. Sedangkan pada Gambar 4.9 merupakan graf
SJ, dengan n = 5, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan
aritmatika W, = {90,94, 98,102,106} dengan d = 4 dan a = 90.

o Teorema 4.1.6. Ada pelabelan super (13n+ 23, 5)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bilangan
asli sama seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga untuk fungsi titiknya ag(p) =
a1(p), ag(x;) = aq(xy), as(y;)) = aq(y;). Maka untuk fungsi bobot selimutnya
Wee = Wa,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan label
sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir S.J,, dengan fungsi bijektif ag dapat dituliskan
sebagai berikut:

ag(pr;) = 2n+i+ 2,untukl <i<n+1,
ag(ry;) = bdn—2i+4,untukl <7 <mn,

as(yixir1) = 3n+2i+ 3,untukl <i <mn,

Jika W, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
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maka W, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut w,, dengan fungsi label

sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wae = Wag + as(pri) + as(priv1) + as(@iyi) + as(Yiiv),
= n+3i+6)+2n+i+2)+2n+i+1+2)+ (bn—2i+4)
+(3n+2i + 3)
= 13n+5i+ 18 untuk 1 <7< n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,, = {13n+23, 13n+28, ..., 18n+
18}. Karena U, = a+ (n—1)b = 13n+23+ (n—1)5 = 18n+ 18 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan super (13n + 23,5)-(Cy) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJ, untuk n > 2. O

Gambar 4.10 merupakan contoh super (101, 5)-(C,) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJg.

Gambar 4.10 Super (101,5)-(C4) antimagic total selimut pada S.Jg

Pada Gambar 4.10 Pada Gambar 4.7 merupakan graf S.J,, dengan n = 6,
pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W, =
{101,106, 111, 116, 121, 126} dengan d = 5 dan a = 101.

o Teorema 4.1.7. Ada pelabelan super (2228 6)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n genap. Dan super (%, 6)-
(Cy)-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n

ganygil.
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Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bi-
langan asli sama seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga untuk fungsi titiknya
ar(p) = ai(p), az(z;) = ai(x;), ar(y;) = aq(y;). Maka untuk fungsi bobot
selimutnya w,., = w,,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diper-
lukan label sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir S.J,, dengan fungsi bijektif a; dapat
dituliskan sebagai berikut:

57’L—Z+7 . .o . .o
2i=E untuk ¢ ganjil dan n genap, ¢ genap dan n ganjil
ar(pr;) = w, untuk 1 < i <n+1,i genap,n genap
6n_2+7 . . .o .o
==, untuk 1 <7 <n+ 1,7 ganjil, n ganjil
6n+4i+4
ar(zy;) = %, untukl < i <n,
6n+4i+6 ;
ar(YiTiv1) = 2 2 untukl < i < n,

Jika W,,., didefinisikan sebagai bobot total selimut graf Semi Jahangir, maka
W, didapatkan dari penjumlahan bobot selimut w,, dengan fungsi label sisinya.

Fungsi bobot total untuk n genap :

War = Way + ar(px;) + ar(pxit1) + ar(z:y:) + ar(yi®iv1)

5Sn—14+7 6bn—(t+1)+8 6n+4i+4
i | P G gl 41

= (n+3i+6)+(
6n + 41+ 6
)
25n + 124 + 36

= 5 ,untuk 1 <1< n
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Fungsi bobot total untuk n ganjil :

Way = Wa, +ar(pr;) + az(priv1) + ar(2iy;) + a7 (YiTiv)
) bn —1+7 Sn—(14+1)+7 6n+ 41+ 4
= (n+3i+6)+ () + (= (12 )47y, (G )+
6n+41+6
G

25 127 + 35
= n+2z+ ,untuk 1 <1< n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,, = {248 26nt60 " 37nt36}

untuk n genap. Karena U, = a + (n — 1)b = 228 4 (n — 1)6 = 37285 maka

terbuktilah bahwa ada pelabelan super (2% 6)-(Cy) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n genap. Dan untuk n ganjil

barisan aritmatika dari W,, = {2240 26059 | 3Tt35) Karena U, = a+ (n—

1)b = 22 4 (n — 1)6 = 3™ maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super

25n+47
(nT

dengan n ganjil. 0

,6)-(C4) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2

Gambar 4.11 merupakan contoh super (99, 6)-(C4)-antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir SJg untuk n > 2 dengan n genap.

Gambar 4.11 Super (99, 6)-(C4) antimagic total selimut pada SJs
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Gambar 4.12 merupakan contoh super (86, 6)-(C4)-antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir S.J; untuk n > 2 dengan n ganjil.

Gambar 4.12 Super (86, 6)-(C4) antimagic total selimut pada SJs

Pada Gambar 4.11 merupakan graf S.J,, dengan n = 6, pelabelan total se-
limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W, = {99, 105,111, 117,123,
129} dengan d = 6 dan a = 99. Sedangkan pada Gambar 4.12 merupakan graf
SJ, dengan n = 5, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan
aritmatika W, = {86,92,98,104,110} dengan d = 6 dan a = 86.

o Teorema 4.1.8. Ada pelabelan super (14n+ 22, 7)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bilangan
asli sama seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga untuk fungsi titiknya ag(p) =
a1(p), ag(x;) = aq(xy), as(y;) = aq(y;). Maka untuk fungsi bobot selimutnya
Wog = Wq,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan label
sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir SJ,, dengan fungsi bijektif ag dapat dituliskan
sebagai berikut:

ag(pr;) = 4n+i+ 2,untukl <i<n+1,
ag(ry;)) = 2n+i+ 2, untukl <i <n,

ag(yixir1) = 3n+i+2,untukl <i <mn,

Jika W, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
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maka W,, dapat diperoleh penjumlah bobot selimut w,, dan fungsi label sisi,

sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Was = Wag + ag(pr;) + as(priv1) + as(@iyi) + ag(yivis1),
= N+3i+6)+Un+i+2)+Un+i+1+2)+(2n+i+2)
+(3n+i+2)
= 1ldn+T7i+ 15,untuk 1 <i<n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,, = {14n+22, 14n+29, ..., 21n+
15}. Karena U, = a+ (n—1)b = 14n+22+ (n—1)7 = 21n+ 15 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan super (14n + 22,7)-(C},) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJ, untuk n > 2. O

Gambar 4.13 merupakan contoh super (106, 7)-(C,) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJg.

Gambar 4.13 Super (106, 7)-(C4) antimagic total selimut pada S.Jg

Pada Gambar 4.13 merupakan graf S.J, dengan n = 6, pelabelan total se-
limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,, = {106, 113,120, 127,
134,141} dengan d = 7 dan a = 106.

o Teorema 4.1.9. Ada pelabelan super (2250 8)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n genap. Dan super (M, 8)-
(Cy)-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n
ganygil.
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Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bi-
langan asli sama seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga untuk fungsi titiknya
ag(p) = ai(p), ao(z;) = ai(m;), ao(y;)) = aq(y;). Maka untuk fungsi bobot
selimutnya w,, = w,,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diper-
lukan label sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir S.J,, dengan fungsi bijektif ag dapat

dituliskan sebagai berikut:

S untuk 1 < <n+1 4 ganjil
ag(pr;) = w, untuk 1 <i<n+1,i genap,n , genap

Bntit5 - : .
=, untuk 1 <7 <n+1,7 genap,n , ganjil

6 4i + 4
ag(Tiys) = %,unmkl <i<n,
6 4i + 6
Qg9(YiTit1) = %, untukl < i < n,

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot total selimut graf Semi Jahangir, maka
W,, didapatkan dari penjumlahan bobot selimut w,, dengan fungsi label sisinya.

Fungsi bobot total untuk n genap :

Way = Way + ag(pr;) + ag(priv1) + ag(Tiyi) + ag(yiTiv1)
. dn+i+5  Sn+i+l1+6, 6n+dit+d
= (n+3i+6)+ (—) + () + () +
6n + 40 + 6
=

23 167 + 34
— n+22+ ,untuk 1 <7< n
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Fungsi bobot totaluntuk n ganjil :

Wae = Way + ao(pr;) + ag(prigr) + ao(wiyi) + ao(yiwiv1)
dn+1+5 n+1+14+5 6n + 41+ 4

= (n+3i+6)+( 5 )+(f)+( 5 )
6n + 4i + 6
Ger it
23 167 4 33
= n+22+ ,suntuk 1 <2< n
Dengan demikian barisan aritmatika dari W, = {22550 28066 " 390431}

untuk n genap. Karena U, = a + (n — 1)b = 22850 4 (p — 1)8 = 3953 maka

terbuktilah bahwa ada pelabelan super (2%22 8)-(C}) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n genap. Dan untuk n ganjil

barisan aritmatika dari Wy, = {2242 20465 | 39433} Karena U, = a+ (n—

)b = 2249 4 (n — 1)8 = 30838 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super

(228 8)-(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2

dengan n ganjil. 0

Gambar 4.14 merupakan contoh super (94, 8)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJg untuk n > 2 dengan n genap.

Gambar 4.14 Super (94, 8)-(C}4) antimagic total selimut pada SJs
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Gambar 4.15 merupakan contoh super (82,8)-(C4)-antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir S.J; untuk n > 2 dengan n ganjil.

Gambar 4.15 Super (82, 8)-(C}) antimagic total selimut pada SJs

Pada Gambar 4.14 merupakan graf S.J,, dengan n = 6, pelabelan total se-
limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,, = {94, 102,110, 118,
126,134} dengan d = 8 dan a = 94. Sedangkan pada Gambar 4.15 merupakan
graf SJ, dengan n = 5, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk
barisan aritmatika W,, = {82,90, 98,106,114} dengan d = 8 dan a = 82.

o Teorema 4.1.10. Ada pelabelan super (11n+25,9)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bilangan
asli sama seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga untuk fungsi titiknya aqo(p) =
a1(p), aio(z;) = aa(x;), aio(y;) = a1(y;). Maka untuk fungsi bobot selimutnya
Wayy = Wa, . Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan label
sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir SJ,, dengan fungsi bijektif a;¢ dapat dituliskan
sebagai berikut:

ay(pr;)) = 2n+i+ 2, untukl <i<n+1,
apo(zy;)) = 3n+2i+ 2, untukl <i < n,

alO(yi'Ti+1> = 3n+ 2+ 3, untukl < 7 <n

Jika W,,,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
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maka W,,, dapat diperoleh penjumlah bobot selimut w,,, dengan fungsi label sisi,

sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Waie = Wayy + @10(pr) + a10(pTiv1) + cro(iyi) + ano(vivir),
= (M+3i4+6)+2n+i+2)+n+i+1+2)+ (3n+2i+2)
+(3n+2i + 3)
= 1ln+9 4+ 16,untuk 1 <7< mn

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,,, = {11n+25, 11n+34, ..., 20n+
16}. Karena U, = a+(n—1)b = 11n+25+ (n—1)9 = 20n+ 16 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan super (11n + 25,9)-(C}) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2. O

Gambar 4.16 merupakan contoh super (91,9)-(C,) antimagic total selimut

pada graf Semi Jahangir S.Jg.

Gambar 4.16 Super (91,9)-(C4) antimagic total selimut pada SJs

Pada Gambar 4.16 merupakan graf S.J, dengan n = 6, pelabelan total se-
limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,,o = {91, 100, 109, 118,
127,136} dengan d = 9 dan a = 91.

o Teorema 4.1.11. Ada pelabelan super (13n + 23, 10)-(Cy)-antimagic total se-
limut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf Semi Jahangir SJ, dengan fungsi bijektif ay;. Fungsi
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titik aq; adalah sebagai berikut:

an(p) = 1,
app(z;)) = 2i,untuk 1 <i<n+1
ap(y;) = 2i+1Luntuk 1 <i<n

Dapat dilihat bahwa a;; adalah fungsi bijektif yang memetakan S.J,, ke him-
punan bilangan asli {1,2,...,2n + 2}. Jika w,,, didefinisikan sebagai bobot se-
limut dari pelabelan total selimut pada graf Semi Jahangir dimana bobot selimut
tersebut diperoleh dari penjumlahan 4 label titik dari H = C4 yang menjadi se-
limut pada graf Semi Jahangir, maka fungsi bijektif w,,,, dapat ditentukan sebagai
berikut:

Way, = ann(p) +an(xi) + o1 (@iy1) + a11(ys)
(1) 4+ (2)+ (2(: + 1))+ (20 + 1)
= 60+4,untuk 1 <i<n

Langkah selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan la-
bel sisi. Untuk labeli sisi graf Semi Jahangir sama seperti pada teorema 4.1.8,
sehingga fungsi sisi a1 (pz;) = as(pzi), a1 (ziys) = as(wiy:), cai(Tiys) = as(wiy;).
Jika W,,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
maka W,,, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut w,,, dengan fungsi label

sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wai, = Way, +a11(pz;) + oa1(prisa) + onn(@iys) + oa1 (Yiwiva),
= 6i+4)+(@An+i+2)+@Un+i+1+2)+(2n+i+2)
+(3n+1i+2)
= 13n+10i+13,untuk 1 <i<n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,,, = {13n+23, 13n+33,...,23n+
13}. Karena U,, = a+(n—1)b = 13n+23+ (n—1)10 = 23n+ 13 maka terbuktilah
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bahwa ada pelabelan super (13n + 23, 10)-(C}) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2. O

Gambar 4.17 merupakan contoh super (101, 10)-(C,) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir S Jg.

Gambar 4.17 Super (101, 10)-(C4) antimagic total selimut pada S.Js

Pada Gambar 4.17 merupakan graf S.J, dengan n = 6, pelabelan total se-
limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,,, = {101, 111, 121, 131,
141,151} dengan d = 10 dan a = 101.

o Teorema 4.1.12. Ada pelabelan super (22422 11)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ, untukn > 2 dengann genap. Dan super (%, 11)-
(Cy)-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n

ganygil.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bilangan
asli sama seperti pada teorema 4.1.11. Sehingga untuk fungsi titiknya ais(p) =
aq1(p), arz(x;) = ag1(x;), aqa(y;) = aq1(y;). Maka untuk fungsi bobot selimutnya
Way, = Way, - Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan label
sisi. Untuk label sisi graf Semi Jahangir sama seperti pada teorema 4.1.9, sehingga
fungsi sisi a12(px;) = ag(pr;), caz(iys) = oY), ara(zy:) = ag(@;y;:).

Jika W,,, didefinisikan sebagai bobot total selimut graf Semi Jahangir, maka

W,,, didapatkan dari penjumlahan bobot selimut w,,, dengan fungsi label sisinya.
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Fungsi bobot total untuk n genap :

Wap = Way +o12(pr) + cr2(priv1) + ar(z3y;) + o (yivigr)
dn+1+5 m+1+1+6 6n+4:+4

= (i) + (TR TS
6n + 41 + 6
(Y
21 221

= n+2z+30,untuk1 <i<n

Fungsi bobot total untuk n ganjil :

Wap = Way, + 012(px) + ca2(pTiv1) + ar(z3y:) + a2 (yiizr)
dn+14+5 m+i1+1+5 6n + 41+ 4

SN A Gk h) G R ) I R
6n +4i +6
L4+ 6,
21 220+ 29
= n+2z+ ,untuk 1 <2< n
Dengan demikian barisan aritmatika dari W,,, = {37292 2intT - 4304303
untuk n genap. Karena U, = a + (n — 1)b = 222 4 (p — 1)]11 = 232430

maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super (#2£22 11)-(Cy) antimagic total
selimut pada graf Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2 dengan n genap. Dan un-
tuk n ganjil barisan aritmatika dari W,,, = {#&5% 2ot 04291 Karena
Uy =a+(n—1)b= 225 4 (n —1)11 = 222 maka terbuktilah bahwa ada

pelabelan super (224821 11)-(Cy) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir

SJ, untuk n > 2 dengan n ganjil. O

Gambar 4.18 merupakan contoh super (89, 11)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJg untuk n > 2 dengan n genap.
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Gambar 4.18 Super (89, 11)-(C}y) antimagic total selimut pada SJg

Gambar 4.19 merupakan contoh super (78, 11)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ5; untuk n > 2 dengan n ganjil.

Gambar 4.19 Super (78,11)-(Cy4) antimagic total selimut pada S.J5

Pada Gambar 4.18 merupakan graf S.J,, dengan n = 6, pelabelan total se-
limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,,, = {89,100, 111, 122, 133,
144} dengan d = 11 dan a = 89. Sedangkan pada Gambar 4.19 merupakan graf
SJ, dengan n = 5, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan
aritmatika W, , = {78,89,100,111, 122} dengan d = 11 dan a = 78.

o Teorema 4.1.13. Ada pelabelan super (10n + 26, 12)-(Cy)-antimagic total se-
limut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bi-

langan asli sama seperti pada teorema 4.1.11. Sehingga untuk fungsi titiknya
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a3(p) = aq1(p), ais(x;) = an(zy), ais(y;) = aq1(y;). Maka untuk fungsi bobot
selimutnya wg,; = W,,,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka
diperlukan label sisi. Untuk label sisi graf Semi Jahangir sama seperti pada
teorema 4.1.10, sehingga fungsi sisi a13(px;) = aio(px;), ais(ziy;) = ano(iys),
ar3(ziyi) = ano(Tiys)-

Jika W,,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
maka W,,, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut w,,, dan fungsi label

sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wais = Wayy + a13(pri) + a13(pTiv1) + cus(@iyi) + ans(vizir),
= 6i+4)+C2n+i+2)+2n+i+1+2)+ (3n+2i+2)
+(3n+2i+ 3)
= 10n+12i+ 14, untuk 1 <i<n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,,,, = {10n+26, 10n+38, ..., 22n+
14}. Karena U,, = a+(n—1)b = 10n+26+ (n—1)12 = 22n+ 14 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan super (10n + 26, 12)-(Cy) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir S.J,, untuk n > 2. O

Gambar 4.20 merupakan contoh super (86, 12)-(Cy) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJg.

Gambar 4.20 Super (86, 12)-(Cy4) antimagic total selimut pada S.Jg

Pada Gambar 4.20 merupakan graf S.J, dengan n = 6, pelabelan total se-
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limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W, , = {86, 98,110, 122,
134,146} dengan d = 12 dan a = 86.

o Teorema 4.1.14. Ada pelabelan super (11n 4 25,13)-(C4)-antimagic total se-
limut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf Semi Jahangir S.J, dengan fungsi bijektif ay4. Fungsi
titik a4 adalah sebagai berikut:

as(p) = 1,
apg(z;)) = n+i+luntuk 1 <i<n+1
a14(y;)) = n—i+2untuk 1 <i<n

Dapat dilihat bahwa a4 adalah fungsi bijektif yang memetakan SJ, ke him-
punan bilangan asli {1,2,...,2n + 2}. Jika w,,, didefinisikan sebagai bobot se-
limut dari pelabelan total selimut pada graf Semi Jahangir dimana bobot selimut
tersebut diperoleh dari penjumlahan 4 label titik dari H = C; yang menjadi se-
limut pada graf Semi Jahangir, maka fungsi bijektif w,,, dapat ditentukan sebagai
berikut:

Way, = a14(p) + a14(2i) + a(Ti1) + a1a(ys)
= +n+i+)+(n+i+1+1)+(n—-0+2)
= 3n+i+6,untuk 1 <71<n

Langkah selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan label
sisi. Labeli sisi graf Semi Jahangir SJ,, dengan fungsi bijektif ay, dapat dituliskan
sebagai berikut:

aa(pr;)) = 2n+ 3i,untukl <7 <n+1,
arg(zy;)) = 2n+ 3i+ 1, untukl <i < n,

a14(Yitiy1) = 2n+ 3i+ 2, untukl < i < n,

Jika W,,,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
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maka W, , dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut w,,,, dengan fungsi label

sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wos = Wayy + 01a(pr;) + a1a(pria) + ana(iys) + ara(yiziv),
= (Bn+i+6)+2n+3)+2n+3(i+1)+(2n+3i+1)
+(2n + 3i + 2)
= 1ln+13t+ 12,untuk 1 <i<n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,,, = {11n+25,11n+38, ..., 24n+
12}. Karena U, = a+(n—1)b = 11n+25+ (n—1)13 = 24n+ 12 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan super (11n + 25,13)-(Cy) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir S.J,, untuk n > 2. O

Gambar 4.21 merupakan contoh super (91, 13)-(Cy) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJs

Gambar 4.21 Super (91, 13)-(C}y) antimagic total selimut pada S.Jg

Pada Gambar 4.21 merupakan graf S.J, dengan n = 6, pelabelan total se-
limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W, , = {91, 104,117, 130,
143,156} dengan d = 13 dan a = 91.

o Teorema 4.1.15. Ada pelabelan super (¥222,14)-(Cy)-antimagic total se-

limut pada graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dengan n genap. Dan su-
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per (2224539 14)-(C,y)-antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir S.J,, untuk
n > 2dengan n gangil.

Bukti. Labeli titik graf Semi Jahangir S.J, dengan fungsi bijektif 5. Fungsi
titik a5 adalah sebagai berikut:

ai5(p) = 1
%, untuk 1 <7 <n+1 i ganjil

ars(x;) = 2t untuk 1 < i <n+1,igenap,n genap
2HES - untuk 1 <@ <n-+1,i genap,n ganjil

as(y;)) = 2n+2i+4,untuk 1 <i<n

Dapat dilihat bahwa a5 adalah fungsi bijektif yang memetakan S.J, ke
himpunan bilangan asli {1,2,...,2n + 2}. Jika w,,, didefinisikan sebagai bobot
selimut dari pelabelan total selimut pada graf Semi Jahangir dimana bobot se-
limut tersebut diperoleh dari penjumlahan 4 label titik dari H = C, yang menjadi
selimut pada graf Semi Jahangir, maka fungsi bijektif w,,, dapat ditentukan se-

bagai berikut.

Fungsi bobot selimut untuk n genap :

Way; = us5(p) + aus(ws) + aus(wiga) + aas(y)
14+ 3 n+i+1+4

= (1)+( )+ ( 5 )+ (2n+2i +4)
= w,umukl <i1<n

Fungsi bobot selimut untuk n ganjil :

Weays = 0415(]7) = alS(xi) o a15($i+1) + Oé15(yi)

1+ 3 n+t+1+3

= (1) +( 5 )+ (#
3n+41+ 13

= ———umtuk1 <i<n

)+ (2n+2i+4)

Langkah selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan label
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sisi. Untuk label sisi graf Semi Jahangir sama seperti pada teorema 4.1.14, se-
hingga fungsi sisi a5 (pe;) = cwa(pa;), aas(zy:) = caa(@iys), aas(@iys) = caa(zy:).

Jika W,,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
maka W,,. dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut w,,,, dengan fungsi label
sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Fungsi bobot selimut untuk n genap :

Wais = Ways +oa5(pr;) + cus(priv1) + ons(@iys) + ais(Yiviv),
_ (wwmmgi)+(2n+3(¢+1))+(2n+3z‘+1)
+(2n +3i 4+ 2)
= 19n+228i+26,untuk [ % )

Fungsi bobot selimut untuk n ganjil :

Wais = Ways + aus(pz;) + 0as(p2it1) + a1s(@iys) + ous (Yi%iv),

3n+ 41+ 13 , : .

= (%)+(2n+3z)+(2n+3(z+1))+(2n+3z+1)
+(2n +3i +2)
1 28i + 2

= 9n+28z+ 5,untuk1 <i<n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,,, = {1251 19n482  4Tni26}

untuk n genap. Karena U, = a + (n — 1)b = 25 4 (p — 1)14 = 4020
maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super (1222 14)-(C,) antimagic total
selimut pada graf Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2 dengan n genap. Dan un-
tuk n ganjil barisan aritmatika dari W,,, = {58 DBnt8l - 4ma25} - Karena
Uy =a+ (n—1)b= 134 (np —1)14 = 225 maka terbuktilah bahwa ada

pelabelan super (12223 14)-(C,) antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir

SJ, untuk n > 2 dengan n ganjil. O

Gambar 4.22 merupakan contoh super (84, 14) antimagic total selimut pada

graf Semi Jahangir SJg untuk n > 2 dengan n genap.
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Gambar 4.22 Super (84, 14)-(C}y) antimagic total selimut pada SJg

Gambar 4.23 merupakan contoh super (74, 14) antimagic total selimut pada

graf Semi Jahangir SJ; untuk n > 2 dengan n genap.

Gambar 4.23 Super (74, 14)-(Cy4) antimagic total selimut pada S.J5

Pada Gambar 4.22 merupakan graf S.J, dengan n = 6, pelabelan total se-
limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,,, = {84, 98,112, 126,
140,154} dengan d = 14 dan a = 84. Sedangkan pada Gambar 4.23 merupakan
graf SJ, dengan n = 5, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk
barisan aritmatika W,,, = {74, 88,102,116,130} dengan d = 14 dan a = 74.

o Teorema 4.1.16. Ada pelabelan super (In+27,15)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bi-

langan asli sama seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga untuk fungsi titiknya
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ae(p) = aq(p), ase(r;) = ai(x;), aie(y;) = ai(y;). Maka untuk fungsi bobot
selimutnya w,,, = w,, Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diper-
lukan label sisi. Untuk labeli sisi graf Semi Jahangir sama seperti pada teo-
rema 4.1.14, sehingga fungsi sisi ay(pr;) = aua(pr;), a(riy:) = au(xy),
a16(2iyi) = ora(2iys).-

Jika W,,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
maka W,,, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut w,,, dengan fungsi label

sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wae = Wae + 16(pxi) + a16(pTiv1) + cue(iyi) + a16(¥izir1),
= n+3i+6)+2n+3)+2n+3GE+1)+(2n+3i+1)
+(2n + 3i +2)
= 9In+ 15+ 12,untuk 1 <i1<n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,,, = {In+27,9n+42, ..., 24n+
12}. Karena U,, = a+ (n—1)b = 9n+ 27+ (n—1)15 = 24n+ 12 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan super (9n + 27,16)-(C,) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir S.J,, untuk n > 2. O

Gambar 4.24 merupakan contoh super (81, 16)-(Cy) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJg.

Gambar 4.24 Super (81, 15)-(Cy4) antimagic total selimut pada S.Jg

Pada Gambar 4.24 merupakan graf S.J, dengan n = 6, pelabelan total se-
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limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W, , = {81,96, 111, 126,
141,156} dengan d = 15 dan a = 81.

o Teorema 4.1.17. Ada pelabelan super (8n+28, 18)-(Cy)-antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada graf Semi Jahangir dengan himpunan bi-
langan asli sama seperti pada teorema 4.1.11. Sehingga untuk fungsi titiknya
ar7(p) = a1 (p), arr(z;) = an(x;), arr(y;) = aq1(ys). Maka untuk fungsi bobot
selimutnya w,,, = W,,,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka
diperlukan label sisi. Untuk labeli sisi graf Semi Jahangir sama seperti pada
teorema 4.1.14, sehingga fungsi sisi ai7(pz;) = c1a(pr;), crr(zy;) = ona(xiy;),
o17(iyi) = c1a(®iyi)-

Jika W,,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Semi Jahangir,
maka W,,. dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut w,,, dan fungsi label

sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Warr = Wayr + o17(pzi) + a17(pTisr) + cnr(@iyi) + cnr(Yizivn),
= (6i+4)+2n+3i)+2n+30GE+1))+ (2n+3i+1)
+(2n 4 3i 4+ 2)
= 8n+ 18+ 10,untuk 1 <7< n

Dengan demikian barisan aritmatika dari W,,, = {8n+28,8n+46, ..., 26n+
10}. Karena U, = a+ (n—1)b = 8n+28+ (n—1)18 = 26n + 10 maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan super (8n + 28, 18)-(C}) antimagic total selimut pada graf
Semi Jahangir SJ,, untuk n > 2. O

Gambar 4.25 merupakan contoh super (76, 18)-(C,) antimagic total selimut
pada graf Semi Jahangir SJg.
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Gambar 4.25 Super (76, 18)-(C}y) antimagic total selimut pada SJg

Pada Gambar 4.25 merupakan graf SJ,, dengan n = 6, pelabelan total se-
limut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika W,,. = {76, 94,112, 130,
148,166} dengan d = 18 dan a = 76.

4.2 Super (a,d)-H Antimagic Total Selimut pada Graf Semi Jahangir

Diskonektif

Selanjutnya peneliti melakukan penelitian terkait dengan gabungan saling
lepas pada super (a,d)-H antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir. Gabun-
gan saling lepas graf Semi Jahangir merupakan graf Semi Jahangir dengan sali-
nan sebanyak m. Salinan dari graf Semi Jahangir diletakkan sejajar ke arah
bawah sebanyak m. Gabungan graf Semi Jahangir mSJ, didefinisikan sebagai
gabungan dari sebanyak m graf Semi Jahangir yang mempunyai titik V(mSJ,) =
{p 2], yuntuk 1 <i<n+1,1 <k<n, 1 <j<m} dansisi E(mSJ,) =
(Pl <i<n+1,1 <j<mlu{zy;1<i<n 1l <j<m}u
{ylal,;1<i<n, 1 <j<m}

Sama seperti penelitian pada graf Semi Jahangir, ditentukan terlebih dahulu
rumusan jumlah titik (pg) dan jumlah sisi (gg) pada gabungan saling lepas graf
Semi Jahangir. Jumlah titik dan jumlah sisi pada graf Semi Jahangir dapat
ditentukan terlebih dahulu dengan mencermati definisi gabungan saling lepas pada
suatu graf. Gabungan m graf Semi Jahangir yang dinotasikan m.SJ,, didefinisikan

sebagai gabungan saling lepas dari m buah salinan graf Semi Jahangir mSJ,
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dengan 1 < j < m , ditulis: SJ}USJ2U SJ2U...USJ.. Sehingga jumlah
titik graf mSJ, adalah m kali jumlah titik graf S.J, dapat dituliskan sebagai
pe = m(2n + 2) = 2mn + 2m. Dan jumlah sisi graf m.SJ, adalah m kali jumlah
sisi graf SJ,, dituliskan dengan gz = m(3n 4+ 1) = 3mn + m. Sedangkan jumlah
titik pada selimut graf mSJ, yaitu pgy = 4. Dan jumlah sisi pada selimut graf
mSJ, adalah gy = 4. Serta jumlah selimut graf mS.J, adalah m kali jumlah
selimut graf S.J,, dapat dituliskan s = m(n) = mn.

Untuk menentukan batas atas d gabungan saling lepas graf Semi Jahangir

sesuai dengan Lemma 2.5.1 adalah sebagai berikut:

Observasi 4.2.1. Jika gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, memiliki

pelabelan super (a,d)-H antimagic total selimut maka d < 26.

Bukti. Gabungan graf Semi Jahangir S.J,, memiliki himpunan titik V' (mSJ,) =
{pal yliuntuk 1 <i<n+1,1 <k<n, 1 <j<m} dansisi E(mSJ,) =
{p’@f;lﬁign—l—l,l SjSm}U{xi‘yf;lgiSn,l <j<m}u
{yfxgﬂ; 1<i<n, 1 <j<m} Sedangkan jumlah titik po = 2mn + 2m dan
sisi g = 3mn + m, dan jumlah titik selimut adalah py = 4 serta jumlah sisi
selimut adalah gy = 4 dengan jumlah selimut s = mn. Sesuai dengan Lemma
2.5.1, batas atas nilai beda d adalah sebagai berikut:

(pa — pr)pE + (96 — qu)qn
(s—1)

(2mn +2m —4)4+ (3mn+m — 4)4

(mn —1)

B &mn 4+ 8m — 16 + 12mn + 4m — 16
N mn — 1
o 20mn + 12m — 32
N mn — 1
o 20(mn 1) + 12m — 12
N mn — 1

12m — 12

= 20
* mn — 1
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_ 2O_|_12(m—1)
mn — 1
12(m —1
karena 0 < L < 6, maka
mn —
d < 25

Selanjutnya penentuan fungsi bijektif pelabelan selimut super (a, d)-H-anti-
magic akan disesuaikan dengan nilai d yang telah ditetapkan. Sama seperti graf
Semi Jahangir tunggal, metode yang digunakan dalam menemukan pelabelan su-
per (a,d)-H antimagic total selimut pada gabungan saling lepas graf Semi Ja-
hangir mS.J, terdiri dari beberapa langkah yang diawali dengan menggunakan
pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pelabelan yang berlaku
sampai dengan batas 4,7 dan k yang telah ditemukan. Kemudian untuk menen-
tukan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi dalam barisan aritmatika un-
tuk menentukan fungsi bijektifnya. Setelah fungsi bijektif diketahui maka harus
dibuktikan secara deduktif matematik untuk membuktikan kebenaran dari teo-
rema tersebut.

Perlu diketahui bahwa teorema dalam penelitian ini adalah bukan teorema
yang biimplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan
satu arah. Dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan konsep
barisan aritmatika, maka diperoleh teorema dan akibat sebagai berikut. Teo-
rema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal (berkenaan
dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (existence but
not unique). Langkah selanjutnya adalah menentukan pelabelan total super H
antimagic selimut pada graf Semi Jahangir diskonektif dengan terlebih dahulu
menentukan fungsi bijektif melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep

barisan aritmatika.

o Teorema 4.2.1. Ada pelabelan super (18mn+ 14m+4,0)-(Cy)-antimagic total
selimut pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, untuk n > 2 dan
m > 2.
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Bukti. Labeli setiap titik gabungan graf Semi Jahangir m.SJ, dengan fungsi
bijektif f;. Fungsi titik f; adalah sebagai berikut:

Al) = g, 1 <j<m
filz)) = 2mi+j—muntuk 1 <i<n+1, 1 <j<m

)

Aiyl) = 2mn—2mi+3m—j+luntukl <i<n, 1 <j<m

2

Jika wy, didefinisikan sebagai bobot selimut dari pelabelan total selimut
pada gabungan graf Semi Jahangir dimana bobot selimut tersebut diperoleh dari
penjumlahan 4 label titik dari H = C,; yang menjadi selimut pada graf Semi
Jahangir, maka fungsi bijektif wy, dapat ditentukan sebagai berikut:

A@) + A+ Alely) + A
= (H)+Cmi+j—m)+(2m@E+1)+j—m)+ (2mn—2mi+3m—j+1)

wg

= 2mn+2mi+3m+2j+1Luntuk 1 <i<n, 1 <j7<m

Langkah selanjutnya labeli sisi gabungan graf Semi Jahangir dengan fungsi
bijektif f; dapat dituliskan sebagai berikut:

fl(pjxi) = dmn+mi+m+juntuk 1 <i<n+1,1 <j<m
filzly)) = 4mn—2mi+4m —2j+2untukl <i<n, 1 <j<m
fl(yfxgﬂ) = 4dmn—2mi+4m —25+ L,untukl <i<n, 1 <j<m

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada gabungan graf Semi
Jahangir, maka Wy, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut wy, dengan

fungsi label sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wy = wy+ [il@e]) + LlPel,) + filddy)) + flylel.),
= (2mn+2mi+3m+2j+ 1)+ dmn+mi+m+j) + (dmn+m(i + 1)
+m + j) + (dmn — 2mi + 4m — 25 + 2) + (4mn — 2mi + 4m — 25 + 1)

= 18mn+1dm+4,untuk 1 <:<n, 1 <j<m
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Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {18mn + 14m + 4, 18mn +
14m +4,...,18mn + 14m + 4}. Karena U, = a + (s — 1)b = 18mn + 14m +
44 (mn — 1)0 = 18mn + 14m + 4 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super
(18mn+14m+4,0)-(Cy) antimagic total selimut pada gabungan saling lepas graf
Semi Jahangir mSJ, untuk n > 2 dan m > 2. O

Gambar 4.26 merupakan contoh super (370, 0)-(Cy) antimagic total selimut
SHATC pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir 3.5 Js.

Gambar 4.26 Super (370,0)-(Cy) antimagic total selimut pada 3SJg
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Pada Gambar 4.26 merupakan gabungan graf mS.J, dengan n = 6 dan
m = 3, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika
Wy, = {370,370, 370, ...,370} dengan d = 0 dan a = 370.

o Teorema 4.2.2. Ada pelabelan super (17mn+ 14m+ 5, 2)-(Cy)-antimagic total
selimut pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan
m > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada gabungan graf Semi Jahangir dengan himpunan

bilangan asli sama seperti pada teorema 4.2.1. Sehingga untuk fungsi titiknya

f(0') = £i(07), folae]) = fi(a]), fo(y!) = fuly]), dan untuk fungsi bobot selimut-
nya wys, = wy,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan

label sisi. Labeli sisi pada gabungan graf Semi Jahangir dengan fungsi bijektif fo
dapat dituliskan sebagai berikut:

fo(p]) = 4mn+mi+2m—j+1utukl <i<n+1, 1 <j<m
folwiyl) = 3mn—mi+2m+juntukl <i<n, 1 <j<m

folywlsy) = 4mn—mi+2m 4 j,untukl <i<n, 1 <j<m

Jika W, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada gabungan graf Semi
Jahangir, maka Wy, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut wy, dengan

fungsi label sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wy, = wy, + falpa]) + folpelyy) + falziy]) + folyiwliy),
= 2mn+2mi+3m+2j+ 1)+ @dmn+mi+2m—j+ 1)+ (dmn+m
(i+1)+2m—j+1)+ (3mn—mi+2m+ j) + (dmn — mi + 2m + j)
= 1Tmn+2mi+12m+ 25+ 3,untuk 1 <:i:<n, 1 <j57<m

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {17mn + 14m+ 5, 17mn +
dm +7,...,19mn + 14m + 3}. Karena U, = a + (s — 1)b = 17mn + 14m +
54 (mn —1)2 = 19mn + 14m + 3 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super
(17mn+14m+5,2)-(C},) antimagic total selimut pada gabungan saling lepas graf
Semi Jahangir mS.J, untuk n > 2 dan m > 2. O
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Gambar 4.27 merupakan contoh super (353, 2)-(C,) antimagic total selimut
SHATC pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir 35 Js

Gambar 4.27 Super (353,2)-(Cy) antimagic total selimut pada 3SJg

Pada Gambar 4.27 merupakan gabungan graf mS.J, dengan n = 6 dan
m = 3, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika
Wy, = {353,355,357,...,387} dengan d = 2 dan a = 353.
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o Teorema 4.2.3. Ada pelabelan super (16mn+ 14m+6,4)-(Cy)-antimagic total
selimut pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, untuk n > 2 dan
m > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada gabungan graf Semi Jahangir dengan himpunan
bilangan asli sama seperti pada teorema 4.2.1. Sehingga untuk fungsi titiknya
fs() = A1), fs(2)) = fi(x]), fs(y!) = fi(y]), dan untuk fungsi bobot selimut-
nya wy = wy,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan
label sisi. Labeli sisi pada gabungan graf Semi Jahangir dengan fungsi bijektif f3
dapat dituliskan sebagai berikut:

falpe}) = dmntmitm+j 1 <i<ntl, 1 <j<m, dani ganji,
fg(pxg) = dmn+mi+2m—-j+1, 1 <i<n+1, 1 <j<m, dan i genap,
fs(:)szyf) = 2mn+mi+m+ juntukl <i<n, 1 <j<m
f?’(yﬂgﬂ) = 4dmn—mi+2m + juntukl <i<n, 1 <j3<m

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada gabungan graf Semi
Jahangir, maka Wy, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut wy, dengan

fungsi label sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wi, = wp, + fa(ox]) + fa(prl,) + fs(@y)) + fa(gizls),
= (2mn+2mi+3m+2j+ 1)+ (dmn+mi +m+j) + (dmn +m
(i+1)+2m—j+1)+ 2mn+mi+m+j)+ (dmn — mi + 2m + j)
= 1mn+4mi+10m+4j+2,untuk 1 <i<n, 1 <j<m

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {16mn + 14m + 6, 16mn +
14m + 10, ...,20mn + 14m + 2}. Karena U, = a + (s — 1)b = 16mn + 14m +
6 + (mn — 1)4 = 20mn + 14m + 2 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super
(16mn+14m+6,4)-(Cy) antimagic total selimut pada gabungan saling lepas graf
Semi Jahangir mS.J, untuk n > 2 dan m > 2. O
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Gambar 4.28 merupakan contoh super (336, 4)-(C,) antimagic total selimut
SHATC pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir 35 Js

54
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Gambar 4.28 Super (336, 4)-(Cy) antimagic total selimut pada 3SJg
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Pada Gambar 4.28 merupakan gabungan graf mS.J, dengan n = 6 dan
m = 3, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika
Wy, = {336,340,344 ...,404} dengan d = 4 dan a = 336.
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o Teorema 4.2.4. Ada pelabelan super (15mn+ 14m+7,6)-(Cy)-antimagic total
selimut pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan
m > 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada gabungan graf Semi Jahangir dengan himpunan
bilangan asli sama seperti pada teorema 4.2.1. Sehingga untuk fungsi titiknya
L) = A7), fix)) = fi(z]), foly]) = fi(y]), dan untuk fungsi bobot selimut-
nya wy, = wy,. Selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan
label sisi. Labeli sisi pada gabungan graf Semi Jahangir dengan fungsi bijektif f,
dapat dituliskan sebagai berikut:

fulpal) = dmntmitm+juntukl <i<n+1,1 <j<m
falwy]) = 2mn+mi+m+ juntukl <i<n, 1 <j<m
falyirley) = 3mn+mi+m+juntukl <i<n, 1 <j<m

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada gabungan graf Semi
Jahangir, maka Wy, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut wy, dengan

fungsi label sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wi = wpy + falpr]) + falprly) + fal@y)) + a(yirly),
= (2mn+2mi+3m+2j+1)+ dmn+mi+m+j)+ (dmn+m(i + 1)
+m + j) + (2mn 4+ mi + m + j) + (3mn + mi + m + j)
= 1bmn+6mi+8m+65+ 1L,untuk 1 <:<n, 1 <j3<m

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {15mn + 14m+ 7, 15mn +
14m + 13,...,21lmn + 14m + 1}. Karena U, = a + (s — 1)b = 15mn + 14m +
7+ (mn —1)6 = 21mn + 14m + 1 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super
(16mn+14m+7,6)-(C,) antimagic total selimut pada gabungan saling lepas graf
Semi Jahangir mS.J, untuk n > 2 dan m > 2. O
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Gambar 4.29 merupakan contoh super (319, 6)-(C,) antimagic total selimut
SHATC pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir 35 Js

Gambar 4.29 Super (319, 6)-(Cy) antimagic total selimut pada 3SJg

Pada Gambar 4.29 merupakan gabungan graf mS.J, dengan n = 6 dan
m = 3, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika
Wy, = {319,325,331...,421} dengan d = 6 dan a = 319.
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23mn+34m+16
2

limut pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, untuk n > 2 dan

o Teorema 4.2.5. Ada pelabelan super ( ,8)-(Cy)-antimagic total se-
m > 2 dengan n genap. Dan super (222318 ) ((Cy)-antimagic total selimut
pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir SJ, untuk n > 2 dan m > 2

dengan n gangil.

Bukti. Labeli setiap titik gabungan graf Semi Jahangir m.SJ, dengan fungsi
bijektif f5. Fungsi titik f; adalah sebagai berikut:

fs(p) = j,untuk1<i<n, 1 <j<m
mitmt2j untuk 1 <i<n+1,iganjil, 1 <j<m
folzy) = mutmit2mt2 - yntuk 1 < i <n+1,i genap,n ,genap, 1 <j<m
mebm 2 yntuk 1< <n+ 1,6 genap,n ,ganjil, 1 <j<m
o) = TEEEEEEIEE ikl i<, 1 <5 <m

Jika wy, didefinisikan sebagai bobot selimut dari pelabelan total selimut
pada gabungan graf Semi Jahangir dimana bobot selimut tersebut diperoleh dari
penjumlahan 4 label titik dari H = () yang menjadi selimut pada graf Semi
Jahangir, maka fungsi bijektif wy, dapat ditentukan sebagai berikut.

Fungsi bobot selimut untuk n genap :

wr, = fs(07) + fs(@l) + fs(zly) + F(0))
. mi+m+2j mn+m@E+1)+2m+25  2mn+2mi+2m+ 25
= J+ XE +
2 2 2
3mn 4+ 4mi + 6m + 83

= 5 auntuk 1 <i<in, 1 <5 <m

Fungsi bobot selimut untuk n ganjil :

wr, = fs(07) + fs(@l) + fs(zly) + F(0))
mi +m + 2j +mn—|—m(i+1)+m+2j +2mn+2mi—|—2m+2j

2 2 2

3 Ami + 5m + 8§
L\ 27T+ ””; M1 P, 1 <j<m

= j+



http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

75

Langkah selanjutnya untuk membentuk selimut total, maka diperlukan la-
bel sisi. Labeli sisi gabungan graf Semi Jahangir mSJ,, dengan fungsi bijektif f;
dapat dituliskan sebagai berikut:

2mn +mi+m+j

f5(p]xf) = 5 ,untuk 1 <i<n+1,1 <j<m
foladyd) = TP ik <i<n, 1< <m
- 3 2mi + 2 ]
falyial,) = 220 mQH M) mtukl <i<nm, 1 <j<m

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada gabungan graf Semi
Jahangir, maka Wy, dapat diperoleh dari penjumlah bobot selimut wy, dengan
fungsi label sisi, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut: Fungsi bobot total

untuk n genap :

Wy, = wg+ fo(prl) + fs(prlyy) + fslzadl) + s(vizliy),
3mn + 4mi + 6m + 8j N 2mn+mi+m+ j n 2mn+m(i+1)+m+j

2 2 2
3mn+2mi+m+j+3mn+2mi+2m+j

2 2
23mn + 16mi + 18m + 165

- 5 auntuk 1 <i<in, 1 <5 <m

Fungsi bobot total untuk n ganjil :

Wy, = wp + folpel) + fs(pely) + Fs(@ind) + s(vialy),

3mn+4mi+5m—+8j 2mn+mi+m+j 2mn+m(@i+1)+m+j
2 5 2 U 2

3mn+2mi+m+j+3mn+2mi+2m+j

2 2
9 16rmi <l i’
D B 6””; [ 6j,untuk1 <i<n 1<j<m

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {2mnt34m+16 23mnt3dm+32

.., Bmnt3dm Y yntuk n genap. Karena U, = a + (s — 1)b = 2ma3dmtll 4 (i —

23mn+34m+16
Bnd SH16 Q)

1)8 — 39mn+34m

5 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan super (
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(Cy) antimagic total selimut pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mS.J,
untuk n > 2 dan m > 2 dengan n genap. Dan untuk n ganjil barisan aritmatika

dari Wf5 — {237)171—}-337)1—}-167 23mn+§3m+32’ o 39mn2+33m } Karena Un = q+ (8— 1)b _

2t 4 (mp — 1)8 = ML maka terbuktilah bahwa ada pelabelan

super (w, 8)-(Cy) antimagic total selimut pada gabungan saling lepas

graf Semi Jahangir m.SJ, untuk n > 2 dan m > 2 dengan n ganjil. OJ

Pada Gambar 4.30 merupakan contoh super (230, 8)-(Cy) antimagic total
selimut SHATC pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir 35.J;5

Gambar 4.30 Super (230, 8)-(C}y) antimagic total selimut pada 3SJ5
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Pada Gambar 4.31 merupakan contoh super (266, 8)-(Cy4) antimagic total
selimut SHATC pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir 35 Js

Gambar 4.31 Super (266, 8)-(C4) antimagic total selimut pada 3SJs

Pada Gambar 4.31 merupakan gabungan graf mSJ,, dengan n = 5 dan m =
3, pelabelan total selimut pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika Wy, =
{230,238,246...,342} dengan d = 8 dan a = 230. Sedangkan Gambar 4.30

merupakan gabungan graf mS'J,, dengan n = 6 dan m = 3, pelabelan total selimut
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pada graf tersebut membentuk barisan aritmatika Wy, = {266,274,282...,402}
dengan d = 8 dan a = 266.

4.3 Hasil dan Pembahasan

Metode penelitian ini digunakan untuk menentukan kardinalitas, menen-
tukan batas atas nilai d, menentukan fungsi titik, fungsi bobot selimut, fungsi
sisi, dan fungsi bobot total selimut pada graf Semi Jahangir tunggal S.J,, maupun
gabungan saling lepasnya mS.J,. Berdasarkan hasil perhitungan diperoleh nilai
d yang mungkin untuk super (a,d)-H antimagic total selimut pada graf Semi
Jahangir tunggal S.J,, dengan d € {0,1,2,...,20} dan gabungan saling lepasnya
mSJ, adalah d € {0,1,2,...,25}. Hasil dari penelitian ini didapatkan beberapa
nilai d dan teorema-teorema baru beserta pembuktiannya terkait dengan super
(a,d)-H antimagic total selimut pada graf Semi Jahangir tunggal maupun gabun-
gan saling lepasnya.

Beberapa nilai d diatas didapatkan dengan mengkombinasikan label titik
dan sisi, didapatkan 4 kombinasi label titik dan 11 kombinasi label sisi pada graf
Semi Jahangir tunggal. Hasil dari mengkombinasikan label titik dan sisi tersebut
maka didapatkan 17 (tujuh belas) teorema . Penggunaan dari label titik yang
sama akan menghasilkan bobot selimut yang sama pula. Teorema-teorema yang
didapatkan dari mengkombinasikan 4 label titik yang berbeda terbagi beberapa
kelompok yaitu pada teorema 4.1.1, teorema 4.1.2, teorema 4.1.3, teorema 4.1.4,
teorema 4.1.5, teorema 4.1.6, teorema 4.1.7, teorema 4.1.8, teorema 4.1.9, teorema
4.1.10 dan teorema 4.1.16; teorema 4.1.11, teorema 4.1.12, teorema 4.1.13 dan
teorema 4.1.17; teorema 4.1.14; teorema 4.1.15. Sedangkan teorema-teorema yang
didapatkan dari mengkombinasikan 11 label sisi yang berbeda terbagi beberapa
kelompok yaitu pada teorema 4.1.1; teorema 4.1.2; teorema 4.1.3; teorema 4.1.4;
teorema 4.1.5; teorema 4.1.6; teorema 4.1.7; teorema 4.1.8 dan teorema 4.1.11;
teorema 4.1.9 dan teorema 4.1.12; teorema 4.1.10 dan teorema 4.1.13; teorema
4.1.14, teorema 4.1.15, teorema 4.1.16 dan teorema 4.1.17.

Sedangkan untuk graf Semi Jahangir pada gabungan saling lepas nilai d
diatas didapatkan dengan mengkombinasi 2 label titik dan 5 kombinasi label sisi.

Hasil dari mengkombinasikan label titik dan sisi tersebut didapatkan 5 (lima)
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teorema. Nilai d yang didapat yaitud=0,d=2,d=4,d=6dand=8. Ada
keterkaitan antara graf konektif dengan diskonektif yaitu salah satu label titik
pada graf Semi Jahangir konektif dapat diterapkan pada label titik graf Semi
Jahangir diskonektif, dapat dilihat pada teorema 4.1.15 dengan teorama 4.2.5.

Nilai batas atas d yang sudah diketahui berbeda dan nilai awal a juga
berbeda namun pada penelitian ini terdapat nilai ¢ yang sama yaitu pada teorema
4.1.2 dan teorema 4.1.4; teorema 4.1.6 dan teorema 4.1.11; teorema 4.1.10 dan
teorema 4.1.14. Label titik yang digunakan adalah dari 1 hingga ps dimana pg
adalah jumlah titik pada graf sedangkan label untuk sisi yang digunakan adalah
dimulai dari pg + 1 hingga pg + q¢ dimana ¢z merupakan jumlah sisi, sehingga
pe + g merupakan jumlah titik dan sisi pada graf. Jika kedua label tersebut
digunakan untuk melabeli sebuah graf dengan aturan yang diberikan diatas maka
pelabelan tersebut disebut sebagai pelabelan total. Pada graf Semi Jahangir tung-
gal (SJ,,) nilai d < 20 tersebut berlaku pada syarat yang sama yaitu n > 2. Dan
untuk gabungan graf Semi Jahangir dengan nilai d < 26 tersebut berlaku pada
syarat yang sama yaitu n > 2 dan m > 2.

Menurut hasil penelitian yang telah dilakukan, peneliti telah mendapatkan
Super H-antimagic total selimut graf Semi Jahangir tunggal untuk d € {0, 1,2, 3, 4,
5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,18} dan Super H-antimagic total selimut untuk
gabungan saling lepas pada graf Semi Jahangir d € {0, 2,4, 6, 8}.

Berdasarkan hasil penelitian dan perhitungan yang telah dilakukan sebelum-
nya, terdapat beberapa pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir S.J,, dan gabungan saling lepas mSJ,, yang belum ditemukan
oleh peneliti. Berdasarkan visualisasi contoh-contoh pelabelan dan penerapan
fungsi bijektif hasil penelitian yang telah ditemukan, diharapkan dapat mem-
bantu peneliti lain yang akan melakukan penelitian sejenis. Beberapa pelabelan
dan penerapan fungsi bijektif yang belum ditemukan oleh penulis diberikan pada

masalah terbuka berikut:

Masalah terbuka 4.3.1. Pelabelan super (a,d)-H antimagic total selimut pada
graf Semi Jahangir SJ, dengan n > 2 untuk d < 20 selain d € {0,1,2,3,4,5,
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6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, 18}.
Masalah terbuka 4.3.2. Pelabelan super (a,d)-H antimagic total selimut pada

gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mSJ, dengan n > 2 dan m > 2 untuk
d < 24 selain d € {0,2,4,6,8}.
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa:

1. Graf Semi Jahangir tunggal SJ, memiliki pelabelan super (a,d)-H an-
timagic total selimut untuk d = {0,1,2,3,...,20}. Peneliti telah mene-
mukan SHATC (Super H Antimagic Total Covering) untuk graf Semi Ja-
hangir tunggal untuk d € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 18}.
Hasil penelitian ini dibuktikan pada teorema bahwa graf Semi Jahangir

31n+42 0)

SJ, memiliki fungsi bijektif pelabelan super ( untuk n genap dan

(Bl 0) untuk n ganjil, (150 + 21, 1), (29"+44,2) untuk n genap dan
(283 9) untuk n ganjil, (15n + 21,3), (Z2H8 4) untuk n genap dan
(215 4) untuk n ganjil, (13n + 23,5), (2248 6) untuk n genap dan
(25n+47 6) untuk n ganjil, (14n + 22,7), (23"+50 8) untuk n genap dan
(#7572,8) untuk n ganjil, (1ln + 25,9), (13n + 23,10), (#%5°2,11) un-

tuk n genap dan (2521 11) untuk n ganjil, (10n + 26,12), (11n + 25,13),
(2254 14) untuk n genap dan (2223 14) untuk n ganjil, (9n + 27,15),
(8n + 28, 18)-(C}) antimagic total selimut untuk n > 2.

2. Gabungan saling lepas graf Semi Jahangir mS.J,, memiliki pelabelan super
(a, d)-H antimagic total selimut untuk d = {0,1,2,3,...,25}. Peneliti telah
menemukan SHATC' (Super H Antimagic Total Covering) untuk gabungan
graf Semi Jahangir d € {0,2,4,,6,8}. Hasil penelitian ini dibuktikan bahwa
gabungan graf Semi Jahangir m.SJ, terdapat fungsi bijektif pelabelan super
(18mn + 14m +4,0), (17mn + 14m +5,2), (16mn + 14m + 6,4), (15mn +
14m+17,6), dan (w, 8) untuk n genap dan (w, 8) untuk

n ganjil antimagic total selimut untuk n > 2 dan m > 2.
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5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan super (a, d)-H antimagic
total selimut pada graf Semi Jahangir serta mengacu pada open problem dari hasil
penelitian yang telah ditemukan, maka peneliti memberikan saran kepada pem-
baca agar dapat melakukan penelitian pada pelabelan super (a,d)-H antimagic
total selimut pada graf Semi Jahangir SJ, dengan n > 2 untuk d < 20 selain
de{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 18}. Serta untuk pelabelan super
(a,d)-H antimagic total selimut pada gabungan saling lepas graf Semi Jahangir
mSJ,, dengan n > 2 dan m > 2 untuk d < 25 selain d € {0, 2,4, 6, 8}.
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