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RINGKASAN

Pelabelan Selimut (a,d)—H Anti Ajaib Super Pada Graf Rantai dan
Kaitannya dengan Keterampilan Berpikir Tingkat Tinggi; Dina Rizki
Anggraini, 110210101081; 2015: 126 halaman; Program Studi Pendidikan Mate-
matika, Jurusan Pendidikan Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Fakultas

Keguruan dan Ilmu Pendidikan, Universitas Jember.

Salah satu topik dalam graf adalah pelabelan graf. salah satu pelabelan graf
yaitu pelabelan selimut (a, d)—H anti ajaib super, dimana a bobot selimut terkecil
dan d nilai beda. Graf Rantai dinotasikan dengan K,P, merupakan pengemban-
gan dari graf lengkap yang membentuk lintasan. Graf ini merupakan graf yang
memiliki berindeks n. Gabungan diskonektif graf Rantai merupakan gabungan
saling lepas dari k£ duplikat graf Rantai dan dinotasikan dengan mK,P,. Tu-
juan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui batas atas pelabelan selimut
(a,d) —H-anti ajaib super pada graf Rantai konektif dan diskonektif, apakah graf
Rantai memiliki pelabelan selimut (a,d) — H anti ajaib super, dan keterkaitan
proses menemukan pelabelan selimut (a, d) —H anti ajaib super pada graf Rantai
dengan keterampilan berpikir tingkat tinggi.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deskriptif aksiomatik,
yaitu dengan menetapkan pengertian dasar selimut’ anti ajaib super. Kemudian
diterapkan dalam pelabelan selimut-H anti ajaib super pada graf Rantai. Hasil
penelitian ini adalah teorema baru dan batas atas serta keterkaitan keterampilan
berpikir tingkat tinggi dengan pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib super.

Graf Rantai konektif memiliki pelabelan selimut (a, d) — K anti ajaib super
untuk d = {0,1,2,...,48}. Hasil Penelitian ini. Hasil penelitian ini dibuktikan
pada teorema bahwa Graf Rantai konektif K4 P, terdapat fungsi bijektif pelabelan
selimut yaitu (18n + 37,48), (24n + 31,36), (54n + 1,24), (31n + 24, 22), (33n +
22,18), (34n+21,16), (35n + 20, 14), (36n + 19,12), (37n + 18,10), (38n +17,8),
(391 + 16,6), (40n 4+ 15,4), (41n + 14,2), dan (42n + 14,0) — K, anti ajaib super
untuk n > 2. Terdapat konjektur pelabelan titik selimut pada graf Rantai K,P,

s2+s

2. 5% —s) — K, anti ajaib pada graf

yaitu ada pelabelan titik titik selimut (

viil
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Rantai K,P, untuk s > 2 dan n > 2. Konjektur pelabelan selimut yaitu ada
pelabelan selimut (a, d) — K anti ajaib super pada graf Rantai K,P, untuk s > 2
dan n > 2.

Graf Rantai diskonektif m K, P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K4 anti
ajaib super untuk d < 50. Hasil penelitian ini dibuktikan pada teorema bahwa
Graf Rantai diskonektif mK, P, terdapat fungsi bijektif pelabelan selimut yaitu
(21mn + 9m + 25,40, (69mn — 28m — 12n + 28, 32), (29mn + 2m — 2n + 28, 28),
(61mn — 10n — 22m + 28, 20), (37mn — 4m — 4n + 28, 16), (36mn + 8m + 13, 10),
(37mn + 8m + 12,8), (38mn + 8m + 11,6), (39mn + 8m + 10,4), dan (40mn +
8m +9,2) — K, anti ajaib super untuk n > 2 dan m > 2.

Kaitan antara keterampilan berpikir tingkat tinggi dengan pelabelan selimut
(a,d) — K4 anti ajaib super yakni mengingat yaitu mengidentifikasi famili graf,
memahami yaitu menghitung jumlah titik p dan sisi ¢, menentukan batas atas
nilai beda d pada graf Rantai, menerapkan yaitu menentukan label titik dan
menentukan fungsi bijektif bobot titik selimut, menganalisa yaitu menentukan
label sisi dan fungsi bijektif sisi, menegembnagkan fungsi sisi dan bobot total,
mengevaluasi yaitu membuktikan kebenaran fungsi dan mencipta yaitu tercipta

teorema baru.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Ilmu pengetahuan dan teknologi semakin berkembang seiring dengan ke-
majuan jaman dan kebutuhan manusia. Matematika merupakan ilmu yang uni-
versal yang mendasari perkembangan teknologi modern. Matematika mempunyai
peranan penting dalam berbagai disiplin ilmu dan memajukan daya pikir manu-
sia. Perkembangan pesat dibidang teknologi, informasi, dan komunikasi dilandasi
oleh perkembangan matematika dibidang Teori Bilangan, Aljabar, Matematika
Diskrit, dan lain sebagainya.

Pemecahan masalah merupakan fokus matematika. Matematika dapat me-
latih kemampuan untuk berpikir, terutama ketika memecahkan masalah-masalah
dalam matematika. Salah satu keterampilan berpikir adalah berpikir tingkat
tinggi (Higher Order Thingking Skill). Kemampuan berpikir tingkat tinggi meru-
pakan suatu kemampuan berpikir yang tidak hanya membutuhkan kemampuan
mengingat saja namun juga membutuhkan kemampuan lain yang lebih tinggi
yaitu menganalisis , mengevaluasi, dan mengkreasi.

Taksonomi Bloom merupakan suatu teori yang membahas keterampilan ber-
pikir tingkat tinggi. Taksonomi Bloom membahas tiga ranah aspek kognitif yaitu
aspek analisa, aspek evaluasi, dan aspek mencipta. Kemampuan berpikir tingkat
tinggi pada matematika contohnya seperti kemampuan berpikir kreatif dan me-
mecahkan masalah matematis. Berpikir tingkat tinggi sangat diperlukan karena
setiap orang pasti dihadapkan pada berbagai masalah yang harus dipecahkan dan
menuntut pemikiran tingkat tinggi dalam memecahkan masalah yang dihadapi,
sehingga berpikir tingkat tinggi membantu kita dalam menghadapi tantangan
hidup.

Matematika memiliki beberapa cabang ilmu seperti Statistika, Aljabar, Kal-
kulus, Kombinatorik, Matematika Diskrit dan lain lain. Salah satu cabang ilmu

matematika yang sedang dikaji yaitu Matematika Diskrit yang didalamnya memuat
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Teori Graf. Teori Graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada
tahun 1736. Graf merupakan salah satu topik pada Teori Graf. Graf adalah
salah satu metode yang sering digunakan untuk mencari solusi dari permasala-
han diskrit dalam dunia nyata. Dalam kehidupan sehari-hari, graf digunakan
untuk menggambarkan struktur yang ada. Tujuannya adalah sebagai visualisasi
objek-objek agar lebih mudah dimengerti.

Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek kajiannya
berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan sisi serta himpunan
bagian bilangan cacah yang disebut label. Pelabelan graf pertama kali muncul
pada pertengahan tahun 1960-an yang diawali sebuah hipotesis oleh Ringel dan
Rosa(dalam Dafik, 2007:17). Pelabelan graf merupakan suatu pemetaan satu-
satu yang memetakan himpunan dari elemen-elemen graf ke himpunan bilangan
bulat positif. Elemen-elemen graf itu sendiri meliputi himpunan titik, himpunan
sisi, himpunan titik dan sisi. Hingga saat ini pemanfaatan teori pelabelan graf
sangat dirasakan peranannya terutama pada sektor transportasi, navigasi, sistem
komunikasi dan lain lain. Berdasarkan elemen-elemen yang dilabeli, pelabelan
dibagi menjadi 3 jenis, yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total.

Pelabelan berkembang menjadi pelabelan graceful, pelabelan ajaib, pela-
belan anti ajaib dan lain lain. Sedldacek mendefinisikan bahwa suatu graf dikatakan
ajaib, jika sisi-sisinya dapat dilabeli dengan bilangan bulat positif sehingga jum-
lah label sisi yang terkait pada setiap titik selalu sama. Pelabelan ajaib terdiri
dari beberapa jenis pelabelan yaitu pelabelan total titik ajaib, pelabelan total
sisi ajaib, pelabelan total titik ajaib super, dan pelabelan total sisi ajaib super,
sedangkan pada pelabelan anti ajaib terdapat pelabelan total titik anti ajaib dan
pelabelan total sisi anti ajaib.

Pelabelan anti ajaib adalah pengembangan dari pelabelan ajaib yang di-
lakukan oleh Hartsfield dan Ringel (1990). Mereka mendefinisikan bahwa suatu
graf G yang memiliki verteks sebanyak vg = |V| = |V(G)| dan eq = |E| = |E(G)|
disebut anti ajaib, jika sisi-sisinya dapat dilabeli dengan {1,2,...,es} sehingga
setiap titik mempunyai bobot titik yang berbeda. Gutiérrez dan Lladé (2005)

memperkenalkan pelabelan total H-ajaib dengan menggunakan konsep selimut-


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

3
H. Suatu selimut dari G adalah H = {H1, Ha, Hs, ..., Hy} keluarga subgraf dari

G dengan sifat setiap sisi di G termuat pada sekurang-kurangnya satu graf H;,
untuk suatu ie {1,2, ..., k}. Jika untuk setiap ie{1,2, ..., k}, H; isomorfik dengan
suatu subgraf H, maka H dikatakan suatu selimut-H dari G.

Salah satu penelitian tentang pelabelan total selimut pernah dilakukan oleh
Inayah (2013), tentang pelabelan selimut (a,d) — Cy-anti ajaib super pada graf
kipas dan graf roda. Inayah mengembangkan suatu pelabelan selimut H anti
ajaib, dengan penjelasan bahwa suatu pelabelan selimut (a, d) —H-anti ajaib pada
graf G adalah sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat jumlah yang merupakan
deret aritmatika {a,a + d,a + 2d+,...,+a + (t — 1)d}. Inayah meneliti tentang
pelabelan selimut (a,d) —H anti ajaib pada graf fan F,, dengan de{3,2h —5,2h —
1,6h —3;3<h<n+1}.

Pada penelitian ini dibahas tentang ketekaitan pelabelan selimut (a, d) — H-
anti ajaib super pada graf Rantai, dinotasikan mK,— P,,, dengan m > 2 dann > 2
tumbuhnya berpikir tingkat tinggi karena belum pernah ditemukan sebelumnya.
Oleh karena itu, pada penelitian ini penulis memilih judul ” Analisa Pelabelan
Selimut (a,d) — 'H Anti Ajaib Super pada Graf Rantai dan Kaitannya
dengan Keterampilan Berpikir Tingkat Tinggi”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan masalah dalam

penelitian ini yaitu:

a. berapa batas atas pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada graf

Rantai konektif dan diskonektif?

b. apakah graf Rantai konektif memiliki pelabelan selimut (a, d) — H-anti ajaib

super?

c. apakah graf Rantai diskonektif memiliki pelabelan selimut (a,d) — H-anti

ajaib super?

d. bagaimana kterkaitan keterampilan bepikir tingkat tinggi dengan pelabelan

selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada graf Rantai?
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1.3 Batasan Masalah
Untuk menghindari meluasnya permasalahan yang akan dipecahkan, maka

dalam penelitian ini masalahnya dibatasi pada :
a. graf sederhana, yaitu graf yang tidak mempunyai loop dan sisi ganda;

b. graf Rantai konektif disimbolkan dengan K,F, dan gabungan graf Rantai
diskonektif disimbolkan dengan mK,P,, dengan m > 2, n > 2; m,neN.
Dalam penelitian ini, m merupakan banyaknya gabungan graf Rantai dan

n merupakan ketentuan dari definisi graf Rantai;

c. menggunakan Taksonomi Bloom yang telah direvisi.

1.4 Tujuan Penelitian
Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang di atas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

a. menentukan batas atas pelabelan selimut (a,d) — ‘H anti ajaib super pada

graf Rantai konektif dan diskonektif;

b. menentukan pelabelan selimut (a,d) — H anti ajaib super pada graf Rantai

konektif;

c. menentukan pelabelan selimut (a, d) — H anti ajaib super pada graf Rantai
diskonektif;

d. mengetahui keterkaitan proses menemukan pelabelan selimut (a,d) — H
anti ajaib super pada graf Rantai dengan tumbuhnya keterampilan berpikir

tingkat tinggi.

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang didapatkan dari penelitian ini adalah :

a. menambah pengetahuan baru tentang teori graf khususnya tentang pela-

belan selimut graf Rantai;
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b. memberi motivasi untuk meneliti tentang pelabelan selimut (a,d) — H anti

ajaib super pada graf jenis lain;

c. hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan atau
perluasan ilmu dan aplikasi dalam masalah pelabelan selimut (a, d) —H anti

ajaib super;

d. menumbuhkan keterampilan berpikir tingkat tinggi untuk mewujudkan HOTS
(Higher Order Thingking Skill).
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Graf merupakan pasangan himpunan titik dan himpunan sisi. Pengaitan
titik-titik pada graf membentuk sisi dan dapat direpresentasikan pada gambar
sehingga membentuk pola graf tertentu. Teori graf bermula ketika Leonhard
mencoba mencari solusi dari permasalahan yang terkenal yaitu jembatan Konigs-
berg di Prusia timur yang menghubungkan empat wilayah disekitarnya. Masalah
jembatan Konigsberg ini adalah mungkinkah melalui ketujuh jembatan tersebut
tanpa mengulangi jembatan tersebut dua kali. Euler seorang ahli matematika
dari Swiss pada tahun 1736 mencoba memecahkan masalah jembatan Konigsberg.

Gambar 2.1 graf jembatan Konigsberg oleh Euler

R 4 -
- \ d ?_h!—_*__é:" A ——‘D
":fk “:-_r—qﬁll' 1/&\ :

(a)Jembatan Konigsberg di Jerman (b)Representasi dalam Graf

Gambar 2.1 Jembatan Konigsberg
(Sumber: http://sha-essa.blogspot.com/2011/12/01-archive.html)

Euler mencoba solusi dari permasalahan bagaimana menyeberangi semua
pulau dimulai dari sebarang pulau dan melewati semua pulau melalui jembatan
itu tepat hanya satu kali dari tempat berangkat sampai kembali ke tempat semula.
Permasalahan jembatan Konigsberg tersebut dapat direpresentasikan dalam ap-
likasi teori graf. Pada permasalahan ini, lokasi sepanjang kota yang dihubungkan
oleh jembatan merupakan representasi vertex, sedangkan jembatan yang menghu-

bungkan antar lokasi merupakan representasi edge.
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Sebuah graf G merupakan pasangan himpunan (V(G), E(G)) adalah him-
punan berhingga tak kosong dari elemen yang disebut titik dan E(G) adalah
sebuah himpunan (mungkin kosong) dari pasangan terurut {u,v} dari titik u,v
eV (G) yang disebut sisi. Berdasarkan definisi graf yang telah disebutkan di atas
dapat dimungkinkan adanya graf yang tidak memiliki sisi tetapi hanya berupa
titik. Titik-titik yang berkelompok dan membentuk suatu himpunan titik tanpa
sisi maka disebut null raph atau graf kosong. Graf kosong (null graph atau empty

graph) dinotasikan dengan N,,, dimana n adalah jumlah titik pada graf. Gambar

()
(o) ()

Gambar 2.2 Graf Kosong

2.2 merupakan contoh graf kosong.

Sebuah graf G mungkin mengandung loop yaitu sisi yang berbentuk wu,v,
dan/sisi ganda, yaitu sisi yang menghubungkan sepasang titik yang lebih dari
satu. Untuk menyederhanakan notasi sebuah sisi u, v sering dinotasikan dengan uv
untuk menyederhanakan notasi. Ordo dari sebuah graf G adalah banyaknya titik
pada G. Berdasarkan Gambar 2.3 menunjukkan sebuah contoh graf yang berordo
7 dengan himpunan titik {vq,v9,v3,04,05,06,07} dan himpunan sisi {vjvy, v4v3, V305,
V54, V4v7 }. Misalkan v dan v merupakan titik titik dari graf G. wu dikatakan
bertetangga dengan v. Sebuah sisi e yang menghubungkan u dan v yaitu e =
uv. Selanjutnya kita sebut v tetangga dari u. Himpunan semua tetangga dari u
disebut ketetanggaan dari u dan dinotasikan dengan N(u). Kedua titik v dan v
dapat juga disebut bersisisan dengan sisi e.(Slamin, 2009)

Derajat titik v pada G adalah banyaknya titik-titik yang bertetangga dengan
v yaitu jumlah semua tetangga dari v. Jika sebuah titik v mempunyai derajat
0, dengan kata lain v tidak bertetangga dengan sembarang titik yang lain, maka
v adalah titik terasing. Titik yang mempunyai derajat satu disebut titik akhir

(end vertex) atau daun. Jika semua titik pada graf G mempunyai derajat yang
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v v U
(3 () (3

Gambar 2.3 Contoh Sebuah Graf

sama d maka dikatakan graf singular graf d (Dafik dkk, 2009). Suatu graf G
mempunyai derajat yang tidak sama maka graf tersebut dikatakan non-reguler.
Derajat terkecil dari suatu garf G dinotasikan dengan 0(G) adalah derajat terkecil
yang dimiliki suatu titik diantara titik-titik yang lain. Derajat terbesar dari suatu
graf G yang dinotasikan dengan A(G) adalah derajat terbesar yang dimiliki suatu
titik diantara titik-titik yang lain.

Graf H merupakan subgraf dari G jika setiap titik di H adalah titik di G
dan setiap sisi di H adalah sisi di G (V(H) C V(G) dan E(H) C E(G). Graf H
merupakan subgraf dari G maka dapat ditulis H C G. Jika H adalah subgraf dari
G tetapi H # (G, maka H disebut subgraf sejati dari G' dan ditulis dengan H C G,
sedangkan GG disebut supergraf dari H. Pada Gambar 2.4 merupakan contoh graf
dan subgraf. G; dan GG merupakan subgraf dari G karena semua titik dan sisi
pada graf G; dan G5 adalah sisi dan titik di G.

Gabungan dari dua graf G; dan G, dinotasikan dengan G; U G5, didefi-
nisikan sebagai graf dengan himpunan titiknya adalah V(G;) U V(G3) dan him-
punan sisi £(G1) U E(Gs). Pada Gambar 2.5, graf G merupakan gabungan graf
G, dan G,, yaitu G = G U Gy. Graf gabungan mG didefinisikan sebagai gabu-
ngan saling lepas dari m buah kopi graf G dan dapat juga dikatakan sebagai
graf dengan m komponen, dimana setiap komponennya adalah graf G. Jenis graf
tersebut juga disebut sebagai graf diskonektif atau dapat juga dikatakan sebagai
graf dengan m komponen. Dengan kata lain mG = G; U Gy, U G3 U ... U Gy,
dengan G; = Gy = G3 = ... = G,,, = G. Misal graf G mempunyai p titik dan ¢
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sisi, maka graf mG mempunyai mp titik dan mgq sisi.

Gl G2

Gambar 2.4 Contoh Graf dengan Subgrafnya

Graf G(V, FE) dan G(v*,e*) disebut isomorfik jika ada korespondensi satu
satu f : V — V* sedemikian hingga u, v adalah suatu sisi dari G jika dan hanya
jika f(u), f(v) adalah suatu sisi dari graf G*. Graf isomorfik tidak dibedakan
(walaupun diagramnya mungkin ”tampak beda”). Gambar 2.6 menunjukkan graf
GG, mirip dengan huruf X dan G5 mirip dengan huruf K. Perhatikan gambar 2.6
bahwa X dan K adalah graf-graf isomorfik (Lipschutz dan Lipson, 2008:138).

Jalan dari suatu graf dinotasikan dengan Aje;,Ases, Ases, Asey,...,Arer, adalah
barisan titik dan sisi terhingga dan bergantian dari titik-titik dan sisi-sisi dalam
suatu graf dengann ketentuan setiap sisi e;, menempel pada A; dan A; dan A; # A;
jika e; bukan merupakan sebuah loop . Trail atau jejak adalah jalan yang semua
sisinya berbeda disebut dengan trail. Jalan pada suatu graf dibentuk dari barisan
titik dan sisi terhingga serta bergantian dari titik-titik dan sisi-sisi dalam suatu
graf, titik dan sisinya boleh ada pengulangan disebut lintasan. Lintasan adalah

suatu jalan yang keseluruhan titiknya berbeda (Hartseld dan Ringel, 1994).
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Gambar 2.5 Gabungan Saling Lepas Graf

Suatu graf dikatakan terhubung (connected), jika ada lintasan dari u ke v
dan jika tidak ada lintasan dari u ke v disebut graf tak terhubung (disconnected).
Jarak antara verteks u dan v dalam G yang ditulis d(u,v) adalah panjang dari
jarak tersingkat antara u dan v. Diameter dari G yang dituliskan diam(G) adalah

jarak maksimum antara sembarang dua titik dalam G(Lipchutz dan Lipson, 2008)

Gq Go

Gambar 2.6 Graf Isomorfik
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Suatu graf G disebut graf berlabel jika sisi-sisinya dan / verteksnya diberi
data dalam suatu bentuk. Lebih khusus lagi, G disebut graf berbobot jika se-
tiap sisi e dan G diberi suatu bilangan nonnegatif w(e) yang disebut bobot atau
panjang dari v. Bobot atau panjang suatu lintasan dalam suatu graf berbobot G
didefinisikan sebagai hasil penjumlahan dari bobot sisi-sisi dalam lintasan terse-
but.

2.2 Jenis-jenis graf
Graf terdiri beberapa jenis namun yang sering digunakan ada dua jenis.
Jenis-jenis graf dibagi berdasarkan ada atau tidaknya gelang atau sisi ganda pada

suatu graf dan berdasarkan sisi pada graf yang mempunyai orientasi arah.

1. Graf sederhana (simple graf) adalah graf yang tidak mengandung gelang
maupun sisi-ganda dinamakan graf sederhana. Pada graf sederhana sisi

merupakan pasangan tak terurut. Jadi sisi (u,v) sama saja dengan (v, u).

2. Graf tak-sederhana (unsimple-graf/multigraf) adalah graf yang mengandung
sisi ganda atau gelang. Graf tak sederhana dibagi menjadi dua macam, yaitu
graf ganda dan graf semu. Graf ganda adalah graf yang mengandung sisi
ganda. Sedangkan graf semu adalah graf yang mengandung gelang. Sisi

pada graf semu dapat terhubung ke dirinya sendiri.

€1

(o) ’

Gambar 2.7 Graf Sederhana dan Tidak Sederhana
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Berdasarkan orientasi arah pada sisi, maka graf dibedakan menjadi dua jenis

yaitu graf tidak berarah dan graf berarah.

1. Graf tidak berarah (Undirect Graph) adalah graf yang tidak mempunyai
orientasi arah. Contoh graf tidak berarah ditunjukkan pada gambar 2.6.
Graf tak berarah, urutan pasangan simpul yang dihubungkan oleh sisi tidak

diperhatikan. Jadi, (u,v) = (v,u) adalah sisi yang sama.

2. Graf berarah (directed graf atau digraf) adalah graf yang setiap sisinya

diberikan orientasi arah.

Gambar 2.8 Graf Tidak berarah dan Berarah

Berdasarkan jumlah verteks pada suatu graf, maka secara umum graf dapat

digolongkan menjadi dua jenis yaitu graf berhingga dan graf tidak berhingga.

1. Graf Berhingga (Limited Graph) adalah graf yang jumlah verteksnya n,
berhingga. Pada gambar 2.8 adalah contoh graf berhingga.

2. Graf tak berhingga (Unlimited Graph) adalah graf yang jumlah verteksnya,
n tidak berhingga. Pada gambar 2.9 adalah gambar graf tak berhingga.

2.3 Graf Khusus

Graf khusus adalah graf yang mempunyai keunikan dan karakteristik bentuk
khusus. Keunikannya adalah graf khusus tidak isomorfis dengan graf lainnya.
Karakteristik bentuknya, dapat diperluas sampai order n tetapi simetris. Graf
khusus yang sudah populer dinamakan well —known special graph sedangkan graf
khusus yang belum populer tetapi dengan karakteristik graf khusus dinamakan

well — de fined special graph. Berikut ini beberapa contoh graf khusus.
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Gambar 2.9 Graf Tak Berhingga

2.3.1 Graf khusus populer (Well — known Special Graph)
1. Graf Lengkap (Complete Graph)
Suatu graf dikatakan lengkap jika setiap verteks dalam G terhubung ke se-
tiap verteks lainnya dalam G jadi suatu graf lengkap G pasti terhubung.
Graf lengkap dengan n verteks dinotasikan oleh K. Gambar 2.10 meru-
pakan contoh graf lengkap.

k4 ks

Gambar 2.10 Graf Lengkap
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2. Graf Bintang (Star Graph)
Graf bintang adalah graf pohon yang terdiri dari 1 titik yang berderajat
(n — 1) dan (n — 1) titik yang berderajat 1. Jadi, graf bintang S, terdiri
dari n titik dan (n — 1) sisi dengan n > 3 seperti pada Gambar 2.11.

@& | e

\

® @

Gambar 2.11 Graf Bintang Sg

3. Graf Lingkaran (Cycle graph)
Graf lingkaran adalah graf sederhana yang setiap simpulnya berderajat dua.
Graf lingkaran dengan n simpul dilambangkan dengan C,,. Gambar 2.12

adalah contoh graf lingkaran

4. Graf Roda (Wheels Graph)
Graf roda adalah graf yang diperoleh dengan cara menambahkan satu simpul
pada graf lingkaran C),, dan menghubungkan simpul baru tersebut dengan
semua simpul pada graf lingkaran tersebut. Gambar 2.14 adalah contoh graf

roda.

5. Graf Teratur (RegularGraph)
Graf teratur adalah graf yang setiap simpulnya mempunyai derajat yang
sama. Apabila derajat setiap simpul pada grap teratur adalah r, maka graf
tersebut dinamakan graf teratur berderajat r. Jumlah sisi pada graf teratur

dengan n simpul adalah % sisi. Gambar 2.13 adalah contoh graf teratur.
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Gambar 2.12 Graf Lingkaran (Roosen, 2003)

Gambar 2.13 Graf Teratur

6. Graf Planar (Planar Graph)
Graf planar dapat digambarkan pada bidang datar dengan sisi yang tidak
saling berpotongan dinamakan graf planar. Semua graf lingkaran adalah
planar. Tetapi, graf lengkap K, untuk n > 5 merupakan graf tak planar.
Pada gambar 2.15 adalah contoh graf planar.
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G

Gambar 2.14 Graf Roda (Roosen, 2003)

Gambar 2.15 Graf Planar(Munir,2005)

7. Graf Bipartit (Bipartite Graph)

Graf bipartit adalah Graf sederhana G jika himpunan simpul pada Graf
tersebut dapat dipisah menjadi dua himpunan tak kosong yang disjoint,
misalkan V} dan V5, sedemikian sehingga setiap sisi pada G menghubung-
kan sebuah simpul pada V; dan sebuah simpul pada V5. Dengan demikian,
pada graf bipartit tidak ada sisi yang menghubungkan dua simpul pada
V1 atau pada V5. Graf bipartit tersebut dinotasikan oleh G(V;,V5). Graf
bipartit ditunjukkan pada Gambar 2.16.
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Gambar 2.16 Graf Bipartit

2.3.2 Graf khusus yang belum populer (Well — defined special graph)

1. Graf Buku Segitiga(F.E.Chandra, 2011) dinotasikan dengan Bt,, adalah su-
atu graf yang merupakan famili dari graf Komplete tripartite K, ,; dengan
jumlah titik pada m dan n adalah satu dan jumlah titik pada [ sebanyak n.
Graf Buku Segitiga Bt, merupakan graf yang terdiri dari n buah segitiga
(n > 1) dengan setiap segitiga memiliki sebuah sisi yang dipakai bersama
atau dengan kata lain setiap segitiga memiliki 2 titik yang sama. Sebagai
ilustrasi perhatikan graf Bt; pada Gambar 2.17. Graf tersebut tersusun dari
5 buah segitiga.

Gambar 2.17 Graf Buku Segitiga Bt,

2. Graf UFO (Umilasari,R.,2013) yang dinotasikan dengan U, , adalah sebuah
graf yang memiliki bentuk menarik yang dikembangkan dari graf Buku Segi-
tiga. Graf UFO memiliki himpunan vertex, V = {u, f, 0, i, u;, 0, Tpj,; 1 <

i <m;1 <j <n;m,neN} dan himpunan edge, E = { fx;, uf, fo, o0z, TmTmj,
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uuj,00;;1 < i < m;l < j < nym,neN}. Gambar 2.18 merupakan Graf
UFO, Uy, p-

Gambar 2.19 Graf Tunas Kelapa CR,, ,,

3. Graf Tunas kelapa (Lestari, 1.L.,2013) C'R,,,, mempunyai himpunan titik
V(CRum) = {xi,yj,2;1 <i<n,1 <j <n}danhimpunansisi E(CR,,,,) =
{wpwi i =1} U{zwi; 1 <i <n—1} U {zpy; 1 < j <mb U {yy54051 <
j<m—1} U {z,z}. Gambar 2.19 merupakan graf tunas kelapa C'R,, ,,.
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4. Graf Ulat Sutra(Dian,A.H.,2014)adalah satu graf yang menarik yang dikem-

bangkan dari graf Snake. Graf Ulat sutra dinotasikan dengan Sw, dimana
himpunan titik Sw, adalah V(Sw,,) = {z;,y;,2;;1 <i<n,1 <j<n+1}
dan E(Swy,) = {2, Tizig1, zizie1, YiZi, Vizie; 1L < 0 < n}p U {yizi; 1 <
i <n—1}. Gambar 2.20 merupakan graf Ulat sutra Swy,.

Gambar 2.20 Graf Ulat Sutra Sw,,

Gambar 2.21 Graf Tribun ¥,
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5. Graf Tribun (Mubhlisatul, M,2014)adalah sebuah graf yang dikembangkan
dari graf ular (Snake) dan dinotasikan sengan ¥,,. Bentuk dari graf Tribun
dapat dilihat pada gambar 2.21. Graf Tribun memiliki himpunan vertez,
%, dimana titik (vertexr) adalah V%, = {z;,2;,v;,B;1 < i <ndan 1 <
j < n} dan Sisi (edge) adalah ET, = {Bz;, B2y, Bzs U 224151 < j <nU
TiZoip1; 1 <0 < nUxizei48: 1 <0 < nUy;20i4151 <0< nUY 20151 < i <nj}

T To X3

Ys

0 )

Gambar 2.22 Graf Tangga Permata Dl

Gambar 2.23 Graf Rantai Pentagon
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6. Graf Rantai Pentagon (Ermita,R.A.,2014)adalah salah satu graf yang dikem-
bangkan dari graf Siklis dan graf Snake. Graf Snake, yang berupa expand
dari graf pentagon, adalah graf yang salah satu titiknya dipakai bersama
dengan graf lainnya. Graf Rantai Pentagon adalah sebuah graf yang dino-
tasikan dengan B¢, dimana titik (vertex) adalah VPC, = {z;,x;,;;1 <i <
n;1 < j < 3} dan Sisi (edge) adalah EBC, = {z;,z; ;2 , viv1;1 < i <
n;1 <j <3} U{xi2, i3 Ti2, Tiy13;1 <i < n}. Gambar 2.23 merupakan
graf rantai pentagon BE&,,.

7. Graf Tangga (L. Syakdiyah, 2011) adalah salah satu family dari graf tangga.
Graf tangga permata adalah sebuah graf yang dinotasikan dengan DI, di-
mana V(Dl,) = {z;,y;, 2;;1 <i <n,1 <j<2n} dan E(Dl,) = {z;xi41,
vivir;1 < i < n—1} U {zw;1 <@ < n} U {z2:1;2 < j < 2n —
2 genap} U {xiz0i 1, Tiza;, Yizoi1, Yizei; 1 < i < n}. Contoh graf D3 ditun-
jukkan pada Gambar 2.22

Gambar 2.24 Graf Roket R, .,

8. Graf Roket (L.S.Prastiwi,2013) merupakan sebuah graf yang dinotasikan
dengan R,,, dimana n banyaknya percikan api yang keluar dari ekor Roket
dan m adalah jumlah titik pada badan dari graf Roket. Graf Roket mem-
punyai 2m + 3n + 3 titik dan 4m + 3n + 3 sisi. Graf Roket mempunyai him-
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punan titik R,, , dimana V (R, ) = {z;, yi;; 1 <i <m} U {Zn, Ymj, 251 <
j < n} U {v,w,z} ERppn = &1, Yiliy1, T, ¥¥ip1; 1 < 0 < m}p U
{wxlv VY1, WY1, ’UU)} U {xmzv YmZ, TmTmyj 5 Z2Z25, YmYmy; 1< .] < TL} Gambar

2.24 yang merupakan graf Roket R, .

Gambar 2.25 Graf Lampion £, ,,
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9. Graf Lampion (Robiyatul,A.,2014)adalah salah satu graf yang merupakan
famili dari graf buku segitiga. Graf lampion adalah sebuah graf yang dino-
tasikan dengan £, ,, dimana V(£,,,) = {2, 21,21 <i <n+1,1<
jg<m}dan E(£,,,) ={zizi1;,;1 <i<n+1,1<j<m} U {zz;9;;1<
i <n+1,1<j<m}U {zizl <i<n+1,1<j<m} U
{zigjrir; 1 <i<n+1,1<j<m} U {z;117i21;1 <i<n+1}. Berikut

ini gambar 2.25 adalah gambar graf lampion,

10. Graf Gunung (A. Fajriatin, 2011), dinotasikan Ms,, adalah sebuah graf den-
gan himpunan vertex, |V| = {x;,y;;1 <i<2ndan 1 < j < 6n+ 2,neN}
dan himpunan edge, IEI = {xinifZaxiy3i+3 untuk ¢ ganjil, x;ys;3, TiYsit2

untuk ¢ genap, ;ys;_1,TiY3i, T;yYsir1 untuk ¢ sebarang, 1 < i < 2n dan

Yjyj+1,1 < j < 6n + 1}. Gambar 2.26 merupakan contoh graf Gunung
(Myy,).

Gambar 2.26 Graf Gunung Ms,, dengan n = 2, My

2.4 Graf Rantai

Graf Rantai merupakan graf baru yang belum diketahui pelabelannya dan
graf ini menarik untuk diteliti pelabelannya. Graf Rantai dinotasikan dengan
K4P,. Graf Rantai berawal dari lintasan yang terdiri dari graf lengkap. Graf
Rantai merupakan shackle titik yang disimbolkan dengan shack(Ky,v,n), se-

hingga shack (K4, v, n) memiliki arti sama dengan K4F,. Misalkan k adalah bilan-
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gan bulat positif. Graf shackle dinotasikan dengan shack(Gy, Go, ..., Gy), sebagai
sebuah graf yang dibentuk dari k graf tak terhubung tak trivial Gy, G, ..., Gk
sehingga untuk setiap s, te[l, k] dengan |s,t| > 2 berlaku G4 dan Gy tidak mem-
punyai titik yang sama, dan untuk setiap i€[l, k — 1], G; dan G, mempunyai
tepat satu titik yang sama, disebut titik penghubung, dan k& — 1 titik penghubung
itu semua berbeda. Maryati dkk (2010)

Dalam penelitian ini graf Rantai akan dinotasikan dengan K,P, dengan
titik V(K4P,) = {zi,y5,2i51 < i < n,1 < j < n+ 1} dan sisi (K4P,) =

{xizi>$z‘yz‘> YilYit1s TilYit1, YiZis ZilYir1; 1 <0 < n}

Gambar 2.27 Graf Rantai K4 P,

2.5 Aplikasi Graf

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang dapat digu-
nakan dalam kehidupan sehari hari. Beberapa aplikasi graf dalam kalehidupan
adalah pengaturan lampu jalan, menyusun jadwal kuliah, menyusun jadwal per-
tandingan, persoalan pedagang keliling (Salesman Traveling Problem), dan lain
lain. Salah satu aplikasi graf dalam kehidupan yaitu pembuatan sandi pesan
rahasia. Contoh sepasang suami istri di sebuah rumah menyimpan uang sebe-
sar 1 triliun rupiah. Karena sekarang rawan adanya perampok dan pencuri se-
hingga suaminya menyimpan uang itu di tempat yang aman. Karena sang suami
pergi keluar kota untuk beberapa hari dan tidak sempat menghubungi istrinya
sehingga dia membuat pesan untuk istrinya terkait keberadaan uang tersebut.

Jika menggunakan pesan biasa pasti akan terbaca oleh orang lain sehingga sang
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suami membuat pesan rahasia. Untuk membuat pesan rahasia dapat menggu-
nakan aplikasi graf. Sang suami menulis pesan "uangnya di gudang.” apabila
membuat pesan rahasia tersebut bisa dengan menggunakan graf Rantai seperti
pada Gambar 2.28. Graf Rantai dapat digunakan untuk membuat pesan rahasia

menggunakan Ciphertext seperti pada Gambar 2.29

Gambar 2.28 Pelabelan Titik dan Sisi Graf Lengkap lintasan d = 48

Berdasarkan gambar 2.29 bisa dibentuk kode rahasia dari sisi yang dilewati

sebagai berikut:

ia— 1N6," /) d =aldlil3s
e ) 20 £ ol —lGHT 02
n = 151719  u = 151820
y = 152123, space = 152124
= 1 0 1y

Kode sisi yang dilewati tersebut diterapkan pada alfabet dengan menggunakan

modulo 26 dan kemudian dikombinasikan dengan titik seperti berikut:

a = 1116( mod26 ) = 24 maka 324(mod26 ) = 12
d = 1113(mod26 ) = 21 maka421(mod26 ) =5
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g = 1214((mod26 ) = 18 maka418( mod26 ) = 2

i = 151722(mod26 ) = 12 maka 622( mod26 ) = 14

n = 151719(mod26 ) = 9maka 79(mod26) = 1

u = 151820( mod26 ) = 6 maka 76( mod26 ) = 15

y = 152123(mod26 ) = 23 maka 823(mod26 ) = 17
space = 152124( mod26 ) = 24 maka 924( mod26 ) = 14
. = 152127(m0d26 ) = 1 maka 110( mod26 ) = 6

Dari kode di atas dapat diterapkan dalam alfabet yaitu a = 12 = m, d =
S5=f,g=2=c,i=14d=0n=1=byu=15=p, y=17=r, space = 14 = o,
dan . = 6 = g. Sehingga kalimat "uangnya di gudang.” dapat dituliskan dalam
pesan rahasia "pmbcbrmfocpfmbce”. Dengan pesan rahasia tersebut maka tidak

akan ada orang yang mengetahui kecuali sang istri sehingga pesan tersebut aman.

2.6 Fungsi dan Barisan
2.6.1 Fungsi

Misalkan setiap unsur suatu himpunan A dikaitkan dengan tepat satu unsur
dari himpunan B, cara pengaitan seperti itu disebut fungs: atau pemetaan dari
A ke B dan ditulis f : A — B Unsur tunggal di B yang dikaitkan dengan a € A
oleh f diberi notasi f(a) dan disebut peta a oleh f atau nilai f di a . A disebut
domain f dan B disebut kodomain f.

Berikut ini beberapa jenis fungsi khusus :

1. Fungsi Injektif
Fungsi injektif adalah pemetaan dimana setiap elemen di daerah kodomain
yang berpasangan mempunyai pasangan elemen tepat satu di daerah kodomain,

secara matematika dituliskan sebagai berikut :
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Gambar 2.29 Aplikasi Graf

Fungsi f: A — B, injektif < V a1,a5 €A, a3 # as — f(a1) # f(az)

. Fungsi Surjektif
Fungsi surjektif adalah pemetaan dimana semua elemen didaerah kodomain
mempunyai pasangan elemen didaerah domain, secara matematika dituliskan

sebagai berikut :

Fungsi f : A — B, Surjektif < V b eB, JacA — f(a) = b.

. Fungsi Bijektif

Fungsi bijektif yaitu pemetaan yang memenuhi pemetaan injektif dan sur-
jektif. Istilah ini berasal dari kenyataan bahwa setiap elemen domain akan
berkorespondensi secara unik ke elemen kodomain dan sebaliknya. Pada

gambar 2.30 adalah fungsi injektif, fungsi surjektif dan fungsi bijektif.

2.6.2 Barisan

Barisan yang dibentuk dengan cara menambah atau mengurangi suku se-

belumnya dengan suatu bilangan tetap tertentu disebut Barisan Aritmatika.
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Gambar 2.30 (a) Fungsi Injektif, (b) Fungsi Surjektif, dan (c¢) Fungsi Bijektif

(a) 10,15,20,25, ...

(b) 24,20,16,12,8,...

Barisan (@) mempunyai beda b=>5. Barisan (a) disebut barisan aritmatika
naik karena nilai suku sukunya makin besar. Barisan (b) mempunyai beda, b=-4.
Barisan (b) disebut barisan aritmatika turun karena nilai suku sukunya makin
kecil. Suatu barisan Uy, U, Us, ..., U, disebut barisan aritmatika jika selisih dua
suku yang berurutan adalah tetap.

Nilai untuk menentukan suku ke-n dari barisan aritmatika. Perhatikan pada
contoh ini 2,7,12,17,19,... Misalkan U, Us, Us, ... adalah barisan aritmatika,
maka:

U; =10 = 10 + 5(0)

Upy=15=10+5=10+5(1)

Us=20=10+5+5=10+5(2)

U,=10+5(n—1)

Barisan aritmetika yang mempunyai beda positif disebut barisan aritmatika
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naik, sedangkan jika bedanya negatif disebut barisan aritmatika turun. Secara
umum, jika suku pertama (U;) = a dan beda suku yang berurutan adalah b maka
dari rumus U,, = 10 + 5(n — 1) diperoleh 10 adalah a dan 5 adalah b. Oleh sebab
itu, suku ke-n dapat dirumuskan sebagai berikut :

U,=a+0bn-1)

Uy, Uy, Us, ..., U,_1,U, disebut barisan aritmatika, jika

Uy—-U=U;—-Uy=...=U, — U,_; = konstanta.

2.7 Pelabelan Graf
2.7.1 Definisi Pelabelan Graf

Pelabelan graf merupakan suatu fungsi bijektif yang memetakan himpunan
dari elemen-elemen graf, yaitu sisi dan titik ke himpunan bilangan bulat positif.
Secara umum, fungsi f yang memetakan himpunan A ke dalam B disebut fungsi
injektif jika setiap elemen dalam A mempunyai bayangan yang berbeda pada
B disebut jika dan hanya jika rangef sama dengan B. Secara lebih singkat,
f A — B adalah satu satu jika f(a) = f(a’) maka a = o' dan merupakan
onto jika f(A) = B (Baca, 2001). Secara matematik definisi pelabelan graf daat
dituliskan sebagai berikut:

Pelabelan graf G = (V, E) dalah suatu pemetaan: D — N, dimana D:
domain, N: himpunan label dari G, jika D = V maka disebut pelabelan titik,
D = E maka disebut pelabelan sisi dan D = V' [J E maka disebut pelabelan
total. Pada pelabelan titik, jumlah label titik lebih dari dua yang saling menempel
disebut bobot selimut. Semua selimut yang mempunyai bobot selimut yang sama
disebut pelabelan titik selimut ajaib. Semua selimut yang mempunyai bobot
selimut berbeda dan himpunan bobot selimut dari semua selimut membentuk
barisan aritmatika dengan suku pertama a dan beda b disebut pelabelan titik

selimut anti ajaib (Simanjuntak dan Salman, 2010).

2.7.2 Pelabelan Selimut H(a,d) Anti Ajaib Super
Pelabelan pada graf adalah pemetaan atau fungsi yang memasangkan se-
tiap titik pada graf dengan bilangan bulat. Jika domain dari pemetaan tersebut

merupakan titik maka disebut pelabelan titik. Jika domain dari pemetaan tesebut
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adalah sisi maka disebut pelabelan sisi dan jika domainnya merupakan titik dan
sisi maka disebut pelabelan total.

Pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super merupakan fungsi injektif
karena label selimut dalam setiap selimut pasti berbeda sesuai dengan definisi
pelabelan selimut anti ajaib, label selimutnya selalu berbeda dan berurutan. La-
bel selimut dikatakan surjektif karena label selimutnya merupakan range dan se-
muanya adalah kodomain yang diperoleh dari melabeli setiap selimut graf dengan
bilangan berurutan setelah label titik terbesar. Penelitian ini merupakan fungsi
bijektif.

Pelabelan selimut -H anti ajaib super pada graf G dengan v merupakan titik
dan e merupakan sisi, didefinisikan sebagai fungsi bijektif dari titik titik dan sisi
sisi pada himpunan bilangan bulat dari 1 sampai dengan sejumlah titik dan sisi
yang ada. Secara matematis dapat ditulis f : V(G)U E(G) — {1,2,3, ..., |[V(GQ)|+
|E(G)|} dengan setiap subgraf dari G' yang isomorfik dengan H dimana H juga
subgraf dari G mempunyai total label.

Graf GG dikatakan memiliki pelabelan selimut H anti ajaib jika himpunan
titik V(G) merupakan pemetaan bijektif f ke {1,2,3,...,V(G)}(Gutierrez dan Lli-
ado,2005). Suatu selimut dari G adalah H = {Hy, Hs, Hs, ..., Hi} keluarga sub-
graf dari G dengan sifat setiap sisi di G termuat pada sekurang-kurangnya satu
graf H;, untuk suatu ie {1,2,...,k}. Jika untuk setiap ie{1,2, ..., k}, H; isomor-
fik dengan suatu subgraf ‘H, maka H dikatakan suatu selimut-H dari G. Selan-
jutnya dikatakan bahwa G memuat selimut-H. Diberikan G = (V(G), E(G))
graf sederhana dan berhingga yang memuat selimut-H dengan |V (G)| = vg,
|E(G)| = eq, dan banyak subgraf H;dari G' yang isomorfik dengan H adalah k.
Graf G adalah (a,d) — H-anti ajaib jika ada suatu pelabelan total £ : V(G) U
E(G) — {1,2,...,v6 + e¢} yang memenuhi {(H;)|H; = H = {a,a + d,a +
2d,...,a+ (k — 1)d} untuk dua bilangan bulat positif a dan d tertentu. Dalam
hal ini, {(H;) dikatakan bobot dari H; (bobot — H;) dan didefinisikan {(H;) =
{Zoevmné(v) + Leepm,)€(e) }. Kemudian, ¢ dikatakan pelabelan total (a, d) — H-
anti ajaib super, jika £(V(G)) = {1,2,...,v5}. Suatu graf yang mempunyai
pelabelan total (a,d) — H-antimagic super disebut (a,d) — H-antimagic super.
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Jika G’ memuat suatu selimut-H, maka pelabelan total (a,d) — H-antimagic super
dikatakan pelabelan selimut (a,d) — H — antimagic (super) (Inayah, 2013).
Dengan demikian pelabean selimut (a,d) — H anti ajaib super adalah pela-
belan terhadap unsur titik dan sisi pada graf dengan bilangan {1,2,3,...,p + ¢}
sedemikian hingga bobot selimut Hnya membentuk barisan aritmatika {a, a + d,
a+2d,...,a+ (k—1)d} dengan a adalah suku pertama, b adalah beda, dan k

adalah jumlah selimutnya.

2.7.3 Batas Atas Pelabelan Selimut (a,d) — H Anti Ajaib Super
Lema 2.7.1. Misalkan G suatu graf, H subgraf G, dan t > 2 adalah banyak

subgraf G yang isomorfik dengan H. Jika G adalah (a,d) — H-anti ajaib super,

_ —(LHEADYH Y ) e (egtDeq
maka, d < vi(2vgtee Vi) Hf_lH)H g -ea)HHF) (Inayah,2013)

2.8 Aksioma, Lemma, Teorema, Corollary, Konjektur dan Open Prob-

lem

Aksioma adalah proposisi yang diasumsikan benar. Aksioma tidak memer-
lukan pembuktian kebenaran lagi. Teorema adalah proposisi yang sudah ter-
bukti benar. Bentuk khusus dari teorema adalah lemma dan corolarry (akibat).
Lemma adalah teorema sederhana yang digunakan dalam pembuktian teorema
lain. Lemma biasanya tidak menarik namun berguna pada pembuktian propo-
sisi yang lebih kompleks, yang dalam hal ini pembuktian tersebut dapat lebih
mudah dimengerti bila menggunakan sederetan lemma, setiap lemma dibuktikan
secara individual. Corollary (akibat) adalah teorema yang dapat dibentuk lang-
sung dari teorema yang telah dibuktikan, atau dapat dikatakan corollary adalah
teorema yang mengikuti dari teorema lain. Konjektur adalah suatu pernyataan
yang nilai kebenarannya tidak diketahui. Di dalam matematika, konjektur adalah
proposisi yang tidak terbuktikan atau tidak memerlukan bukti atau juga teorema
yang dianggap pasti benar adanya. Open problem (masalah terbuka atau per-
tanyaan terbuka) adalah beberapa masalah yang dapat secara akurat dinyatakan,

dan belum diselesaikan (tidak ada solusi untuk diketahui).
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2.9 Berpikir Tingkat Tinggi

Penggunaan keterampilan berpikir tingkat tinggi dalam pelabelan selimut
(a,d) — H- anti ajaib super pada graf Rantai untuk mengetahui keterkaitan tum-
bunya berpikir tingkat tinggi yang terdapat pada tahapan Taksonomi Bloom
pada proses menemukan lemma dan teorema. Berpikir adalah aktivitas men-
curahkan daya pikir untuk maksud tertentu. Menurut Santrock (2008) Berpikir
melibatkan kegiatan memanipulasi dan mentrasnformasi informasi dalam memori.
Kita berpikir untuk membentuk konsep, menalar, berpikir secara kritis membuat
keputusan, berpikir secara kreatif, dan memecahkan masalah. Berpikir tingkat
tinggi (Higher Order Thinking Skill) termasuk juga berpikir kritis, berpikir logika,
refleksi, metakognisi, dan berpikir kreatif. Berpikir tingkat tinggi ini berkaitan
dengan taksonomi bloom. Berpikir tingkat tinggi pada Taksonomi Bloom yang
dimulai dari tiga tahapan teratas, yaitu tahapan menganalisis, mengevaluasi, dan
mengkreasikan.

Keterampilan berpikir tingkat tinggi yang diterjemahkan dari Higher Or-
der Thinking (HOTS) adalah kegiatan berpikir yang melibatkan level kognitif
hearki tinggi berdasarkan Taksonomi Bloom. Sebelum mengalami revisi Tak-
sonomi Bloom meliputi beberapa tahapan berpikir, yaitu mengetahui, mema-
hami, mengaplikasikan, menganalisis, mensintesis, dan mengevaluasi. Pada Tak-
sonomi Bloom tiga tahapan teratas merupakan berpikir tingkat tinggi (Higher
Order Thiking), yaitu menganalisis, mensintesis, dan mengevaluasi. Pada tahun
1994 seorang murid Bloom, Lorin Anderson dan para ahli psikolog memperbaiki
Taksonommi Bloom agar sesuai dengan kemajuan zaman. Berdasarkan Gambar
2.31 Taksonomi Bloom mengalami peruabahan pada setiap tahapannya. Tahapan
Taksonomi Bloom yang baru, yaitu mengingat, memahami, menerapkan, men-
ganalisis, mengevaluasi, dan menciptakan. Berpikir tingkat tinggi (Higher Order
Thinking Skill) pada Taksonomi Bloom terbaru merupakan tiga tahapan teratas
yaitu tahap menganalisis, mengevaluasi, dan menciptakan.

Berdasarkan Gambar 2.31 dalam menginterpretasikan Taksonomi Bloom
yang telah direvisi adalah sebagai berikut: a) sebelum kita memahami sebuah

konsep maka kita harus mengingatnya terlebih dahulu; b) sebelum kita menerap-
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kan maka kita harus memahaminya terlebih dahulu; c¢) sebelum kita menganali-
sis maka kita harus menegaplikasikan dulu; d) sebelum kita mengevaluasi maka
kita harus menganalisis dulu; e) sebelum kita mengkreasi kita harus mengingat,

memahami, mengaplikasikan, menganalisis, dan mengevaluasi.

2.10 Hasil Pelabelan Selimut (a,d) — H Anti Ajaib

Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman hasil pelabelan selimut
(a,d) — H anti ajaib super yang dapat dgunakan sebagai rujukan penelitian ini.
Rangkuman yang tersedia pada bagian ini merupakan hasil penelitian yang diter-
bitkan pada tahun 2012

(Taksonomi Bloom yang Belum Direvisi) (Taksonomi Bloom yang Telah Direvisi)

Gambar 2.31 Tahapan Taksonomi Bloom
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Tabel 2.1: Ringkasan Pelabelan Selimut (a,d)-H Anti Ajaib

Super.
Graf a d Hasil
GP,\ 13n+4 —[n/2] d=2 (a,d) — K1 3—
@ (Ismiyati, 2013) -
F, 12+ 4n + [n/2] d=14 (a,d) — C3—
&1 (Karyanti, 2012) -
Sn 13n+4 d: 1 (a’d) _Kl,S_

3 ; (Ismiyati, 2013) -
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deskriptif ak-
siomatik, yaitu menetapkan pengertian dasar selimut H anti ajaib super, kemu-
dian dikenalkan beberapa teorema mengenai pelabelan selimut (a,d) — H anti
ajaib super pada graf Rantai. Selanjutnya menurunkan teorema tersebut untuk
memperoleh pelabelan titik dan pelabelan sisi pada graf Rantai. Setelah dite-
mukan pelabelan selimut (a,d) — H anti ajaib super pada graf Rantai, maka di-
lanjutkan ke metode pendektesian pola. Metode ini digunakan untuk merumuskan
pola pelabelan titik dan pelabelan sisi apabila graf Rantai diperumum, sehingga
nantinya didapatkan perumusan pelabelan selimut (a,d) — H anti ajaib super
pada graf Rantai. Selain itu penelitian ini juga menggunakan tahapan-tahapan
yang terdapat di dalam Taksonomi Bloom yaitu mengingat, memahami, men-
gaplikasikan, menganalisa, mengevaluasi, dan menciptakan. Dalam menentukan
setiap langkah penelitian ini akan dikaitkan dengan enam tahapan Taksonomi

Bloom untuk menumbuhkan keterampilan berpikir tingkat tinggi atau biasa dise-

but HOTS (Higher Order Thinking Skill).

3.2 Definisi Operasional
Definisi Operasional variabael digunakan untuk memberikan gambaran sis-
tematis dalam penelitian dan untuk menghindari terjadinya perbedaan pengertian

makna. Definisi Operasional yang dimakasud adalah sebagai berikut:

3.2.1 Pelabelan Selimut (a,d) — H Anti Ajaib Super
Pelabelan selimut H anti ajaib super pada graf G dengan v titik
dan sisi e didefinisikan sebagai fungsi bijektif dari titik-titik dan sisi-sisi
pada himpunan bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi, secara
matematis ditulis dalam bentuk f : V(G)U E(G) — {1,2,3,....|V(G)| +

35
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|E(G)|} dengan sifat bahwa setiap subgraf dari G yang isomorfik dengan H
dimana H juga subgraf dari G mempunyai total label w(H)=X,eV (H) f(v)+
Y.cE(H)f(e) sedemikian hingga bobot selimutnya membenuk barisan arit-
matika {a,a + d,a + 2d, ...,a + (k — 1)d} dengan a adalah suku pertama, b
adalah beda, dan k adalah jumlah selimutnya.

3.2.2 Graf Rantai K4P, Konektif

Graf Rantai dinotasikan dengan K,P, dengan n > 2 adalah sebuah
graf dengan titik V(K4P,) = {x;,y,2;1 <i <n,1 <j <n+1} dan sisi
(K4 ) {l’ Ziy Lilli, YilYi+1, Lilli+1, Yizis ZilYit15 1 <1< n} Graf Rantai Juga

disebut sebagai graf Rantai konektif. Gambar 3.1 merupakan graf Rantai
K4 ~ P, untuk n = 3.

Gambar 3.1 Graf Rantai Konektif K4 P;

3.2.3 Graf Rantai Diskonektif mK,P,

graf Rantai diskonektif m K, P, didefinisikan sebagai gabungan diskonek-
tif sebanyak m salinan graf Rantai yang mempunyai titik V (mK,P,)={x¥,
y],zl,l <i<n,1<j<nt+l,1<k<m}dansisi E(mK4P,)={xkzF aFyF,
oSyl iyl yial, 2Pyl <0 < ny1 < k< m}. Dalam penelitian ini
peneliti membatasi pada mK,P, dengan n > 2 dan m > 2. Gambar 3.2

adalah gabungan saling lepas graf Rantai dengan n = 3 dan m = 3.
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Gambar 3.2 Graf Rantai Diskonektif mK 4P,

37
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3.3 Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada graf Rantai K;P,. Adapun teknik

penelitian adalah sebagai berikut:

1. mengindentifikasi famili graf Rantai K,P,;

2. menghitung jumlah titik p dan sisi ¢ pada graf Rantai K,P,;
3. menentukan batas atas nilai beda d pada graf Rantai KP,;
4. menentukan label titik pada graf Rantai K,P,;

5. apabila label titik selimut anti ajaib berlaku untuk beberapa graf maka
pelabelan itu expandable sehingga dilanjutkan dengan mengembangkan
fungsi bijektif bobot titik selimut (a, d) —H anti ajaib pada graf Rantai
K4Pn;

6. menentukan label sisi dan fungsi bijektif sisi selimut (a,d) — H anti

ajaib super pada graf Rantai K4P,;
7. mengembangkan fungsi sisi dan bobot total pada graf Rantai K,P,;
8. membuktikan kebenaran fungsi sisi pada graf Rantai K,P,;

9. menemukan teorema.

Penelitian ini akan menemukan berbagai pola pelabelan selimut (a, d)—
‘H anti ajaib super dengan berbagai nilai awal a dan beda d yang ditentukan.
Teknik penelitian yang dilakukan pada gabungan graf Rantai juga sama dengan
penelitian seperti yang telah disebutkan di atas namun teknik tersebut diter-
apkan pada gabungan saling lepas graf Rantai. Secara umum, langkah-langkah

penelitian di atas dapat juga disajikan dalam bagan alir pada Gambar 3.4.

3.4 Observasi

Sebelum penelitian lanjutan pada graf Rantai, telah dilakukan observasi
awal untuk nilai m dan n tertentu sebagai pedoman untuk menduga keberadaan
pelabelan selimut (a, d) —H anti ajaib super serta menentukan pola pelabelannya.

Ternyata setelah melakukan observasi awal, peneliti menemukan pola pelabelan
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titik tunggal pada graf Rantai, antara lain dengan tahapan sebagai berikut: 1)
mencari pelabelan titik graf Rantai; 2) pelabelan pertama dimulai dari titik y;;
3) selanjutnya titik yang dilabeli adalah titik x;; 4) Kemudian dilanjutkan den-
gan melabeli titik z1; 5) kemudian dilanjutkan dengan melabeli titik y2; 6) pola
tersebut. berkelanjutan sampai titik z3. Pelabelan titik terakhir pada titik y4; 7)
pelabelan gabungan graf Rantai juga sama tahapannya hanya berbeda penguru-
tan copy.

Berdasarkan tahapan pelabelan tersebut yang dilakukan pada observasi awal
sehingga penulis menemukan pelabelan titik dan bobot titik yang berurutan,
maka penulis dapat melanjutkan observasinya untuk menemukan pelabelan se-
limut (a,d)-H anti ajaib super pada graf Rantai. Untuk lebih jelasnya, berikut

hasil observasi awal pelabelan graf Rantai konektif. Berdasarkan Gambar 3.3 pada

Gambar 3.3 Observasi Awal Graf Rantai Konektif (K4P,)

observasi awal penulis telah menemukan pelabelan selimut (a, d)-H anti ajaib su-
per pada graf Rantai K4P, untuk n = 3 dengan nilai d adalah 48. Penulis dapat
melanjutkan observasinya untuk menemukan pelabelan selimut(a, d)-H anti ajaib

super pada graf Rantai mKyF, untuk nilai m dan n tertentu.
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Identifikasi famili graf l (Mengingat)

Y (memahami)
Menghitung jumlah titik p dan Menentukan batas atas nilai
sisi ¢ pada K4P, beda (d)
(memahari) (menerapkan) Y
(Menentukan label titik HAVC ]
(menganalisa) unempandable‘, "expandable

| Menentukan label sisi dan Mengembangkan fungsi bijektif
fungsi bijektif sisi HAVC bobot titik

Y
Mengembangkan fungsi sisi dan
bobot total

Y
{ Membuktikan kebenaran }(mengevaluasi)

fungsi

Y

Teorema | (mencipta)

Keterangan:
—> Aliran kegiatan utama

----> Aliran pengecekan

Gambar 3.4 Rancangan Penelitian

40
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini disajikan hasil penelitian mengenai pelabelan selimut (a, d)—H
anti ajaib super pada graf Rantai K4P, konektif dan diskonektif. Sedangkan sub
graf 'H pertama kali dipilih K, selanjuntnya diperluas menjadi K, pada bagian
pembahasan. Sehingga peristilahan pelabelan selimut (a,d) — H anti ajaib super,
akan ditulis dengan pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib super atau pelabelan
selimut (a,d) — K, anti ajaib super. Hasil utama penelitian ini berupa teorema
baru tentang pelabelan selimut (a,d) — H anti ajaib super, yang ditandai dengan
gambar permata ¢ dan kaitannya dengan keterampilan berpikir tingkat tinggi
dalam proses menemukan pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super pada
graf Rantai K4P,. Penelitian ini diawali dengan menentukan nilai batas atas d,
menentukan pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib super kemudian menentukan
bobot selimut dan selimut totalnya.

Ditemukan 24 teorema dan 2 konjektur baru yang ditemukan secara eksper-
imental dalam penelitian ini. Format penyajian temuan penelitian dalam bab
ini diawali dengan pernyataan teorema kemudian dilanjutkan dengan bukti dan
contoh gambar atau ilustrasi sebagai visualisasi kebenaran pembuktian teorema
dan derkripsi keterampilan berpikir tingkat tinggi dalam menemukan pelabelan
selimut (a,d) — K, anti ajaib super pada graf Rantai K,P,. Berikut ini akan
dijelaskan tahap-tahap bagaimana teorema tersebut ditemukan dan keterampilan
berpikir tingkat tinggi dalam menemukan toerema tersebut sekaligus menjawab

rumusan masalah yang telah disajikan sebelumnya.

4.1 Batas Atas Pelabelan Selimut (a,d) — K, anti ajaib Super pada
Graf Rantai K,P, konektif dan diskonektif

Lema 4.1.1. Jika sebuah graf G (V,E) adalah pelabelan selimut(a,d)-H anti

ajaib super maka d < (pc_pH)p’;fl(qG_qH)qH untuk s = |H;|, H C G yang isomorfik

dengan H pg = |V|, o = |E|, pu = |V'|, qu = |E].
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Bukti. f(V)={1,2,3,..,pc} dan f(E) = {pc+1,pc+2,pc+2, .., pc+qc}
Misalkan graf (pg,qe) mempunyai pelabelan selimut (a,d)-H anti ajaib super
dengan fungsi total f(VUE) ={1,2,3,4,5,6, ..., pg + q¢ } maka himpunan bobot
selimut sebuah graf adalah {a,a +d,a +2d,...,a(s — 1)d} dimana a merupakan

bobot selimut terkecil maka berlaku:

14+2+...+pyu+(pg+1)+pe+2)+...+(pg+aqu) < a
p q
7H(1+pH)+quc+7H(1+qH) < a

2 2
PH Py qH )7}
LI A AH
g T Tampet ot s

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a+(s—=1)d < pec+pc—1+pc—2+..4+ pc— (pag—1))+ (pe +qc)
+(pe+496 — 1)+ (pa + ¢ —2) + ... + (pe + 96 — (qu — 1))

pg — 1
= pupg — HQ (14 (puw — 1)) + qupe + qupc
i 1
L (1+(qu — 1))
I'd - qa — 1
= pupG — (pr) + qupc + qupG — 5 (qm)
pa — 1 qg — 1
(s—1)d < pupc— 5 (pu) + qupc + qupc — H2 (qg) — a
py — 1 qu — 1
< pupc — : (pu) + qupe + qupe — 5 (qm) —
2 2
P P qH q
(G +5 tampat 5y +5)
2 2 2 2
_ _ Py P 9  9u _PH | Py 9 | 9m
= pHPG 2+2+qu(,~ 2+2 (2+2+ +=3)

= DPHPG t+ qHYG — pfq - CI?{

= pupc — Ph +audc — 4y

= (pe — pu)ru + (9¢ — qu)qu
(pe — pu)pu + (¢ — qu)qu

(s—1)
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e} pr)pIZirl(qc —qH)qH jika

graf G memiliki pelabelan selimut (a,d)-H anti ajaib super dari berbagai famili
graf. (Dafik, 2014) O

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d < (

Observasi 4.1.1. Jika graf Rantai K4P, memiliki pelabelan selimut (a,d)-K,
anti ajaib super maka d < 48.

Bukti. Graf Rantai K,FP, memiliki titik V(K4 P,) = {24, y;, 2
1 <i<mn,1<j<n+1} dan himpunan sisi E(K4P,) = {z:Yi11, 2iYisr1, TilVi, YiZi,
Yilir1, Tizi,untuk 1 <4 < n}. Sedangkan jumlah titik ps = 3n + 1 dan sisi q¢
= 6n, dan jumlah titik selimut adalah py = 4 serta jumlah sisi selimut adalah
qu = 6 dengan jumlah selimut n. Sesuai dengan Lemma 4.1.1, batas atas nilai
beda d adalah sebagai berikut:

(ra — pu)pE + (96 — qu)qm

d <

4 s—1
Bn+1—-4)4+ (6n—6)6

B n—1

< (3n—3)4g—(6n—6)n_1

9 (12n — 12 4+ 66n — 36)

- n—1
48n — 48

< NP

- n—1

i 48(n — 1)

- n—1

< 48

Observasi 4.1.2. Jika graf Rantai diskonektif mK, P, memiliki pelabelan selimut
(a,d)-K4 anti ajaib super maka d < 50.

Bukti. graf Rantai diskonektif m K4 P, memiliki himpunan titik V (mK4P,) =

{2f,0f, 251 < i < mil < 5§ < n+ 11 <k < mb dan sisi B(mKyP,) =

{akyb, |, 2kyk  abyl b2k ylyk, L akeF untuk 1 < i < n;1 < k < m}. Sedan-

177

gkan jumlah titik pg = 3mn + m dan sisi g¢ = 6mn, dan jumlah titik selimut

adalah py = 4 serta jumlah sisi selimut adalah gy = 6 dengan jumlah selimut
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nm. Batas atas nilai beda d adalah sebagai berikut:

(pe — pu)pe + (96 — qu)qu

d <
- s—1
(3mn +m — 4)4 + (6mn — 6)6
- (mn —1)
48mn + 4m — 52
- mn — 1
dm —4
< 484
mn — 1
karena 0 < < 2maka
mn —
d < 50

Karena pelabelan selimut (a,d)-K, anti ajaib super selalu menggunakan bi-
langan bulat positif, maka nilai d > 0 dan d adalah bilangan bulat, sehingga d €
{0,1,2,3,...,49}. O

4.2 Pelabelan Selimut (a,d) — K, anti ajaib Super pada Graf Rantai

Konektif K,P,

Pada tahap ini, fungsi bijektif pelabelan selimut K4 anti ajaib super pada
graf Rantai konektif (tunggal) K, P, akan disesuaikan dengan nilai d yang telah
ditetapkan. Untuk menentukan pelabelan selimut K, anti ajaib super pada graf
Rantai K, P, digunakan metode yang terdiri dari beberapa langkah. Metode ini di-
awali dengan menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menen-
tukan pelabelan yang berlaku pada batas 7 yang telah ditemukan. Untuk penen-
tuan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi barisan aritmatika, fungsi ini pada
akhirnya merupakan fungsi bijektif pada graf yang diteliti. Setelah fungsi bijek-
tif diketahui selanjutnya dilakukan pembuktian secara deduktif matematik untuk
membuktikan kebenaran dari teorema yang didapat. Teorema dalam penelitian
ini adalah bukan teorema yang biimplikatif atau karakteristik karena teoremanya
bersifat keberadaan sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah.

Berdasarkan hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan kon-

sep barisan aritmatika, maka diperoleh beberapa teorema sebagai berikut. Teo-
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rema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal (berkenaan de-
ngan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (ezistence but not
unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah menentu-
kan pelabelan selimut K, anti ajaib super dengan terlebih dahulu menentukan
fungsi bijektif melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan arit-

matika dari titik dan sisi pada graf Rantai K,P,.

¢ Teorema 4.2.1. Ada pelabelan selimut (18n + 37,48) — K4 anti ajaib super
pada graf Rantai K4 P, untukn > 2.

Bukti. Labeli titik graf Rantai K4 P, dengan fungsi bijektif f; dengan label
sebagai berikut:

fily;)) = 3j—2,untukl1 <j<n+1
fi(z;)) = 3i—1,untukl <i<n

fi(z;)) = 3i,untukl <i<n

Dapat dilihat bahwa f; adalah fungsi bijektif yang memetakan K4 P, ke himpunan
bilangan bulat {1,2,...,3n+1}. Jika wy, didefinisikan sebagai bobot titik selimut
dari pelabelan total selimut pada graf Rantai dimana bobot titik selimut tersebut
diperoleh dari penjumlahan 4 label titik dari K, yang menjadi selimut pada pada
graf Rantai K, P,, maka fungsi bijektif wy, dapat ditentukan sebagai berikut:

wy = fi(y;) + fi(m) + fi(z)

= (3i—1)+ (35 — 2) + (3i)
= 6i—1+U(3j—2)

j=i

Labeli sisi graf Rantai K,P, dengan fungsi f; yang dapat dituliskan sebagai
berikut:
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filziyiyr) = 3n+6i—2, untukl <i<n

fi(ziyis1) = 3n+6i—1, untukl <i<n

)

filziy;)) = 3n+6i—4, untukl <i<n

fiyizi) = 3n+6i—3, untuk1 <i<n
)
)

filyivis1) = 3n+6i, untukl <i <n

fi(xizi) = 3n+6i+1, untukl <i<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot titik selimut dengan label sisinya maka Wy, dapat diperoleh
dengan merumuskan jumlah bobot selimut wy, dan rumus label sisi fi, sehingga

dapat dituliskan sebagai berikut:

Wi = wpy + filmgyion) + fi(zi) + filzy) + A(viz) + fLivie) + fi(ziz)

i+1
= 62’—1+U(3j—2)—|—(3n—|—6z’—2)—|—(3n—|—61’—1)+(3n—|—6i—4)+
j=i
(3n+6i—3)+ (3n+6i) + (3n +6i + 1)
i+1
= 18n+42i — 10+ | J(3j - 2)
=0

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk ¢, j pada interval
1 <i<mndanl < j < n+1 didapat himpunan Wy = {18n + 37,18n +
85,...,66n — 11} karena U, = a+ (n — 1)b = 18n + 37+ (n — 1)48 = 66n — 11.
Sehingga terbukti ada pelabelan selimut (18n+ 37,48) — K, anti ajaib super pada
graf Rantai K, P, untuk n > 2. O

Gambar 4.1 merupakan contoh pelabelan selimut (18n + 37,48) — K anti
ajaib super pada graf Rantai K,P,.

{ Teorema 4.2.2. Ada pelabelan selimut (24n + 31,36) — K4 anti ajaib super
pada graf Rantai K4P, untuk n > 2.
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Gambar 4.1 Pelabelan Selimut (18n + 37,48) — K4 Anti Ajaib Super pada Graf Rantai
K4 P,

Bukti. Labeli titik graf Rantai K,P, dengan fungsi bijektif f;, maka
foy;) = filyy), fo(zi) = fizi), dan fao(z;) = fi(z) sehingga wy, = wy =
6i — 1+ UH—I(?)j —2), untuk 1 < j <n+1.,1 <i<mn. Labeli sisi graf Rantai
K4 P, dengan fungsi f, yang dapat dituliskan sebagai berikut:

fo(Tiyis1) = 3n+6i—3, untukl <i<n

fo(ziyiv1) = 3n+6i—1,untukl1 <i<n

)

fo(ziy;) = 3n+6i—4 untukl <i<n

folyiz)) = 3n+6i—2 untukl <i<n
)
)

fo(yiyis1) = 3n+6i, untukl <i<n

fZ(xzzz

= 9n—6i+ 7, untukl <7 <n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka W, dapat diperoleh dengan
merumuskan jumlah bobot selimut wy, dan rumus label sisi f;, sehingga dapat

dituliskan sebagai berikut:

Wy, = wpa+ fol@iyivr) + fa(zivir) + fo(iys) + fo(yizi) + fo(Wiyizr) + fo(2i2;)
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i+1
= 6i— 1+ J(35—2)+ (3n+6i —3) + (3n +6i — 1) + (3n + 6i — 4) +
=i
(3n+6i—2)+ (3n+6i)+ (In—6i+7)
i+1
= 24n+30i — 4+ J(3j - 2)
j=i

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk ¢, j pada interval
1 <i<ndan 1l < i < n+ 1 didapat himpunan Wy, = {24n + 31,24n +
67,...,6Tn — 5} karena U, = a+ (n — 1)b = 24n + 31 + (n — 1)36 = 67n — 5.
Sehingga terbukti ada pelabelan selimut (24n+ 31, 36) — K, anti ajaib super pada
graf Rantai K, P, untuk n > 2. O

Gambar 4.2 merupakan contoh pelabelan selimut (24n + 31,36) — K, anti
ajaib super pada graf Rantai K,P,.

Gambar 4.2 Pelabelan Selimut (24n + 31,36)-K4 Anti Ajaib Super pada Graf Rantai
K4Pn

O Teorema 4.2.3. Ada pelabelan selimut (54n+1,24) — Ky anti ajaib super pada
graf Rantai K4P, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf Rantai K4P, dengan fungsi bijektif f;, maka
f3ys) = fily), f3(x) = fi(x), dan f3(z) = fi(z) sehingga wy, = wy =

6: — 1+ U;S 37 — 2. Labeli sisi graf Rantai K,P, dengan fungsi f; yang dapat

dituliskan sebagai berikut:
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fs(ziyiy1) = 9n—60+2, untukl <i<n

f3(ziyiy1) = 9In—6i+3, untukl <i<n

)

fs(ziy;)) = 9In—6i+4, untukl <i<n

fs(yiz) = 9n—6i+5, untukl <i<n
)
)

fs(iyir1) = 9n—6i+6, untukl <i<n

fa(xiz;) = 9n—6i+7, untuk1 <i<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka Wy, dapat diperoleh dengan
merumuskan jumlah bobot selimut wy, dan rumus label sisi f3, sehingga dapat

dituliskan sebagai berikut:

Wy = wp + f3(@iviv1) + fs(zivier) + fa(@ays) + fs(vizi) + fs(viyirr) + fa(@iz)

i+1
= 6i— 1+ JBj—2) + (9n — 6i+2) + (9n — 6i +3) + (In — 6i +4) +
Jj=t
(9n —6i+5) + (9n —6i+6) + (In — 6i + 7)
i+1
= 54n—30i +26+ | J(3j — 2)
=

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk ¢, j pada interval
1 <i<ndan 1 <j<n+ 1 didapat himpunan Wy, = {54n + 1, 54n + 25,18n +
85,...,78n — 23} karena U, =a+ (n — 1)b = 54n+ 1+ (n — 1)24 = 78n — 23.
Sehingga terbukti ada pelabelan selimut (54n + 1,24) — K4 anti ajaib super pada
graf Rantai K, P, untuk n > 2. O

Gambar 4.3 merupakan contoh pelabelan selimut (54n + 1,24) — K, anti
ajaib super pada graf Rantai K,P,.

{ Teorema 4.2.4. Ada pelabelan selimut (31n + 24,22) — K, anti ajaib super
pada graf Rantai K4P, untuk n > 2.
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Gambar 4.3 Pelabelan Selimut (54n + 1,24)-K, Anti Ajaib Super pada Graf Rantai

K4 P,

Bukti. Labeli titik graf Rantai K4P, dengan fungsi bijektif f;, maka

fa(y;) = fiyy), fa(zi) = fi(x:), dan fi(z;) = fi(2) sehingga wy, = wy =
60— 1+ UE—S(?)] — 2). Labeli sisi graf Rantai K;P, dengan fungsi f; yang dapat

dituliskan sebagai berikut:

fi(@iyiv1)
fa(2iYir1)
fa(@iyi)
fa(yizi)
fa(yiyivr)
)

f4($z‘2i

3n+2t+ 1, untuk1 < <n
6n+2:+ 1, untukl <7 <n
3n 4+ 22, untuk1 <i <n
6n 4+ 27, untuk1 <7 <n
bn+1+ 1, untukl <i<n

8n+i+ 1, untukl <i<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan

penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka W, dapat diperoleh dengan

merumuskan jumlah bobot selimut wy, dan rumus label sisi f4, sehingga dapat

dituliskan sebagai berikut:
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Wy = wp + f4(?iyi+1) + fa(ziyirr) + fa(ziyi) + fa(yizi) + fa(uivir) + fa(zizi)
= 6i— 1+D1(3j—2)+(3n+2z‘+1)+(6n+21+1)+(3n+2z‘)+
(6n+22’)]:— Gn+i+1)+ Bn+i+1)
= 31n+16i+3+G(3j—2)

j=i
Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk i, 7 pada interval 1 <17 <
n dan 1 < j <n+ 1 didapat himpunan Wy, = {31n + 24,31n +46,...,53n + 2}
karena U,, = a+ (n—1)b = 31n+24+ (n—1)22 = 53n+ 2. Sehingga terbukti ada
pelabelan selimut (31n + 24, 22) — K, P, anti ajaib super pada graf Rantai K,P,
untuk n > 2. O

Gambar 4.4 merupakan contoh pelabelan selimut (31n + 24,22) — K, anti
ajaib super pada graf Rantai K,P,.

Gambar 4.4 Pelabelan Selimut (31n + 24,22)-K4 Anti Ajaib Super pada Graf Rantai
K4P,

O Teorema 4.2.5. Ada pelabelan selimut (33n + 22,18) — K, anti ajaib super

pada graf Rantar K4P, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf Rantai K,P, dengan fungsi bijektif f;, maka
fs(yi) = filyy), fs(@i) = fi(x:), dan f5(z;) = fi(2) sehingga wy = wy =
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61— 1+ UZH(BJ — 2). Labeli sisi graf Rantai K,P, dengan fungsi f5 yang dapat
dituliskan sebagai berikut:

fs(ziyiyr) = 3n+2i+1, untukl <i<n
f5(ziyiy1) = 6n+2i+ 1, untukl <i<n
fs(ziyi) = 3n+2, untuk1 <i<n
fs(yizi) = 6n+2i, untukl <i<n
fs(Wiyis1) = 6n—i+2, untukl <i<mn
fs(rizi)) = 9n—i+2 untukl1 <i<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka W, dapat diperoleh dengan
merumuskan jumlah bobot selimut wy, dan rumus label sisi f5, sehingga dapat

dituliskan sebagai berikut:

Wy = wps+ fs(@iyizr) + fs(zaviv1) + Fs(@ays) + fs(yizi) + fs(Wiyirr) + fo5(wi2:)

i+1
= 6i—1+JBj—2)+Bn+2i+1)+ (6n+21+ 1)+ (3n + 2i) +
7=
(6n+2i) + (6n—:+2)+ (In —i+2)
i+1
= 3n+12i+5+| J(3ji-2)
j=i

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk ¢, j pada interval
1 <i<mndan 1l < j < n+ 1 didapat himpunan Wy, = {33n + 22,33n +
40,...,51n + 4} karena U, = a+ (n — 1)b = 33n + 22 + (n — 1)18 = 51n + 4.
Sehingga terbukti ada pelabelan selimut (33n+ 22, 18) — K, anti ajaib super pada
graf Rantai K4P, untuk n > 2. O

Gambar 4.5 merupakan contoh pelabelan selimut (33n + 22,18) — K, anti
ajaib super pada graf Rantai K,P,.

O Teorema 4.2.6. Ada pelabelan selimut (34n + 21,16) — K, anti ajaib super
pada graf Rantar K4P, untuk n > 2.
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Gambar 4.5 Pelabelan Selimut (33n + 22, 18) — K4 Anti Ajaib Super pada Graf Rantai
K4Pn

Bukti. Labeli titik graf Rantai K,P, dengan fungsi bijektif f;, maka

fe(y;) = filys), fe(zi) = fi(w), dan fs(2) = fi(z;) sehingga wy = wy, =
61— 1+ U;E(Bj — 2). Labeli sisi graf Rantai K,P, dengan fungsi fs yang dapat
dituliskan sebagai berikut:

fo(ziyiy1) = dn+i+ 1, untukl <i<n
fo(ziit1) = 8n—i+2 untukl <i<n

fo(ziy;)) = 6n+i+ 1, untukl <i<n

fo(yizi) = 8n+i+1, untukl <i<n
fo(Wivir1) = 3n+i+1, untukl <i<n
fo(zizi) = 3n+i+1,untukl <i<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka Wy, dapat diperoleh dengan
merumuskan jumlah bobot selimut wy, dan rumus label sisi fs, sehingga dapat

dituliskan sebagai berikut:

Wy = wps + fo(xiyizr) + fo(zivirr) + fo(zayi) + fo(yizi) + fo(yivier) + fo(xizi)
i1
— 6i— 1+ JBI =2+ Bntit 1)+ (Bn—i+2)+ (Gn+i+1)+

j=i
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Bn+i+1)+Bn+i+1)+Bn+i+1)
i+l
= 3dn+10i+6+| J(3j —2)

j=i
Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk 7, j pada interval 1 < <
ndan 1 < j <n+ 1 didapat himpunan Wy, = {34n + 21,34n +37,...,50n + 5}
karena U, = a+ (n — 1)b = 34n + 21 + (n — 1)16 = 50n + 5. Sehingga terbukti
ada pelabelan selimut (34n+ 21, 16) — K, anti ajaib super pada graf Rantai K, P,
untuk n > 2. O

Gambar 4.6 merupakan contoh pelabelan selimut (34n + 21,16) — K4 anti
ajaib super pada graf Rantai K,P,.

Gambar 4.6 Pelabelan Selimut (34n + 21,16) — K4 Anti Ajaib Super pada Graf Rantai
K4Pn

¢ Teorema 4.2.7. Ada pelabelan selimut (35n + 20,14) — K, anti ajaib super
pada graf Rantar K4P, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf Rantai K,FP, dengan fungsi bijektif f;, maka

frys) = fily), fr(x) = fi(x), dan f7(z) = fi(zi) sehingga wy, = wy, =

6 — 1+ UES(BJ — 2). Labeli sisi graf Rantai K,P, dengan fungsi f; yang dapat

dituliskan sebagai berikut:
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fr(ziyiyr) = Hn—20+2, untukl <i<n

fr(ziyi) = 6n+2i4+1, untukl <i<n

)

fr(wy)) = 5n—2i+3, untuk1 <i<n

fr(yiz;) = 6n+2i, untukl <i<n
)
)

fr(yivis1) = Bn+i+1, untukl <i<n

fr(xizi) = 8n+i+1, untukl <i<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka W, dapat diperoleh dengan
merumuskan jumlah bobot selimut wy, dan rumus label sisi f7, sehingga dapat

dituliskan sebagai berikut:

Wy = wp + fr(@yiv) + fr(zivir) + fr(@ays) + fr(viz) + fr(viyin) + fr(2i2)
1

= 6i— 1+ JBj—2)+ (5n—2i +2) + (6n+ 2 + 1) + (5n — 2i + 3) +
j=i
(6n+2))+ (Bn+i+1)+Bn+i+1)
i+1
= 3n+8i+ 7+ JBj-2)
j=t

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk 7, j pada interval 1 < <
ndan 1 < j <n+ 1 didapat himpunan Wy = {35n + 23,35n +44,...,49n + 6}
karena U, = a+ (n — 1)b = 35n 4+ 20 + (n — 1)14 = 49n + 6. Sehingga terbukti
ada pelabelan selimut (3514 20, 14) — K, anti ajaib super pada graf Rantai K,P,
untuk n > 2. O

Gambar 4.7 merupakan contoh pelabelan selimut (35n + 20, 14) — K anti
ajaib super pada graf Rantai
K4P,.

(O Teorema 4.2.8. Ada pelabelan selimut (36n + 19,12) — K, anti ajaib super
pada graf Rantar K4P, untuk n > 2.
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Gambar 4.7 Pelabelan Selimut (35n + 20, 14)

K4Pn

— K4 Anti Ajaib Super pada Graf Rantai

Bukti. Labeli titik graf Rantai K,P, dengan fungsi bijektif f;, maka

fs(y) = fily), fs(@i) = fi(@), dan fs(z:) = fi(z) sehingga wy = wy, =
61— 1+ UZH(B] — 2). Labeli sisi graf Rantai K,P, dengan fungsi fg yang dapat

dituliskan sebagai berikut:

fs(@iyir1)
fs(ziyi+1)
fs(@iys)
fs(yizi)
Ss(Wiyir1)
fe(@iz:)

Jika Wyg didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan

bn — 21+ 3, untuk1 <7 <n
5n — 21+ 2, untuk1 <7< n
5n — 2t + 4, untuk1 <7 <n
bn—2t+ 1, untuk1 <7 <n
™m+1+ 1, untukl <7 <n

On —i+ 2, untuk1 <i<n

penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka W;s dapat diperoleh den-

gan merumuskan jumlah bobot selimut w¢g dan rumus label sisi fg, sehingga dapat
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dituliskan sebagai berikut:

Wi = wp + fa(@iyirn) + fs(ziyirr) + fa(@ivi) + fs(wizi) + fs(ivier) + fe(izi)

i+1
= 6i— 1+ JBj—2) + (5n — 2i +3) + (5n — 2i + 2) + (5n — 2i +4) +
j=i
(bn—=2i+1)+(Tn+i+1)+ In—i+2)
i+1
= 36n+2i+ 12+ J(3j - 2)
=i

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk ¢, 7 pada interval
1 <i<mndanl < j < n+ 1 didapat himpunan Wy, = {36n + 19,36n +
31,...,48n + 7} karena U, = a+ (n — 1)b = 36n + 19 + (n — 1)12 = 48n + 7.
Sehingga terbukti ada pelabelan selimut (361 + 19, 12) — K anti ajaib super pada
graf Rantai K,P, untuk n > 2. O

Gambar 4.8 merupakan contoh pelabelan selimut (36n+ 19, 12) — K4 P; anti
ajaib super pada graf Rantai K,P,.

Gambar 4.8 Pelabelan Selimut (36n + 19,12) — K4 Anti Ajaib Super pada Graf Rantai
K4P,

¢ Teorema 4.2.9. Ada pelabelan selimut (37n + 18,10) — K4 anti ajaib super
pada graf Rantar K4P, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf Rantai K,P, dengan fungsi bijektif f;, maka
folyi) = filyy), folwi) = fi(x:), dan fo(zi) = fi(2:) sehingga wy, = wy =
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6 — 1+ UZJrl 3j — 2. Labeli sisi graf Rantai K4P, dengan fungsi fy yang dapat

dituliskan sebagai berikut:

fo(ziyiv1) = ™ —i+2, untukl <i<n

)
fo(ziviy1) = Tn+i+1,untukl <i<n
fo(ziy;) = 6n—i+2 untukl <i<n
fo(yizi) = 8n+i+ 1, untukl <i<n
)
)

foyivis1) = 4n—i+2 untukl <i<n

f9(xzzz

= d—1i+ 2, untukl1 <i<n

Jika Wyo didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka Wy, dapat diperoleh dengan
merumuskan jumlah bobot selimut wy, dan rumus label sisi fo, sehingga dapat

dituliskan sebagai berikut:

Wy = wypy + fo(xiyizr) + fo(zivirr) + fo(zays) + fo(yizi) + fo(yiyir1) + fo(xizi)

i+1
= 6i-1+JBi-2)+(Tn—i+2)+(Tn+i+1)+(6n—i+2)+
=i
Bn+i+1)+(dn—i+2)+ (5n—i+2)
i1
= 3n+4i+9+| JBj-2)
j=i

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk 7, j pada interval 1 < i <
ndan 1 < j <n+ 1 didapat himpunan Wy = {37n + 18,37n + 28, ...,47n + 8}
karena U, = a+ (n — 1)b = 37Tn + 18 + (n — 1)10 = 47n + 8. Sehingga terbukti
ada pelabelan selimut (37n+ 18,10) — K, anti ajaib super pada graf Rantai K,P,
untuk n > 2. O

Gambar 4.9 merupakan contoh pelabelan selimut (37n + 18,10) — K, anti
ajaib super pada graf Rantai K,P,.

(O Teorema 4.2.10. Ada pelabelan selimut (38n + 17,8) — K, anti ajaib super
pada graf Rantar K4P, untuk n > 2.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

29

Gambar 4.9 Pelabelan Selimut (37n + 18,10)-K4 Anti Ajaib Super pada Graf Rantai
K4 P,

Bukti. Labeli titik graf Rantai K,P, dengan fungsi bijektif f;, maka
f10(?/j) = fl(yj) f10(96’i) = f1(33i), dan flO(Zi) = fl(Zi) sehingga wy,, = wy, =
61— 1+ UZH(BJ —2). Labeli sisi graf Rantai K,P, dengan fungsi fiy yang dapat
dituliskan sebagai berikut:

fio(zyiz1) = Sn—i+2, untukl1 <i<n
fio(ziyiz1) = ™m—i+2, untukl <i<n
fio(zsys) = 4n—i+2, untuk1 <i<n
fio(yizi) = 6n—i+2, untukl <i<n
fro(yiyiz1) = 8n—i+2, untukl <i<n
fio(zizi) = 8n+i+1, untukl <i<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka Wy, dapat diperoleh den-
gan merumuskan jumlah bobot selimut Wy dan rumus label sisi fio, sehingga

dapat dituliskan sebagai berikut:

Weo = wpo+ fio(@ivisr) + fio(zivis1) + fro(xiyi) + fro(vizi) + fio(Yivis1) +
f10($iZz')
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i+1
= 6i—1+JBj—2)+GBn—i+2)+(Tn—i+2)+ (4n—i+2)+
j=i
(6n—i4+2)+8n—i+2)+ 8n+i+1)
i+1
= 38n+2i+10+ | J(3j —2)

j=i

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk ¢ pada interval 1 <
i < n didapat himpunan Wpo = {38n + 17,38n + 25,...,46n + 9} karena U,, =
a+(n—1)b=38n+ 17+ (n — 1)8 = 46n + 9. Sehingga terbukti ada pelabelan

selimut (38n + 17,8) — K, anti ajaib super pada graf Rantai K,P, untuk n > 2.
O]

Gambar 4.10 merupakan contoh pelabelan selimut (38n + 17,8) — K, anti

ajaib super pada graf Rantai
K4P,.

Gambar 4.10 Pelabelan Selimut (38n + 17,8)-K4 Anti Ajaib Super pada Graf Rantai
K,P,

¢ Teorema 4.2.11. Ada pelabelan selimut (39n + 16,6) — Ky anti ajaib super
pada graf Rantai K4P, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf Rantai K4P, dengan fungsi bijektif f;, maka
fulyy) = fily), fulw:) = filz:), dan fui(z) = fi(zi) sehingga wy,, = wy, =
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60— 1+ UZH(BJ — 2). Labeli sisi graf Rantai K4P, dengan fungsi fi; yang dapat
dituliskan sebagai berikut:

fu(ryi1) = 5n—2i+2 untuk1 <i<n

fll(zlszrl
fll( Y;

)

) = 8n—2i4+2 untukl <i<n

Yi)
fii(yizi) = 8n—2i+3, untukl1 <i<n

)

)

= bn—21+3, untukl << n

fu(yiyier) = Sn+i+1, untukl <i<n

fir(ziz)) = 8n+i+1, untukl <i<n

Jika W11 didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka W, dapat diperoleh den-
gan merumuskan jumlah bobot selimut wg; dan rumus label sisi fi;, sehingga

dapat dituliskan sebagai berikut:

Wey = w4+ fu(@yivr) + fu(zvia) + fu(@y) + fii(viz) + fin(yivizr)

+ fu1 (24
+1
= 6i— 1+ JBi-2)+(Bn-2i+2)+Bn—2i+2)+ Bn+i+1)+
j=i
8n—24+3)+(Bn+i+1)+Bn+i+1)
+1
= 39n+11+| JB3i—2)
j=i

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk ¢ pada interval 1 < < n
didapat himpunan Wyy; = {39n+16,39n+22,...,45n+10} karena U,, = a+(n—
1)b =39n + 16 + (n — 1)6 = 45n + 10. Sehingga terbukti ada pelabelan selimut
(39n + 16,6) — K4 P, anti ajaib super pada graf Rantai K4P, untuk n > 2. [

Gambar 4.11 merupakan contoh pelabelan selimut (39n + 16,6) — K, anti
ajaib super pada graf Rantai K, P,.

O Teorema 4.2.12. Ada pelabelan selimut (40n + 15,4) — K, anti ajaib super
pada graf Rantar K4P, untuk n > 2.
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Gambar 4.11 Pelabelan selimut (39n + 16,6)-K4 Anti Ajaib Super pada Graf Rantai
K4Pn

Bukti. Labeli titik graf Rantai K,P, dengan fungsi bijektif f;, maka
fi2(y;) = fi(y), fra(ws) = fi(ws), dan fia(2:) = fi(2:) sehingga wy, = wy, =
61— 1+ UZH(BJ — 2). Labeli sisi graf Rantai K,P, dengan fungsi fi» yang dapat
dituliskan sebagai berikut:

fi2(xyiv1) = Sn—2i+2 untuk1 <i<n
fi2(ziyiv1) = 8n—2i+2 untukl1 <i<n
fiz(zy;)) = dn—2i+ 3, untukl <i<n
fio(yizi) = 8n—2i+ 3, untukl <i<n
)
)

fro(Wivis1) = 6n—i+2, untukl <i<n

fia(zizi)) = 8n+i+1, untukl <i<n

Jika W12 didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Lengkap Lintasan-
berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka Wpio dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot selimut wy» dan rumus label sisi

f12, sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:

Wiy = wp, + fro(@yisr) + fr2(ziyisr) + fro(zays) + fr2(vizi) + fro(Yiyizr) +
f12(l’z'Zi)
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i+1
= 6i—1+JBj—2)+(Bn—2i+2)+(8n—2i+2)+ (Bn+i+1)+
j=i
(8n—2i+3)+(6n—i+2)+(8n+i+1)
i+1
= 40n —2i+12{ J(3j - 2)
j=i

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk ¢ pada interval 1 <7 <n
didapat himpunan Wy2 = {40n + 15,40n + 19,...,44n + 9} karena U, = a +
(n—1)b=40n 4 15(n — 1)4 = 44n + 9. Sehingga terbukti ada pelabelan selimut
(40n + 15,4) — K4 anti ajaib super pada graf Rantai K,P, untuk n > 2. O

Gambar 4.12 merupakan contoh pelabelan selimut (40n + 15,4) — K, anti

ajaib super pada graf Rantai
K4P,.

Gambar 4.12 Pelabelan Selimut (40n + 15,4)-K4 aAnti Ajaib Super pada Graf Rantai
K4P, :

¢ Teorema 4.2.13. Ada pelabelan selimut (41n + 14,2) — Ky anti ajaib super
pada graf Rantai K4 P, untukn > 2.

Bukti. Labeli titik graf Rantai KyP, dengan fungsi bijektif f;, maka

fi3(y;) = filyy), fis(zi) = fi(w:), dan fi3(2) = fi(zi) sehingga wy, = wy, =
6i — 1+ JT1(3j5 — 2). Labeli sisi graf Rantai K4P, dengan fungsi fi3 yang dapat

j=1
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dituliskan sebagai berikut:

fis(xyir1) = Sn—2i+ 3, untuk1 <i<n

fis(ziyiz1) = Bn—2i+2 untukl <i<n
fis(ziy;)) = T™m—20+3, untukl <i<n
fi13(yiz)) = ™ —2i4+2, untukl <i<n

)
fi3(yiyiv1) = 8n—i+2, untukl <i<n

fis(zizi)) = In—i+2 untukl <i<n

Jika W3 didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka W3 dapat diperoleh den-
gan merumuskan jumlah bobot selimut w3 dan rumus label sisi fi3, sehingga

dapat dituliskan sebagai berikut:

Wee = wps+ fis(@iyizr) + fis(zivier) + fis(zivi) + fis(vizi) + fis(yiyivr) +

fls(l’izz‘)
i+1
= 6i— 1+ JBj—2)+ (5n—2i+3) + (5n — 2i +2) + (Tn — 2i + 3) +
=
(Tn —2i+2)+8n—i+2)+ (In—i+2)
i1
= 4ln—4i+13| J(3j - 2)
W s

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk ¢ pada interval 1 <7 <mn
didapat himpunan W3 = {41n + 14,41n + 16, ...,41n + 12} karena U,, = a +
(n—1)b=41n+14(n —1)2 = 43n + 12. Sehingga terbukti ada pelabelan selimut
(41n + 14,2) — K, anti ajaib super pada graf Rantai K,P, untuk n > 2. O

Gambar 4.13 merupakan contoh pelabelan selimut (41n + 14,2) — K, anti
ajaib super pada graf Rantai K,P,.
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Gambar 4.13 Pelabelan Selimut (41n + 14,2)-K, Anti Ajaib Super pada Graf Rantai
K4P,

¢ Teorema 4.2.14. Ada pelabelan selimut (42n + 14,0) — Ky anti ajaib super
pada graf Rantai K4P, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik graf Rantai K4P, dengan fungsi bijektif f;, maka
fuyy) = fiy;), fs(zi) = fiz), dan fia(2i) = fi(zi) sehingga wy, = wy, =
61 — 1+ UlH( 37 —2), untuk 1 < j <n+1,1<i<n. Labeli sisi graf Rantai
K4P, dengan fungsi f1, yang dapat dituliskan sebagai berikut:

fua(zyiv1) = 5n—2i+2 untukl1 <i<n
fia(zyiz1) = ™m—2i+2 untuk1 <i<n
fia(zy;)) = dn—2i+3, untuk1 <i<n
fia(yizi) = T™m—2i+4 3, untukl <i<n
fra(yiyivr) = In—2i+2 untukl1 <i<n
fra(zizi)) = 9n—20+3, untukl <i<n

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai berdasarkan
penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka Wy, dapat diperoleh den-
gan merumuskan jumlah bobot selimut wy,, dan rumus label sisi fi4, sehingga

dapat dituliskan sebagai berikut:
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Wi = wp, + fu(@iyic) + fua(ziyic) + fua(zays) + fu(viz) + fa(yie) +

f14($i2’i)
i+1
= 6i— 1+ JBj—2) + (bn—2i +2) + (Tn — 2i + 2) + (5n — 2i + 3) +
j=t
(Tn —2i+3) + (9n — 20 +2) + (In — 2i + 3)
i+1
= 42n—6i+ 14| J(3j - 2)
j=i

Berdasarkan bobot selimut total dapat diuraikan, untuk ¢ pada interval 1 <1 <n
didapat himpunan W4 = {42n + 13,42n 4 13,...,42n + 13} karena U, = a +
(n—1)b=42n+13(n —1)0 = 42n + 13. Sehingga terbukti ada pelabelan selimut
(42n + 13,0) — K, anti ajaib super pada graf Rantai K4P, untuk n > 2. O

Gambar 4.14 merupakan contoh pelabelan selimut (42n + 13,0) — K, anti
ajaib super pada graf Rantai K,P,.

Gambar 4.14 Pelabelan Selimut (42n + 13,0)-K4 aAnti Ajaib Super pada Graf Rantai
K, P, :
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4.3 Pelabelan Selimut (a,d)-K, Anti Ajaib Super pada Graf Rantai

Diskonektif

Penentuan fungsi bijektif pelabelan selimut (a,d)-K, anti ajaib super pada
graf Rantai diskonektif akan disesuaikan dengan nilai d yang telah ditetapkan.
Sama seperti graf Rantai konektif, metode yang digunakan dalam menemukan
pelabelan selimut (a,d)-K,4 anti ajaib super graf Rantai diskonektif mK,P, ter-
diri dari beberapa langkah yang diawali dengan menggunakan pendeteksian pola
(pattern recognition) untuk menentukan pelabelan yang berlaku sampai dengan
batas 4,7 dan k yang telah ditemukan. Kemudian untuk menentukan pola se-
cara umum digunakan fungsi-fungsi dalam barisan aritmatika untuk menentukan
fungsi bijektifnya. Setelah fungsi bijektif diketahui maka harus dibuktikan secara
deduktif matematik untuk membuktikan kebenaran dari teorema tersebut.

Teorema dalam penelitian ini bukan teorema yang biimplikatif atau karak-
teristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan satu arah. Dari hasil peng-
gabungan pola melalui pattern recognition dan konsep barisan aritmatika, maka
diperoleh teorema dan akibat sebagai berikut. Teorema yang ditemukan dalam
penelitian ini tidak bersifat tunggal (berkenaan dengan sifat ketunggalan) melain-
kan hanya bersifat keberadaan (existence but not unique). Langkah selanjutnya
adalah menentukan pelabelan selimut H anti ajaib super pada graf Rantai disko-
nektif dengan terlebih dahulu menentukan fungsi bijektif melalui pengamatan pola

dan penggunaan konsep barisan aritmatika.

¢ Teorema 4.3.1. Ada pelabelan selimut (21mn + 9m + 25,40)-K4 anti ajaib
super pada graf Rantai diskonketif untuk n > 2 dan m > 3.

Bukti. Labeli titik graf Rantai diskonektif m K4 P, dengan fungsi bijektif

g1 dengan label sebagai berikut:

ayF) = jm—m+kuntukl <j<n+1,1<k<m
gl(a:f) = im+mn+kuntukl <i<n, 1<k<m

gl(zf) = 2mn+k+imuntukl <i<n,1<k<m

Jika w,, didefinisikan sebagai bobot titik selimut dari pelabelan total selimut
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pada graf Rantai diskonektif mK,P,. Bobot titik selimut tersebut diperoleh dari
penjumlahan label titik dari m K, P, yang menjadi selimut pada graf Rantai, maka

fungsi bijektif wy, dapat ditentukan sebagai berikut:

wg, = g1(yi) + g1(zi) + g1(2)
= (jm—m+k)+ (im+mn+k)+ (j +4mi —2m) + 2mn + k + im)
i+1
= 3mn+2im+2k+U(jm—m+k;),untuk1§i§n,1§j§n+1,
j=i
1<k<m

Labeli sisi graf Rantai diskonektif mK 4P, dengan fungsi bijektif ¢g; dapat dit-

uliskan sebagai berikut:

gl(xfyf) = 3mn—>5m+2nk —2n+6im+ 1, untukl <i<n, 1 <k<m
gi(zfyf ) = 3mn —5m+2nk —2n + 6im + 2, untuk 1 <i<n, 1 <k <m
gl(yfzf) = 3mn —5m+2nk —2n+6im + 3,untuk1 <i<n, 1<k <m
a(zFyf) = 3mn—5m+2nk —2n +6im + 4, untuk 1 <i<n,1 <k <m
a(yfyl) = 3mn—5m+2nk —2n +6im + 5, untuk 1 <i<n,1 <k <m
g1 xfzf) = 3mn —5m+2nk —2n+6im +6,untuk1 <1 <n, 1 <k <m

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai diskonektif
berdasarkan penjumlahan bobot selimut w,, dengan label sisinya maka W, dapat
diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot selimut w,, dan rumus label sisi g;

dengan syarat batas ¢, j, dan k£ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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sebagai berikut:

Wy = wy, + q1(2fyl) + g1(2fyl)) + 010 2F) + 1 (i) + 91 (2 yk)
+91(yfyf+1) + g1 (af2))
i+1
= 3nm + 2im + 2k + | J(jm — m + k) + 3mn — 5m + 2nk — 2n + 6im + 1
=i

+3mn — bm + 2nk — 2n + 6im + 2 + 3mn — 5m + 2nk — 2n + 6im + 3
+3mn — 5dm + 2nk — 2n + 6im +4 + 3mn — bdm + 2nk — 2n +6im + 5
+3mn — 5m + 2nk — 2n + 6im + 6

i1

= 2lmn — 30m + 12nk — 12n + 38im + 2k + 21 + | J(jm — m + k)

j=i

Berdasarkan himpunan bobot total selimut Wy, , bobot total selimut terkecil
terdefinisikan oleh W, untuk ¢ = 1, j = 1, dan £ = 1. Bobot total selimut
terbesar terdefinisi oleh Wy, untuk i = n,j = n+1, dan k = m. Selanjutnya nilai
batas rumusan bobot definisi W,, disubtitusikan dengan nilai tepat, maka akan
diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk barisan aritmatika dengan
suku awal 21mn + 9m + 25 dan beda setiap rangkaian tersebut adalah 40 karena
U, = a+(n—1)d = 21lmn+9m+25+(mn—1)40 = 61nm+9m—15. schingga dapat
ditulis dalam himpunan W,, = {21lmn + 9m + 25,21mn + 9m + 65, ...,61nm +
9m — 15}. Dengan demikian dapat disimpulkan graf Rantai diskonektif mK, P,
memiliki pelabelan selimut (21mn + 9m + 25,40)-K, anti ajaib super dengan
a = 21lmn + 9m + 25 dan d = 40 untuk n > 2 dan m > 2 . Maka terbuktilah
bahwa ada pelabelan selimut (21mn 4 9m + 25, 40)-K, anti ajaib super pada graf
Rantai diskonektif mK, P, untuk n > 2 dan m > 2 . O

Gambar 4.15 merupakan contoh pelabelan selimut (21mn + 9m + 25, 40)-K,
anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK,P,.

¢ Teorema 4.3.2. Ada pelabelan selimut (69mn — 28m — 12n + 28, 32)-K4 anti
ajaib super pada graf Rantai diskonektif untuk n > 2 dan m > 3.

Bukti. Gunakan pelabelan titik g; untuk melabeli titik pada graf Rantai
diskonektif, maka go(y¥) = g1(yF), go(xF) = g1(zF), dan go(2F) = g1(2F) sehingga
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Gambar 4.15 Pelabelan Selimut (21mn + 9m + 25,40)-K4 Anti Ajaib Super pada Graf
Rantai Diskonektif mK 4P,
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;g (jm—m-+k). Labeli sisi graf Rantai

diskonektif m K4 P, dengan fungsi bijektif go dapat dituliskan sebagai berikut:

bobot titik wy, = wy, = 3mn+2im+2k+J

go(zFy¥) = 1lmn+m —2nk —6im + L,untuk1 <i<n,1 <k <m
go(zfyf ) = 1lmn+m —2nk — 6im+ 2,untuk1 <i<n,1 <k <m
gg(yfzf) = 1lmn+m—2nk —6im+3,untuk1 <i<n, 1<k <m
gg(zfyfﬂ) = 1lmn+m —2nk —6im+4,untuk1 <i<n,1<k<m
eyfyl) = 1lmn+m —2nk —6im +5untuk1 <i<n, 1<k <m
gg(xfzf) = 1lmn+m —2nk —6im+6,untuk1 <i<n, 1<k <m

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai diskonektif
maka W,, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot selimut w, dan
rumus label sisi go dengan syarat batas ¢, j, dan k yang bersesuaian, sehingga

dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wy, = wy, + g2(@fyl) + g2(afylin) + 02U 2F) + 92(2Fyf 1) + 92 (2Fyl )
+92(Yrylie) + go(af2f)
+1
= 3nm+ 2im + 2k + _J(jm — m + k) + 1lmn + m — 2nk — 6im + 1
j=i

+11mn +m — 2nk — 6tm + 2 4+ 11mn +m — 2nk — 6im + 3
+11lmn +m — 2nk — 6im +4 + 11lmn +m — 2nk — 6im + 5

+11mn +m — 2nk — 6im + 6
i+1
= 69mn + 6m — 12nk — 34im + 2k + 21 + | J(jm — m + k)

j=i

Berdasarkan himpunan bobot total selimut W,,, bobot total selimut terkecil ter-
definisikan oleh W,, untuk ¢ =1, j = 1, dan k = 1. Bobot total selimut terbesar
terdefinisi oleh Wp, untuk ¢ =n, 7 =n + 1, dan £ = m. Selanjutnya nilai batas
rumusan bobot definisi Wy, disubtitusikan dengan nilai tepat, maka akan diper-

oleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk barisan aritmatika dengan suku
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awal 69mn —28m — 12n+ 28 dan beda setiap rangkaian tersebut adalah 32, karena
Up, = a+(n—1)b = 69mn—28m—12n+28+ (mn—1)32 = 101lnm—28m—12n—4.
sehingga dapat ditulis dalam himpunan W, = {69mn — 28m — 12n 4 28,69mn —
28m — 12n + 60,...,10lnm — 28m — 12n — 4}. Dengan demikian graf Rantai
diskonektif m K4 P,, memiliki pelabelan selimut (69mn—28m—12n+28, 32)- K4 anti
ajaib super dengan a = 69mn—28m—12n+28 dan d = 32 untuk n > 2danm > 2
. Maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (69mn —28m — 12n + 28, 32)-K,
anti ajaib super pada graf Rantai diskonektifm K, P, untuk n > 2 dan m > 2 . [

Gambar 4.16 merupakan contoh pelabelan selimut (69mn — 28m — 12n +
28, 32)- K anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK4P,.

¢ Teorema 4.3.3. Ada pelabelan selimut (29mn+2m —2n+28,28)-K, anti ajaib
super pada graf Rantai diskonektif untuk n > 2 dan m > 3.

Bukti. Gunakan pelabelan titik g; untuk melabeli titik pada graf Rantai
diskonektif, maka g3(y¥) = g1(yF), gs(x¥) = g1(zF), dan g3(zF) = g1(2F) sehingga

bobot titik w,, = w, = 3mn + 2im + 2k + L (jm — m + k). Labeli sisi

j=1
graf Rantai diskonektif mK, P, dengan fungsi bijektif f,. Gunakan pelabelan

93(x7yf) = g1(fyf) =, g3(afylin) = q1(atylin), 9a(Wiar) = g1(yizl), gs(afyin) =
a1 (zFyE), gyl ) = ai(yryk, ), gs(af2F) = 11mn + m — 2nk — 6im + 6 untuk
1<i<n, 1<k<m.

Jika W, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai diskonek-
tif berdasarkan penjumlahan bobot selimut w,, dengan label sisinya maka Wy,
dapat diperoleh dengan merumuskan bobot titik w,, dan rumus label sisi g3 den-
gan syarat batas ¢, j, dan k£ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Wy = wg, + g3(zyl) + gs(2fyl) + gs(uF =) + gs(2Fyl) + gs(2Fyly)
+9s(yFyla) + gs(af=F)
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Gambar 4.16 Pelabelan Selimut (69mn —28m — 12n+ 28, 32)-K4 Anti Ajaib Super pada
Graf Rantai Diskonektif mK 4P,
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i+1
= 3nm + 2im + 2k + |_J(jm — m + k) + 33mn — 5m + 2nk — 2n + 6im + 1
j=t

+3mn — bdm + 2nk — 2n + 6im + 2 + 3mn — bm + 2nk — 2n + 6im + 3
+3mn — bm + 2nk — 2n + 6im + 4+ 3mn — dSm + 2nk — 2n +6tm + 5
11mn+m — 2nk — 6im + 6

i+1
= 29mn — 24m + 8nnk — 10n + 26im + 2k + 21| J(jm — m + k)
j=i

Berdasarkan himpunan bobot total selimut W, bobot total selimut terkecil
terdefinisikan oleh Wy, untuk ¢ = 1, 7 = 1, dan £k = 1. Bobot total selimut
terbesar terdefinisi oleh Wy, untuk ¢ = n,j = n + 1, dan & = m. Selanjutnya
nilai batas rumusan bobot definisi W, disubtitusikan dengan nilai tepat, maka
akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk barisan aritmatika
dengan suku awal 29mn + 2m — 2n + 28 dan beda setiap rangkaian tersebut
adalah 28, karena U,, = a + (n — 1)b = 29mn + 2m — 2n + 28 + (mn — 1)28 =
57Tmn+2m—2n. sehingga dapat ditulis dalam himpunan Wy, = {29mn+2m—2n+
28,29mn+2m —2n+56, ..., 57Tmn+2m—2n}. Dengan demikian dapat diperoleh
sebuah kesimpulan graf Rantai diskonektif m K, P, memiliki pelabelan selimut
(29mn + 2m — 2n + 28, 28)- K4 anti ajaib super dengan a = 29mn + 2m — 2n + 28
dan d = 28 untuk n > 2 dan m > 2 . Maka terbuktilah bahwa ada pelabelan
selimut (29mn+2m—2n+28, 28)- K, anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif
mK4P, untuk n > 2 danm > 2 . O

Gambar 4.17 merupakan contoh pelabelan selimut (29mn + 2m — 2n +
28,28) — K, anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK,P,.

O Teorema 4.3.4. Ada pelabelan selimut (61mn — 10n — 22m + 28, 20) — K4 anti
ajatb super pada graf Rantai diskonektif untuk n > 2 dan m > 3.

Bukti. Gunakan pelabelan titik g; untuk melabeli titik pada graf Rantai
diskonektif, maka gi(yf) = g1 (), ga(a}) = g1 (2}), dan ga(2F) = g1(2f) sehinngga
bobot titik wy, = wy, = 3mn+2im+2k+J'T} jm —m+k. Labeli sisi graf Rantai

J=1
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Gambar 4.17 Pelabelan Selimut (29mn + 2m — 2n + 28, 28) — K4 Anti Ajaib Super pada
Graf Rantai Diskonektif mK 4P,
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diskonektif m K, P, dengan fungsi bijektif g, yaitu g4(x¥y¥) = 3mn — 5m + 2nk —
2n+6im+1, ga(wfy 1) = g2(2Fyiin), 94y 2l) = a(yf2l), a(2Fyiin) = g2(2Fylia),s
91(Yiyi) = 92(yiyis), dan ga(2f2f) = ga(af2f) untuk 1 <i<n, 1 <k <m.

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai diskonek-
tif berdasarkan penjumlahan bobot selimut w,, dengan label sisinya maka W,
dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut w,, dan rumus
label sisi g4 dengan syarat batas i, j, dan k yang bersesuaian, sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

Wy, = wg, + ga(2fyl) + ga(@fyl ) + g1l 2l) + 9a(2Fyl 1) + 9a(2Fyl)
+9a(yryloy) + ga(al2F)
+1
= 3nm +2im + 2k + |_J(jm — m + k) + 3mn — 5m + 2nk — 2n + 6im
Jj=t

+1 4+ 11lmn +m — 2nk — 6im + 2 + 11mn +m — 2nk — 6im + 3
+1Imn+m — 2nk —6tm +4 + 11mn +m — 2nk — 6tm + 5+ 11mn
+m — 2nk — 6im + 6

i+1
= 61mn — 8nk — 2n — 22im + 2k + 21 + | J(jm — m + k)
j=i

Berdasarkan himpunan bobot total selimut W, dapat diperhatikan bahwa
bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh W,, untuki =1, j =1, dan k =1,
bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh Wy, untuk ¢ = n, j = n+1dan k = m.
Selanjutnya nilai batas rumusan bobot definisi W,, disubtitusikan dengan nilai
tepat, maka akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk barisan
aritmatika dengan suku awal 61mn — 10n — 22m + 28 dan beda setiap rangkaian
tersebut adalah 20, karena U, = a + (n — 1)b = 61lmn — 10n — 22m + 28 +
(mn — 1)20 = 81mn — 10n — 22m + 8. schingga dapat ditulis dalam himpunan
Wy, = {61mn—10n—22m+28,61mn —10n—22m+48,...,81mn—10n—22m+
8}. Dengan demikian dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf Rantai
diskonektif m K, P, memiliki pelabelan selimut (61mn — 10n — 22m + 28, 20) — K,
anti ajaib super dengan a = 61mn — 10n — 22m + 28 dan d = 20 untuk n > 2 dan
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m > 2 . Maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (61mn — 10n — 22m +
28,20) — K, anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK P, untuk n > 2
danm > 2. OJ

Gambar 4.18 merupakan contoh pelabelan selimut (61mn — 10n — 22m +
28,20) — K, anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK,P,.

Gambar 4.18 Pelabelan Selimut (61mn — 10n — 22m + 28,20) — K4 Anti Ajaib Super
pada Graf Rantai Diskonektif m Ky P,

O Teorema 4.3.5. Ada pelabelan selimut (37Tmn — 4m — 4n + 28,16) — K, anti
ajaib super pada graf Rantai diskonektif untuk n > 2 dan m > 3.
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Bukti. Gunakan pelabelan titik g; untuk melabeli titik pada graf Rantai
diskonektif, maka gs(yf) = g1(yf), g5(2}) = g1(2}), dan gs(2f) = g1(2f') sehingga
bobot titik w, = w, = 3mn + 2im + 2k + U;g (jm — m + k). Labeli sisi

graf Rantai mK 4P, dengan fungsi bijektif g5 dapat dituliskan sebagai berikut:
95(@7yf) = g1(@7yl), gs(@fuin) = gi(@iyla), os(wiz) = gu(yrad), gs(=yia) =
9 (2FYin), 95(YTyin) = 1lmn +m — 6im — 2nk + 5, dan gs(272f) = gs(afz})
untuk 1 <i<n, 1 <k <m.

Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai diskonek-
tif berdasarkan penjumlahan bobot selimut w,, dengan label sisinya maka W,
dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik wg, dan rumus label sisi
gs dengan syarat batas ¢, j, dan k yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy = wgy + g5(@fyl) + gs(@fylin) + g5(uF2E) + g5(2Fyliy) + g5(2Fyb)
+95(yryk) + gs(afz))
i+1
= 3nm +2im + 2k + _Jjm — m + k + 3mn — 5m + 2nk — 2n + 6im + 1
Jj=t

+3mn — 5dm + 2nk — 2n + 6im + 2 + 3mn — bm + 2nk — 2n + 6im + 3
+3mn —bm + 2nk — 2n 4+ 6im + 4 + 1lmn + m — 6em — 2nk + 5
+11mn +m — 6tm — 2nk + 6

i+1

= 37mn — 18m + dnk + 14im — 8n + 2k + 21 + | J(jm — m + k)

j=i

Berdasarkan himpunan bobot total selimut W, dapat diperhatikan bahwa
bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh Wy, untuk ¢ = 1, 7 = 1, dan
kE =1 bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh Wy, untuk i = n, j = n+1 dan
k = m . Selanjutnya nilai batas rumusan bobot definisi W, disubtitusikan dengan
nilai tepat, maka akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk
barisan aritmatika dengan suku awal 37mn — 4m — 4n + 28 dan beda setiap
rangkaian tersebut adalah 16, karena U, = a + (n — 1)b = 37mn — 4m — 4n +
28+ (mn —1)16 = 53mn —4m — 4n+ 12. sehingga dapat ditulis dalam himpunan
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W, = {3Tmn — 4m — 4n + 28,37Tmn — 4m — 4n + 44, ...,53mn — 4m — 4n +
12}. Dengan demikian dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf Rantai
diskonektif m K, P, memiliki pelabelan selimut (37mn —4m —4n+28,16)-K, anti
ajaib super dengan a = 37mn —4m — 4n + 28 dan d = 16 untuk n > 2 dan m > 2
. Maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (37mn — 4m — 4n+28,16) — K,
anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK,P, untuk n > 2 dan m > 2 .
O

Gambar 4.19 merupakan contoh pelabelan selimut (37mn — 4m — 4n +
28,16) — K, anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK,P,.

¢ Teorema 4.3.6. Ada pelabelan selimut (36mn+8m+13,10)-mK4P, anti ajaib
super pada graf Rantai diskonektif untuk n > 2 dan m > 3.

Bukti. Gunakan pelabelan titik f; untuk melabeli titik pada graf Rantai
diskonektif, maka gs(y¥) = g1(yF), g6(zF) = g1(2F), dan gg(2F) = g1(2F) seshingga
bobot titik w,, = w,, = 3mn+2im+2k+Uj§i

dsikonektif m K, P, dengan fungsi bijektif gg dapat dituliskan sebagai berikut:

(jm—m-+k). Labeli sisi graf Rantai

g6(xfyf) = 3mn+k—im,untukl <i<n,1<k<m
g6(xfyf+1) = 4dmn+k—imuntukl1 <i<n,1<k<m
gs(yF2F) = Bmn+k—im,untuk1 <i<n, 1 <k<m
g6(2Fyl) = 6mn+k—imuntuk1 <i<n,1<k<m
g6(yiyl) = Tmn+k—imuntuk1 <i<n,1<k<m
g@-(xfzf) = 8mn+k—im,untukl1 <i<n,1<k<m

Jika W, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai diskonek-
tif berdasarkan penjumlahan bobot selimut w,, dengan label sisinya maka Wy,
dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik wg, dan rumus label sisi

gs dengan syarat batas ¢, j, dan k yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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Gambar 4.19 Pelabelan Selimut (37mn — 4m — 4n + 28,16) — K4 aAnti Ajaib Super
pada Graf Rantai Diskonektif m Ky P,
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sebagai berikut:

Wy = wye +go(27y7) + go(27yin) + 961 21) + 96(2Yis1) + 96(2Yi 1)
+96(Uivi1) + 96(2727)
i+l
= 3nm—|—2im+2k—|—U(jm—m—l—k)+3mn+k:—im+4mn—|—k—im
+5mn—|—k‘—im+émn+k‘—im+7mn—|—l{:—im+8mn+k—im
i+1
= 36mn+8k~|—8im+Ujm—m+k:
j=i
Berdasarkan himpunan bobot total selimut W, dapat diperhatikan bahwa
bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh Wy, untuk i =1, j =1, dan k =1
bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh W, untuk ¢ =n,7 =n+1dank =m
. Selanjutnya nilai batas rumusan bobot definisi W, disubtitusikan dengan nilai
tepat, maka akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk barisan
aritmatika dengan suku awal 36mn + 8m + 13 dan beda setiap rangkaian tersebut
adalah 10, karena U,, = a+(n—1)b = 36mn+8m+13+(mn—1)10 = 46mn-+8m+3.
sehingga dapat ditulis dalam himpunan W, = {36mn + 8m + 13,36mn + 8m +
23,...,46mn + 8m + 3}. Dengan demikian dapat diperoleh sebuah kesimpulan
bahwa graf Rantai diskonektif m K, P, memiliki pelabelan selimut (336mmn + 8m +
13,10) — K -anti ajaib super dengan 336mn+8m—+13 dan d = 10 untuk n > 2 dan
m > 2. Maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (36mn+8m+13,10)— K,
anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK,P, untuk n > 2 dan m > 2 .
O

Gambar 4.20 merupakan contoh pelabelan selimut (36mn+8m+13,10)— K,
anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK,FP,.

O Teorema 4.3.7. Ada pelabelan selimut (37mn + 8m + 12,8) — K4 anti ajaib
super pada graf Rantai diskonektif untuk n > 2 dan m > 3.

Bukti. Gunakan pelabelan titik g; untuk melabeli titik pada graf Rantai
diskonektif, maka g7(yf) = g1(y)), g(2}) = g1(}), dan g7(2f) = g1(2}) sehingga
bobot titik wy, = w, = 3mn + 2im + 2k + JZ (jm — m + k). Labeli sisi

J=1
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Gambar 4.20 Pelabelan Selimut (36mn+8m + 13,10) — K4 Anti Ajaib Super pada Graf
Rantai Diskonektif mK 4P,
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graf Rantai mK,P, dengan fungsi bijektif g; dapat dituliskan sebagai berikut:
gr(zfyr) = dmn+2m —im —k+ 1, gr(2}yis1) = g6(2fyi), 97(yF =) = 96(y72),
97(Yiyi) = 96(yiyis), dan gr(2f2f) = gg(af2f) untuk 1 <i<n, 1 <k <m.
Jika Wy, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai diskonek-
tif berdasarkan penjumlahan bobot selimut w,, dengan label sisinya maka W, da-
pat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik w,, dan rumus 6 label sisi
g7 dengan syarat batas i, j, dan k yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy, = wy, + g7(xfyl) + gr(afylin) + g7 (yl=l) + g7 (2Fyl) + 97 (2Fyf)
+gr(yFyky) + gr(alfz))
+1

= 3nm+2im+2k+Ujm—m+k+4mn+2m—im—k—i—1—|—
j=i

dmn+k—im+d5mn+k—im-+6mn+k—im-+7Tmn+k —1im
+8mn + k —im

i1
= 3Tmn+6k+2m+6im+1+| Jjm—m+k

j=i
Berdasarkan himpunan bobot total selimut W, dapat diperhatikan bahwa
bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh W, untuk i = 1, j = 1, dan
= 1 bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh Wy, untuk ¢ = n,j = n+1 dan
k = m . Selanjutnya nilai batas rumusan bobot definisi W, disubtitusikan dengan
nilai tepat, maka akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk
barisan aritmatika dengan suku awal 37mn 4+ 8m + 12dan beda setiap rangkaian
tersebut adalah 8 karena U,, = a+ (n — 1)b = 37Tmn 4+ 8m + 12 + (mn — 1)8 =
45mn + 8m + 4. sehingga dapat ditulis dalam himpunan Wy, = {37mn + 8m +
12, 37mn+8m~+20, .. .,45mn+8m~+4}. Dengan demikian dapat diperoleh sebuah
kesimpulan bahwa graf Rantai diskonektif mK,P, memiliki pelabelan selimut
(37mn + 8m + 12,8)-m K, P,-anti ajaib super dengan a = 37mn + 8m + 12 dan
d =8 untuk n > 2 dan m > 2 . Maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
(37mn 4 8m + 12, 8)- K, anti ajaib super pada graf Rantai mK,P, untuk n > 2
danm > 2. O


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

84

Gambar 4.21 merupakan contoh pelabelan selimut (37mn+8m+12,8) — K,
anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mKyFP,.

Gambar 4.21 Pelabelan Selimut (37mn + 8m + 12,8) — K4 Anti Ajaib Super pada Graf
Rantai Diskonektif mK 4P,

{ Teorema 4.3.8. Ada pelabelan selimut (38mn + 8m + 11,6) — K, anti ajaib
super pada graf Rantai diskonektif untuk n > 2 dan m > 3.

Bukti. Gunakan pelabelan titik gg untuk melabeli titik pada graf Rantai
diskonektif, maka gs(y¥) = g1(yF), gs(2F) = g1(2F), dan gg(zF) = g1(2F) sehingga
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;g (jm—m-+k). Labeli sisi graf Rantai

mK,P, dengan fungsi bijektif gs dapat dituliskan sebagai berikut:gs(axFyF) =

bobot titik wg, = wy, = 3mn+2im+2k+J

gr(@tyf), gs(@fyy) = dmn +2m —im — k+1, gs(yi =) = g6(yfz), gs(2fyl) =
96(27 Y1)y 9s(Yivin) = 96(yiyi), dan gs(afzf) = go(afzf) untuk 1 < i < m,
1<k<m.

Jika W, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai diskonek-
tif berdasarkan penjumlahan bobot selimut wg, dengan label sisinya maka Wy,
dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik wg, dan rumus label sisi
gs dengan syarat batas ¢, j, dan k yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy = wy, + gs(@fyl) + gs(@fylin) + gs(i=F) + gs(2Fyl,y) + gs(2Fyfy)
+9s(ylyly) + gs(xfzf)
1+1
= 3nm+2im+2k—|—Ujm—m+k+4mn+2m—z’m—k+1—|—5mn
Jj=t

+2m—im—-k+1+5mn+k—im+6mn+k—im-+"7mn+k—1im
+8mn + k —im

i+1
= 38mn + 4k + 4m + 4im + 2 + | J(jm — m + k)

j=i
Berdasarkan himpunan bobot total selimut W, dapat diperhatikan bahwa
bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh Wy, untuk ¢ = 1, 7 = 1, dan
k =1 bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh Wy, untuk ¢ = n, j = n+1 dan
kE = m . Selanjutnya nilai batas rumusan bobot definisi Wy, disubtitusikan dengan
nilai tepat, maka akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk
barisan aritmatika dengan suku awal 38mn + 8m + 11 dan beda setiap rangkaian
tersebut adalah 6 karena U,, = a+ (n — 1)b = 38mn + 8m + 11 + (mn — 1)6 =
44mn + 8m + 5. sehingga dapat ditulis dalam himpunan Wy, = {38mn + 8m +
11,38mn+8m~+17,...,44mn+8m+5}. Dengan demikian dapat diperoleh sebuah
kesimpulan bahwa graf Rantai diskonektif m K, P, memiliki pelabelan selimut
(38mn + 8m + 11,6) — K, anti ajaib super dengan a = 38mn + 8m + 11 dan
d =6 untuk n > 2 dan m > 2 . Maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
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(38mn + 8m + 11, 6) — K,-anti ajaib super pada graf Rantai mK, P, untuk n > 2
danm > 2. O

Gambar 4.22 merupakan contoh pelabelan selimut (38mn+8m+11,6) — Ky

anti ajaib super pada graf Rantai mKFP,.

Gambar 4.22 Pelabelan Selimut (38mn +8m + 11,6) — K4 Anti Ajaib Super pada Graf
Rantai Diskonektif m Ky P,
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O Teorema 4.3.9. Ada pelabelan selimut (39mn +8m +10,4)-mK, P, anti ajaib
super pada graf Rantai diskonektif untuk n > 2 dan m > 3.

Bukti. Gunakan pelabelan titik g; untuk melabeli titik pada graf Rantai
diskonektif, maka go(y) = g1(55), golt) = g1 (%), dan go(=F) = g1(2F) sehingga
Wg, = Wy, = 3mn + 2im + 2k + i}
diskonektif mK,P, dengan fungsi bijektif g9 dapat dituliskan sebagai berikut:
99(@7yf) = g7(27yl), go(fyia) = gs(xiyfin), 9o(uiz) = go(yrat), go(2yia) =
ge(2FyF, 1), dan go(aFzF) = ge(aF2F) untuk 1 <i<n, 1 <k <m.

Jika W, didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai diskonek-

(jm — m + k). Labeli sisi graf Rantai

tif berdasarkan penjumlahan bobot selimut wy, dengan label sisinya maka Wy,
dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik wy, dan rumus label sisi
go dengan syarat batas ¢, 7 dan k yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wy = wg + go(xiyl) + go(afylis) + go(uF2) + go(2yl1) + go(2Fytyy)
+90(Yfybi1) + go(z) 2f)
i1

= 3nm+2im+2k+U(jm—m+k)+4mn+2m—z’m—k+1+5mn
P

+2m—im—k+1+d5mn+2m—im—k+1+6mn-+k—im+ 7Tmn

+k —im+8mn+ k —im
i+1
= 39mn + 6m = 2im + 2k | J(jm —m + k)
j=i
Berdasarkan himpunan bobot total selimut W, dapat diperhatikan bahwa
bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh Wy, untuk ¢ = 1, 7 = 1, dan
kE =1 bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh Wy, untuk i = n, j = n+1 dan
k = m . Selanjutnya nilai batas rumusan bobot definisi Wy, disubtitusikan dengan
nilai tepat, maka akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk
barisan aritmatika dengan suku awal 39mn + 8m + 10 dan beda setiap rangkaian
tersebut adalah 4, karena U, = a + (n — 1)b = 39mn + 8m + 10+ (mn — 1)4 =
43mn + 8m + 6. sehingga dapat ditulis dalam himpunan Wy, = {39mn + 8m +
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10, 39mn+8m~+10, .. .,43mn+8m~+6}. Dengan demikian dapat diperoleh sebuah

kesimpulan bahwa graf Rantai diskonektif m K, P, memiliki pelabelan selimut
(39mn + 8m + 10,4) — K, anti ajaib super dengan a = 39mn + 8m + 10 dan
d =4 untuk n > 2 dan m > 2 . Maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut
(39mn + 8m + 10,4) — K4-anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK,P,
untuk n > 2danm > 2. O

Gambar 4.23 merupakan contoh pelabelan selimut (39mn+8m+10,4) — K,
anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK,P,.

{ Teorema 4.3.10. Ada pelabelan selimut (40mn +8m+9,2)-mK, P, anti ajaib
super pada graf Rantai diskonektif untuk n > 2 dan m > 3.

Bukti. Gunakan pelabelan titik g; untuk melabeli titik pada graf Rantai
diskonektif, maka gio(yf) = g1(y}), guo(x) = gu(x7), dan gio(2) = gi(2f) se-
hingga bobot titik wy,, = w,, = 3mn + 2im + 2k + U;J: (jm —m+ k). Labeli sisi

graf Rantai diskonektif m K, P, dengan fungsi bijektif f19 dapat dituliskan sebagai
berikut:

gw(a:fyf) = dmn+2m—im—k+1,untukl <i<n,1<k<m
glo(azfyfﬂ) = bmn+2m—im—k+1Luntukl <i<n,1<k<m

glo(yfzf) = 6mn+2m—1mm—k+1Luntukl <:<n, 1 <k<m
gio(2Fyf) = Tmn+2m—im—k+ 1L untuk1 <i<n,1<k<m
go(Wfyl) = Tmn+k—imuntukl <i<n,1<k<m

glo(:pfzf) = 8mn+k—im,untukl1 <i<n,1<k<m

Jika W,

g10

didefinisikan sebagai bobot total selimut pada graf Rantai diskonektif
berdasarkan penjumlahan bobot selimut wg,, dengan label sisinya maka W, da-
pat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot titik dan rumus label sisi fig

dengan syarat batas i, 7 dan k yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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Gambar 4.23 Pelabelan Selimut (39mn + 8m + 10,4) — K4 Anti Ajaib Super pada Graf
Rantai Diskonektif mK 4P,
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sebagai berikut:

Woo = Wge+ gro(@fyl) + glo(xfyfﬂ) + gio(yr=f) + glo(zfyfﬂ) + 910(253/1"11)
+910(yfyf+1) + gro(x}2))
i1
= 3nm+2im+2k—|—U(jm—m+k)+4mn—|—2m—im—k+1+5mn
j=t

+2m—-—tm—-k+1+5mn+2m—im—k+1+6mn+2m—im —Ek

+14+Tmn+k—im+8mn+k—1im
i+l
= 40mn+8m—|—4U(jm—m+k)

j=i

Berdasarkan himpunan bobot total selimut W,, 6 dapat diperhatikan bahwa

g10
bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh W, untuk¢ =1, 7 =1,dan k=1
bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh W, o untuk ¢ = n, j = n+1dan k =m

. Selanjutnya nilai batas rumusan bobot definisi W, disubtitusikan dengan nilai

g10
tepat, maka akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk barisan
aritmatika dengan suku awal 40mn + 8m + 9 dan beda setiap rangkaian tersebut
adalah 2, karena U,, = a+(n—1)b = 40mn+8m+9+ (mn—1)2 = 42mn+8m+7.
sehingga dapat ditulis dalam himpunan W, = {40mn + 8m + 9,40mn + 8m +
11,...,42mn + 8m + 7}. Dengan demikian dapat diperoleh sebuah kesimpulan
bahwa graf Rantai diskonektif m K, P, memiliki pelabelan selimut (40mn + 8m +
9,2) — K, anti ajaib super dengan a = 40mn + 8m + 9 dan d = 2 untuk n > 2
dan m > 2 . Maka terbuktilah bahwa ada pelabelan selimut (40mn + 8m + 9, 2)-
mK, P, anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK, P, untuk n > 2 dan

m> 2. O

Gambar 4.24 merupakan contoh pelabelan selimut (40mn +8m+9,2) — Ky
anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mKyP,.
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Gambar 4.24 Pelabelan Selimut (40mn + 8m + 9,2) — K, Anti Ajaib Super pada Graf
Rantai Diskonektif mK 4P,
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4.4 Berfikir Tingkat Tinggi dalam Pelabelan Selimut (a,d) — K, Anti

Ajaib Super pada Graf Rantai K,P,

Pada subbab ini menjelaskan keterkaitan antara level berpikir menurut Bloom
dengan proses pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super pada graf Rantai
K4P,.

Tahap 1. Mengingat
Kata kerja operasional: Mengidentifikasi famili graf

Mengingat adalah kemampuan menyebutkan kemabali informasi atau penge-
tahuan yang tersimpan. Pada penelitian ini mengingat kembali tentang jenis-jenis
graf. Penelitian ini menggunakan graf berhingga yang tidak mempunyai loop dan
sisi ganda serta bukan graf berarah. Graf yang akan dibentuk adalah graf yang
jumlah titiknya berhingga n dihubungkan oleh sebuah titik yang digunakan untuk
meghubugkan graf lainnya dan sisi yang terbentuk tidak memiliki orientasi arah.

Nama graf yang diberikan adalah Graf Rantai , karena graf tersebut ter-
diri graf lengkap yang membentuk sebuah lintasan. Karena graf Rantai hanya
memiliki 1 ekspan yaitu memeperbanyak graf lengkap K, maka notasi untuk
graf Rantai adalah K, P,. Selain mengingat batasan-batasan yang ada pada graf
yang akan dibangun yaitu mengenai lemma dan teorema apa saja yang diper-
lukan dalam proses menuju terciptanya konjektur dan teorema yang baru. Graf
Rantai merupakan shackle titik yang disimbolkan dengan shack(Ky,v,n), se-
hingga shack( Ky, v,n) memiliki arti sama dengan K, P,. Namun dalam penelitian
ini graf Rantai dinotasikan dengan K,P,. Selimut graf Rantai merupakan graf

lengkap K. Gambar 4.25 merupakan Graf Rantai K4P,.

Gambar 4.25 Graf Rantai K4 P,
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Tahap 2. Memahami
Kata kerja kunci: menghitung jumlah titik p dan sisi q serta menentukan batas
atas nilai beda (d)

Pada tahap kedua yaitu memahami, dalam tahapan ini setelah diketahui
graf yang telah dibangun sesuai dengan batasan yang telah ditentukan, maka
hal selanjutnya yang perlu dilakukan adalah menghitung jumlah titik dan sisi
yang disebut kardinalitas serta menentukan batas atas beda d. Sebelumnya harus
menentukan jumlah titik dan sisi pada graf tersebut.

Untuk pendefinisian dari titik yakni graf Rantai menggunakan indeks dua
huruf yakni ¢ dan j, indeks ¢ menggambarkan indeks dari z dan z yang mempunyai
batas 1 < i < n, ini berarti titik x dan z terdapat sebanyak n pada graf Rantai
tersebut. Indeks j menggambarkan titik y yang mempunyai batas 1 < j <n+1,
ini berarti titik y terdapat sebanyak n+1 pada graf Rantai tersebut. Berdasarkan

Gambar Gambar 4.25 pendefinisian dari sisinya sebgai berikut:

L. {x;yis1}, titik 21 bertetangga dengan ys, x2 bertetangga dengan ys, dan z3
bertetangga dengan y, yang kemudian didefinisikan {x;y;11}.

2. {ziyis1}, titik 27 bertetangga dengan v, 2o bertetangga dengan ys, dan z3
bertetangga dengan y, yang kemudian didefinisikan {z;y; 11}

3. {zy;}, titik z1 bertetangga dengan 1, x5 bertetangga dengan yo, dan x3
bertetangga dengan y3 yang kemudian didefinisikan {z;y;}.

4. {y;z;}, titik y; bertetangga dengan z;, y» bertetangga dengan zp, dan ys

bertetangga dengan z3 yang kemudian didefinisikan {z;y;}.

5. {yiyi+1}, titik y3 bertetangga dengan ys, yo bertetangga dengan ys, dan ys
bertetangga dengan y, yang kemudian didefinisikan {y;y;11}.

6. {z;z}, titik z1 bertetangga dengan z;, x5 bertetangga dengan z,, dan x3

bertetangga dengan z3 yang kemudian didefinisikan {z;z;}.


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

Digital Repository UNEJ

n=2

Jumlah titik=7

Jumlah sisi=12

n=3

Jumlah titik=10

Jumlah sisi=18

n=4
Jumlah titik=13

Jumlah sisi=24

Gambar 4.26 Jumlah titik dan sisi graf pada K4P (a), K4Ps (b), dan K4 Py (c)

94
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Pada kardinalitas, terdapat istilah order (|V]) dan size (| F|) yang diperlukan
untuk langkah selanjutnya. Gamabr 4.26 menunjukkan graf Rantai K4 P, memiliki
order |V| = 3n+1 yang didapatkan dari banyaknya graf lengkap (n) yang dibentuk
oleh graf tersebut. Sedangkan size yang diperoleh pada graf Rantai K,P, adalah
penjumlahan dari setiap selimut graf Rantai K4P,. size yang didapatkan adalah
|E| = 6n. Berdasarkan Lemma 4.1.1 dan kardinalitas graf Rantai konektif K,P,
maka batas atas d adalah 48 dan batas atas d diskonektif mK, P, adalah d < 50.
Tahap 3. Menerapkan
Kata kerja kunci: Menentukan label titik graf Rantai dan mengembangkan
fungsi bijektif bobot titik

Menerapkan yaitu setelah menetapkan konsep yang sesuai yang di pakai un-
tuk memecahkan sebuah masalah, selanjutnya mencoba menentukan solusi dengan
indikator yang telah di tetapkan. Pada Tahapan ini,setelah diketahui jumlah titik
dan sisi serta batas atas d pada graf Rantai K,P,, langkah selanjutnya yakni
menentukan label titik dan fungsi bijektif bobot titik pada graf Rantai konektif
K,P, dan diskonektif mK,P,. Telah ditemukan pada subbab hasil penelitian
mengenai batas atas d graf Rantai konektif K,P, bahwa batas atasnya yakni
d < 48 dan diskonektif yakni d < 48. Pelabelan titik yang di gunakan pasd graf
Rantai konektif berbeda dengan graf Rantai

diskonektif. Pola pelabelan titik pada graf Rantai koneketif sebagai berikut;

1. Pelabelan pertama dimulai dari ujung graf Rantai yaitu titik y;.
2. Pelabelan kedua di titik z;.
3. selanjutnya melabeli titik z;.

4. dan yang paling akhir yang dilabeli adalah akhir selimut graf lengkap lintsan
yaitu ys.

5. pola tersebut berkelanjut sampai titik z3. Pelabelan titik terakhir pada titik
Ya.

Graf Rantai
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merupakan shackle titik, sehingga titik yang lebih dulu dilabeli adalah titik

yang setara dengan titik yang menjadi shackle pada selimut berikutnya. Dari pola
pelabelan titik di atas akan menghitung bobot titik masing-masing selimut pada
graf lengkap lintsan. penjumlahan selimut graf terdiri dari 4 titik dengan 1 titik
dipakai 2 kali. Gambar 4.27 merupakan penjumlahan bobot titik graf Rantai.

Bobot titik membentuk barisan aritmatika.

Yj 1 4 7
z; 2 5
Z 3 6
Y1 4 7 10
+
10 22 34

Gambar 4.27 Bobot Titik Graf Rantai (K4P,) untuk n = 3

Gambar 4.28 Pelabelan Titik Graf Rantai (K4P,) untuk n =3
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Berdasarkan gambar 4.27 dapat diketahui bahwa bobot titik selimut graf
Rantai konektif adalah {10,22,34}. Bobot titik tersebut membentuk barisan ar-
itmatika yang memiliki beda 12. Gambar 4.28 merupakan pelabelan titik graf
Rantai K4P,. Sebelum pada tahap berikutnya, harus dilakukan pemeriksaan
apakah label titik tersebut expandable atau unexpandable. Gambar 4.28 meru-
pakan gambar pelabelan titik untuk n = 3. Peneliti mencoba untuk n = 5.

Gambar 4.29 merupakan penjumlahan pelabelan titik graf Rantai untuk n = 5.

y, 1 4 7 10 13
x 2 5 8 11 14
w3 6 9 12 15
g1 4 7 10 13 16

10 22 34 46 58

Gambar 4.29 Bobot Titik Graf Rantai (K4F,) untuk n =5

Berdasarkan gambar 4.29 bobot titik selimut graf Rantai adalah {10,22,34,46,58}.
Bobot titik tersebut membentuk barisan aritmatika yang memiliki beda 12. Gam-
bar 4.30 merupakan pelabelan titik graf Rantai K, P, untuk n = 5 dan Gambar4.31

merupakan pelabelan titik graf Rantai diskoneketif.

Gambar 4.30 Pelabelan Titik Graf Rantai (K4P,) untuk n =5

Berdasarkan pelabelan titik (a,d) — H anti ajaib pada graf Rantai K,P,
peneliti juga melakukan observasi pelabelan titik (a,d) — H anti ajaib pada graf
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Rantai KP, sechingga menemukan sebuah konjektur baru. Konjektur 4.5.1 meru-
pakan konjektur baru yang ditemukan oleh peneliti. Pelabelan titik graf Rantai
diskonektif seprti Gambar ??. Berdasarkan Gambar 4.31 bobot titik setiap se-
limut graf Rantai diskonektif membentuk barisan aritmatika yang memiliki beda

12. Pelabelan titik graf lengkap lintsasan diskonektif adalah sebagai berikut:

1. Pelabelan pertama pada titik yi yaitu titik y; copy pertama,;
2. Pelabelan kedua pada titik y?;
3. Pelabelan selanjutnya pada titik 3.

4. Pelabelan selanjutnya pada titik 5, k merupakan copy graf Rantai diskonek-
tif dan pelabelann titiknya berurutan dari copy pertama sampai ke-k, untuk
1<k<m;

5. selanjutnya pelabelan pada titik 2, k merupakan copy graf Rantai diskonek-

tif 1 < k < m kemudian pelabelann titiknya sampai xf, untuk 1 <i < mn;

6. selanjutnya pelabelan pada titik 2F, k merupakan copy graf Rantai diskonek-

tif 1 < k < m kemudian pelabelann titiknya sampai zf,untuk 1<i<my

Berdasarkan Gambar 4.30 dapat diketahui bahwa pola pelabelan titik graf
Rantai konektif merupakan pelabelan titik yang expandable,sehingga bisa melan-
jutkan pada tahap selanjutnya yaitu mengembaangkan fungsi bijektif bobot titik
graf Rantai.

Label titik graf Rantai konektif K4P, dengan fungsi bijektif f dengan label
sebagai berikut:

fly;)) = 3j—2,untukl <j<n+1
flz;) = 3i—1,untukl <i<n

f(zi)) = 3i,untukl1 <i<n
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Gambar 4.31 Pelabalen Titik Graf Rantai Diskonektif

k 1 2 3
vol1 4 7T |25 8 |3 6 9
2 |13 16 19 [14 17 20 |15 18 21
|22 25 28 (23 26 29 |24 27 30
yhal4 7 0|5 8 11 [6 9 12
40 52 64 |44 56 68 |48 60 T2

Gambar 4.32 Bobot Titik Graf Rantai Diskonektif
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f adalah fungsi bijektif yang memetakan K, P; ke himpunan bilangan bulat {1, 2,
...,3n + 1}, Jika wy didefinisikan sebagai bobot titik selimut dari pelabelan
total selimut pada graf Rantai dimana bobot titik selimut tersebut diperoleh dari
penjumlahan 4 label titik dari K, yang menjadi selimut pada pada graf Rantai
K4P,, maka fungsi bijektif w; dapat ditentukan sebagai berikut:

wr = f(y;) + flzi) + f(z)
= (Bi—1)4+ (35 —2)+ (30)
it1
= 6i—1+J@3j-2)
j=i
Label titik graf Rantai diskonektif m K4 P, dengan fungsi bijektif g dengan
label sebagai berikut:

g(yf) = im—m+kuntukl <j<n+1,1<k<m
’?) = im+mn+kuntukl <i<n 1<k<m

g(zf) = 2mn+k+imuntukl <i<n 1 <k<m

Jika w, didefinisikan sebagai bobot selimut dari pelabelan total selimut pada
graf Rantai diskonektif mK4FP,. Jika w, didefinisikan sebagai bobot selimut dari
pelabelan total selimut pada graf Rantai diskonektif m K4 P, dimana bobot selimut
tersebut diperoleh dari penjumlahan 4 label titik dari K4 yang menjadi selimut
pada graf Rantai disknektif, maka fungsi bijektif w, dapat ditentukan sebagai
berikut:

wg = g(i) + g(xi) + g(z)
= (jm—m+k)+ (im+mn+k)+ (j+4mi—2m)+ (2mn + k + im)
i+1
= 3mn—i—2im+2k+U(jm—m—|—k:),untuk1Sign,l§j§n+1,
j=i
1<k<m
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Tahap 4. Menganalisa
Kata kerja kunci: Menentukan label sisi dan fungsi bijektif sisi serta men-
ngembangkan fungsi sisi dan bobot total

Graf yang memiliki batas atas {0,1,2,...,48}, berarti memiliki label sisi
dengan menggunakan pola yang pada setiap batas atas yang telah ditemukan.
Menganalisa adalah membuktikan dan memeberi alasan logis atau kritis dengan
cara menghubungkan konsep yang satu dengan konsep lainnya untuk menguji
kebenaran daei sebuah hasil. Bobot titik graf Rantai telah membentuk barisan
aritmatika sehingga untuk melabeli sisinya dapat menggunakan permutasi. Begitu
pula graf Rantai Diskonektif yang bobot titiknya memebentuk barisan aritmatika
sehingga pelabela sisinya dapat menggunakan metode permutasi pula. Sehingga
didapatkan nilai beda d yang telah di jelaskan sebeblumnya. Sampel fungsi sisi
pada graf Rantai K4P, d = 48 sebagai berikut:

f(ziyiy1) = 3n+6i—2, untukl <i<n

f(ziyiy1) = 3n+6i—1, untukl <i<n

(i,

)

)

yi) = 3n+6i—4, untukl <i<n
fyizi) = 3n+6i—3, untukl <i<n

)

)

f(yivis1) = 3n+6i, untukl <i<n

f(ziz;)) = 3n+6i+ 1, untukl <i<n

Bobot total merupakan jumlah bobot selimut wy dan rumus label sisi f.

Bobot total disimbolkan W} sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:

Wy = wp+ f(ﬂijz+1) + [ (ziyin) + [(@ayi) + f(izi) + fWiyirr) + f(@izi)
= 6z‘—1+U(3j—2)+(3n+6z’—2)+(3n+6z’— 1)+ (3n+ 61 —4) +
(3n + 61 ]—:3) + (3n + 67) 4 (3n + 61+ 1)
= 18n +42i — 10+G(3j —2)

j=i
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Rumus bobot total graf legnkap lintasan konektif adalah 18n+42i— 10—|—U?:Z- (35—

2), untuk 1 < i <ndan 1 < j < n+ 1. Sampel fungsi sisi pada graf Rantai
diskonektif mK 4P, d = 40 sebagai berikut:

g(zFy®) = 3mn —5m+2nk —2n+6im + L, untuk1 <i <n, 1 <k <m
9@?%{11) = 3mn—>5m+2nk —2n+6im + 2, untuk1 <i<n, 1 <k <m
g(yfzf) = 3mn—>5m+2nk —2n+6im + 3, untuk1 <1 <n, 1 <k <m
g(Fyk ) = 3mn —5m+ 20k — 2n + 6im + 4, untuk 1 <i <n,1 <k <m
g(yfyfﬂ) = 3mn —>5dm+2nk —2n+ 6im + 5, untuk1 <7 <n, 1 <k <m
g(xfzf) = 3mn —>5m+2nk —2n+ 6im +6,untuk1 <i<n, 1 <k<m

Bobot total merupakan jumlah bobot selimut w, dan rumus label sisi g. Bobot

total disimbolkan W sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:

W, = wy+g(zfyl) + glalyln) + a(uz) + g(Zyl) +
9(zfyn) + 9yl + g(af2f)
i+1
= 3nm + 2im + 2k + | J(jm — m + k) + 3mn — 5m + 2nk — 2n + 6im + 1
Jj=t

+3mn — bm + 2nk — 2n + 6im + 2 + 3mn — 5m + 2nk — 2n + 6im + 3
+3mn — 5m + 2nk — 2n + 6im +4 + 3mn — b5m + 2nk — 2n + 6im + 5
+3mn — 5dm + 2nk — 2n +6im + 6

it1
= 2lmn — 30m + 12nk — 12n 4+ 38im + 2k + 21 + U(jm —m+k)
j=i
Rumus bobot total graf Rantai diskonektif adalah 21mn — 30mn + 12nk — 12n +
38im + 2k + 21 + ;5 (jm — m + k), untuk 1 < i < n, 1 < j < n+ 1, dan
1<k <m.

Tahap 5. Mengevaluasi

Kata kerja kunci: Membuktikan kebenaran fungsi
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Pada tahap ini, yang dilakukan adalah membuktikan kebenaran fungsi yang
telah dirumuskan. Mengevaluasi yaitu kemampuan melakukan pemeriksaan ulang
dengan cara melakukab simulasi. Ambil sampel rumus fungsi bobot titik graf
Rantai konektif K,P, adalah 6i — 1 + U;E(BJ —2), misal saat i = 1 dan j =1
maka bobot titik dapat dituliskan sebagai berikut:

i+1

wy = 6i—1+[J3j—2)
Jj=t
1+1

= 6-1+[JBj-2)
j=1

= 10

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa fungsi bobot titik graf Lengkap lintasan

konektif K, P, adalah 6i—1 +U;+1 (37—2). Fungsi Bobot total graf Rantai konektif

=4

K,P, d = 48 adalah 18n + 42i — 10 4+ | J*7}(3j — 2). Misal saat i = 1, j = 1 dan

7=t
n = 3 maka bobot total dapat dituliskan sebagai berikut:
i+1
Wy = 18n+42i—10+| J(35—2)
j=i
= (183)+42—-10+(3—2)+ (6 —2)
= 91

Berdasarkan uraian diatas terbukti baHwa fungsi Bobot total graf Rantai

konektif K,P, d = 48 adalah 18n + 42; — 10 + U;g(?)j — 2). Sedangkan bobot
titil Graf Rantai
Diskonektif memili fungsi bobot titik 3mn + 2im + 2k + U;: (jm —m+k).
Misal jikai =1, 7 =1, n =3, m = 3 dan k = 1 maka bobot titik dapat dituliskan
sebagai berikut:
i+1
wy, = 3mn—|—2im+2k+U(jm—m—|—k)

j=i
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= 2T4+6+24+(3-3+1)+(6—-3+1)
= 40

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa fungsi bobot titik 3mn + 2im + 2k +
U;J: (jm —m + k). Bobot total graf Rantai Diskonektif adalah 21mn — 30mn +
12nk — 12n + 38im + 2k + 21 + Ui.ﬂ(jm —m-+k). Misal jikat =1, j=1,n=3,

=1
m = 3 dan k = 1 maka bobot total dapat diuraikan sebagai berikut:
i+1
W, = 2lmn—30m+ 12nk — 12n + 38im + 2k + 21 + _J(jm — m + k)
j=i

= 189—90+36—36+111+2+214+(3—-3+1)+(6-3+1)
= 241

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa fungsi bobot total graf Rantai
Diskonektif adalah 21mn—30mn+12nk —12n+38im+2k+21 -+ (jm—m+k).

J=t

Tahap 6. Menciptakan
Kata kerja kunci: menemukan teorema baru

Tahapan yang terakhir adalah mencipta, kata kunci yang digunakan un-
tuk tahapan ini adalah menemukan teorema. Menciptakan yaitu kemampuan
memadukan unsur ubsur menjadi sesuatu yang baru, utuh dan koheren dalam
bentuk lemma, teorema, koralari, atau konjektur. Menemukan teorema yang di-
maksud adalah bagaimana fungsi yang ditemukan setelah proses pada tahapan
sebelumnya yakni pengelompokan pada beda yang konsisten. Dari penelitian ini
diperoleh suatu konjektur dan teorema yang baru mengenai pelabelan selimut anti
ajaib super graf Rantai ini. Sesuai dengan tujuan penelitian yakni untuk menge-
tahui pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super pada graf Rantai konektif
dan diskonektif, a adalah bobot sisi terkecil dan d adalah nilai bedanya. Berikut
merupakan hasil dari pelabelan selimut (a, d) — K, anti ajaib super yang dijadikan

suatu teorema dan konjektur graf Rantai, diantaranya:
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1. untuk Graf Rantai konektif K P,:

(a)

untuk pelabelan bobot total d = 48 ditemukan bahwa graf Rantai
K, P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super dengan
a = 18n+37, dengan kata lain graf Rantai K, P, mempunyai pelabelan
selimut (18n + 37,48) — K, anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 36 ditemukan bahwa graf Rantai
K, P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super dengan
a = 24n+31, dengan kata lain graf Rantai K, P, mempunyai pelabelan
selimut (24n + 31, 36) — K, anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 24 ditemukan bahwa graf Rantai
K, P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super dengan
a = 54n+ 1, dengan kata lain graf Rantai K4P, mempunyai pelabelan
selimut (54n + 1,24) — K, anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 22 ditemukan bahwa graf Rantai
K, P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super dengan
a = 31n+24, dengan kata lain graf Rantai K4 P, mempunyai pelabelan
selimut (31n + 24,22) — K, anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 18 ditemukan bahwa graf Rantai
K, P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib super dengan
a = 33n+22, dengan kata lain graf Rantai K, P, mempunyai pelabelan
selimut (33n + 22, 18) — K, anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 16 ditemukan bahwa graf Rantai
K, P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super dengan
a = 34n+21, dengan kata lain graf Rantai K, P, mempunyai pelabelan
selimut (34n + 21,16) — K4 anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 14 ditemukan bahwa graf Rantai
K 4P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super dengan
a = 35n+ 20, dengan kata lain graf Rantai K, P, mempunyai pelabelan
selimut (35n 4 20, 14) — K, anti ajaib super;
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(h) untuk pelabelan bobot total d = 12 ditemukan bahwa graf Rantai
K4 P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super dengan
a = 36n+19, dengan kata lain graf Rantai K, P, mempunyai pelabelan
selimut (36n + 19,12) — K, anti ajaib super;

(i) untuk pelabelan bobot total d = 10 ditemukan bahwa graf Rantai
K, P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K4 anti ajaib super dengan
a = 3Tn+ 18, dengan kata lain graf Rantai K, P, mempunyai pelabelan
selimut (37n + 18,10) — K4 anti ajaib super;

(j) untuk pelabelan bobot total d = 8 ditemukan bahwa graf Rantai K,P,
memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib super dengan a =
38n + 17, dengan kata lain graf Rantai K4P, mempunyai pelabelan
selimut (38n 4+ 17,8) — K, anti ajaib super;

(k) untuk pelabelan bobot total d = 6 ditemukan bahwa graf Rantai K, P,
memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib super dengan a =
39n + 16, dengan kata lain graf Rantai K4P, mempunyai pelabelan
selimut (39n 4 16,6) — K4 anti ajaib super;

(1) untuk pelabelan bobot total d = 4 ditemukan bahwa graf Rantai K4P,
memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib super dengan a =
40n + 15, dengan kata lain graf Rantai K,P, mempunyai pelabelan
selimut (40n 4 15,4) — K4 anti ajaib super;

(m) untuk pelabelan bobot total d = 2 ditemukan bahwa graf Rantai K4P,
memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib super dengan a =
41n + 14, dengan kata lain graf Rantai K4P, mempunyai pelabelan
selimut (41n + 14,2) — K, anti ajaib super;

(n) untuk pelabelan bobot total d = 0 ditemukan bahwa graf Rantai K,P,
memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib super dengan a =
42n + 13, dengan kata lain graf Rantai K,P, mempunyai pelabelan
selimut (42n + 14,0) — K, anti ajaib super.

2. untuk Graf Rantai diskonektif mK,P,:
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untuk pelabelan bobot total d = 40 ditemukan bahwa graf Rantai
diskonektif m K4 P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib
super dengan a = 21mn+9m+ 25 atau graf Rantai diskonektif mK,P,
mempunyai pelabelan selimut (21mn + 9m + 25,40) — K, anti ajaib

super;

untuk pelabelan bobot total d = 32 ditemukan bahwa graf Rantai
diskonektif m K4 P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib
super dengan a = 69mn — 28m — 12n + 28 atau graf Rantai diskonektif
mK 4P, mempunyai pelabelan selimut (69mn—28m—12n+28,32) — K,

anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 28 ditemukan bahwa graf Rantai
diskonektif m K4 P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib
super dengan a = 629mn + 2m — 2n + 28 atau graf Rantai diskonektif
mK,P, mempunyai pelabelan selimut (29mn + 2m — 2n + 28, 28) — K,

anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 20 ditemukan bahwa graf Rantai
diskonektif m K4 P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib
super dengan a = 61mn — 10n — 22m + 28 atau graf Rantai diskonektif
mK 4P, mempunyai pelabelan selimut (61mn—10n—22m+28,20) — K4

anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 16 ditemukan bahwa graf Rantai
diskonektif m K4 P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib
super dengan a = 37Tmn — 4m — 4n + 28 atau graf Rantai diskonektif
mK 4P, mempunyai pelabelan selimut (37mn —4m — 4n +28,16) — K4

anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 10 ditemukan bahwa graf Rantai
diskonektif m K4 P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib
super dengan a = 36mn+8m+ 13 atau graf Rantai diskonektif mK, P,
mempunyai pelabelan selimut (36mn + 8m + 13,10) — K, anti ajaib

super;
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untuk pelabelan bobot total d = 8 ditemukan bahwa graf Rantai
diskonektif m K4 P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib
super dengan a = 37mn+8m+ 12 atau graf Rantai diskonektif m K, P,

mempunyai pelabelan selimut (37mn+8m+12, 8)— K anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 6 ditemukan bahwa graf Rantai
diskonektif m K4 P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib
super dengan a = 38mn+8m+ 11 atau graf Rantai diskonektif mK, P,

mempunyai pelabelan selimut (38mn+8m+11, 6) — K anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 4 ditemukan bahwa graf Rantai
diskonektif mK4P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib
super dengan a = 39mn+8m+ 10 atau graf Rantai diskonektif mK P,

mempunyai pelabelan selimut (39mn-+8m+10,4)— K, anti ajaib super;

untuk pelabelan bobot total d = 2 ditemukan bahwa graf Rantai
diskonektif m K4 P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib
super dengan a = 40mn +8m+ 9, atau graf Rantai diskonektif mK, P,
mempunyai pelabelan selimut (40mn + 8m + 9,,2) — K4 anti ajaib

super;

4.5 Hasil dan Pembahasan

Berdasarkan hasil penelitian untuk memperoleh nilai d yang mungkin untuk

pelabelan selimut (a, d) — K anti ajaib super pada Rantai konektif K, P, maupun
diskonektifm K4 P, adalah d € {0,1,2,...,48}. Setelah menentukan nilai d, peneliti

mencari pelabelan sesuai dengan nilai d yang telah ditentukan tersebut.

Dari hasil penelitian pada beberapa nilai d tersebut diatas, diperoleh 25

(a)

teorema baru tentang pelabelan graf Rantai konektif K4P, maupun diskonektif
mK4Pn

1. teorema baru tentang pelabelan graf Rantai konektif K4 P, , yakni:

Ada pelabelan selimut (18n + 37,48) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K4P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.2.1;
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Ada pelabelan selimut (24n + 31,36) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K4P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.2.2;

Ada pelabelan selimut (54n + 1,24) — K4 anti ajaib super pada graf
Rantai K4P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.2.3;

Ada pelabelan selimut (31n + 24,22) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K4P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.2.4;

Ada pelabelan selimut (33n + 22, 18) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K4P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.2.5;

Ada pelabelan selimut (34n + 21,16) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K,P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.2.6;

Ada pelabelan selimut (35n + 20, 14) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K4P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.2.7;

Ada pelabelan selimut (36n + 19,12) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K4 P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.2.8;

Ada pelabelan selimut (37n + 18,10) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K,P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian

pada teorema 4.2.9;

Ada pelabelan selimut (38n + 17,8) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K,P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian
pada teorema 4.2.10;

Ada pelabelan selimut (39n + 16,6) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K4P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian
pada teorema 4.2.11;
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(1) Ada pelabelan selimut (40n + 15,4) — K4 anti ajaib super pada graf
Rantai K4P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian
pada teorema 4.2.12;

(m) Ada pelabelan selimut (41n + 14,2) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K,P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian
pada teorema 4.2.13;

(n) Ada pelabelan selimut (42n + 13,0) — K, anti ajaib super pada graf
Rantai K,P, untuk n > 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian
pada teorema 4.2.14.

Observasi 4.5.1. Ada pelabelan titik selimut (52%,32 — 5)-K,, anti ajaib
super pada graf Rantai untuk n > 2 dan s > 2 .

Bukti. s =2 — selimut K5 bobot titiknya {3,4, 7,9}
s = 3 — selimut K3 bobot titiknya {6, 12,1824}
s = 4 — selimut K42 bobot titiknya {10,22,34, 46}
s =5 — selimut K5 bobot titiknya {15, 35,55, 75}

Berdasarkan uraian bobot titik di atas beda bobot titik memebentuk barisan

betingkat 2 dengan d = s? — s sedangkan bobot terkecil 2,3,6, 10,15 mem-

s’+s
2

bentuk barisan aritmatika beritngkat 2 dengan a = maa terbukti graf

82+s

K P, mempunyai pelabelan titik selimut (25, s* — s) anti ajaib. O

Sebagai ilustrasi dapat dilihat pada gambar 4.33 pelabelan titik pada graf
Rantai K P, untuk s = 6. Dengan demikian pelabelan titik diatas maka
dapat ditarik konjekture sebagai berikut

Konjektur 4.5.1. Ada pelabelan titik selimut (52%, s? —s) — K, anti ajaib
pada graf Rantai K,P, untuk s > 2 dann > 2.

Konjektur 4.5.2. Ada pelabelan selimut (a,d) — K anti ajaib super pada
graf Rantai K P, untuk s > 2 dan n > 2.
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Gambar 4.33 pelabelan titik selimut (21,30) — K¢ anti ajaib super pada graf Rantai

K.P,

Gambar 4.34 adalah ilustrasi pelabelan selimut (a,d) — K anti ajaib super

pada graf Rantai K P,

2. teorema baru tentang pelabelan graf Rantai diskonektif mK, P, , yaitu

(a)

Ada pelabelan selimut (21mn 4+ 9m + 25,40) — K4 anti ajaib super
pada graf Rantai diskonektif mK, P, untuk n > 2 dan m > 2 yang

telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.3.1;

Ada pelabelan selimut (69mn — 28m — 12n + 28,32) — K, anti ajaib
super pada graf Rantai diskonektif mK,P, untuk n > 2 dan m > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.3.2;

Ada pelabelan selimut (29mn+ 2m — 2n+ 28, 28) — K4 anti ajaib super
pada graf Rantai diskonektif mK, P, untuk n > 2 dan m > 2 yang
telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.3.3;

Ada pelabelan selimut (61mn — 10n — 22m + 28,20) — K, anti ajaib
super pada graf Rantai diskonektif mK,P, untuk n > 2 dan m > 2
yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.3.4;

Ada pelabelan selimut (37mn —4m —4n+28,16) — K4 anti ajaib super
pada graf Rantai diskonektif mK, P, untuk n > 2 dan m > 2 yang
telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.3.5;
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Gambar 4.34 pelabelan selimut (a,d) — K anti ajaib super pada graf Rantai K,P,
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(f) Ada pelabelan selimut (36mn + 8m + 13,10) — K, anti ajaib super
pada graf Rantai diskonektif mK, P, untuk n > 2 dan m > 2 yang
telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.3.6;

(g) Ada pelabelan selimut (37mn + 8m+ 12, 8) — K, anti ajaib super pada
graf Rantai diskonektif mK,P, untuk n > 2 dan m > 2 yang telah

dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.3.7;

(h) Ada pelabelan selimut (38mn +8m +11,6) — K, anti ajaib super pada
graf Rantai diskonektif mK P, untuk n > 2 dan m > 2 yang telah

dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.3.8;

(i) Ada pelabelan selimut (39mn +8m + 10,4) — K, anti ajaib super pada
graf Rantai diskonektif mK,P, untuk n > 2 dan m > 2 yang telah

dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.3.9;

(j) Ada pelabelan selimut (40mn +8m +9,2) — K4 anti ajaib super pada
graf Rantai diskonektif mK P, untuk n > 2 dan m > 2 yang telah
dibuktikan melalui pembuktian pada teorema 4.3.10;

Menurut hasil penelitian tersebut, dapat diketahui bahwa jika diketahui nilai
batas atas d yang berlainan maka nilai awal a juga akan berlainan. Namun seluruh
label titik yang digunakan sama namun label sisinya yang berbeda. Label titik
yang digunakan adalah dari 1 hingga ps; dimana ps adalah jumlah titik pada
graf sedangkan label untuk sisi yang digunakan adalah dimulai dari pg + 1 hingga
pPa+qa dimana g merupakan jumlah sisi, sehingga po+qg merupakan jumlah titik
dan sisi pada graf. Jika kedua label tersebut digunakan untuk melabeli sebuah
graf dengan aturan yang diberikan diatas maka pelabelan tersebut disebut sebagai
pelabelan total. Pada graf Rantai konektif K,P, dan graf Rantai diskonektif
mK4P,, untuk seluruh 48 nilai d tersebut berlaku pada syarat yang sama yaitu
n > 2.

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, peneliti telah menemukan
pelabelan selimut K, anti ajaib super untuk graf lengkap llintasan konektif un-
tuk d € {48, 36,24, 22, 18,16, 14,12, 10, 8,6, 4,2,0} dan pelabelan selimut K, anti
ajaib super graf Rantai diskonektif d € {40, 32,28, 20, 16, 10, 8, 6,4, 2}. Penelitian
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pelabelan selimut K4 anti ajaib super pada graf Rantai konektif K,P, untuk
d < 48 selain d € {48,36,24,22,18,16, 14,12, 10,8,6,4,2,0} maupun graf Rantai
diskonektif untuk d < 48 selain d € {40, 32, 28, 20, 16,

10,8,6,4,2} masih belum ditemukan oleh peneliti karena pola pelabelan yang
telah ditemukan menggunakan konsep permutasi. Keterbatasan pada penelian
ini adalah hanya menemukan pelabelan selimut dengan d genap saja. vBeber-
apa pelabelan yang belum ditemukan oleh penulis disajikan pada open problem
berikut:

Masalah terbuka 4.5.1. Pelabelan selimut (a,d)— K4 anti ajaib super pada graf
Rantai konektif K4 P, dengann > 2 untuk d < 48 selain d € {48, 36,24, 22,18, 16,
14,12, 10,8, 6,4, 2, 0}.

Masalah terbuka 4.5.2. Pelabelan selimut (a,d) — Ky anti ajaib super pada
graf Rantai diskonektif mK4P,, dengan n > 2 dan m > 2 untuk d < 50 selain
d € {40, 32, 28,20, 16, 10, 8,6, 4, 2}.
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-
pulkan bahwa:
1. Batas atas pelabelan selimut (a,d) — H-anti ajaib super pada graf Rantai
konektif adalah d < 48 dan diskonektif adalah d < 50.

2. Graf Rantai konektif memiliki pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib su-
per untuk d = {0,1,2,...,48}. Hasil Penelitian ini. Hasil penelitian ini
dibuktikan pada teorema bahwa Graf Rantai konektif K4 P, terdapat fungsi
bijektif pelabelan selimut yaitu (18n + 37,48), (24n + 31, 36), (54n + 1,24),
(31n + 24,22), (33n + 22, 18), (34n + 21, 16), (350 + 20, 14), (36n + 19, 12),
(37n + 18,10), (38n + 17,8), (39n + 16,6), (40n + 15,4), (41n + 14,2), dan
(42n + 14,0) — K4 anti ajaib super untuk n > 2. Terdapat konjektur pela-

s2+s
2

untuk s > 2 dan n > 2. Konjektur pelabelan selimut graf K P, yaitu ada

belan titik selimut pada graf Rantai KP, yaitu ( s?—s) — K, anti ajaib
pelabelan selimut (a,d) — K, anti ajaib super pada graf Rantai K P, untuk
s>2dann > 2.

3. Graf Rantai diskonektif mK 4P, memiliki pelabelan selimut (a,d) — K4 anti
ajaib super untuk d < 50. Hasil penelitian ini dibuktikan pada teorema
bahwa Graf Rantai diskonektif mK, P, terdapat fungsi bijektif pelabelan
selimut yaitu (21mn + 9m + 25,40, (69mn — 28m — 12n + 28, 32), (29mn +
2m —2n+28,28), (61mn — 10n — 22m + 28, 20), (37mn —4m — 4n + 28, 16),
(36mn + 8m + 13,10), (37mn + 8m + 12,8), (38mn + 8m + 11,6), (39mn +
8m + 10,4),dan (40mn + 8m +9,2) — K, anti ajaib super untuk n > 2 dan
m > 2.

4. Kaitan antara keterampilan berpikir tingkat tinggi dengan pelabelan se-

limut (a,d) — K4 anti ajaib super yakni dalam penemuan teorema pada
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batas atas yang telah ditentukan, mengingat yaitu mengidentifikasi famili
graf, memahami yaitu menghitung jumlah titik p dan sisi ¢, menentukan
batas atas nilai beda d pada graf Rantai, menerapkan yaitu menentukan
label titik dan menentukan fungsi bijektif bobot titik selimut, menganalisa
yaitu menentukan label sisi dan fungsi bijektif sisi, mengembangkan fungsi
sisi dan bobot total, mengevaluasi yaitu membuktikan kebenaran fungsi
dan mencipta yaitu tercipta teorema baru. Hasil penelitian diharapkan da-
pat memberikan konstribusi terhadap ber- kembangnya pengetahuan baru
dalam bidang teori graf, khususnya dalam ruang lingkup pelabelan graf dan
bisa digunakan sebagai acuan oleh peneliti lain untuk meneliti pelabelan

selimut (a,d) — H anti ajaib super pada graf-graf khusus yang lain.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan selimut (a,d) — H anti
ajaib super pada graf Rantai K,P, karena d yang pada penelitian ini yang dite-
mukan hanya pada d genap saja serta mengacu pada open problem dari hasil
penelitian yang telah ditemukan, maka peneliti memberikan saran kepada pem-
baca agar dapat melakukan penelitian pada pelabelan selimut (a, d)— K, anti ajaib
super pada graf Rantai konektif K,P, dengan n > 2 untuk d < 48 selain d €
{48,36,24,22,18,16,14,12,10,8,6,4,2,0}. Serta pelabelan selimut (a,d) — K4
anti ajaib super pada graf Rantai diskonektif mK,P, dengan n > 2 dan m > 2
untuk d < 50 selain d € {40, 32,28, 20, 16, 10, 8,6,4,2,0}.
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