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RINGKASAN

Super (a,d)-H-Antimagic Total Covering pada Amalgamasi Graf Kipas;

Siti Latifah, 101810101043; 2015: 82 halaman; Jurusan Matematika Fakultas

Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,

Universitas Jember.

Pelabelan covering ajaib pertama kali diperkenalkan oleh Gutierrez and

Llado (2005) yang dikembangkan dari pelabelan total ajaib. Pelabelan covering

H ajaib pada sebuah graf G = (V (G), E(G)) jika setiap garis pada E(G) termuat

dalam subgraf H dari G yang isomorfik dengan H dan H merupakan subgraf dari

G. Kemudian dikembangkan menjadi pelabelan selimut H−antimagic oleh Inayah

(2013) yaitu suatu pelabelan covering H − antimagic pada graf G yang memi-

liki sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat jumlahan yang merupakan barisan

aritmatika a, a + d, a + 2d, ..., a + (s − 1)d.

Pada penelitian ini mengkaji mengenai pelabelan super H-antimagic cov-

ering pada amalgamasi graf kipas tunggal dan gabungan saling lepas. Amalga-

masi graf kipas yang dinotasikan dengan amal(Fn, Pn, 2) adalah sebuah graf yang

dikembangkan dari graf kipas. Amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) konek-

tif memiliki himpunan vertex, V = {a, xi, b; 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan edge,

E = {axi, bxi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xixi+1; 1 ≤ i ≤ n − 1}. Amalgamasi graf kipas

m amal(Fn, Pn, 2) diskonektif memiliki himpunan titik V = {aj, xi
j, bj ; 1 ≤ i ≤

n 1 ≤ j ≤ m} dan himpunan sisi E = {ax
j
i , bx

j
i ; 1 ≤ i ≤ n 1 ≤ j ≤ m} ∪

{xix
j
i+1; 1 ≤ i ≤ n − 1 ; 1 ≤ j ≤ m}.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini, yaitu Pendeteksian pola (pat-

tern recognition) kemudian dilakukan metode deduktif aksiomatik, yaitu menu-

runkan teorema tersebut, kemudian diterapkan dalam pelabelan super (a,d)-H-

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) baik yang

tunggal maupun gabungan saling lepasnya. Batas atas pada amalgamasi graf

kipas konektif pada penelitian ini adalah d ≤ 19 sedangkan pada gabungan sal-
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ing lepas adalah d ≤ 41. Sehingga, teorema baru yang dihasilkan adalah sebagai

berikut:

1. ada pelabelan super (29n+32
2

, 0)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pelabelan

super (29n+25
2

, 0)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.1;

2. ada pelabelan super (13n+19, 1)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.2;

3. ada pelabelan super (27n+36
2

, 2)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pelabelan

super (27n+37
2

, 2)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.3;

4. ada pelabelan super (11n+23, 3)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.4;

5. ada pelabelan super (25n+40
2

, 4)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pelabelan

super (25n+41
2

, 4)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.5;

6. ada pelabelan super (13n+19, 5)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.6;

7. ada pelabelan super (21n+48
2

, 6)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pelabelan
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super (21n+49
2

, 6)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.7;

8. ada pelabelan super (9n + 27, 7)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.8;

9. ada pelabelan super (21n+48
2

, 8)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pelabelan

super (21n+49
2

, 8)-(B2) antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.9;

10. ada pelabelan super (11n+23, 9)-Bn antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.10;

11. ada pelabelan super (15n+60
2

, 10)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pelabelan

super (15n+61
2

, 10)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.11;

12. ada pelabelan super (8n+29, 11)-Bn antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.12;

13. ada pelabelan super (7n + 31, 13)-B2 antimagic total covering pada amal-

gamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pelabelan

super (7n+ 33, 13)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.13;
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14. ada pelabelan super (15n+60
2

, 14)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pelabelan

super (15n+63
2

, 14)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.14;

15. ada pelabelan super (6n+33, 17)-B2 antimagic total covering pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui

pembuktian pada teorema 4.1.15;

16. ada pelabelan super ((m+ 5
2
)n2 +(2m+ 13

2
)n+m+4, 9)-Bn antimagic total

covering pada generalisasi amalgamasi graf kipas amal(Fm, Pm, n) untuk

m ≥ 2 dan n ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema

4.1.16;

17. ada pelabelan super (12mn + 16m + 5, 1)-B2 antimagic total covering pada

gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk

n ≥ 2 dan m ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema

4.2.1;

18. ada pelabelan super (11nm + 17m + 6, 3)-B2 antimagic total covering pada

gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk

n ≥ 2 dan m ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema

4.2.2;

19. ada pelabelan super (10nm + 18m + 7, 5)-B2 antimagic total covering pada

gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk

n ≥ 2 dan m ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema

4.2.3;

20. ada pelabelan super (9nm + 19m + 8, 7)-B2 antimagic total covering pada

gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk

n ≥ 2 dan m ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema

4.2.4;
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21. ada pelabelan super (8nm + 20m + 9, 9)-B2 antimagic total covering pada

gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk

n ≥ 2 dan m ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema

4.2.5;

22. ada pelabelan super (7nm+21m+10, 11)-B2 antimagic total covering pada

gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk

n ≥ 2 dan m ≥ 2 yang telah dibuktikan melalui pembuktian pada teorema

4.2.6.

Dari kajian diatas ada beberapa pelabelan yang belum ditemukan oleh

peneliti sehingga dalam penelitian ini diajukan open problem.

Masalah terbuka 0.0.1. Pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering pada

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) dengan n ≥ 2 untuk d{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 14, 17

dan d ∈ 9 untuk expand dari amalgamasi graf kipas.

Masalah terbuka 0.0.2. Pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering pada

gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas m amal(Fn, Pn, 2), dengan n ≥ 2

dan m ≥ 2 untuk d ≤ 41 selain d ∈ {1, 3, 5, 7, 9, 11}.
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G = Graf G

G(V, E) = Sebarang graf tak berarah dengan V adalah himpunan tak ko-
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|V (G)| = Himpunan titik dari graf G yang disebut order
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HAV C = H antimagic vertex covering atau pelabelan titik H antiajaib

selimut

SHATC = Super H antimagic total covering atau super (a,d)-H antiajaib

total selimut

d = Nilai beda barisan bobot total selimut pada SHATC

a = Bobot total selimut terkecil yang merupakan suku pertama bari-

san

n = Banyaknya titik pada amalgamasi graf kipas

m = Banyaknya gabungan saling lepas pada amalgamasi graf kipas

a = Titik yang menghubungkan sisi pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2)

b = Titik yang menghubungkan sisi pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2)

xi = Titik ke-i pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2)

axi = Titik ke-i dalam komponen ke-a amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2)

bxi = Titik ke-i dalam komponen ke-b amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2)
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf pertama kali digunakan untuk memecahkan masalah mengenai

jembatan yang terletak di Konisberg. Kota Konisberg memiliki tujuh buah jem-

batan yang menghubungkan empat wilayah di kota tersebut. Beberapa warga

Kota Konisberg mengajukan pertanyaan kepada Leonard Euler, seorang matem-

atikawan yang berasal dari Swiss mengenai mungkin tidaknya melakukan per-

jalanan melewati ketujuh jembatan tetapi tidak boleh melewati jembatan yang

sama lebih dari satu kali. Leonard Euler mempresentasikan empat wilayah di

Kota Konisberg sebagai titik, dan tujuh jembatan sebagai sisi. Euler memberikan

jawaban bahwa perjalanan melewati ketujuh jembatan tetapi tidak boleh mele-

wati jembatan yang sama lebih dari satu kali tidak mungkin dilakukan. Masalah

ini menjadi awal perkembangan dari teori graf.

Teori graf dapat memberikan kerangka dalam menyelesaikan berbagai per-

soalan yang berhubungan dengan struktur dan hubungan antara suatu objek

diskrit. Banyak masalah dapat dinyatakan dalam bentuk graph dan dipecahkan

dengan menggunakan graf. Kajian-kajian yang muncul dari teori graf misalnya,

dominating set, rainbow connection, SEATL, pewarnaan (colouring), dan pela-

belan graf.

Salah satu topik kajian dalam teori graf yaitu pelabelan graf. Pelabelan

graf direpresentasikan oleh titik dan sisi serta himpunan bagian bilangan asli

yang disebut label. Sampai saat ini dikenal beberapa jenis pelabelan, antara lain

pelabelan sisi, pelabelan titik, pelabelan total, pelabelan ajaib, dan pelabelan

anti ajaib. Pelabelan (labelling) pada sebuah graf G jika domain dari pemetaan

tersebut berupa himpunan vertex maka pelabelan tersebut dinamakan vertex

labelling, sedangkan jika domainnya adalah himpunan edge maka pelabelannya

dinamakan edge labelling. Dan terdapat pula total labelling yaitu pelabelan

yang terjadi jika domainnya merupakan penggabungan dari himpunan vertex dan
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himpunan edge (Kotzig and Rosa, 1970). Pelabelan ajaib adalah pelabelan graf

dimana setiap titik dan sisi yang terkait (incident) jika dijumlahkan menghasilkan

bilangan bulat yang sama. Sedangkan pelabelan anti ajaib adalah pelabelan graf

dimana setiap titik dan sisi memiliki bobot yang berbeda dan membentuk barisan

aritmatika dengan a sebagai suku pertama dan d sebagai batas atasnya.

Pelabelan covering ajaib pertama kali diperkenalkan oleh Gutierrez and

Llado (2005) yang dikembangkan dari pelabelan total ajaib. Pelabelan covering

H ajaib pada sebuah graf G = (V (G), E(G)) jika setiap garis pada E(G) termuat

dalam subgraf H dari G yang isomorfik dengan H dan H merupakan subgraf dari

G. Kemudian dikembangkan menjadi pelabelan selimut H−antimagic oleh Inayah

(2013) yaitu suatu pelabelan covering H− antimagic pada graf G yang memiliki

sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat jumlahan yang merupakan barisan arit-

matika a, a + d, a + 2d, ..., a + (s − 1)d. Fungsi bijektif pada suatu graf tersebut

berbeda dan berurutan. Setiap pelabelan graf memiliki nilai batas atas d yang

berbeda dan nilai d tidak tunggal (Dafik et al., 2009). Nilai d ≤ s dengan d

adalah bilangan bulat non negatif dan s merupakan nilai terbesar d dalam suatu

graf. Nilai batas atas digunakan untuk mengetahui nilai beda maksimum dalam

mencari pelabelan super (a, d) −H− antimagic total covering.

Beberapa penelitian sejenis yang telah dipublikasikan antara lain, Inayah

(2013) meneliti mengenai suatu pelabelan (a, d)-H-antimagic covering pada graf

kipas Fn dan graf roda Wn, Dewi and Darmaji (2014) meneliti pelabelan total su-

per (a,d)-H-Covering pada amalgamasi star, Pudyaningrum et al. (2014) meneliti

Pengembangan Total Selimut Super pada Graf Shackle Triangular Book, Wuni

et al. (2014) meneliti super (a,d)-H-Antimagic Total Covering pada Gabungan

Saling Lepas Graf Semi Windmill dan Jamil et al. (2014) meneliti super (a, d)-H-

Antimagic Total Covering pada Gabungan Saling Lepas Graf Triangular Ladder.

Berdasarkan beberapa penelitian tersebut, amalgamasi dari graf kipas yang dino-

tasikan dengan amal(Fn, Pn, 2). Pada penelitian ini, akan dibahas mengenai graf

konektif dan gabungan diskonektif pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2).

Untuk menyelesaikan pelabelan selimut dari amalgamasi graf kipas diperlukan

batas atas dan fungsi bijektif.
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1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam penelitian

ini adalah sebagai berikut:

a. berapa batas atas super (a, d)-H-antimagic total covering pada amalgamasi

graf kipas amal(Fn, Pn, 2) konektif dan diskonektif?

b. bagaimana fungsi bijektif super (a, d)-H-antimagic total covering pada amal-

gamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) konektif dan diskonektif?

1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

a. graf berhingga sederhana, yaitu graf yang tidak mempunyai loop dan sisi

ganda (paralel) serta bukan graf berarah(directed graph);

b. super (a, d)-H-antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas yang

disimbolkan dengan amal(Fn, Pn, 2) dengan n ≥ 2.

1.4 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang diatas, maka tujuan

dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

a. menentukan batas atas super (a, d)-H-antimagic total covering pada amal-

gamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) konektif dan diskonektif;

b. menentukan fungsi bijektif super (a, d)-H-antimagic total covering pada

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) konektif dan diskonektif.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

a. menambah pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya mengenai

covering pada graf kipas;
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b. memberikan motivasi dan referensi pada peneliti lain untuk meneliti pada

jenis graf lainnya;

c. hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan ilmu

dan aplikasi graf lainnya.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Graf

Graf merupakan pasangan himpunan tak kosong V yang elemennya disebut

titik (vertex) dan himpunan yang mungkin kosong E yang elemennya disebut

sisi (edge). Sisi merupakan pasangan tak terurut (u, v) dari dua titik u dan v di

V . Pada sebuah graf, vertex tidak boleh kosong, sedangkan edge boleh kosong.

Sehingga, sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai edge, namun vertex harus

ada. Berikut adalah Gambar 2.1 adalah graf yang dinamakan dengan graf G.

Gambar 2.1 Contoh Graf G

Titik v dan titik u dihubungkan dengan sisi e sehingga dapat dikatakan titik

v adjacent dengan titik u. Jika sisi e adalah sisi pada sebuah graf maka e dikatakan

incident dengan titik v dan titik u. Sedangkan, jika ada dua buah sisi atau

lebih yang menghubungkan dua titik yang sama dinamakan sisi rangkap multiple

edge. Graf sederhana simple graph adalah sebuah graf yang tidak mempunyai sisi

rangkap dan loop. Graf dikatakan multigraph adalah graf yang mempunyai sisi

rangkap tetapi tidak mempunyai loop. Sedangkan pseudograph adalah graf yang
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mempunyai sisi rangkap dan loop.

Derajat (degree) dari titik v dinotasikan dengan d(v) adalah jumlah sisi

yang berada di titik v tersebut. Derajat total graf adalah jumlah derajat semua

titik graf. Jalan (walk) pada sebuah graf adalah barisan titik (edge) dan sisi

(vertex) yang diawali dan diakhiri dengan titik. Jalan (walk) dikatakan tertutup

jika titik awal dan titik akhirnya sama atau identik. Jika titik jalan yang berbeda

maka disebut lintasan (path), sedangkan jika semua sisinya yang berbeda maka

jalan tersebut disebut jejak (trail). Sikel (cycle) adalah jalan tertutup dengan

barisan titik yang berbeda (lintasan yang tertutup).

Dua graf G dan G1 dikatakan graf isomorpis jika graf G dan G1 dapat

dipresentasikan sehingga tampak identik dan tidak merubah ketetanggaan. Graf

V (G) ∼= V (G1) terdapat korespondensi satu-satu f : V (G) → V (G1), jika (u, v) ∈

E(G) maka (f(u), f(v)) ∈ E(G1). Dengan demikian, jika G ∼= G1 maka |

V (G) |=| V (G1) | dan | E(G) |=| E(G1) |. Kesamaan jumlah vertex dan edge

dari graf tidak menjamin bahwa graf tersebut isomorpis. Sehingga untuk mem-

buktikan dua graf isomorpis yaitu dengan mencari korespondensi satu-satu dari

V (G) ke V (G1). Sebagai contoh Gambar 2.2 adalah graf isomorpis.

a4

a5

a6

a7

a8 a9

a1

a2

a3

a4 a9

a5

a6a7

a8

G G1

a1

a2

a3

Gambar 2.2 Graf Isomorpis

Graf H adalah subgraf dari graf G jika setiap titik dan sisi dari graf G adalah

titik dan sisi dari graf H . Graf G adalah subgraf dari graf H dapat dinotasikan

dengan V (H) ⊆ V (G) dan E(H) ⊆ E(G). Spanning subgraf dari graf G adalah
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subgraf yang dihasilkan dari graf G dengan menghapus sisi. Contoh Gambar 2.3

adalah graf G, graf H subgraf dari graf G dan graf I spanning subgraf dari graf

G.

G IH

Gambar 2.3 Graf G, Subgraf G dan Spanning Subgraf G

Graf selain dengan menggunakan titik dan garis, juga dapat dipresentasikan

menggunakan matriks. Matriks yang sering digunakan yaitu matriks adjacent dan

matriks incident. Matriks adjacent adalah matriks persegi berordo n dan dino-

tasikan dengan A(G) = [aij], aij menyatakan banyaknya sisi yang menghubungkan

titik vi dan titik vj, dimana:

aij =

{

1 jika titik vi adjacent dengan titik vj

0 jika titik vi tidak adjacent dengan titik vj .

Matriks incident adalah matriks dengan ordo n × m dan dinotasikan dengan

M(G) = [mij ] , dimana:

mij =















0 jika sisi ej tidak incident dengan titik vi

1 jika sisi ej incident dengan titik vi dan ej bukan loop

2 jika sisi ej incident dengan titik vi dan ej loop.
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2.2 Amalgamasi

Carlson (2006) mendefinisikan amalgamasi titik dari graf misalkan Hi adalah

suatu keluarga graf berhingga dan setiap Hi mempunyai suatu titik (v0i) yang dise-

but titik terminal. Amalgamasi titik yang dinotasikan dengan amal(H, v, k) yaitu

ketika seluruh titik terminal direkatkan menjadi satu titik. Sedangkan amalgamasi

sisi yaitu ketika seluruh titik terminal direkatkan menjadi satu sisi dan dinotasikan

dengan amal(H, e, k). Jika terminalnya adalah sebuah subgraf terhubung taktriv-

ial, maka amalgamasi tersebut dinamakan amalgamasi subgraf yang dinotasikan

dengan amal(H, S, k). Gambar 2.4 menunjukkan contoh operasi amalgamasi pada

graf kipas.

ca b

Gambar 2.4 Contoh Operasi Amalgamation pada Graf Kipas

Pada Gambar 2.4 (a) adalah contoh amalgamasi titik pada graf kipas yang

dinotasikan dengan amal(F3, v, 4), (b) adalah contoh amalgamasi sisi pada graf

kipas yang dinotasikan dengan amal(F3, e, 2), (c) adalah contoh amalgamasi sub-

graf pada graf kipas yang dinotasikan dengan amal(F5, P5, 2).

2.3 Lemma untuk batas atas d

Batas atas d pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) dapat ditentukan dengan

menggunakan Lemma sebagai berikut:
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Lemma 2.3.1. Jika sebuah graf G(V, E) adalah pelabelan super (a, d)-H an-

timagic total covering maka

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH

s − 1

untuk s = |Hi|, pG = |V |, qG = |E|, pH = |V ′|, qH = |E ′|

Bukti. f(V ) = 1, 2, 3, .., pG dan f(E) = pG + 1, pG + 2, pG + 2, .., pG + qG. Mis-

alkan graf (pG, qG) mempunyai pelabelan super (a, d)-H antimagic total dengan

fungsi total f(total) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., pG + qG} maka himpunan bobot sebuah

graf adalah {a, a+d, a+2d, . . . , a+(s−1)d} dimana a merupakan bobot terkecil

maka berlaku:

1 + 2 + . . . + pH + (pG + 1) + (pG + 2) + . . . + (pG + qH) ≤ a
pH

2
(1 + pH) + qHpG +

qH

2
(1 + qH) ≤ a

pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
≤ a

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

a + (s − 1)d ≤ pG + (pG − 1) + (pG − 2) + ... + (pG − (pH − 1)) + (pG + qG)

+(pG + qG − 1) + (pG + qG − 2) + ... + (pG + qG − (qH − 1))

= pHpG −
pH − 1

2
(1 + (pH − 1)) + qHpG + qHqG

−
qH − 1

2
(1 + (qH − 1))

= pHpG −
pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHqG −

qH − 1

2
(qH)
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(s − 1)d ≤ pHpG −
pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHqG −

qH − 1

2
(qH) − a

≤ pHpG −
pH − 1

2
(pH) + qHpG + qHqG −

qH − 1

2
(qH) −

(
pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
)

= pHpG −
p2

H

2
+

pH

2
+ qHqG −

q2
H

2
+

qH

2
− (

pH

2
+

p2
H

2
+

qH

2
+

q2
H

2
)

= pHpG + qHqG − p2
H − q2

H

= pHpG − p2
H + qHqG − q2

H

= (pG − pH)pH + (qG − qH)qH

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH

(s − 1)

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH

s−1
jika

graf G memiliki super (a, d)-H-antimagic total covering dari berbagai famili graf

(Dafik, 2007). �

2.4 Fungsi dan Barisan Aritmatika

Fungsi dari sebuah himpunan A ke himpunan B didefinisikan sebagai suatu

relasi yang memetakan setiap anggota himpunan A dengan tepat satu anggota

himpunan B. Himpunan A disebut sebagai daerah asal fungsi (domain) dan him-

punan B disebut sebagai daerah kawan fungsi (kodomain), sedangkan daerah hasil

pemetaan disebut range. Fungsi dinotasikan dengan f : A → B. Notasi tersebut

menunjukkan suatu fungsi f yang memetakan setiap anggota himpunan A dengan

tepat satu pasangan anggota himpunan B.

Jenis-jenis fungsi diantaranya adalah fungsi injektif, fungsi surjektif, dan

fungsi bijektif.

1. Fungsi f : A → B disebut fungsi satu-satu jika ∀ a1 dan a2 ∈ A, f(a1) =

f(a2) maka a1 = a2.

2. Fungsi f : A → B disebut fungsi pada atau fungsi surjektif jika ∀ b ∈ B ,∃

a ∈ A maka f(a) = b.
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3. Fungsi f : A → B disebut fungsi bijektif apabila fungsi tersebut merupakan

fungsi injektif sekaligus surjektif.

Gambar 2.5 menunjukkan fungsi injektif, surjektif dan bijektif.

y = x2

y

x

Gambar 2.5 Contoh Grafik Fungsi

Pada Gambar 2.5 ditunjukkan bahwa a merupakan grafik fungsi surjektif

jika Domain = ℜ dan Kodomain = [0,∞), fungsi injektif jika Domain = [0,∞)

dan Kodomain = ℜ, dan b merupakan fungsi bijektif dengan Domain = (−∞,∞)

dan Kodomain = (−∞,∞).

Barisan aritmatika merupakan suatu barisan yang selisih diantara suku-

suku yang berurutan tetap. Jika barisan aritmatika memiliki beda positif maka

barisan aritmatika tersebut disebut barisan aritmatika naik, sedangkan apabila

beda suatu barisan aritmatika adalah negatif, maka barisan aritmatika tersebut

disebut barisan aritmatika turun. Selisih suku-suku barisan ini disebut juga beda

dan dapat dinotasikan menjadi d = Un − Un−1. Misalkan U1, U2, U3, . . . adalah

barisan aritmatika tersebut maka

U1 = a

U2 = U1 + d = a + d

U3 = U2 + d

= a + d + d

= a + 2d

. . .

Un = a + (n − 1)d

Sehingga rumus suku ke-n dari barisan aritmatika adalah Un = a + d(n − 1).
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2.5 Graf Khusus

Sebuah graf disebut graf khusus karena graf tersebut memiliki ciri-ciri ter-

tentu yaitu tidak isomorfis dengan graf lain dan bentuknya dapat diperluas sampai

orde n. Graf khusus terdiri dari beberapa famili, diantaranya:

1. Graf Bintang (Star Graph)

Graf Bintang adalah graf pohon yang terdiri dari satu titik pusat yang

memiliki derajat n dan n + 1 titik dan n sisi. Contoh dari graf bintang

dapat dilihat pada Gambar 2.6.

S8S5

Gambar 2.6 Graf Bintang S5 dan S8

2. Graf Lingkaran (Cycle Graph)

Graf lingkaran adalah graf sederhana yang setiap titiknya berderajat dua.

Graf lingkaran dengan n titik dilambangkan dengan Cn. Contoh dari graf

lingkaran dapat dilihat pada Gambar 2.7.

3. Graf Lintasan

Graf lintasan atau path graph adalah graf yang terdiri dari satu lintasan.

Graf lintasan dengan n titik dinotasikan Pn dengan n ≥ 2. Contoh Gambar

2.8 dari graf lintasan P6 dan P7.

4. Graf Roda (Wheel Graph)

Graf roda dinotasikan Wn dengan n ≥ 3 adalah graf yang dibentuk dari graf

sikel Cn dan satu titik yang disebut titik pusat yang bertetangga dengan
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C4 C6

Gambar 2.7 Graf Cycle

P6

P7

Gambar 2.8 Graf Lintasan P6 dan P7

semua titik di sikel Cn (Gallian, 2009). Pada Gambar 2.9 merupakan contoh

graf roda.

W4 W6

Gambar 2.9 Graf Roda W4 dan W6

5. Graf Lengkap (Complete Graph)

Graf lengkap adalah graf sederhana yang simpulnya mempunyai sisi ke se-

mua simpul lainnya. Graf lengkap dengan n buah simpul dilambangkan

dengan Kn. Berdasarkan Gambar 2.10, setiap titik v terhubung dengan (n
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- 1) titik-titik yang lainnya sehingga deg(v) = n − 1.

K5 K6

Gambar 2.10 Graf Lengkap K5 dan K6

6. Graf Kipas (Fan Graph)

Graf kipas Fn dengan n ≥ 2 adalah graf yang didapat dengan menghubungkan

semua titik dari graf lintasan Pn dengan suatu titik yang disebut pusat. Un-

tuk contoh, perhatikan F6 pada Gambar 2.11.

v4

cv1

v3

v5
v2

v6

Gambar 2.11 Graf Kipas F6

2.6 Pelabelan Graf

2.6.1 Definisi Pelabelan Graf

Pelabelan graf adalah suatu pemetaan satu-satu dan onto (fungsi bijektif)

yang memetakan himpunan titik dan sisi ke himpunan bilangan bulat positif.

Fungsi yang memetakan himpunan titik dan sisi ke himpunan bilangan bulat

positif disebut fungsi bijektif jika tidak ada dua buah elemen yang berbeda pada

graf yang mempunyai bayangan yang sama atau dengan kata lain semua elemen

pada graf dinomori dengan bilangan bulat positif yang berbeda.
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Pada pelabelan titik, bobot selimut adalah jumlah label titik lebih dari dua

yang saling menempel. Bobot selimut dalam pelabelan total diartikan sebagai

jumlah label selimut dan label lebih dari dua titik yang menempel dan mem-

bentuk suatu selimut. Jika semua selimut mempunyai bobot selimut yang sama

maka pelabelan tersebut disebut pelabelan total-selimut-ajaib. Jika semua sisi

mempunyai bobot selimut yang berbeda dan himpunan bobot selimut dari semua

sisi membentuk barisan aritmatika dengan suku pertama a dan beda d maka pela-

belan tersebut disebut pelabelan total selimut anti ajaib (pelabelan total selimut

antimagic) (Maryati et al., 2010). Gambar 2.12 menunjukkan pelabelan graf.

21

3

45

9

11
1 2

3

45 3

7

(ii) (iii)(i)

4

8

5

1

6
2

10

6

7

12
13

8

Gambar 2.12 Pelabelan Graf

Pada Gambar 2.12 graf (i) merupakan contoh dari pelabelan titik, graf (ii)

merupakan contoh dari pelabelan sisi, dan graf (iii) merupakan contoh dari pela-

belan total.

2.6.2 Pelabelan Super-H Antimagic Total Covering

Pelabelan selimut-H anti ajaib (antimagic) super pada graf G dengan v

titik dan e sisi didefinisikan sebagai fungsi bijektif dari titik-titik dan sisi-sisi pada

himpunan bilangan bulat dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi, secara matematis

ditulis dalam bentuk f : V (G)
⋃

E(G) → {1, 2, 3, ..., |V (G)|+|E(G)|} dengan sifat

bahwa setiap subgraf dari G yang isomorfik dengan H dimana H juga subgraf dari

G mempunyai total label ω(H) yang berbeda, ω(H) = ΣvǫV (H)f(v)+ΣeǫE(H)f(e).

Graf G dikatakan memiliki pelabelan H anti ajaib super jika himpunan titik V (G)

merupakan pemetaan bijektif f ke himpunan {1, 2, 3, ..., |V (G)|} (Gutierrez and
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Llado, 2005).

2.7 Aplikasi Graf

Teori graf berperan penting dalam menyelesaikan permasalahan dalam ke-

hidupan sehari-hari. Salah satu contoh dari aplikasi total covering adalah penyam-

paian pesan rahasia dari dua orang hacker untuk membuka akses dari sebuah file

rahasia yang hanya dapat diakses bagi hacker yang mempunyai pin yang sudah

diverifikasi oleh sistem pusat. Penyampaian pesan ini dapat dilakukan dengan

menerapkan aplikasi dari total covering pada amalgamasi graf kipas amalFn, Pn, 2.

Pesan yang akan dikeluarkan adalah ”Pin Anda 2521”. Kalimat tersebut akan

dikembangkan melalui teknik pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering.

Huruf yang digunakan pada pesan tersebut adalah a, d, i, n, p, 1, 2, 5

(spasi dan tanda baca diabaikan). Setelah mengetahui huruf yang digunakan

dibangunlah pelabelan covering graf amal(F5, P5, 2) dan lengkapi label sisinya

hingga bobot total membentuk d = 7.

Gambar 2.13 merupakan pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering

amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 5 dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 7.

4 5 6 7

8
9 10

11
12

13 15
16

17

18 19 20 21

14

72 79 86 93

1

2

3

Gambar 2.13 Graf Konektif Amal(F5, P5, 2)

Gambar 2.14 adalah graf tree dengan pelabelan yang sama pada graf amal(F5, P5, 2)

dengan d = 7.
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6

1

3 4 5 7

2 2 24 5 6

13

8
9 10 11 12

18 14 19 15 20

a d i n p 1

2 5

Gambar 2.14 Graf Tree Amal(F5, P5, 2)

Huruf yang digunakan dalam pesan tersebut kemudian diletakkan pada graf

tree dan disesuaikan urutan abjadnya dan urutkan label sisinya. Maka terli-

hat bahwa ciphertext dari huruf a=813, d=818, i=914, n=919, p=1015, 1=1020,

2=11, 5=12. Dengan demikian pesan tersebut tanpa spasi dan tanda baca men-

jadi: 10159149198139198188131112111020

Label tersebut diterapkan dengan menggunakan teknik cryptosystem modulo 26

terhadap masing-masing hurufnya a=mod(813,26)=7, d=mod(818,26)=12, i=mod

(914,26)=4, n=mod(919,26)=9, p=mod(1015,26)=1, 1=mod(1020,26)=6, 2=mod

(11,26)=11, 5=mod(12,26)=12. Berdasarkan pengkodean polyalphabetic dimana

0=a, 1=b, 3=c, 4=d, 5=e, 6=f, 7=g, 8=h, 9=i, 10=j, 11=k, 12=l, 13=m, 14=n,

15=o, 16=p, 17=q, 18=r, 19=s, 20=t, 21=u, 22=v, 23=w, 24=x, 25=y, 26=z.

Sehingga hasil konversinya yaitu a=l, d=u, l=v, n=w, s=x, dan u=z.

Pesan rahasia yang dihasilkan adalah sebagai berikut:

bdigilgklkf

Jika pesan tersebut dikembalikan ke pesan semula maka menjadi ”PIN ANDA

2521”.

2.8 Hasil-hasil Pelabelan Selimut Super (a, d)-H-Antimagic

Beberapa rangkuman hasil pelabelan selimut super (a, d)-H-antimagic pada

graf konektif dan diskonektif yang dapat digunakan sebagai rujukan penelitian

ini.
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Tabel 2.1: Ringkasan pelabelan selimut super (a, d)-H-
antimagic pada graf konektif.

Graf a d Hasil

Graf Kipas (Fn) 12 + 4n + ⌊n/2⌋ 4 (a, d) − C3

8 + 6n + ⌊n/2⌋ 2

(Inayah, 2013) -

Graf Triangular Book 61n + 59 40 (a, d) − Bt3 + 2e
(SBTn) 64n + 56 33

66n + 54 30
52n + 68 28

(Pudyaningrum et al., 2014) -

Graf Shackle Kipas 18n + 115 3
(Fn) 18n + 111 8

18n + 87 24
18n + 82 29

(Azizah and Dafik, 2014) -

Graf Pohon pisang 2k2n2 − 2kn2 2 (a, d) − Bk−1,n

(Bn) +3kn − 3n − k + 2 (Sari, 2014) -

Graf Roda (Wn) 3hn + 5 3 (a, d) − C3

3hn + 3h + n 1
(Inayah, 2013) -

Tabel 2.2: Ringkasan pelabelan selimut super (a, d)-H-

antimagic pada graf diskonektif.

Notasi Graf d Hasil Open Problem

Graf Triangular d ≤ 9 d ∈ {0, 2, 4, 6} untuk n ≥ 2 • jika d ∈ {1, 3, 5, 7, 8, 9}

Ladder (mLn) dan m ≥ 2 untuk n ≥ 2 dan m ≥ 2

(Jamil et al., 2014)

Graf Triangular d ≤ 96 d ∈ {15, 17, 19, 21, 23} untuk • jika d 6= {15, 17, 19, 21, 23}
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Notasi Graf d Hasil Open Problem

Book (mSBTn) n ≥ 2 dan m ≥ 2 untuk n ≥ 2 dan m ≥ 2

(Agustin et al., 2014)
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah deduktif aksiomatik,

yaitu dengan menurunkan aksioma atau teorema yang telah ada, kemudian diter-

apkan dalam super (a, d)-H-antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) baik yang tunggal maupun gabungan saling lepasnya. Dalam

penelitian ini, terlebih dahulu akan ditentukan nilai beda (d) pada amalgamasi

graf kipas, selanjutnya nilai d tersebut diterapkan dalam super (a, d)-H-antimagic

total covering pada amalgamasi graf kipas. Jika terdapat pelabelan super (a, d)-

H-antimagic, maka akan dirumuskan pola pelabelan tersebut dengan menggu-

nakan metode pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pola

umumnya.

3.2 Rancangan Penelitian

Rancangan penelitian digunakan untuk memberikan gambaran secara sis-

tematis dan untuk menghindari terjadinya perbedaan pengertian makna. Ran-

cangan penelitian yang dimaksud adalah sebagai berikut:

3.2.1 Penotasian Titik dan Sisi

Amalgamasi graf kipas yang dinotasikan dengan amal(Fn, Pn, 2) adalah se-

buah graf yang dikembangkan dari graf kipas. Graf kipas konektif memiliki him-

punan vertex, V = {a, xi, b; 1 ≤ i ≤ n} dan himpunan edge, E = {axi, bxi; 1 ≤

i ≤ n} ∪ {xixi+1; 1 ≤ i ≤ n−1}. Gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas m

Amal(Fn, Pn, 2) didefinisikan sebagai gabungan diskonektif dari sebanyak m sali-

nan amalgamasi graf kipas yang mempunyai himpunan titik V = {aj, xi
j, bj ; 1 ≤

i ≤ n 1 ≤ j ≤ m} dan himpunan sisi E = {ax
j
i , bx

j
i ; 1 ≤ i ≤ n 1 ≤ j ≤ m} ∪

{xix
j
i+1; 1 ≤ i ≤ n− 1 1 ≤ j ≤ m}. Dalam penelitian ini peneliti akan membatasi

mAmal(Fn, Pn, 2) untuk m > 2 dan n ≥ 2.
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3.2.2 Indikator Pelabelan

Indikator pelabelan selimut super (a, d)-H-antimagic pada amalgamasi graf

kipas dalam penelitian ini adalah:

(a) Label titik berbeda semua

Label titik untuk pelabelan selimut super (a, d)-H-antimagic pada amalga-

masi graf kipas merupakan fungsi bijektif dari himpunan titik ke bilangan

bulat dari 1 sampai sejumlah titik.

(b) Label sisi berbeda semua

Label sisi untuk pelabelan selimut super (a, d)-H-antimagic pada amalga-

masi graf kipas merupakan fungsi bijektif dari himpunan sisi pada amalga-

masi graf kipas ke bilangan bulat dari banyaknya titik ditambah 1 sampai

sejumlah titik dan sisi.

(c) Total label selimut amal(Fn, Pn, 2) sebagai subgraf pada amalgamasi graf

kipas mempunyai nilai konstan untuk subgrafnya.

Gambar 3.1 merupakan contoh amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2).

x4 x5 x6

a

b

x1 x2 x3

Gambar 3.1 Graf Kipas Amal(Fn, Pn, 2)
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3.3 Teknik Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada amalgamasi graf kipas baik yang tunggal

maupun gabungan saling lepasnya. Adapun teknik penelitian adalah sebagai

berikut:

a. menghitung jumlah titik pG dan sisi qG pada amalgamasi graf kipas amal(Fn,

Pn, 2) serta menghitung jumlah selimut titik pH , jumlah selimut sisi qH , dan

jumlah selimut pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2);

b. menentukan batas atas nilai beda d pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn,

2) sesuai dengan Lemma 2.3.1;

c. menentukan label HAV C (H Antimagic V ertex Covering) pada amalga-

masi graf kipas amal(Fn, Pn, 2);

d. apabila label HAV C berlaku untuk beberapa graf maka dikatakan pelabelan

itu expandable sehingga dilanjutkan menentukan fungsi bijektif dari HAV C

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2);

e. menentukan fungsi bijektif HAV C pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn,

2);

f. melabeli gabungan amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) dengan SHATC

(SuperHAntimagicTotalCovering);

g. menentukan fungsi bijektif pelabelan super (a,d)-H-antimagic total covering

pada gabungan amalgamasi graf kipas m amal(Fn, Pn, 2).

Secara umum, langkah-langkah penelitian di atas dapat juga disajikan dalam

bagan pada Gambar 3.2.
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dari bobot selimut HAVC

Mulai

titik dan sisi pada
Menghitung jumlah titik p

graf kipas

Ya

Tidak

Melabeli graf

Menentukan himpunan

Terdeteksi
Pola

amalgamasi graf kipas
dan sisi q pada amalgamasi

Menentukan batas atas
nilai beda d

Menentukan label HAVC

Menentukan label sisi

Mengeneralisasi fungsi
Menentukan fungsi bijektif SHATC
serta menganalisa kebenaran
pembuktian teorema

Selesai

Menentukan fungsi bijektif
HAVC

Menentukan fungsi bijektif

Gambar 3.2 Bagan Teknik Penelitian
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini menjelaskan tentang hasil dan pembahasan dari penelitian super

(a,d)-H-antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas tunggal amal(Fn, Pn,

2) maupun gabungan saling lepas m Amal(Fn, Pn, 2) dengan hasil akhir berupa

teorema baru pelabelan super (a,d)-H-antimagic total covering pada amalgamasi

graf kipas yang ditandai dengan gambar permata ♦. Penelitian ini diawali dengan

menentukan nilai batas atas (d), menentukan HAV dan bobot selimut HAV ke-

mudian menentukan SHATC dan selanjutnya bobot total selimut SHATC untuk

membuktikan bahwa graf ini merupakan SHATC.

Hasil dari penelitian pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering pada

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) ini berupa teorema. Terdapat 22 (dua pu-

luh dua) teorema baru yang ditemukan secara eksperimental dalam penelitian

ini. Format penyajian diawali dengan sebuah pernyataan teorema dilanjutkan

dengan bukti kemudian disertai dengan ilustrasi gambar. Berikut ini akan dije-

laskan tahap-tahap bagaimana teorema tersebut ditemukan sekaligus menjawab

rumusan masalah yang telah disajikan sebelumnya.

4.1 Super (a,d)-H-Antimagic Total Covering pada Amalgamasi Graf

Kipas amal(Fn, Pn, 2) Konektif

Penentuan batas atas d merupakan hal penting yang mengisyaratkan se-

berapa banyak nilai beda yang mungkin dimiliki oleh amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) dalam pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering. Untuk

menentukan nilai batas atas (d), perlu mengetahui jumlah titik (pG) dan jumlah

sisi selimut (qG), jumlah titik (pH) dan jumlah sisi (qH) pada subgraf atau selimut

(s) amalgamasi graf kipas tunggal maupun gabungannya serta jumlah selimutnya

(s).

Berdasarkan Gambar 4.1 dapat ditentukan pG, qG, pH , qH , dan s. Didap-

atkan nilai jumlah titik dari amalgamasi graf kipas pG=n + 2 dan untuk jumlah
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Jumlah sisi=14

n = 4

n = 2

n = 5

Jumlah titik=4

Jumlah sisi=5

Jumlah titik=6

Jumlah sisi=11

Jumlah titik=7

Gambar 4.1 Jumlah Titik dan Sisi Graf Amal(Fn, Pn, 2)
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sisi dari amalgamasi graf kipas adalah qG=3n−1. Berdasarkan subgraf dari amal-

gamasi graf kipas didapatkan, nilai pH = 4 dan qH = 5. Sedangkan untuk jumlah

selimut (s) didapatkan n − 1.

Observasi 4.1.1. Jika amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) memiliki pelabelan

super (a, d)-H antimagic total covering maka d ≤ 19.

Bukti. Amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) memiliki himpunan titik V (amal

(Fn, Pn, 2)) = {a, b, xi; 1 ≤ i ≤ n} dan sisi E(amal(Fn, Pn, 2)) = {xixi + 1; 1 ≤

i ≤ n} ∪ {axi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {bxi; 1 ≤ i ≤ n}. Sedangkan jumlah titik pG = n + 2

dan sisi qG = 3n − 1, dan jumlah titik selimut adalah pH = 4 serta jumlah sisi

selimut adalah qH = 5 dengan jumlah selimut n − 1. Berdasarkan lemma 2.3.1

dapat ditentukan nilai d sebagai berikut:

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH

s − 1

=
(n + 2 − 4)4 + (3n − 1 − 5)5

n − 1 − 1

=
(n − 2)4 + (3n − 6)5

n − 2

=
4n − 8 + 15n − 30

n − 2

=
19n − 38)

n − 2

=
19(n − 2)

n − 2
d ≤ 19

Didapatkan d ≤ 19, dan pada pelabelan SHATC menggunakan bilangan bulat

positif maka nilai d ≥ 0, sehingga d ǫ {0, 1, 2, 3, . . . , 19}.

Penentuan fungsi bijektif pelabelan super (a, d)-H-antimagic total cover-

ing akan disesuaikan dengan nilai d yang telah ditetapkan. Untuk menentukan

pelabelan selimut super H antimagic pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2)

digunakan metode yang terdiri dari beberapa langkah. Metode ini diawali dengan

menggunakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pela-

belan yang berlaku pada batas i yang telah ditemukan. Untuk penentuan pola
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secara umum digunakan fungsi-fungsi barisan aritmatika, fungsi ini pada akhirnya

merupakan fungsi bijektif pada graf yang diteliti. Setelah fungsi bijektif diketahui

selanjutnya dilakukan pembuktian secara deduktif matematik untuk membuk-

tikan kebenaran dari teorema yang didapat. Sebagai catatan, teorema dalam

penelitian ini adalah bukan teorema yang biimplikatif atau karakteristik sehingga

pembuktiannya hanya dilakukan satu arah.

Berdasarkan hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan kon-

sep barisan aritmatika, maka diperoleh beberapa teorema dan akibat sebagai

berikut. Teorema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal

(berkenaan dengan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (ex-

istence but not unique).

Setelah mengetahui batas atas nilai d, langkah selanjutnya adalah menentukan

pelabelan total super H antimagic total covering dengan terlebih dahulu menen-

tukan fungsi bijektif melalui pengamatan pola dan penggunaan konsep barisan

aritmatika dari titik dan sisi amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2), dimana titik

V (amal(Fn, Pn, 2)) = {a, b, xi; 1 ≤ i ≤ n} dan sisi E(amal(Fn, Pn, 2)) = {xixi+1; 1

≤ i ≤ n − 1}, {axi; 1 ≤ i ≤ n}, {bxi; 1 ≤ i ≤ n}.

♦ Teorema 4.1.1. Ada pelabelan super (29n+32
2

, 0)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pela-

belan super (29n+25
2

, 0)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil.

Bukti. Labeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan

asli. Didefinisikan f1 adalah fungsi yang bijektif. Fungsi titik dari f1 adalah

sebagai berikut.

f1(a) = 1

f1(b) = 2

f1(xi) =















i+5
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n, i ganjil
n+i+4

2
untuk 1 ≤ i ≤ n, i genap, n genap

n+i+5
2

untuk 1 ≤ i ≤ n, i genap, n ganjil
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Fungsi f1 adalah fungsi bijektif yang memetakan V ke himpunan bilangan asli

{1, 2, 3, . . . , n + 2}. Didefinisikan wf1
adalah bobot selimut dari pelabelan total

selimut pada amalgamasi graf kipas. Bobot selimut didapat dari penjumlahan 4

fungsi titik yang telah didapat diatas dan H = B2. Fungsi wf1
untuk n genap

adalah sebagai berikut:

wf1
= f1(a) + f1(b) + f1(xi) + f1(xi + 1)

= (1) + (2) +
i + 5

2
+

n + i + 1 + 4

2

=
n + 2i + 16

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n, n genap

Fungsi wf1
untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

wf1
= f1(a) + f1(b) + f1(xi) + f1(xi + 1)

= (1) + (2) +
i + 5

2
+

n + i + 1 + 5

2

=
n + 2i + 17

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n, n ganjil

Langkah selanjutnya mencari label sisi yang akan digunakan dalam mencari

selimut total. Labeli setiap sisi dari amalgamasi graf kipas dengan himpunan

bilangan asli. Didapatkan fungsi sisi dari f1 adalah sebagai berikut.

f1(xixi+1) = 2n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f1(bxi) = 2n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f1(axi) = 4n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

Wf1
didefinisikan sebagai bobot total selimut pada amalgamasi graf kipas.

Wf1
didapatkan dari penjumlahan bobot selimut wf1

dengan fungsi label sisinya.
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Bobot total covering Wf1
untuk n genap adalah sebagai berikut:

Wf1
= wf1

+ f1(xixi+1) + f1(bxi) + f1(bxi+1) + f1(axi) + f1(axi+1)

= (
n + 2i + 16

2
) + (2n − i + 2) + (2n + i + 1) + (2n + i + 1 + 1)

+(4n − i + 2) + (4n − i − 1 + 2)

=
29n + 32

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Bobot total covering Wf1
untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

Wf1
= wf1

+ f1(xixi+1) + f1(bxi) + f1(bxi+1) + f1(axi) + f1(axi+1)

= (
n + 2i + 17

2
) + (2n − i + 2) + (2n + i + 1) + (2n + i + 1 + 1)

+(4n − i + 2) + (4n − i − 1 + 2)

=
29n + 25

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering untuk n genap adalah

Wf1
={29n+32

2
, 29n+32

2
, . . . , 29n+32

2
} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n

genap membentuk barisan aritmatika dengan d = 0. Karena Un = a + (n− 1)d =
29n+32

2
+(n−1)0 = 29n+32

2
maka terbukti bahwa ada pelabelan super (29n+32

2
, 0)-B2

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2

dan n genap. Sedangkan himpunan bobot total covering untuk n ganjil adalah

Wf1
={29n+25

2
, 29n+25

2
, . . . , 29n+25

2
} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n

genap membentuk barisan aritmatika dengan d = 0. Karena Un = a + (n− 1)d =
29n+25

2
+(n−1)0 = 29n+25

2
maka terbukti bahwa ada pelabelan super (29n+25

2
, 0)-B2

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2

dan n ganjil. �

Gambar 4.2 merupakan contoh super (103, 0)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap).
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Gambar 4.2 Super (103, 0)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

Gambar 4.3 merupakan contoh super (118, 0)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 7 (ganjil).

7 8 9 101112131415

16
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20 2221
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2526 2427

2829
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1

2

3 4 5 6

Gambar 4.3 Super (118, 0)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F7, P7, 2)

Gambar 4.2 memiliki himpunan bobot total covering Wf1
={103, 103, 103, 103,

103} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap) dengan a = 103

dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 0. Sedangkan Gambar 4.3 memi-

liki himpunan bobot total covering Wf1
={118, 118, 118, 118, 118, 118} amalgamasi

graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 7 (ganjil) dengan a = 118 dan membentuk

barisan aritmatika dengan d = 0. Teorema selanjutnya untuk amalgamasi graf
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kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan d = 1.

♦ Teorema 4.1.2. Ada pelabelan super (13n+19, 1)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan

asli. Didefinisikan f2 adalah fungsi yang bijektif. Fungsi titik dari f2 adalah

sebagai berikut.

f2(a) = 1

f2(b) = n + 2

f2(xi) = i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Fungsi f2 adalah fungsi bijektif yang memetakan V ke himpunan bilangan

asli {1, 2, 3, .., n+ 2}. Didefinisikan wf2
adalah bobot selimut dari pelabelan total

selimut pada amalgamasi graf kipas. Bobot selimut didapat dari pemjumlahan

4 fungsi titik yang telah didapat diatas dan H = B2. Fungsi wf2
adalah sebagai

berikut:

wf2
= f2(a) + f2(b) + f2(xi) + f2(xi+1)

= (1) + (n + 2) + (i + 1) + (i + 1 + 1)

= n + 2i + 6, untuk 1 ≤ i ≤ n

Himpunan bobot selimut di atas adalah wf2
={14, 16, 18,. . . , 2n+12}. Him-

punan wf2
membentuk barisan aritmatika dengan beda d=2. Langkah selanjutnya

mencari label sisi yang akan digunakan dalam mencari selimut total. Labeli se-

tiap sisi dari amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan asli. Didapatkan

fungsi sisi dari f2 adalah sebagai berikut.

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


32

f2(bxi) = 2n − i + 3, untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(axi) = 2n + i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(xixi+1) = 4n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

Jika Wf2
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wf2
dan

fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut:

Wf2
= wf2

+ f2(bxi) + f2(bxi+1) + f2(axi) + f2(axi+1) + f2(xixi+1)

= (2i + n + 6) + (2n − i + 3) + (2n − i − 1 + 3) + (2n + i + 2)

+(2n + i + 2 + 1) + (4n − i + 2)

= 13n + i + 18, untuk 1 ≤ i ≤ n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering Wf2
= {13n + 19, 13n +

20, . . . , 14n+18} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 membentuk

barisan aritmatika dengan d = 1. Karena Un = a+(n−1)d = 13n+19+(n−1)1 =

14n + 18 maka terbukti bahwa ada pelabelan super (13n + 19, 1)-B2 antimagic

total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2. �

Gambar 4.4 merupakan contoh super (97, 1)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 (genap).

Himpunan bobot total covering pada Gambar 4.4 adalah Wf1
={97, 98, 99, 1

00, 101} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 dengan

a = 97 dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 1. Teorema selanjutnya

untuk amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dengan d = 2.
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Gambar 4.4 Super (97, 1)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

♦ Teorema 4.1.3. Ada pelabelan super (27n+36
2

, 2)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pela-

belan super (27n+37
2

, 2)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga fungsi titik dari f3=fungsi titik

f1, dan untuk fungsi wf3
= fungsi wf1

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari f3 sebagai berikut.

f3(xixi+1) = n + i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f3(axi) = 3n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(bxi) = 3n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Jika Wf3
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wf3
dan

fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut: Bobot total covering Wf3
untuk n genap adalah sebagai

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


34

berikut:

Wf3
= wf3

+ f3(xixi+1) + f3(bxi) + f3(bxi+1) + f3(axi) + f3(axi+1)

= (
n + 2i + 16

2
) + (n + i + 2) + (3n + i + 1) + (3n + i + 1 + 1)

+(3n − i + 2) + (3n − i − 1 + 2)

=
27n + 4i + 32

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Bobot total covering Wf1
untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

Wf3
= wf3

+ f3(xixi+1) + f3(bxi) + f3(bxi + 1) + f3(axi) + f3(axi + 1)

= (
n + 2i + 17

2
) + (n + i + 2) + (3n + i + 1) + (3n + i + 1 + 1)

+(3n − i + 2) + (3n − i − 1 + 2)

=
27n + 4i + 33

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering untuk n genap adalah

Wf3
= {27n+36

2
, 27n+40

2
, ..., 31n+32

2
} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk

n ≥ 2 dan n genap membentuk barisan aritmatika dengan d = 2. Karena

Un = a + (n − 1)d = 27n+36
2

+ (n − 1)2 = 31n+32
2

maka terbukti bahwa ada pela-

belan super (27n+36
2

, 2)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap. Sedangkan himpunan bobot total cov-

ering untuk n ganjil adalah Wf3
=27n+37

2
, 27n+39

2
, . . . , 31n+33

2
amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ganjil membentuk barisan aritmatika dengan d = 0.

Karena Un = a + (n− 1)d = 27n+37
2

+ (n− 1)2 = 31n+33
2

maka terbukti bahwa ada

pelabelan super ({27n+37
2

}, 2)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf

kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 7 (ganjil). �

Gambar 4.5 merupakan contoh super (99, 2)-B2 Antimagic covering pada

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap).

Gambar 4.6 merupakan contoh super (113, 2)-B2 Antimagic covering pada
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Gambar 4.5 Super (99, 2)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 7 (ganjil).
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Gambar 4.6 Super (113, 2)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F7, P7, 2)

Gambar 4.5 memiliki himpunan bobot total covering Wf3
={99, 101, 103, 105,

107} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap) dengan a = 99

dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 2. Sedangkan Gambar 4.6 memi-

liki himpunan bobot total covering Wf3
={113, 115, 117, 120, 123} amalgamasi graf

kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 7 (ganjil) membentuk barisan aritmatika dengan

d = 2. Teorema selanjutnya adalah untuk d = 3.

♦ Teorema 4.1.4. Ada pelabelan super (11n+23, 3)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2.
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Bukti. Labeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan

asli. Didefinisikan f4 adalah fungsi yang bijektif. Fungsi titik dari f4 adalah

sebagai berikut.

f4(a) = 1

f4(b) = 2

f4(b) = i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

Fungsi f4 adalah fungsi bijektif yang memetakan V ke himpunan bilangan

asli {1, 2, 3, .., n+ 2}. Didefinisikan wf4
adalah bobot selimut dari pelabelan total

selimut pada amalgamasi graf kipas. Bobot selimut didapat dari pemjumlahan

4 fungsi titik yang telah didapat diatas dan H = B2. Fungsi wf4
adalah sebagai

berikut:

wf4
= f4(a) + f4(b) + f4(xi) + f4(xi+1)

= (1) + (2) + (i + 2) + (i + 1 + 2)

= 2n + 8, untuk 1 ≤ i ≤ n

Himpunan bobot selimut di atas adalah wf4
={10, 12, 14, 16, 18}. Himpunan

wf4
membentuk barisan aritmatika dengan beda d = 2. Langkah selanjutnya

mencari label sisi yang akan digunakan dalam mencari selimut total. Labeli setiap

sisi dari amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan asli. Didapatkan fungsi

sisi dari f4 adalah sebagai berikut.
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f4(bxi) = 2n − i + 3, untuk 1 ≤ i ≤ n

f4(axi) = 2n + i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f4(xixi+1) = 3n + i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

Jika Wf4
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wf4
dan

fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut:

Wf4
= wf4

+ f4(bxi) + f4(bxi+1) + f4(axi) + f4(axi+1) + f4(xixi+1)

= (2i + 8) + (2n − i + 3) + (2n − i − 1 + 3) + (2n + i + 2) +

(2n + i + 2 + 1) + (3n + i + 2)

= 11n + 3i + 20, untuk 1 ≤ i ≤ n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering Wf4
= {11n+23, 11n+26, . . . , 14n+

20} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 membentuk barisan arit-

matika dengan d = 3. Karena Un = a+(n−1)d = 11n+23+(n−1)3 = 14n+20

maka terbukti bahwa ada pelabelan super (11n+23, 3)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2. �

Gambar 4.7 merupakan contoh super (89, 3)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6.

Himpunan bobot total covering pada gambar 4.7 adalah Wf4
={89, 92, 95, 98,

101} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 dengan a = 89

dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 3. Teorema selanjutnya untuk

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dengan d = 4.
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Gambar 4.7 Super (89, 3)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

♦ Teorema 4.1.5. Ada pelabelan super (25n+40
2

, 4)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pela-

belan super (25n+41
2

, 4)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga fungsi titik dari f5=fungsi titik

f1, dan untuk fungsi wf5
=fungsi wf1

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari f5 sebagai berikut.

f5(xixi+1) = 2n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f5(bxi) = 2n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f5(axi) = 3n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Jika Wf5
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf kipas

berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wf5
dan fungsi

label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan
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sebagai berikut: Bobot total covering Wf5
untuk n genap adalah sebagai berikut:

Wf5
= wf5

+ f5(xixi+1) + f5(bxi) + f5(bxi+1) + f5(axi) + f1(axi+1)

= (
n + 2i + 16

2
) + (2n − i + 2) + 2n + i + 1) +

(2n + i + 1 + 1) + (3n + i + 2) + (3n + i + 1 + 1)

=
25n + 8i + 32

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Bobot total covering Wf5
untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

Wf5
= wf5

+ f5(xixi+1) + f5(bxi) + f5(bxi+1) + f5(axi) + f5(axi + 1)

= (
n + i + 5

2
) + (2n − i + 2) + (2n + i + 1) +

(2n + i + 1 + 1) + (3n + i + 1) + (3n + i + 1 + 1)

=
25n + 8i + 33

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering untuk n genap adalah

Wf5
= {25n+40

2
, 25n+48

2
, ..., 33n+32

2
} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n

genap membentuk barisan aritmatika dengan d = 4. Karena Un = a + (n− 1)d =
25n+40

2
+(n−1)4 = 33n+32

2
maka terbukti bahwa ada pelabelan super (25n+40

2
, 4)-B2

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2

dan n genap. Sedangkan himpunan bobot total covering untuk n ganjil adalah

Wf5
= {25n+41

2
, 25n+49

2
, ..., 33n+33

2
} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n

ganjil membentuk barisan aritmatika dengan d = 4. Karena Un = a + (n− 1)d =
25n+41

2
+(n−1)4 = 33n+33

2
maka terbukti bahwa ada pelabelan super (25n+41

2
, 4)-B2

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2

dan n ganjil. �

Gambar 4.8 merupakan contoh super (95, 4)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap).

Gambar 4.9 merupakan contoh super (108, 4)-B2 antimagic total covering
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Gambar 4.8 Super (95, 4)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 7 (ganjil).
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Gambar 4.9 Super (108, 4)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F7, P7, 2)

Gambar 4.8 memiliki himpunan bobot total covering Wf5
={95, 99, 103, 107,

111} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap) dengan a = 95

dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 4. Sedangkan Gambar 4.9 memi-

liki himpunan bobot total covering Wf5
={108, 112, 116, 120, 124, 128} amalgamasi

graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 7 (ganjil) dengan a = 108 dan membentuk

barisan aritmatika dengan d = 4. Teorema selanjutnya untuk amalgamasi graf

kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan d = 5.
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♦ Teorema 4.1.6. Ada pelabelan super (13n+19, 5)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilan-

gan asli seperti pada teorema 4.1.2. Sehingga fungsi titik dari f6=fungsi titik f2,

dan untuk fungsi wf6
=fungsi wf2

. Selanjutnya untuk melabeli sisi amal(Fn, Pn, 2)

untuk n ≥ 2 seperti dengan pelabelan sisi pada teorema 4.1.5 untuk n genap,

sehingga fungsi sisi dari f6=fungsi sisi pada f5.

Jika Wf6
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut wf6
dengan label sisinya dengan

syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf6
= wf6

+ f6(xixi+1) + f6(bxi) + f6(bxi+1) + f6(axi) + f6(axi+1)

= (2i + n + 6) + (2n − i + 2) + (2n + i + 1) + (2n + i + 1 + 1)

+(3n + i + 1) + (3n + i + 1 + 1)

= 13n + 5i + 14, untuk 1 ≤ i ≤ n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering Wf6
= {13n + 19, 13n +

24, . . . , 18n+14} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 membentuk

barisan aritmatika dengan d = 5. Karena Un = a+(n−1)d = 13n+19+(n−1)5 =

18n + 14 maka terbukti bahwa ada pelabelan super (13n + 19, 5)-B2 antimagic

total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2. �

Gambar 4.10 merupakan contoh super (97, 5)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6.

Himpunan bobot total covering pada Gambar 4.10 adalah Wf6
={97, 102, 107,

112, 117} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 dengan

a = 97 dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 5. Teorema selanjutnya

untuk amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dengan d = 6.

♦ Teorema 4.1.7. Ada pelabelan super (21n+48
2

, 6)-B2 antimagic total covering
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Gambar 4.10 Super (97, 5)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pela-

belan super (21n+49
2

, 6)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.1.4. Sehingga fungsi titik dari f7=fungsi titik

f4, dan untuk fungsi wf7
=fungsi wf4

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari f7 sebagai berikut.

f7(axi) = n + i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f7(xixi+1) = 2n + i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f7(bxi) =

{

6n+i+3
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n, n ganjil
7n+i+2

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n, n genap

Wf7
didefinisikan sebagai bobot total selimut pada amalgamasi graf kipas.

Wf7
didapatkan dari penjumlahan bobot selimut wf7

dengan fungsi label sisinya.
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Bobot total covering Wf7
untuk n genap adalah sebagai berikut:

Wf7
= wf7

+ f7(xixi+1) + f7(bxi) + f7(bxi+1) + f7(axi) + f7(axi+1)

= (2i + 8) + (2n + i + 2) + (
6n + i + 3

2
) + (

6n + i + 1 + 3

2
) +

(n + 2 + i) + (n + 2 + i + 1)

=
21n + 48

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Bobot total covering Wf7
untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

Wf7
= wf7

+ f7(xixi+1) + f7(bxi) + f7(bxi+1) + f7(axi) + f7(axi+1)

= (2i + 8) + (2n + i + 2) + (
6n + i + 3

2
) + (

7n + i + 3

2
) +

(n + 2 + i) + (n + 2 + i + 1)

=
21n + 49

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering untuk n genap adalah

Wf7
= {21n+48

2
, 21n+60

2
, ..., 33n+32

2
} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n

genap membentuk barisan aritmatika dengan d = 6. Karena Un = a + (n− 1)d =
21n+48

2
+(n−1)6 = 33n+32

2
maka terbukti bahwa ada pelabelan super (21n+48

2
, 6)-B2

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2

dan n genap. Sedangkan himpunan bobot total covering untuk n ganjil adalah

Wf7
={21n+49

2
, 21n+61

2
, . . . , 33n+37

2
} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n

ganjil membentuk barisan aritmatika dengan d = 6. Karena Un = a + (n− 1)d =
21n+49

2
+(n−1)6 = 33n+37

2
maka terbukti bahwa ada pelabelan super (21n+49

2
, 6)-B2

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2

dan n ganjil. �

Gambar 4.11 merupakan contoh super (87, 6)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap).

Gambar 4.12 merupakan contoh super (98, 6)-B2 antimagic total covering
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Gambar 4.11 Super (87, 6)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 7 (ganjil).
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Gambar 4.12 Super (98, 6)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F7, P7, 2)

Gambar 4.11 memiliki himpunan bobot total covering Wf7
={87, 93, 99, 105,

111} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap) dengan a =

87 dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 6. Sedangkan Gambar 4.12

memiliki himpunan bobot total covering Wf7
= {98, 104, 110, 116, 122, 128} untuk

n = 7 (ganjil) dengan a = 98 dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 6.

Teorema selanjutnya untuk amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2

dan d = 7.

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


45

♦ Teorema 4.1.8. Ada pelabelan super (9n + 27, 7)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.1.4. Sehingga fungsi titik dari f8=fungsi titik

f4, dan untuk fungsi wf8
=fungsi wf4

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari f8 sebagai berikut.

f8(axi) = n + i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f8(bxi) = 2n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f8(xixi+1) = 3n + i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Wf8
didefinisikan sebagai bobot total selimut pada amalgamasi graf kipas.

Wf8
didapatkan dari penjumlahan bobot selimut wf8

dengan fungsi label sisinya,

dapat dirumuskan sebagai berikut.

Wf8
= wf8

+ f8(axi) + f8(axi+1) + f8(bxi) + f8(bxi+1) + f8(xixi+1)

= (2i + 8) + (n + 2 + i) + (n + 2 + i + 1) + (2n + i + 2) +

(2n + i + 1 + 2) + (3n + i + 2)

= 7i + 9n + 20, untuk 1 ≤ i ≤ n

Himpunan bobot total covering Wf8
={9n + 27, 9n + 34, . . . , 16n + 20}.

Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan aritmatika dengan d=7. Se-

hingga terbukti bahwa amalgamasi pada graf kipas amal(Fn, Pn, 2) memiliki super

(9n + 27, 7)-B2 antimagic total covering untuk n ≥ 2. �

Gambar 4.13 merupakan contoh super (81, 7)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(F6, P6, 2) untuk n = 6.

Gambar 4.13 memiliki himpunan bobot total covering Wf8
={81, 88, 95, 102,
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Gambar 4.13 Super (81, 7)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

109} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap) dengan a = 81

dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 7. Pembuktian selanjutnya adalah

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan d = 8.

♦ Teorema 4.1.9. Ada pelabelan super (21n+48
2

, 8)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pela-

belan super (21n+49
2

, 8)-(B2) antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga fungsi titik dari f9=fungsi titik

f1, dan untuk fungsi wf9
=fungsi wf1

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari f9 sebagai berikut.

f9(xixi+1) = 2n − i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f9(axi) = 2n + 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f9(bxi) = 2n + 2i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

Jika Wf9
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wf9
dan
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fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut: Bobot total covering Wf9
untuk n genap adalah sebagai

berikut:

Wf9
= wf9

+ f9(xixi+1) + f9(bxi) + f9(bxi+1) + f9(axi) + f9(axi+1)

= (
n + 2i + 16

2
) + (2n − i + 2) + (2n + 2i + 1) + (2n + 2i + 2 + 1)

+(2n + 2i) + (2n + 2i + 2)

=
21n + 16i + 32

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Bobot total covering Wf9
untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

Wf9
= wf9

+ f9(xixi+1) + f9(bxi) + f9(bxi+1) + f9(axi) + f9(axi+1)

= (
n + 2i + 17

2
) + (2n − i + 2) + (2n + 2i + 1) + (2n + 2i + 2 + 1)

+(2n + 2i) + (2n + 2i + 2)

=
21n + 16i + 33

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Himpunan bobot total covering Wf9
= {21n+48

2
, 21n+64

2
, ..., 37n+32

2
} untuk n ≥

2 dan n genap dan Wf9
= {21n+49

2
, 21n+65

2
, ..., 37n+33

2
} untuk n ≥ 2 dan n gan-

jil. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan aritmatika dengan d=8.

Karena Un = a + (n − 1)d = 21n+48
2

+ (n − 1)8 = 37n+32
2

sehingga terbukti bahwa

ada pelabelan super (21n+48
2

, 8)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf

kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap. Sedangkan himpunan bobot total

covering untuk n ganjil adalah Wf9
={21n+49

2
, 21n+65

2
, . . . , 37n+33

2
} amalgamasi graf

kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ganjil membentuk barisan aritmatika dengan d = 8.

Karena Un = a + (n − 1)d = 21n+49
2

+ (n − 1)8 = 37n+33
2

sehingga terbukti bahwa

ada pelabelan super (21n+49
2

, 8)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf

kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil. �

Gambar 4.14 merupakan contoh super (87, 8)-B2 antimagic total covering
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pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 (genap).
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Gambar 4.14 Super (87, 8)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

Gambar 4.15 merupakan contoh super (98, 8)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 7 (ganjil).
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Gambar 4.15 Super (98, 8)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F7, P7, 2)

Gambar 4.14 memiliki himpunan bobot total covering Wf9
={87, 95, 103, 111,

119} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap) dengan a = 87

dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 8. Sedangkan Gambar 4.15 memi-

liki himpunan bobot total covering Wf9
={98, 106, 114, 122, 130, 138} amalgamasi

graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 7 (ganjil) dengan a = 98 dan membentuk

barisan aritmatika dengan d = 8. Pembuktian selanjutnya adalah amalgamasi
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graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan d = 9.

♦ Teorema 4.1.10. Ada pelabelan super (11n+23, 9)-Bn antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilan-

gan asli seperti pada teorema 4.1.2. Sehingga fungsi titik dari f10=fungsi titik f2,

dan untuk fungsi wf10
=fungsi wf2

. Selanjutnya untuk melabeli sisi amal(Fn, Pn, 2)

untuk n ≥ 2 seperti dengan pelabelan sisi pada teorema 4.1.9 untuk n genap, se-

hingga fungsi sisi dari f10=fungsi sisi pada f9.

Jika Wf10
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wf10

dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut:

Wf10
= wf10

+ f10(xixi+1) + f10(axi) + f10(axi+1) + f10(bxi) + f10(bxi+1)

= (2i + n + 6) + (2n − i + 2) + (2n + 2i) + (2n + 2i + 2) + (2n + 2i + 1)

+(2n + 2i + 2 + 1)

= 11n + 9i + 14, untuk 1 ≤ i ≤ n

Himpunan bobot total covering Wf10
= {11n + 23, 11n + 32, . . . , 29n + 5}

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) membentuk barisan aritmatika dengan d =

9. Karena Un = a+(n−1)d = 11n+23
2

+(n−1)9 = 29n+5
2

sehingga terbukti bahwa

ada pelabelan super (11n+23
2

, 9)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf

kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2. �

Gambar 4.16 merupakan contoh super (89, 9)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6.

Himpunan bobot total covering pada gambar 4.16 adalah Wf10
={89, 98, 107,

116, 125} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 dengan

a = 89 dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 9. Teorema selanjutnya
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Gambar 4.16 Super (89, 9)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

untuk amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dengan d = 10.

♦ Teorema 4.1.11. Ada pelabelan super (15n+60
2

, 10)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pela-

belan super (15n+61
2

, 10)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga fungsi titik dari f11=fungsi titik

f1, dan untuk fungsi wf11
=fungsi wf1

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari f11 sebagai berikut.

f11(axi) = n + 2i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f11(bxi) = n + 2i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n

f11(xixi+1) = 3n + i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

Jika Wf11
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wf11

dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut: Bobot total covering Wf11
untuk n genap adalah sebagai
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berikut:

Wf11
= wf11

+ f11(axi) + f11(axi+1) + f11(bxi) + f11(bxi+1) + f11(xixi+1)

= (
n + 2i + 16

2
) + (n + 2i + 1) + (n + 2i + 2 + 1) + (n + 2i + 2)

+(n + 2i + 2 + 2) + (3n + i + 2)

=
15n + 20i + 40

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Bobot total covering Wf11
untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

Wf11
= wf11

+ f11(axi) + f11(axi+1) + f11(bxi) + f11(bxi+1) + f11(xixi+1)

= (
n + 2i + 17

2
) + (n + 2i + 1) + (n + 2i + 2 + 1) + (n + 2i + 2)

+(n + 2i + 2 + 2) + (3n + i + 2)

=
15n + 20i + 41

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Himpunan bobot total selimut Wf11
= {15n+60

2
, 15n+80

2
, ..., 35n+40

2
} untuk n ≥

2 dan n genap dan Wf11
= {15n+61

2
, 15n+81

2
, ..., 35n+41

2
} untuk n ≥ 2 dan n genap.

Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan aritmatika dengan d=10.

Karena Un = a + (n− 1)d = 15n+60
2

+ (n− 1)10 = 35n+40
2

sehingga terbukti bahwa

ada pelabelan super (15n+60
2

, 9)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf

kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap. Sedangkan himpunan bobot to-

tal covering untuk n ganjil adalah Wf11
={15n+61

2
, 15n+81

2
, . . . , 35n+41

2
} amalgamasi

graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ganjil membentuk barisan aritmatika dengan

d = 10. Karena Un = a + (n − 1)d = 15n+61
2

+ (n − 1)10 = 35n+41
2

maka ter-

bukti bahwa ada pelabelan super (15n+61
2

, 10)-B2 antimagic total covering pada

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil. �

Gambar 4.17 merupakan contoh super (75, 10)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 (genap).

Gambar 4.18 merupakan contoh super (83, 10)-B2 antimagic total covering
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Gambar 4.17 Super (75, 10)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) dan n = 7 (ganjil). Himpunan bobot
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Gambar 4.18 Super (83, 10)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F7, P7, 2)

total covering pada Gambar 4.17 adalah Wf11
={75, 85, 95, 105, 115} amalgamasi

graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 dengan a = 75 dan membentuk

barisan aritmatika dengan d = 10. Sedangkan himpunan bobot total covering

pada Gambar 4.18 adalah Wf11
={83, 93, 103, 113, 123, 133} amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 7 dengan a = 83 dan membentuk barisan

aritmatika dengan d = 10. Teorema selanjutnya untuk amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dengan d = 11.
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♦ Teorema 4.1.12. Ada pelabelan super (8n+29, 11)-Bn antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilan-

gan asli seperti pada teorema 4.1.2. Sehingga fungsi titik f12=fungsi titik f2, dan

untuk fungsi wf12
=fungsi wf2

. Selanjutnya untuk melabeli sisi amal(Fn, Pn, 2)

untuk n ≥ 2 seperti dengan pelabelan sisi pada teorema 4.1.11 untuk n genap,

sehingga fungsi sisi dari f6=fungsi sisi pada f11.

Jika Wf12
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wf12

dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut:

Wf12
= wf12

+ f12(axi) + f12(axi+1) + f12(bxi) + f12(bxi+1) + f12(xixi+1)

= (2i + n + 6) + (n + 2i + 1) + (n + 2i + 2 + 1) + (n + 2i + 2)

+(n + 2i + 2 + 2) + (3n + i + 2)

= 8n + 11i + 18, untuk 1 ≤ i ≤ n

Himpunan bobot total covering Wf12
={8n+29, 8n+40, . . . , 19n+18} amal-

gamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) membentuk barisan aritmatika dengan d = 11.

Karena Un = a+(n−1)d = 8n+29+(n−1)11 = 19n+18 sehingga terbukti bahwa

ada pelabelan super (8n + 29, 11)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi

graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2. �

Gambar 4.19 merupakan contoh super (77, 11)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6.

Himpunan bobot total covering pada Gambar 4.19 adalah Wf12
={77, 88, 99,

110, 121} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 dengan

a = 77 dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 11. Teorema selanjutnya

untuk amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dengan d = 13.
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Gambar 4.19 Super (77, 11)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

♦ Teorema 4.1.13. Ada pelabelan super (7n + 31, 13)-B2 antimagic total cov-

ering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan

pelabelan super (7n + 33, 13)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf

kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.1.1. Sehingga fungsi titik dari f13=fungsi titik

f1, dan untuk fungsi wf13
=fungsi wf1

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari f13 sebagai berikut.

f13(axi) =















2n+3i+3
2

, untuk 1 ≤ i ≤ n, i ganjil, n genap
5n+3i

2
untuk 1 ≤ i ≤ n, i genap, n genap

5n+3i+3
2

untuk 1 ≤ i ≤ n, i genap, n ganjil

f13(bxi) = n + 3i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f13(xixi+1) = n + 3i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

Jika Wf13
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wf13

dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


55

muskan sebagai berikut:

Bobot total covering wf13
untuk n genap adalah sebagai berikut:

Wf13
= wf13

+ f13(axi) + f13(axi+1) + f13(bxi) + f13(bxi+1) + f13(xixi+1)

= (
n + 2i + 16

2
) + (

2n + 3i + 3

2
) + (

5n + 3i + 3

2
) + (n + 3i + 1) +

(n + 3i + 3 + 1) + (n + 3i + 2)

= 13i + 7n + 18, untuk 1 ≤ i ≤ n

Bobot total covering Wf13
untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

Wf13
= wf13

+ f13(axi) + f13(axi+1) + f13(bxi) + f13(bxi+1) + f13(xixi+1)

= (
2i + n + 17

2
) + (

2n + 3i + 3

2
) + (

5n + 3i + 3

2
) + (n + 3i + 1) +

(n + 3i + 3 + 1) + (n + 3i + 2)

= 13i + 7n + 20, untuk 1 ≤ i ≤ n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering untuk Wf13
= {7n+31, 7n+

44, ..., 20n + 18} untuk n ≥ 2 dan n genap amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2)

membentuk barisan aritmatika dengan d = 13. Karena Un = a + (n− 1)d = 7n +

31+(n−1)13 = 20n+18 maka terbukti bahwa ada pelabelan super (7n+31, 13)-B2

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2

dan n genap. Sedangkan himpunan bobot total covering Wf13
= {7n + 33, 7n +

46, ..., 20n + 20} untuk n ≥ 2 dan n ganjil amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2)

membentuk barisan aritmatika dengan d = 13. Karena Un = a + (n− 1)d = 7n +

33+(n−1)13 = 20n+20 maka terbukti bahwa ada pelabelan super (7n+33, 13)-

B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk

n ≥ 2 dan n ganjil. �

Gambar 4.20 merupakan contoh super (73, 13)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 (genap).
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Gambar 4.20 Super (73, 13)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

Gambar 4.21 merupakan contoh super (82, 13)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 7 (ganjil).
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Gambar 4.21 Super (82, 13)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F7, P7, 2)

Gambar 4.20 memiliki himpunan bobot total covering Wf13
={73, 86, 99, 112,

125} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap) dengan a = 73

dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 13. Sedangkan Gambar 4.21

memiliki himpunan bobot total covering Wf13
={82, 95, 108, 121, 134, 147} amal-

gamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 7 (ganjil) dengan a = 82 dan mem-

bentuk barisan aritmatika dengan d = 13. Teorema selanjutnya untuk amalgamasi

graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan d = 14.
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♦ Teorema 4.1.14. Ada pelabelan super (15n+60
2

, 14)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n genap dan pela-

belan super (15n+63
2

, 14)-B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas

amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n ganjil.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilan-

gan asli seperti pada teorema 4.1.2. Sehingga fungsi titik dari f14=fungsi titik f2,

dan untuk fungsi wf14
=fungsi wf2

. Selanjutnya untuk melabeli sisi amal(Fn, Pn, 2)

untuk n ≥ 2 seperti dengan pelabelan sisi pada teorema 4.1.13 untuk n genap dan

n ganjil, sehingga fungsi sisi dari f14=fungsi sisi pada f13.

Wf14
didefinisikan sebagai bobot total selimut pada amalgamasi graf kipas.

Wf14
didapatkan dari penjumlahan bobot selimut wf14

dengan fungsi label sisinya,

dapat dirumuskan sebagai berikut.

Bobot total covering wf14
untuk n genap adalah sebagai berikut:

Wf14
= wf14

+ f14(axi) + f14(axi+1) + f14(bxi) + f14(bxi+1) + f14(xixi+1)

= (n + 2i + 6) + (
2n + 3i + 3

2
) + (

5n + 3i + 3

2
) + (n + 3i + 1) +

(n + 3i + 3 + 1) + (n + 3i + 2)

=
15n + 28i + 32

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Bobot total covering Wf14
untuk n ganjil adalah sebagai berikut:

Wf14
= wf14

+ f14(axi) + f14(axi+1) + f14(bxi) + f14(bxi+1) + f14(xixi+1)

= (n + 2i + 6) + (
2n + 3i + 3

2
) + (

5n + 3i + 3 + 3

2
) + (n + 3i + 1) +

(n + 3i + 3 + 1) + (n + 3i + 2)

=
15n + 28i + 35

2
, untuk 1 ≤ i ≤ n

Himpunan bobot total covering untuk Wf14
= {15n+60

2
, 15n+88

2
, . . . , 43n+32

2
}

untuk n ≥ 2 dan n genap amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) membentuk
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barisan aritmatika dengan d = 14. Karena Un = a + (n − 1)d = 15n+60
2

+

(n − 1)14 = 43n+32
2

maka terbukti bahwa ada pelabelan super (15n + 60, 13)-

B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk

n ≥ 2 dan n genap. Sedangkan himpunan bobot total covering untuk Wf14
=

{15n+63
2

, 15n+91
2

, ..., 43n+35
2

} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n gan-

jil membentuk barisan aritmatika dengan d = 14. Karena Un = a + (n − 1)d =
15n+63

2
+(n−1)14 = 43n+35

2
maka terbukti bahwa ada pelabelan super (15n+63

2
, 14)-

B2 antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk

n ≥ 2 dan n ganjil. �

Gambar 4.22 merupakan contoh super (75, 14)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 (genap).
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Gambar 4.22 Super (75, 14)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

Gambar 4.23 merupakan contoh super (84, 14)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 7 ganjil.

Gambar 4.22 memiliki himpunan bobot total covering Wf14
={75, 89, 103, 117,

131} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 (genap) dengan a = 75

dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 14. Sedangkan Gambar 4.23

memiliki himpunan bobot total covering Wf14={84, 98, 112, 126, 140, 154} amal-

gamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 7 (ganjil) dengan a = 84 dan mem-

bentuk barisan aritmatika dengan d = 14. Teorema selanjutnya untuk amalgamasi

graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan d = 16.
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Gambar 4.23 Super (84, 14)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F7, P7, 2)

♦ Teorema 4.1.15. Ada pelabelan super (6n+33, 17)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.1.2. Sehingga fungsi titik dari f15=fungsi titik

f2, dan untuk fungsi wf15
=fungsi wf2

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari f15 sebagai berikut.

f15(axi) = n + 3i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f15(bxi) = n + 3i + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f15(xixi+1) = n + 3i + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

Jika Wf15
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wf15

dan fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-
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muskan sebagai berikut:

Wf15
= wf15

+ f15(axi) + f15(axi+1) + f15(bxi) + f15(bxi+1) + f15(xixi+1)

= (2i + n + 6) + (n + 3i) + (n + 3i + 3) + (n + 3i + 1)

+(n + 3i + 3 + 1) + (n + 3i + 2)

= 6n + 17i + 16, untuk 1 ≤ i ≤ n

Maka didapatkan himpunan bobot total covering Wf15
= {6n + 33, 6n +

50, . . . , 22n+17} amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 membentuk

barisan aritmatika dengan d = 17. Karena Un = a+(n−1)d = 6n+33+(n−1)17 =

22n + 17 maka terbukti bahwa ada pelabelan super (6n + 33, 17)-B2 antimagic

total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2. �

Gambar 4.24 merupakan contoh super (69, 17)-B2 antimagic total covering

pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6. Himpunan

5 6 711 14

10
13 16

19
22 25

12

17 20 23

18
15 21

24
9

69 86 103 120 137

1

8

2 3 4

Gambar 4.24 super (69, 17)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F6, P6, 2)

bobot total covering pada gambar 4.24 adalah Wf15
={69, 86, 103, 120, 137} amal-

gamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) untuk n ≥ 2 dan n = 6 dengan a = 69 dan mem-

bentuk barisan aritmatika dengan d = 17. Teorema selanjutnya adalah expand

dari graf kipas sebanyak 3.
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♦ Teorema 4.1.16. Ada pelabelan super ((m+ 5
2
)n2 +(2m+ 13

2
)n+m+4, 9)-Bn

antimagic total covering pada generalisasi amalgamasi graf kipas amal(Fm, Pm, n)

untuk m ≥ 2 dan n ≥ 2.

Bukti. Labeli setiap titik pada generalisasi amalgamasi graf kipas dengan him-

punan bilangan asli. Didefinisikan f17 adalah fungsi yang bijektif. Fungsi titik

dari f17 adalah sebagai berikut.

f17(ai) = i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f17(xj) = n + j, untuk 1 ≤ j ≤ m

Bobot selimut dari pelabelan total covering pada generalisasi amalgamasi

graf kipas adalah wf17
. Bobot selimut didapat dari penjumlahan fungsi titik dan

H = Bn. Fungsi wf17
adalah sebagai berikut:

wf17 =

m−1
⋃

j=1

{

n
∑

i=1

(f17(ai) + f17(xj) + f17(xj+1))}

=
m−1
⋃

j=1

{
n

∑

i=1

i + (n + j) + (n + j + 1)}

=
m−1
⋃

j=1

{
n2 + 5n

2
+ 2j + 1}, untuk 1 ≤ j ≤ m

Langkah selanjutnya mencari label sisi yang akan digunakan dalam mencari

selimut total. Labeli setiap sisi dari generalisasi amalgamasi graf kipas dengan

himpunan bilangan asli. Didapatkan fungsi sisi dari f17 adalah sebagai berikut.

f17(aixj) = n + mi + j, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

f17(xjxj+1) = n + m + nm + j, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Jika Wf17
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf
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kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut wf17
dengan label sisi yang bers-

esuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf17
=

m−1
⋃

j=1

{w +
n

∑

i=1

(f17(aixj) +
n

∑

i=1

f17(aixj+1) + f17(xjxj+1)}

=
m−1
⋃

j=1

{w +
n

∑

i=1

(n + mi + j) +
n

∑

i=1

(n + mi + j + 1) + (n + m + nm + j)}

= (m +
5

2
)n2 + (2m +

9

2
+ 2j)n + m + 1 + 3j, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Himpunan bobot total covering Wf17
= {(m+ 5

2
)n2+(2m+ 13

2
)n+m+4, (m+

5
2
)n2 + (2m + 17

2
)n + m + 7}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan

aritmatika dengan d=9. Sehingga terbukti ada pelabelan super ((m + 5
2
)n2 +

(2m + 13
2
)n + m + 4, 9)-Bn antimagic total covering pada generalisasi amalgamasi

graf kipas Amal(Fm, Pm, n)-Bn dengan n ≥ 2 dan m ≥ 2. �

Gambar 4.25 merupakan contoh super ((m+ 5
2
)n2+(2m+ 13

2
)n+m+4, 9)-B3

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas Amal(Fm, Pm, n)-Bn dengan

m = 5 dan n = 3.

9
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14
15

16
17 18
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21
22

23

24 25 26 27

126 135 144 153

1 2 3

4 5 6 7 8

Gambar 4.25 super (126, 9)-B2-Antimagic Total Covering Amal(F5, P5, 3)

Himpunan bobot total covering pada Gambar 4.25 adalah Wf17
={126, 135, 144, 153}

amalgamasi graf kipas Amal(Fm, Pm, n) untuk m ≥ 2 dan n ≥ 2 dengan a = 126

dan membentuk barisan aritmatika dengan d = 9.
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4.2 Pelabelan Super (a, d)-H Antimagic Total Covering pada Amalga-

masi Graf Kipas m Amal(Fn, Pn, 2) Diskonektif

Selanjutnya peneliti melakukan penelitian untuk gabungan amalgamasi graf

kipas m Amal(Fn, Pn, 2). Gabungan amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2)

didefinisikan sebagai amalgamasi graf kipas dengan salinan sebanyak m. Dalam

hal ini graf tersebut diletakkan dalam posisi sejajar kebawah. Gabungan amal-

gamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) didefinisikan sebagai gabungan dari m graf

yang mempunyai himpunan titik V = {aj , xi
j , bj; 1 ≤ i ≤ n 1 ≤ j ≤ m} dan

himpunan sisi E = {ax
j
i , bx

j
i ; 1 ≤ i ≤ n 1 ≤ j ≤ m} ∪ {xix

j
i+1; 1 ≤ i ≤ n − 1 1 ≤

j ≤ m}.

Sama seperti pada amalgamasi graf kipas Amal(Fn, Pn, 2) tunggal, untuk

menentukan batas atas d pada gabungan amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2),

perlu diketahui pula rumusan jumlah titik (pG) dan jumlah sisi (qG) pada gabun-

gan amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2). Jumlah titik dan jumlah sisi

pada m Amal(Fn, Pn, 2) dapat ditentukan dengan terlebih dahulu mencermati

definisi gabungan pada suatu graf. Gabungan m amalgamasi graf kipas yang

dinotasikan m Amal(Fn, Pn, 2) didefinisikan sebagai gabungan saling lepas dari

m buah salinan amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) dengan 1 ≤ j ≤

m, ditulis : Amal(Fn, Pn, 2)1 ∪ Amal(Fn, Pn, 2)2 ∪ Amal(Fn, Pn, 2)3 ∪ . . . ∪

Amal(Fn, Pn, 2)m. Sehingga jumlah titik graf Amal(Fn, Pn, 2) adalah m kali

jumlah titik graf Amal(Fn, Pn, 2) dapat dituliskan dalam pG = m(n + 2) =

mn + 2m dan jumlah sisi graf m Amal(Fn, Pn, 2) adalah m kali jumlah sisi graf

Amal(Fn, Pn, 2) dapat dituliskan dengan qG = m(3n − 1) = 3mn − m. Sedan-

gkan jumlah titik pada selimut graf m Amal(Fn, Pn, 2) yaitu pH = 4 dan jumlah

sisi pada selimut graf m Amal(Fn, Pn, 2) yaitu qH = 5. Jumlah selimut graf

m Amal(Fn, Pn, 2) adalah m kali jumlah selimut graf m Amal(Fn, Pn, 2), dapat

dituliskan s = m(n − 1) = nm − m.

Batas atas d gabungan amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) juga da-

pat ditentukan dengan menggunakan Lemma 2.3.1. Diketahui jumlah titik pada

graf m Amal(Fn, Pn, 2) adalah pG = mn + 2m dan jumlah sisi qG = 3mn − m.
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Sedangkan jumlah titik pada selimut graf m Amal(Fn, Pn, 2) adalah pH = 4

dan jumlah sisi pada selimut qH = 5 dengan jumlah selimut m Amal(Fn, Pn, 2)

adalah s = nm − m untuk m adalah jumlah salinan amalgamasi graf kipas m

Amal(Fn, Pn, 2) dari atas ke bawah dan n adalah banyaknya expand amalgamasi

graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) dari samping kiri ke kanan. Dengan demikian batas

atas nilai beda d tersebut adalah:

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH

s − 1

=
(nm + 2m − 4)4 + (3nm − m − 5)5

nm − m − 1

=
(4nm + 8m − 16) + (15nm − 5m − 25)

nm − m − 1

=
19nm + 3m − 41

nm − m − 1

=
19(nm − m − 1)

(nm − m − 1)
+

22m − 22

nm − m − 1

= 19 +
22m − 22

nm − m − 1

karena 0 <
22(m − 1)

nm − m − 1
≤ 22

d ≤ 19 + 22

d ≤ 41

Pada gabungan amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) selanjutnya akan

ditentukan fungsi bijektif super (a,d)-H antimagic total covering sesuai dengan ni-

lai d yang telah ditetapkan. Metode yang digunakan dalam menemukan pelabelan

super (a, d)-H antimagic total covering pada gabungan amalgamasi graf kipas

m Amal(Fn, Pn, 2) terdiri dari beberapa langkah yang diawali dengan menggu-

nakan pendeteksian pola (pattern recognition) untuk menentukan pelabelan yang

berlaku sampai dengan batas i,j dan m yang telah ditemukan. Kemudian untuk

menentukan pola secara umum digunakan fungsi-fungsi dalam barisan aritmatika

untuk menentukan fungsi bijektifnya. Setelah fungsi bijektif diketahui maka harus

dibuktikan secara deduktif matematika untuk membuktikan kebenaran dari teo-
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rema tersebut.

Perlu diketahui bahwa teorema dalam penelitian ini adalah bukan teorema

yang biimplikatif atau karakteristik sehingga pembuktiannya hanya dilakukan

satu arah. Dari hasil penggabungan pola melalui pattern recognition dan kon-

sep barisan aritmatika, maka diperoleh teorema dan akibat sebagai berikut. Teo-

rema yang ditemukan dalam penelitian ini tidak bersifat tunggal (berkenaan de-

ngan sifat ketunggalan) melainkan hanya bersifat keberadaan (existence but not

unique).

Untuk menentukan pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering pada

gabungan amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2). Terlebih dahulu harus dike-

tahui batas atas nilai d untuk gabungan graf sebanyak m amalgamasi graf kipas

m Amal(Fn, Pn, 2), dengan menggunakan rumus yang telah ada.

♦ Teorema 4.2.1. Ada pelabelan super (12mn + 16m + 5, 1)-B2 antimagic total

covering pada gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2)

untuk n ≥ 2 dan m ≥ 2.

Bukti. Labeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bilangan

asli. Didefinisikan α1 adalah fungsi yang bijektif. Fungsi titik dari α1 adalah

sebagai berikut.

α1(aj) = m − j + 1, untuk 1 ≤ j ≤ m

α1(bj) = m + j, untuk 1 ≤ j ≤ m

α1(xij) = mi + m + j, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Fungsi α1 adalah fungsi bijektif yang memetakan V ke himpunan bilangan

asli {1, 2, 3, .., nm + 2m}. Didefinisikan wα1
adalah bobot selimut dari pelabelan

total selimut pada amalgamasi graf kipas. Bobot selimut didapat dari pemjumla-

han 4 fungsi titik yang telah didapat diatas. Fungsi wα1
adalah sebagai berikut:
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wα1
= α1(a) + α1(b) + α1(xi) + α1(xi+1)

= (m − j + 1) + (m + j) + (mi + m + j) + (m(i + 1) + m + j)

= 5m + 2j + 2mi + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Langkah selanjutnya mencari label sisi yang akan digunakan dalam mencari

selimut total. Labeli setiap sisi dari amalgamasi graf kipas dengan himpunan

bilangan asli. Didapatkan fungsi sisi dari α1 adalah sebagai berikut.

α1(axi) = 2mn + 3m − mi − j + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α1(bxi) = mi + 2mn + m + j, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α1(xixi+1) = 4mn − mi + 2m − j + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ j ≤ m

Wα1
didefinisikan sebagai bobot total selimut pada amalgamasi graf kipas.

Wα1
didapatkan dari penjumlahan bobot selimut wα1

dengan fungsi label sisinya,

dapat dirumuskan sebagai berikut.

Wα1
= wα1

+ α1(axi) + α1(axi+1) + α1(bxi) + α1(bxi+1) + α1(xixi+1)

= (5m + 2j + 2mi + 1) + (2mn + 3m − mi − j + 1) + (2mn + 3m −

m(i + 1) − j + 1) + (mi + 2mn + m + j) + (m(i + 1) + 2mn + m + j) + (4mn − mi + 2

= 15m + j + mi + 4 + 12mn, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Himpunan bobot total selimut Wα1
= {12mn + 16m + 5, 12mn + 16m +

6, . . . , 13mn + 16m + 4}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan

aritmatika dengan d=1. Karena Un = a+(n−1)d = 12mn+16m+5+(mn−1)1 =
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13mn + 16m + 4 sehingga terbukti ada pelabelan super (12mn + 16m + 17, 1)-B2

antimagic total covering pada gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas m

Amal(Fn, Pn, 2) dengan n ≥ 2 dan m ≥ 2. �

Gambar 4.26 merupakan contoh super (12mn + 16m + 5, 1)-B2 antimagic

total covering pada amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 dan

m = 3.

Pada Gambar 4.26 merupakan gabungan saling lepas pada amalgamasi graf

kipas membentuk barisan aritmatika Wα1
= {269, 270, 271, . . . , 283} dengan a =

269 dan d = 1.

♦ Teorema 4.2.2. Ada pelabelan super (11nm + 17m + 6, 3)-B2 antimagic total

covering pada gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2)

untuk n ≥ 2 dan m ≥ 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.2.1. Sehingga fungsi titik dari α2=fungsi titik

α1, dan untuk fungsi wα2
=fungsi wα1

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari α2 sebagai berikut.

α2(axi) = 2mn + 3m − mi + 1 − j, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α2(bxi) = mi + m + 2mn + j, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α2(xixi+1) = mi + m + 3mn + j, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ j ≤ m

Jika Wα2
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wα2
dan

fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut:
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Gambar 4.26 super (269, 1)-B2-Antimagic Total Covering m Amal(F6, P6, 2)
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Wα2
= wα2

+ α2(axi) + α2(axi+1) + α2(bxi) + α2(bxi+1) + α2(xixi+1)

= (5m + 2j + 2mi + 1) + (2mn + 3m − mi + 1 − j) + (2mn + 3m −

m(i + 1) + 1 − j + (mi + m + 2mn + j) + (m(i + 1) + m + 2mn + j) + (mi + m + 3mn

= (3mi + 14m + 3j + 3 + 11mn), untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Himpunan bobot total selimut Wα2
= {11mn + 17m + 6, 11mn + 17m +

9, . . . , 14mn + 17m + 3}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan

aritmatika dengan d = 3. Karena Un = a+(n−1)d = 11mn+17m+6+(mn−1)3 =

14mn + 17m + 3 sehingga terbukti ada pelabelan super (11mn + 17m + 6, 3)-B2

antimagic total covering pada gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas m

Amal(Fn, Pn, 2) dengan n ≥ 2 dan m ≥ 2. �

Gambar 4.27 merupakan contoh super (11nm + 17m + 6, 3)-B2 antimagic

total covering pada amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) dengan n = 6 dan

m = 3.

Pada Gambar 4.27 merupakan gabungan saling lepas pada amalgamasi graf

kipas membentuk barisan aritmatika Wα2
= {255, 258, 261, . . . , 297} dengan a =

255 dan d = 3.

♦ Teorema 4.2.3. Ada pelabelan super (10nm + 18m + 7, 5)-B2 antimagic total

covering pada gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2)

untuk n ≥ 2 dan m ≥ 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.2.1. Sehingga fungsi titik dari α3=fungsi titik

α1, dan untuk fungsi wα3
=fungsi wα1

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari α3 sebagai berikut.
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Gambar 4.27 Super (255, 3)-B2-Antimagic Total Covering m Amal(F6, P6, 2)
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α3(axi) = mi + j + mn + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α3(bxi) = mi + j + 2mn + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α3(xixi+1) = 4mn + 2m − mi − j + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ j ≤ m

Jika Wα3
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wα3
dan

fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut:

Wα3
= wα3

+ α3(axi) + α3(axi+1) + α3(bxi) + α3(bxi+1) + α3(xixi+1)

= (5m + 2j + 2mi + 1) + (mi + j + mn + m) + (m(i + 1) + j + mn + m

+(mi + j + 2mn + m) + (m(i + 1) + j + 2mn + m + (4mn + 2m − mi − j + 1)

= 10nm + 5mi + 13m + 5j + 2, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Himpunan bobot total selimut Wα3
= {10mn + 18m + 7, 10mn + 18m +

12, . . . , 15mn + 18m + 2}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan

aritmatika dengan d=5. Karena Un = a+(n−1)d = 10mn+18m+7+(mn−1)5 =

15mn + 18m + 2 sehingga terbukti ada pelabelan super (10mn + 18m + 7, 5)-B2

antimagic total covering pada gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas m

Amal(Fn, Pn, 2) dengan n ≥ 2 dan m ≥ 2. �

Gambar 4.28 merupakan contoh super (10nm + 18m + 7, 5)-B2 antimagic

total covering pada amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 dan

m = 3.

Pada Gambar 4.28 merupakan gabungan saling lepas pada amalgamasi graf

kipas membentuk barisan aritmatika Wα3
= {241, 246, 251, . . . , 311} dengan a =

241 dan d = 5.
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Gambar 4.28 Super (241, 5)-B2-Antimagic Total Covering m Amal(F6, P6, 2)
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♦ Teorema 4.2.4. Ada pelabelan super (9nm + 19m + 8, 7)-B2 antimagic total

covering pada gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2)

untuk n ≥ 2 dan m ≥ 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.2.1. Sehingga fungsi titik dari α4=fungsi titik

α1, dan untuk fungsi wα4
=fungsi wα1

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari α4 sebagai berikut.

α4(axi) = mi + j + mn + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α4(bxi) = mi + j + 2mn + m, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α4(xixi+1) = mi + j + 3mn + m, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ j ≤ m

Jika Wα4
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wα4
dan

fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut:

Wα4
= wα4

+ α4(axi) + α4(axi+1) + α4(bxi) + α4(bxi+1) + α4(xixi+1)

= (5m + 2j + 2mi + 1) + (mi + j + mn + m) + (m(i + 1) + j + mn + m

+(mi + j + 2mn + m) + (m(i + 1) + j + 2mn + m) + (mi + j + 3mn + m)

= 12m + 7j + 7mi + 1 + 9mn, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Himpunan bobot total selimut Wα4
= {9mn + 19m + 8, 9mn + 19m +

15, . . . , 16mn + 19m + 1}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan

aritmatika dengan d=7. Karena Un = a+(n−1)d = 9mn+19m+8+(mn−1)7 =

16mn + 19m + 1 sehingga terbukti ada pelabelan super (9mn + 19m + 8, 7)-B2

antimagic total covering pada gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas m
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Amal(Fn, Pn, 2) dengan n ≥ 2 dan m ≥ 2. �

Gambar 4.29 merupakan contoh super (9nm+19m+8, 7)-B2 antimagic total

covering pada amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 dan d = 5.

Pada Gambar 4.29 merupakan gabungan saling lepas pada amalgamasi graf

kipas membentuk barisan aritmatika Wα4
= {227, 234, 241, . . . , 325} dengan a =

227 dan d = 7s.

♦ Teorema 4.2.5. Ada pelabelan super (8nm + 20m + 9, 9)-B2 antimagic total

covering pada gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2)

untuk n ≥ 2 dan m ≥ 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.2.1. Sehingga fungsi titik dari α5=fungsi titik

α1, dan untuk fungsi wα5
=fungsi wα1

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari α5 sebagai berikut.

α5(axi) = 2mi + 2j + mn − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α5(bxi) = 2mi + mn + 2j, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α5(xixi+1) = 4mn + 2m − mi − j + 1, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ j ≤ m

Jika Wα5
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wα5
dan

fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut:

Digital Repository Universitas Jember

http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/


75

19

20

22

23

12 15 18 21 24

43
46

49
52

55 58

44
47 50

53
56

59

45
48

51
54

57
60

246 261 276 291 306

251 266 281 296 311

25
28

27

26
29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

227 248 269 290 311

61 64 67 70 73

62

63

65

66

68

69

71

72

74

75

2

1

3

4

5

6

7

8

9

10

11

13

14

16

17

Gambar 4.29 Super (227, 7)-B2-Antimagic Total Covering m Amal(F6, P6, 2)
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Wα5
= wα5

+ α5(axi) + α5(axi+1) + α5(bxi) + α5(bxi+1) + α5(xixi+1)

= (5m + 2j + 2mi + 1) + (2mi + 2j + mn − 1) + (2m(i + 1) + 2j + mn − 1)

+(2mi + mn + 2j) + (2m(i + 1) + mn + 2j) + (4mn + 2m − mi − j + 1)

= 11m + 9j + 9mi + 1 + 8mn, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Himpunan bobot total selimut Wα5
= {8mn + 20m + 10, 8mn + 20m +

19, . . . , 17mn + 20m + 1}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan

aritmatika dengan d=9. Karena Un = a+(n−1)d = 8mn+20m+10+(mn−1)9 =

17mn + 20m + 1 sehingga terbukti ada pelabelan super (8mn + 20m + 10, 9)-B2

antimagic total covering pada gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas m

Amal(Fn, Pn, 2) dengan n ≥ 2 dan m ≥ 2. �

Gambar 4.30 merupakan contoh super (8nm+20m+9, 9)-B2 antimagic total

covering pada amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 dan m = 3.

Pada Gambar 4.30 merupakan gabungan saling lepas pada amalgamasi graf

kipas membentuk barisan aritmatika Wα5
= {213, 222, 231, . . . , 339} dengan a =

213 dan d = 9.

♦ Teorema 4.2.6. Ada pelabelan super (7nm+21m+10, 11)-B2 antimagic total

covering pada gabungan saling lepas dari amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2)

untuk n ≥ 2 dan m ≥ 2.

Bukti. Melabeli setiap titik pada amalgamasi graf kipas dengan himpunan bi-

langan asli seperti pada teorema 4.2.1. Sehingga fungsi titik dari α6=fungsi titik

α1, dan untuk fungsi wα6
=fungsi wα1

. Selanjutnya melabeli sisi dan didapatkan

fungsi sisi dari α6 sebagai berikut.
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Gambar 4.30 Super (213, 9)-B2-Antimagic Total Covering m Amal(F6, P6, 2)
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α6(axi) = 2mi + 2j + mn − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α6(bxi) = 2mi + mn + 2j, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

α6(xixi+1) = 3mn + m + mi + j, untuk 1 ≤ i ≤ n − 1, 1 ≤ j ≤ m

Jika Wα6
didefinisikan sebagai bobot total covering pada amalgamasi graf

kipas berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka wα6
dan

fungsi label sisi dengan syarat batas i yang bersesuaian, sehingga dapat diru-

muskan sebagai berikut:

Wα6
= wα6

+ α6(axi) + α6(axi+1) + α6(bxi) + α6(bxi+1) + α6(xixi+1)

= (5m + 2j + 2mi + 1) + (2mi + 2j + mn − 1) + (2m(i + 1) + 2j + mn − 1)

+(2mi + mn + 2j) + (2m(i + 1) + mn + 2j) + (3mn + m + mi + j)

= 10m + 11j + 11mi + 7mn − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

Himpunan bobot total selimut Wα6
= {7mn + 21m + 10, 7mn + 21m +

21, . . . , 18mn + 21m − 1}. Himpunan bobot total tersebut membentuk barisan

aritmatika dengan d=11. Karena Un = a + (n − 1)d = 7mn + 21m + 10 + (mn −

1)11 = 18mn+21m−1 sehingga terbukti ada pelabelan super (7mn+21m+10, 11)-

B2 antimagic total covering pada gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas m

Amal(Fn, Pn, 2) dengan n ≥ 2 dan m ≥ 2. �

Gambar 4.31 merupakan contoh super (7mn + 21m + 10, 11)-B2 antimagic

total covering pada amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) untuk n = 6 dan

m = 3.

Pada Gambar 4.26 merupakan gabungan saling lepas pada amalgamasi graf

kipas membentuk barisan aritmatika Wα6
= {199, 210, 221, . . . , 253} dengan a =

199 dan d = 11.
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Gambar 4.31 Super (199, 11)-B2-Antimagic Total Covering m Amal(F6, P6, 2)
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4.3 Hasil dan Pembahasan

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh nilai d yang mungkin untuk super

(a, d)-H antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas tunggal Amal(Fn, Pn, 2)

d ≤ 19 dan gabungan saling lepas m Amal(Fn, Pn, 2) adalah d ≤ 41. Setelah

menentukan nilai d, peneliti mencari pelabelan sesuai dengan nilai d yang telah

ditentukan tersebut. Nilai d didapatkan dengan mengkombinasikan label titik dan

sisi, didapatkan 3 kombinasi label titik dan 11 kombinasi label sisi pada amal-

gamasi graf kipas Amal(Fn, Pn, 2) tunggal. Hasil dari mengkombinasikan label

titik dan sisi tersebut maka didapatkan 16 teorema. Penggunaan dari label titik

yang sama akan menghasilkan bobot selimut yang sama pula. Teorema-teorema

yang didapatkan dari mengkombinasi 3 label titik yang berbeda terbagi menjadi

beberapa yaitu pada kelompok kombinasi titik pertama terdapat pada teorema

4.1.1, teorema 4.1.3, teorema 4.1.5, teorema 4.1.9, teorema 4.1.11, teorema 4.1.13,

pada kelompok kombinasi titik kedua terdapat pada teorema 4.1.2, teorema 4.1.6,

teorema 4.1.10, teorema 4.1.12, teorema 4.1.14, teorema 4.1.15, pada kelompok

kombinasi titik ketiga terdapat pada teorema 4.1.4, teorema 4.1.7, teorema 4.1.8,

dan teorema 4.1.16 yang merupakan expand dari graf kipas yang terdapat pada

amalgamasi graf kipas tersebut. Sedangkan teorema-teorema yang didapatkan

dari mengkombinasi 11 label sisi yang berbeda terbagi menjadi beberapa yaitu

untuk teorema 4.1.5 pelabelannya sama dengan teorema 4.1.6, untuk teorema

4.1.9 pelabelannya sama dengan teorema 4.1.10, untuk teorema 4.1.11 pelabelan-

nya sama dengan teorema 4.1.12, untuk teorema 4.1.13 pelabelannya sama dengan

teorema 4.1.14, dan untuk teorema 4.1.8 pelabelannya sama dengan teorema 4.2.1

(expand dari graf kipas).

Sedangkan pada amalgamasi graf kipas m Amal(Fn, Pn, 2) pada gabungan

saling lepas nilai d didapatkan dengan mengkombinasi 1 label titik dan 6 kombi-

nasi label sisi. Hasil dari mengkombinasikan label titik dan sisi tersebut didap-

atkan 6 teorema. Nilai d yang didapat yaitu d = {1, 3, 5, 7, 9, 11}.

Label titik yang digunakan adalah dari 1 hingga pG dimana pG adalah jum-

lah titik pada graf sedangkan label untuk sisi yang digunakan adalah dimulai dari

pG + 1 hingga pG + qG dimana qG merupakan jumlah sisi, sehingga pG + qG meru-
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pakan jumlah titik dan sisi pada graf. Jika kedua label tersebut digunakan untuk

melabeli sebuah graf dengan aturan yang diberikan diatas maka pelabelan terse-

but disebut sebagai pelabelan total. Pada amalgamasi graf kipas Amal(Fn, Pn, 2)

nilai d ≤ 19 tersebut berlaku pada syarat yang sama yaitu n ≥ 2. Dan untuk

gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas dengan nilai d ≤ 41 tersebut berlaku

pada syarat yang sama yaitu n ≥ 2 dan m ≥ 2.

Hasil penelitian yang telah dilakukan peneliti menemukan super (a, d)-H-

antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas tunggal untuk d ǫ {0, 1, 2, 3, 4, 5,

6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 14, 17} serta expand dari graf kipas dengan d = {9} dan super

(a, d)-H-antimagic total covering untuk gabungan saling lepas pada amalgamasi

graf kipas dǫ{1, 3, 5, 7, 9, 11}.

Berdasarkan hasil penelitian dan perhitungan yang telah dilakukan sebelum-

nya, terdapat beberapa pelabelan super (a, d)-H-antimagic total covering pada

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) dan gabungan saling lepas m amal(Fn, Pn, 2)

yang belum ditemukan oleh peneliti. Berdasarkan visualisasi contoh-contoh pela-

belan dan penerapan fungsi bijektif hasil penelitian yang telah ditemukan, di-

harapkan dapat membantu peneliti lain yang akan melakukan penelitian sejenis.

Beberapa pelabelan yang belum ditemukan oleh penulis disajikan pada open prob-

lem berikut:

Masalah terbuka 4.3.1. Pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering pada

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) dengan n ≥ 2 untuk d ≤ 19 selain d ∈

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 14, 17} dan d ∈ {9} untuk expand dari amalga-

masi graf kipas.

Masalah terbuka 4.3.2. Pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering pada

gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas m amal(Fn, Pn, 2), dengan n ≥ 2

dan m ≥ 2 untuk d ≤ 41 selain d ∈ {1, 3, 5, 7, 9, 11}.
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disim-

pulkan bahwa:

1. Amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) tunggal memiliki pelabelan super

(a, d)-H antimagic total covering untuk d = {0, 1, 2, 3, . . . , 19}. Peneliti

telah menemukan SHATC (Super H Antimagic Total Covering) untuk

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) tunggal untuk d ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,

9, 10, 11, 13, 14, 17}. Hasil penelitian ini dibuktikan pada teorema bahwa

amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) memiliki fungsi bijektif pelabelan su-

per (29n+32
2

, 0) untuk n genap dan (29n+25
2

, 0) untuk n ganjil, (13n + 19, 1),

(27n+36
2

, 2) untuk n genap dan (27n+37
2

, 2) untuk n ganjil, (11n + 23, 3),

(25n+40
2

, 4) untuk n genap dan (25n+41
2

, 4) untuk n ganjil, (10nm + 18m +

7, 5), (21n+48
2

, 6) untuk n genap dan (21n+49
2

, 6) untuk n ganjil, (9n + 27, 7),

(21n+48
2

, 8) untuk n genap dan (21n+49
2

, 8) untuk n ganjil, (11n + 23, 9),

(15n+60
2

, 10) untuk n genap dan (15n+61
2

, 10) untuk n ganjil, (8n + 29, 11),

(7n+31, 13) untuk n genap dan (7n+33, 13) untuk n ganjil, (15n+60
2

, 14) un-

tuk n genap dan (15n+63
2

, 14) untuk n ganjil, (6n+33, 17)-(B2) antimagic to-

tal covering untuk n ≥ 2, dan ((m+ 5
2
)n2+(2m+ 13

2
)n+m+4, 9)-Bn antimagic

total covering pada generalisasi amalgamasi graf kipas amal(Fm, Pm, n) un-

tuk m ≥ 2 dan n ≥ 2.

2. Gabungan saling lepas amalgamasi graf kipas m amal(Fn, Pn, m) memiliki

pelabelan super (a, d)-H antimagic total covering untuk d ≤ 41. Peneliti

telah menemukan SHATC (Super H Antimagic Total Covering) untuk

gabungan amalgamasi graf kipas m amal(Fn, Pn, 2) untuk d ∈ {1, 3, 5, 7, 9, 11}.

Hasil penelitian ini dibuktikan bahwa gabungan amalgamasi graf kipas m

amal(Fn, Pn, 2) terdapat fungsi bijektif pelabelan super (12mn+16m+5, 1),
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(11nm + 17m + 6, 3), (10nm + 18m + 7, 5), (9nm + 19m + 8, 7), (8nm +

20m + 9, 9), dan (7nm + 21m + 10, 11)-(B2) antimagic total covering untuk

n ≥ 2 dan m ≥ 2.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pelabelan super (a, d)-H antimagic

total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2) serta mengacu pada

open problem dari hasil penelitian yang telah ditemukan, maka peneliti mem-

berikan saran kepada pembaca agar dapat melakukan penelitian pada pelabelan

super (a, d)-H antimagic total covering pada amalgamasi graf kipas amal(Fn, Pn, 2)

dengan n ≥ 2 untuk d ≤ 19 untuk d ∈ {12, 15, 16, 18, 19}. Serta untuk pelabelan

super (a, d)-H antimagic total covering pada gabungan saling lepas amalgamasi

graf kipas m amal(Fn, Pn, 2) dengan n ≥ 2 dan m ≥ 2 untuk d ≤ 41 untuk d

selain dari d ∈ {1, 3, 5, 7, 9, 11}.
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