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MOTTO

"Pertempuran hidup tak selalu dimenangkan oleh orang yang lebih
kuat atau lebih cepat, karena cepat atau lambat, dia yang berjaya,
adalah dia yang berpikir dia bisa."

(Napoleon Hill)*)

"Makin Sulit Perjuangannya, Makin Besar Kemenangannya."

(Thomas Paine)**)

"Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan.
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan."

( terjemahan QS.Al-Insiroh:5-6)***)

*)  Napoleon Hill from ”The Law of Success”, dikutip dalam buku Napoleon Hill ”Selling-
You”
**) http:/ /katabijakinspirasiku.blogspot.com/2014/05/100-inspirations-

from-thomas-paine-kata.html
**%) Departemen Agama Republik Indonesia. 2004. Al-Qur’an dan terjemahannya.

Bandung. CV Penerbit J-ART
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RINGKASAN

Analisis r-Dynamic Vertexr Coloring pada Hasil Operasi Graf Khusus;
Nur Ica Wulandari, 101810101003; 2015: 99 halaman; Jurusan Matematika, Fakul-

tas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Jember.

Teori graf banyak mengalami perkembangan yang sangat luas. Salah satu
topik yang menarik untuk dikaji adalah masalah pewarnaan. Pewarnaan memi-
liki tiga macam, yaitu pewarnaan titik (vertex coloring), pewarnaan sisi (edge
coloring), dan pewarnaan wilayah (region coloring). Penggunaan warna yang
berbeda untuk mewarnai semua titik pada graf dimana setiap dua titik yang ter-
hubung diberi warna yang berbeda disebut pewarnaan titik. Dalam pewarnaan
titik, tidak hanya memberi warna tetapi juga menghasilkan banyaknya warna
minimum yang didapatkan biasanya disebut bilangan kromatik yang dinotasikan
dengan x(G). Selain itu, dikenal juga fungsi pewarnaan yang ditentukan dari
keteraturan bilangan kromatik. Terdapat topik baru yang masih dalam ruang
lingkup pewarnaan titik yaitu r-Dynamic Vertex Coloring atau yang biasa dise-
but pewarnaan titik dinamis. r-Dynamic Verter Coloring ini sifatnya juga hampir
mirip dengan pewarnaan titik. Pewarnaan titik dapat diterapkan pada graf yang
merupakan hasil operasi dari beberapa graf khusus. Adapun macam-macam pen-
goperasian graf yaitu operasi Joint (G + H), Crown Product (G ® H), Tensor
Product (G ® H), Cartesian Product (GOH), Composition (G[F]), Shackle, dan
Amalgamation. Pada penelitian ini menggunakan metode penelitian eksploaratif
dan terapan. Penelitian eksploratif adalah jenis penelitian yang bertujuan meng-
gali hal-hal yang ingin diketahui oleh peneliti dan hasil penelitian dapat digunakan
sebagai dasar penelitian selanjutnya. Penelitian terapan (applied research) meru-
pakan penyelidikan yang hati-hati, sistematik dan terus-menerus terhadap suatu
masalah dengan tujuan untuk digunakan dengan segera untuk keperluan tertentu.
Penelitian ini bertujuan untuk mencari batas atas bilangan kromatik dan fungsi
pewarnaan titik pada graf yang dioperasikan serta menentukan pewarnaan titik

dinamis. Selain itu juga untuk mengetahui sifat komuatif dari operasi graf. Graf
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yang digunakan pada penelitian ini adalah graf roda (wheel), graf lintasan (path),
graf lingkaran (cycle), dan graf bintang (star). Pada penelitian ini menghasilkan

15 teorema dan 4 akibat dari teorema sebelumnya, antara lain:

1. Teorema 4.1.1 Misal G= (W, + P,)= (Pn + W,). Untuk n > 3 dan

m > 2, bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis G adalah

5, untuk n genap
X(G:(Wn+Pm):X4(G:(Wn+Pm>: .

6, untuk n gangil
2. Teorema 4.1.2 Misal G adalah joint dari graf roda dan graf lingkaran.

Untuk n > 3 dan m > 3, bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis
G = (W, + C,,) adalah

5, untuk n genap pada saat m genap
X(Wh + Cr) = xa(Ws + Cr) = g
6, untuk n ganjil pada saat m genap

6, untuk n genap pada saat m ganjil
X(Wn + Cr) = xs(Wy + Cr) = r ..
7, untuk n ganjil pada saat m ganjil
3. Teorema 4.1.3 Misal G adalah crown product dari graf roda dan graf lin-
tasan. Untuk n > 3 dan m > 2, bilangan kromatik dan pewarnaan titik

dinamis G adalah

3, untuk n genap
X(Wn © Pr) = x2(Wr, © Bp) = g .
4, untuk n gangil

4. Teorema 4.1.4 Misal G adalah crown product dari graf lintasan dan graf

roda. Untuk n > 3 dan m > 2, bilangan kromatik dan pewarnaan titik
dinamis G= (P,, ® W, ) adalah

4, untuk n genap
5, untuk n gangil

X
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10.

Teorema 4.1.5 Misal G adalah crown product dari graf roda dan graf
lingkaran. Untuk n > 3 dan m > 3, bilangan kromatik dan pewarnaan
titik dinamis G = (W,, © Cy,) adalah

XW, ©Cp) = x2(W, ® Cy) =4, untuk m genap
X(W, ©Cp) = x3(W, ® Cp) =4, untuk m ganjil

Akibat 4.1.1 Misal G= (W, ® P,,)= (P, ®W,,). Untukn >3 dan m > 2,
bilangan kromatik G adalah

X(Wn®Pm):2

Teorema 4.1.6 Misal G= (W, ® P,,)= (P, @W,,) untukn > 3 danm > 2,

pewarnaan titik dinamis G adalah

Akibat 4.1.2 Misal G adalah tensor product dari graf roda dan graf lingkaran.
Untuk n > 3 dan m > 3, bilangan kromatik G = (W,, @ C,,,) adalah

2, untuk m genap

x(W, ® Cp) = {

3, untuk m gangil

Teorema 4.1.7 Misal G adalah tensor product dari graf roda dan graf
lingkaran. Untukn > 3 danm > 3, pewarnaan titik dinamis G = (W,®C,,)
adalah

x(W,0C,,) = 2, untuk m genap

x2(W,OC,,) = 3, untuk m ganjil

Akibat 4.1.3 Misal G= (W,0P,)= (P,OW,). Untukn >3 danm > 2,


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

11.

12.

13.

14.

15.

bilangan kromatik G adalah

A(WaOOP,,) = 3, untuk n genap
4, untuk n gangil

Teorema 4.1.8 Misal G adalah cartesian product dari graf roda dan lin-
tasan. Untuk n > 3 dan m > 2, pewarnaan titik dinamis G = (W,0P,,)
adalah

x2(W,OPF,,) = 3, untuk m genap

x2(W,0OP,,) = 4, untuk m ganjil

Akibat 4.1.4 Misal G adalah cartesian product dari graf roda dan graf
lingkaran. Untuk n > 3 dan m > 3, bilangan kromatik dan pewarnaan
dinamis G = (W,0C,,) adalah

3, untuk m genap dan m ganjil pada saat n genap

x(W,0OC,,) = {

4, untuk m genap dan m gangil pada saat n ganjil

Teorema 4.1.9 Misal G adalah cartesian product dari graf roda dan lingkaran.
Untuk n > 3 dan m > 3, pewarnaan titik dinamis G = (W,0C,,) adalah

x2(W,OC,,) = 3, untuk m genap dan m ganjil pada saat n genap
x3s(W,,0C,,) = 4, untuk m genap dan m ganjil pada saat n ganjil

Teorema 4.1.10 Misal G= (W,,[P,])= (Pn[Wa]). Untukn > 3 dan m > 2,

bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis G adalah
XWo[Pn]) = xs(Wy[Pn]) = 6, untuk n genap

XWolPn]) = xe(Wa[Pn]) = 8, untuk n ganjil

Teorema 4.1.11 Misal G adalah composition dari graf roda dan graf lingkaran.

Untuk n > 3 dan m > 3, bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis G

X1
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16.

17.

18.

19.

adalah
XWLICnl]) = xs(WL[Cn]) =9, untuk n genap pada saat m ganjil
XWLICn]) = xs(W,L[Ch]) = 6, untuk n genap pada saat m genap

XWLICw]) = xs(WL[Cn]) = 8, untuk n ganjil pada saat m genap
XWLICn]) = xs(WL[C)) = 12, untuk n ganjil pada saat m ganjil
Teorema 4.1.12 Misal G adalah amalgamation dari hasil operasi joint graf

roda dan graf lintasan. Untuk n > 3 dan m > 2, bilangan kromatik dan

pewarnaan titik dinamis G = (Amal(W,, + P,,,v = 1,r)) adalah

5, untuk
x(Amal(Wp+Pp, v = 1,7)) = xa(Amal(Wy+Py,v = 1,7)) , untuk n genap
6, untuk n ganjil

Teorema 4.1.13 Misal G adalah amalgamation dari hasil operasi joint graf
bintang dan graf lintasan. Untuk n > 3 dan m > 2, bilangan kromatik dan

pewarnaan dinamis G = (Amal(S,, + P,,,v = 1,7)) adalah

x(Amal(S, + Pp,v=1,1)) = x3(Amal(S,, + Pp,v=1,1)) =4
Teorema 4.1.14 Misal G adalah shackle dari graf hasil operasi joint graf

bintang dan graf lintasan. Untuk n > 3 dan m > 2, bilangan kromatik dan

pewarnaan dinamis G = (Shack(S,, + P, r)) adalah

x(Shack(Sy + P, 7)) = x3(Shack(Sy + P, 7)) =4

Teorema 4.1.15 Misal G adalah shackle dari graf hasil operasi joint graf
roda dan graf lingkaran. Untuk n > 3 dan r > 3, bilangan kromatik dan

xii
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pewarnaan dinamis G = (Shack(W,, + Cy,, 7)) adalah

5, untuk n genap m genap

6, untuk n ganjil m genap

X(Shack(Wy+Cp, 1)) = Xa(Shack(Wy,+C,, 1)) = {

xiil


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

KATA PENGANTAR

Puja dan puji syukur ke hadirat Allah Swt atas segala rahmat dan hidayah-

Nya sehingga penulis dapat menyelesaikan skripsi yang berjudul Analisis r-Dynamic

Vertex Coloring Pada Hasil Operasi Graf Khusus. Skripsi ini disusun untuk

memenuhi salah satu syarat untuk menyelesaikan pendidikan strata satu (S1) pada

Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Univer-

sitas Jember.

Pada kesempatan ini penulis mengucapkan terima kasih atas bantuan, waktu,

bimbingan dan dukungan dalam penyusunan skripsi ini, terutama kepada yang

terhormat:

. Dekan Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Jem-
ber;

. Ketua Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam Universitas Jember;

. Ika Hesti Agustin, S.Si., M.Si. selaku Dosen Pembimbing Utama I dan Prof.
Drs. Dafik, M.Sc.,Ph.D. selaku Dosen Pembimbing Anggota yang telah
meluangkan waktu, pikiran, dan tenaga serta perhatian dalam penulisan

skripsi ini;

. Kosala Dwidja Purnomo, S.Si., M.Si. selaku Dosen Penguji I dan M. Ziaul
Arif, S.Si., M.Sc. selaku Dosen Penguji I1;

. segenap dosen dan karyawan Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam Universitas Jember;

. dua orang terhebatku ibunda Nur Sholikhah dan ayah Yudi Sumarsongko
terima cinta kasih yang senantiasa memberikan cinta kasih, dukungan, se-
mangat, do’a dan tetesan keringat serta air mata yang mengiringi setiap
langkahku, juga Adik tersayangku M. Yudho Febriansyah terima kasih banyak

atas do’a, dukungan dan kasih sayangnya;,

X1v


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

7. para pejuang graf: Muafa, Rida, Karin, Latifah, Sari, Misy, Anang, Hendry,
Fia, Diana, Khusnul dan semuanya, yang selalu memberi dukungan untuk

terus maju dan tetap semangat;
8. keluarga besar MATHGIC 2010, terima kasih telah menjadi keluarga bagiku;

9. Almamater tercinta dari Taman Kanak-kanak Al- Muttaqin, SDN Tlo-
gopatut 2, SMPN 1 Kebomas, SMAN 1 Manyar, dan MIPA UNEJ;

10. semua pihak yang telah membantu terselesaikannya skripsi ini.

Semoga bantuan, bimbingan, dorongan dan semua yang beliau-beliau berikan
dapat menjadi nilai ibadah dan amal baik oleh dan di ganjar balasan yang sesuai
dari-Nya. Selain itu, penulis juga menerima segala kritik dan saran dari semua
pihak demi kesempurnaan skripsi ini. Akhirnya penulis berharap, semoga skripsi

ini dapat bermanfaat.

Jember, Juni 2015

Penulis

XV


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

DAFTAR ISI

HALAMAN JUDUL . . . . . . . oot e et e e e e e e i
HALAMAN PERSEMBAHAN . .. ... ... ... .. ..... il
HALAMAN MOTTO . . . . . . ittt et et e e e e iii
HALAMAN PERNYATAAN . . .. .. ittt i . iv
HALAMAN PERSETUJUAN . . . .. . ... v vvv .. vi
HALAMAN PENGESAHAN . ... ... ... ... vii
RINGKASAN . . . e e e e e e e e e e e e e e e e viii
PRAKATA . . . . i i e e e et ettt ot e a e s on e xiv
DAFTARISI . . . . . e e e e e e e e e e e e e xvi
DAFTAR GAMBAR . . . . . . ittt i it e et xviii
DAFTAR TABEL . . . . . . . . ittt it e e i e xxi
DAFTAR LAMBANG . . . . . . o it et e e e e e e e e e xxii
1 PENDAHULUAN . . . . . . ittt e e e e e e e e e e e e 1
1.1 Latar Belakang Masalah . . . . . . ... .. .. ... ....... 1
1.2 Rumusan Masalah . . . .. ... ... ... ... ... 2
1.3 Batasan Masalah . . . . . . ... ... ... ... ... 3
1.4 Tuyjuan Penelitian . . . . . . ... ... .. ... ... ... ... . 3
1.5 Mambaat . . . .0 1400 .. .. AT . . 4. . . 4

2 TINJAUAN PUSTAKA . . . . .. . i ittt e 5
2.1 Terminologi Dasar Graf. . . . . . . ... ... ... ........ 5
2.2 PcogainaalisGraiiss s, B 4 . . . . . 7
2.2.1 Pewarnaan Titik (Vertex Coloring) . . . . . . ... . ... 7

2.2.2 Pewarnaan Sisi (Edge Coloring) . . . . . . . .. ... ... 7

2.2.3 Pewarnaan Wilayah (Region Coloring) . . . . . ... ... 8

2.3 r-Dynamic Vertex Coloring . . . . . . . . . .. .. ... ..... 9
2.4 Fungsi Injektif, Surjektif dan Bijektif . . . . ... ... ... ... 9
2.5 Graf Khusus dan Operasi Graf . . . . . . ... ... ... .. ... 11
AONAplikasi .. . . . BN .- N . .Y ... ... .. S 18
2.7 Hasil-hasil Pewarnaan Titik . . . ... ... .. ... ... .... 22

Xvi


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

METODE PENELITIAN . .. ... ... ... .. 24

3.1 Jenis Penelitian . . . . . . .. ... o 24
3.2  Graf Kajian Pewarnaan Titik . . . .. ... ... ... ... ... 24
3.3 Rancangan Penelitian . . . . . . .. .. ... o000 24

HASIL DAN PEMBAHASAN . . ... ... . . 0000 ... 27
4.1 Bilangan Kromatik, r-Dynamic Vertex Coloring, dan Fungsi Pe-

warnaan Titik . . . . . . ..o oo 27

4.2 Pembahasan . . . . . .. .. ... 95
KESIMPULAN DAN SARAN . ... ... ... ... ..., 100
51 KEmpllan . .. . g™ N  aee. . . . . . 9 . .. 100
5 Sdran . . . B .. . A0 . . ... ... 102
DAFTAR PUSTAKA . . . . . . e e e e e e e e e 103

XVil


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
24l
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18
2.19
2.20
2.21
07

3.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

DAFTAR GAMBAR

Contoh graf G . . . . . . . . . . . ..

Pewarnaan titik . . . . . ...

Pewarnaan Sisi . . . . . . ...

Pewarnaan Wilayah . . . . . . . ... ... .. ... ... ... ..

Contoh r-Dynamic Vertex Coloring . . . . . . . . . . . .. . ...

(

a) fungsi injektif, (b) fungsi surjektif dan (c) fungsi bijektif

Graf Lengkap Ky dan K5 . . . . . . . .. ... ... ... .....
Graf Lintasan Psdan Py . . . . . . . . . . . ... ... ......
Graf Lingkaran Cy, C5, dan Cg . . . . . . . . . . ... ... ...
Graf Roda Wg . . . . . . . . . ..
GEEFEtong SANRMEN ¥ @ < SENA. . . 9 . . .
Graf Bunga Matahari SF5 . . . .. ... ... ... . ... ...,
Graf Tangga Permata DI . . . . . .. ... ... ... .. ....

Contoh operasi Joint . . . . . . . .. ... ... ... ...

Contoh operasi Crown Product . . . . . . . .. . . .. ... ...

Contoh operasi Tensor Product . . . . . . . .. . . .. ... ...

Contoh operasi Cartesian Product . . . . . . . . ... ... ...

Contoh operasi Composition . . . . . . . . . .. . ... .. ....

Contoh operasi Amalgamation . . . . . . .. ... .. ... ...

Contoh operasi Shackle . . . . . . .. .. .. ... ... .....

Representasi Graf Berbasis Interferensi Gelombang . . . . . . . .

Representasi Graf Berbasis Algoritma Welch-Powell . . . . . . ..

Rancangan Penelitian . . . . . . . . .. .. ... ...

(
(
(
(
(

a) Wydan Py (b) (Wy+P3) (¢) (Ps+Wy) . . . . oo oL
a) Pewarnaan titik (W5 + P;) dan (b) Pewarnaan titik (W, + Ps)
a) Wydan C3 (b) Wy +Cs) . . . . . . .. oo
a) Pewarnaan titik (W, + C3) (b) Pewarnaan titik (W5 + Cj)
a) Pewarnaan titik (W, + C4) (b) Pewarnaan titik (W5 + Cy)

XViii

© oo 0o 0o O

10
11
12
12
12
13
13
14
14
15
15
16
17
17
18
21
22

26

29

33

35
36


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

4.6
4.7
4.8
4.9

a) Pewarnaan titik (W5 + P3) (b) Pewarnaan titik (W, + Ps)
a) Pewarnaan titik (P; © W5) (b) Pewarnaan titik (P3 © Wy)
4.10 (a) Pewarnaan titik (W5 ® C3) (b
4.11 (a) Pewarnaan titik (W, ® Cy) (b
(
4.13 (a) Pewarnaan titik (W, ® P3)

(b) Pewarnaan titik (W5 @ Ps)

414 (a) Wydan C3 (b) Wy ®C3) .. o oo oo oo i oo oo
Pewarnaan titik (W, ® C3) . .
Pewarnaan titik (W; ® Cy) . .
POWY . oo

)
)
)
)
)
)
)
)
)
4.15 (a) Pewarnaan titik (W, ® Cj3)
4.16 (a) Pewarnaan titik (W, ® Cy)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
( (b
(
4.17 (a) Wy dan P3 (b) (W,0P) (c)
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

(b

(
)

)
)

4.18 (a) Pewarnaan titik (W,0P3) (b) Pewarnaan titik (W;0Ps)

4.19 (a W4 dan Cg (b) (W4|:|03) ....................

4.20 (a) Pewarnaan titik (W,0C}3)
4.21 (a) Pewarnaan titik (W,01C})
4.22 (a W4 dan P3 (b) (W4[P3]) b

b) Pewarnaan titik (W50Cs)
)

(
(b) Pewarnaan titik (WW50Cy)
)

4.25 (a) Pewarnaan titik (W,[C3]) (b) Pewarnaan titik (W5[Cs]) . . . .
4.26 (a) Pewarnaan titik (W,[Cy]) (b) Pewarnaan titik (W5[Cy4]) . . . .
(

4.27 (a) Wy dan P3 (b) (Wy+ Ps) (¢) (Amal(W,, + Pp),v = 1,7)

4.28 (a) Pewarnaan titik Amal(W, + P5,v = 1,4) (b) Pewarnaan titik

Amal(Ws + Ps,o=1,4) . .. . 000000
4.29 (a) Sy dan P, (b) S4+P; (¢) (Amal(Sy + P2),v=1,4). . . . ..
4.30 Pewarnaan titik Amal(Sy + Ps,v=1,4) . .. .. .. ... ...
4.31 (a) S, dan P, (b) (Sp+Pn) (c) Shack(S, + Pp,r) . . .. ...
4.32 Pewarnaan titik Shack(Sys+ P, v=1,3) . . . . ... ... ...
4.33 (a) Wy dan C5 (b) (W4 dan C3) (¢) Shack(Wy+ C3,v=3) . . . .
4.34 (a) Pewarnaan titik Shack(W, + Cs,v = 3) (b) Pewarnaan titik

Shack(Ws+Cs,v=3) . . . . ... . i

Xix

a) Wydan Py (b) (W, O Ps) . o . o oo oo oo

a) Wydan C3 (b) (W, & Cs) . . . . ..o oo
) Pewarnaan titik (W, ® C3) . .
) Pewarnaan titik (W; © Cy) . .

4.12 (a) Wydan P3 (b) (W4 @ P3) (c) (Ps@Wy) . . .. ... ... ..
)

(b) (Pa[Wa]) 4. ... ...
4.23 (a) Pewarnaan titik (W,[Ps]) (b) Pewarnaan titik (W5[Ps]) . . . .
4.24 (a W4 dan 03 (b) (W4[C3]) ....................

40
43
46
47
48
52
93
96
o7
58
61
63
65
67
68
70
72
75
77
78
81


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

4.35 (a) Pewarnaan titik Shack(Wy + Cy,v = 1,3) (b) Pewarnaan titik
Shack(Ws + Cypyo=1,3) . . . . . .o


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

DAFTAR TABEL

2.1 Kuat Medan Listrik Dua Sebarang Radio . . . . . . .. ... ... 20

2.3 Hasil pewarnaan titik dan r-Dynamic Coloring penelitian terdahulu 23

4.1 Tabel Sifat Komutatif . . . . . . . . . . . .. ... .. ... ... 98

poel


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

DAFTAR LAMBANG

Graf G

Sebarang graf tak berarah dengan V' adalah himpunan tak ko-
song dari semua titik dan £’ adalah himpunan sisi

Titik ke-n pada suatu graf

Sisi ke-n dari suatu graf

Himpunan titik dari graf G yang disebut order

Himpunan sisi dari graf G yang disebut ukuran (size)
Kardinalitas titik dari graf G

Kardinalitas sisi dari graf G)

Graf H

Titik ke-i pada graf pertama yang akan dilakukan pengoperasian
Titik ke-j pada graf kedua yang akan dilakukan pengoperasian
Titik ke-i dalam komponen graf pertama dan titik ke-j pada kom-
ponen graf kedua

Titik pusat dengan shackle sebanyak k

Graf roda dengan titik yang berderajat 1 sebanyak n

Graf lintasan dengan titik sebanyak n

Graf lingkaran dengan titik sebanyak n

Graf lintasan dengan titik yang berderajat 1 sebanyak n

xXxil


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

BAB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf adalah cabang dari ilmu matematika yang penerapannya masih
banyak digunakan dalam kehidupan sehari-hari. Sejarah perkembangan teori
graf telah memperkenalkan seorang matematikawan dari Swiss bernama Leonard
Euler pada tahun 1936 yang berhasil memecahkan masalah jembatan yang be-
rada di kota Konigsberg. Permasalahan yang muncul pada jembatan Konigsberg
adalah kemungkinan bisa atau tidaknya melewati ketujuh jembatan di Konigsberg
yang masing-masing tepat satu kali dan kembali lagi ke tempat semula. Euler
memecahkan masalah tersebut dengan cara memodelkannya menjadi graf yaitu
menggambarkan keempat daratan sebagai titik, sedangkan ketujuh jembatan se-
bagai sisi yang menghubungkan setiap daratan.

Teori graf banyak mengalami perkembangan yang sangat luas. Salah satu
topik yang menarik untuk dikaji adalah masalah pewarnaan. Pewarnaan memi-
liki tiga macam, yaitu pewarnaan titik (vertex coloring), pewarnaan sisi (edge
coloring), dan pewarnaan wilayah (region coloring). Penggunaan warna yang
berbeda untuk mewarnai semua titik pada graf dimana setiap dua titik yang ter-
hubung diberi warna yang berbeda disebut pewarnaan titik. Dalam pewarnaan
titik, tidak hanya memberi warna tetapi juga menghasilkan banyaknya warna
minimum yang didapatkan biasanya disebut bilangan kromatik yang dinotasikan
dengan x(G). Selain itu, dikenal juga fungsi pewarnaan yang ditentukan dari
keteraturan bilangan kromatik. Terdapat topik baru yang masih dalam ruang
lingkup pewarnaan titik yaitu r-Dynamic Vertex Coloring atau yang biasa dise-
but pewarnaan titik dinamis. r-Dynamic Vertex Coloring ini sifatnya juga hampir
mirip dengan pewarnaan titik yang dinotasikan dengan y,.(G).

Penelitian Alauddin (2009) mengkaji bilangan kromatik dari graf prisma
yang merupakan graf hasil operasi kartesian dari graf lintasan (P) dengan sikel

(Cr). Lu (2013) mengkaji penelitian pewarnaan titik pada graf bipartit. Ardian-
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syah (2013) melakukan penelitian terhadap bilangan kromatik hasil amalgamasi
dua buah graf. Kaiser (2014) mengkaji pewarnaan titik pada graf pesawat (Plane
Graph). Harsya et al. (2014) meneliti mengembangkan pewarnaan titik pada op-
erasi graf sikel dengan graf lintasan. Irwanto and Dafik (2014) juga menentukan
bilangan kromatik pada graf roda untuk n > 5, graf helm F,, dengan n > 4, graf
anti prisma H,, untuk m > 4, graf prisma untuk H,; n > 4, dan graf kipas F},
untuk n > 4. Hasil penelitian untuk r-Dynamic Vertex Coloring pada tahun yang
paling terbaru yaitu 2015 dikaji oleh Mohanapriya et al. (2015) yang menentukan
pewarnaan dinamis pada graf 4-Regular with Girth-3, kemudian peneliti yang
bernama Lai and Montgomery (2002) melakukan penelitian pada graf Particular.

Berdasarkan uraian tersebut, maka penulis akan meneliti lebih lanjut men-
genai pewarnaan titik pada operasi graf yang disajikan beserta r-Dynamic Vertex
Coloring. Operasi graf adalah pengoperasian pada dua graf untuk memperoleh
graf baru dengan banyak cara. Adapun macam -macam pengoperasian graf yaitu
operasi Joint (G+H),Cartesian Product (GOH), Crown Product (GO H), Tensor
Product (G ® H), Composition (G[F)), Shackel (Shack(G,r)), dan Amalgama-
tion (Amal(G,v = 1,r)). Dalam penelitian ini, graf khusus yang digunakan yaitu
graf roda, graf bintang, graf lingkaran dan graf lintasan sehingga diperlukan bi-
langan kromatik dan fungsi pewarnaan titik dalam menyelesaikannya. Penulis
juga membuktikan sifat komutatif dari operasi graf yaitu yaitu operasi Joint
(G + H),Cartesian Product (GOH), Crown Product (G ® H), Tensor Product
(G ® H), Composition (G[F]). Dua graf yang dioperasikan kemudian dianalisis
sifat komutatifnya serta dibuktikan untuk menunjukkan operasi graf yang memi-
liki sifat komutatif. Hasil operasi dari beberapa graf dicari r-Dynamic Vertex

Coloring sehingga mendapatkan bilangan kromatik titik dinamis.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah dalam penulisan tugas akhir ini menurut latar belakang

diatas antara lain:

a. bagaimana menentukan kardinalitas sisi dan titik dari operasi Joint, Crown

Product, Tensor Product, Cartesian Product, Composition, Shackle, Amal-
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1.3

1.4

pada

gamation pada graf roda, graf bintang, graf lingkaran dan graf lintasan?

bagaimana menentukan pewarnaan titik dari operasi Joint, Crown Product,
Tensor Product, Cartesian Product, Composition, Shackle, Amalgamation

pada graf roda, graf bintang, graf lingkaran dan graf lintasan?

bagaimana sifat komutatif dari operasi Joint, Crown Product, Tensor Prod-

uct, Cartesian Product, dan Composition?

bagaimana menentukan r-Dynamic Vertex Coloring dari operasi Joint, Crown
Product, Tensor Product, Cartesian Product, Composition, Shackle, Amal-

gamation?

Batasan Masalah

Adapun batasan masalah dari penulisan tugas akhir ini yaitu:

pada graf tidak berarah dan konektif;

graf khusus yaitu graf roda, graf bintang, graf lingkaran dan graf lintasan
pada operasi graf Joint (G + H),Cartesian Product (GOH), Crown Prod-
uct (G ® H), Tensor Product (G ® H), Composition (G[F]), Shackel
(Shack(G,r)), dan Amalgamation (Amal(G,v = 1,r));

analisa sifat komutatif dari operasi Joint, Crown Product, Tensor Product,

Cartesian Product, dan Composition.

Tujuan Penelitian
Sesuai dengan rumusan masalah dan latar belakang diatas, maka tujuan

penelitian ini antara lain:

menentukan graf operasi pada graf roda, graf bintang, graf lingkaran dan

graf lintasan;

menentukan bilangan kromatik dan fungsi pewarnaan titik;

. mengetahui sifat komutatif terhadap kardinalitas sisi dan titik, keisomor-

fisan dan pewarnaan titik;
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1.5

menentukan r-Dynamic Vertex Coloring pada setiap hasil operasi graf.

Manfaat

Manfaat yang diharapkan dari penulisan tugas akhir ini antara lain:

. meningkatkan pemahaman mengenai operasi graf;

. meningkatkan pengetahuan baru dalam ruang lingkup pewarnaan titik pada

operasi graf dan sifat komutatifnya;

. memberi motivasi pada peneliti lain untuk memperluas penelitian tentang

pewarnaan titik menggunakan r-dynamaic coloring;

. hasil dari penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pengembangan

ilmu dan aplikasi dalam masalah pewarnaan titik.
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Terminologi Dasar Graf

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E) ditulis dengan
notasi G = (V,E). V merupakan himpunan tidak kosong yang elemen-elemennya
disebut titik(vertex) dan E himpunan boleh kosong yang elemen-elemennya dise-
but sisi(edge). Vertex digambarkan sebagai sebuah titik atau node, pada graf
dapat dinomori dengan huruf, bilangan asli, atau dengan menggunakan huruf dan
angka (bilangan asli). Sisi digambarkan garis yang menghubungkan dua vertex
yang disebut (endvertices). Definisi graf menyatakan bahwa V' tidak boleh kosong,
sedangkan E boleh kosong. Jadi sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi,
tetapi harus memiliki titik.

Misal graf G mempunyai titik u dan v. Jarak dari titik u ke titik v dino-
tasikan dengan dist(u,v) adalah panjang lintasan terpendek dari titik u ke titik
v. Sebagai contoh Gambar 2.1 jarak dari titik v; ke v15 adalah 3. Diameter dari
sebuah graf G adalah jarak maksimum dari sebarang dua titik. Panjang dari sikel
terpendek di G disebut girth. Girth dari graf G pada Gambar 2.1 adalah 3 dan
mempunyai diameter 6.

Titik u pada graf G dikatakan bertetangga (adjacent) pada v, jika terdapat
sisi e diantara u dan v ditulis e = wv. Dengan kata lain, v dan v bersisian
(incident) dengan sisi e. Gambar 2.1 menunjukkan titik v; bertetangga dengan
titik v, dan v3, tetapi tidak bertetangga dengan v4. Titik vg bersisian dengan sisi
v3vg dan vgv1o. Sedangkan titik v, bertetangga dengan titik v; dan vg, sehingga
titik vy bersisian dengan sisi vyvy dan vyvg.

Notasi dari jalan (walk) pada suatu graf dapat dituliskan Aje; AseqAs.... A, 4
en_14, adalah barisan titik dan sisi terhingga dan bergantian dari titik-titik dan
sisi-sisi dalam suatu graf dengan ketentuan tiap sisi e; menempel pada A; dan
A; dan jika e; bukan merupakan sebuah loop (Hartsfield dan Ringel, 1994). Loop

adalah sebuah sisi yang menghubungkan sebuah titik dengan dirinya sendiri. Jika
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ada dua buah sisi atau lebih yang mempunyai dua titik yang sama disebut sisi
multiple(multiple edges). Graf yang tidak mempunyai sisi multiple dan loop
disebut graf sederhana. Sebuah graf dikatakan multigraph jika graf tersebut
mempunyai sisi multiple tetapi tidak mempunyai loop. Sedangkan graf yang
mempunyai sisi loop dan multiple disebut pseudograph.

Sebuah jalan (walk) dengan panjang n dimana n = 0 dari titik a ke titik b
pada graf G adalah barisan titik dan sisi di GG, yang diawali dan diakhiri dengan
titik, yaitu a = wy, eqg, V1, €1, V2, €2, V3, ..., Upn_1, €n_1,V, = b sehingga v;v; + 1 =
e; adalah sisi di G untuk setiap ¢=0,1,...,n — 1. Jalan dikatakan tertutup jika
titik awal dan titik akhirnya sama, yaitu @ = b. Lintasan (path) adalah jalan
yang semua titiknya berbeda. Jika semua sisinya berbeda maka jalan disebut
jejak (trail). Jalan tertutup dengan barisan titik yang berbeda disebut sikel
(cycle). Dari Gambar 2.1 yang merupakan jalan adalah vy, vs,vg, v11,v13 dan

V1, U3, Uy, U7, Vg, V19 Merupakan lintasan.

U1 (%)
Q/O Q @Q
U3 4 Us (2
v
%@ Vg Ug}) V11
V12 V13

Gambar 2.1 Contoh graf G

Derajat (degree) sebuah titik v pada graf G adalah banyaknya sisi yang
bersisian (incident) pada v, dengan kata lain jumlah sisi yang memuat v sebagai
titik ujung. Titik yang mempunyai derajat nol disebut titik terisolasi (isolated
verter). Titik dengan derajat satu disebut titik akhir (end vertex) atau daun
(leaf). Jika semua titik pada graf G mempunyai derajat yang sama d maka

dikatakan graf regular. Derajat terkecil dari suatu graf G adalah derajat terke-
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cil yang dimiliki suatu titik diantara titik-titik lain sedangkan derajat terbesar
adalah derajat terbesar yang dimiliki suatu titik diantara titik-titik yang lain.
Notasi untuk derajat terkecil dapat dituliskan dengan §(G), untuk derajat terbe-
sar dinotasikan dengan A(G). Pada Gambar 2.1 menunjukkan titik vy,v9,v8,011
mempunyai derajat terkecil yang sama yaitu §(G)=2 dan untuk derajat terbesar

dimiliki titik vy,vs,v9,07,010 yaitu A(G)=4.

2.2 Pewarnaan Graf

Pewarnaan graf adalah suatu bentuk pelabelan graf, yaitu dengan mem-
berikan warna pada elemen graf. Terdapat tiga macam persoalan pewarnaan
graf, meliputi pewarnaan titik (vertex coloring), pewarnaan sisi (edge coloring),

dan pewarnaan wilayah (region coloring).

2.2.1 Pewarnaan Titik (Vertex Coloring)

Pewarnaan titik pada graf G adalah memberikan warna berbeda pada setiap
titik pada graf G' yang bertetangga sehingga tidak ada dua titik yang bertetangga
dengan warna yang sama. Dalam pewarnaan titik juga mengenal istilah bilan-
gan kromatik yang sangat erat kaitannya, yaitu masalah menentukan banyaknya
warna minimum yang diperlukan untuk mewarnai titik-titik pada graf sehingga
dua titik yang bertetangga mempunyai warna yang berbeda.

Suatu bilangan k£ yang terkecil sedemikian hingga graf G dapat diwarnai
dengan k£ warna disebut bilangan kromatik dari graf G' disimbolkan x(G). Apabila
suatu graf G dapat diwarnai dengan k& minimal dari n warna, maka G dikatakan

memiliki bilangan kromatik n(x(G) = n). Lihat pada Gambar 2.2.

Teorema 2.2.1. Jika G adalah sebuah graf khusus dengan p titik dan q sisi dan
G mempunyai bilangan kromatik x maka hubungannya (x — 1)p < 2q (Ringel,
1994).

2.2.2 Pewarnaan Sisi (Edge Coloring)
Sebuah pewarnaan sisi pada graf G adalah pewarnaan semua sisi G' sedemikian

hingga setiap dua sisi yang terkait pada titik yang sama mendapatkan warna yang
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VI

Gambar 2.2 Pewarnaan titik

berbeda (Budayasa, 2007). Jika G mempunyai pewarnaan sisi-k, maka dikatakan
sisi-sisi di G’ diwarnai dengan k warna. Contoh pewarnaan sisi dapat dilihat pada
Gambar 2.3.

L

Gambar 2.3 Pewarnaan Sisi

2.2.3 Pewarnaan Wilayah (Region Coloring)

Pewarnaan wilayah adalah pemberian pada setiap wilayah pada graf se-
hingga wilayah yang bertetangga tidak memiliki warna yang sama. Biasanya
sering dipakai untuk mewarnai peta. Contoh pewarnaan wilayah dapat dilihat
pada Gambar 2.4.

Gambar 2.4 Pewarnaan Wilayah
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2.3 r-Dynamic Vertexr Coloring

Lai dan Montgomery (2012) menyatakan sebuah k-pewarnaan titik dikatakan
pewarnaan titik dinamis jika untuk setiap titik v € V(G) dengan d(v) > 2. d(v)
merupakan derajat sebuah titik v yaitu jumlah sisi yang memuat v sebagai titik
ujung. Titik yang saling bertetangga mempunyai dua warna yang berbeda. Jum-
lah warna r-dynamic dari graf G' dinotasikan x,.(G) merupakan warna minimum
k pada graf G. Jumlah berwarna 1- Dynamic pada graf G adalah nilai warna
yang diperkenalkan sebagai Chromatic Number dan dinotasikan x(G) dan untuk
jumlah Dynamic > 2 pada graf G adalah nilai warna yang diperkenalkan sebagai
r-Dynamic Chromatic Number. Lebih jelasnya dapat ditunjukkan pada Gambar
2.5.

1 — Dynamic 2 — Dynamic

3 — Dynamic

Gambar 2.5 Contoh r-Dynamic Vertex Coloring

2.4 Fungsi Injektif, Surjektif dan Bijektif
Fungsi merupakan sebuah pemetaan yang biasanya ditulis ” f”. Fungsi ” f”
dari himpunan A ke himpunan B, ditulis dengan notasi f : A — B, adalah aturan

korespondensi yang menghubungkan setiap = € A dengan tepat satu anggota B.
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Himpunan A yaitu himpunan yang memuat elemen pertama dari elemen-elemen
dalam f, disebut domain fdan dapat dinyatakan sebagai D;. Himpunan B yaitu
himpunan yang memuat elemen kedua dari elemen-elemen dalam f, disebut range
f dan dinyatakan sebagai R;. Notasi : f : A — B menunjukkan bahwa f
merupakan fungsi dari A ke B, yang sering juga dibaca ” f adalah pemetaan dari
Ake B”, atau” f memetakan A ke B”. Jika (a,b) anggota dari f, maka b = f(a)
untuk (a,b) € f. Fungsi dapat digolongkan menjadi 3 golongan sebagai berikut :

1. Fungsi satu-satu (injektif) adalah sebuah pemetaan pada setiap elemen di
daerah kodomain yang berpasangan mempunyai pasangan elemen tepat satu
di daerah domain, V a; dan ay € A, a1 # as = f(a1) # f(a2).

2. Fungsi f: A — B disebut fungsi kepada atau fungsi surjektif < V b € B ,3
a € A = f(a) =b. Dengan kata lain, suatu kodomain fungsi surjektif sama

dengan kisarannya (range).

3. Fungsi f: A — B disebut fungsi bijektif apabila fungsi tersebut merupakan
fungsi injektif sekaligus surjektif.

Gambar 2.6 menunjukkan fungsi injektif, surjektif dan bijektif.

A B A B A B
N N A N N N
[ . ® . [ .

g o— | .
o e ® -0
[ ] @
[ . o — - [ ] .
A — 7 N/ . 7 N/ A

(@) (b) ()

Gambar 2.6 (a) fungsi injektif, (b) fungsi surjektif dan (c) fungsi bijektif
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2.5 Graf Khusus dan Operasi Graf

Graf khusus adalah sebuah graf yang memiliki karakteristik dan keunikan.
Keunikan yang dimiliki yaitu tidak isomorfis dengan graf yang lainnya. Karakter-
istik bentuknya memperluas order n tetapi simetris. Berikut ini terdapat beberapa

contoh dari graf khusus.

1. Graf Lengkap (Complete Graph)
Graf sederhana yang setiap titiknya terhubung ke titik lainnya oleh satu
sisi disebut graf lengkap. Dengan kata lain, setiap titiknya bertetangga
sehingga masing-masing memiliki derajat n-1. Graf lengkap dengan n buah
titik dilambangkan dengan K,, dengan jumlah sisi yang terdiri dari n buah

titik yaitu n(n—1)/2 sisi. Contoh graf lengkap pada Gambar 2.7 merupakan
graf K, dan K.

Q O

Ks Ky

Gambar 2.7 Graf Lengkap K4 dan Kj5

2. Graf Lintasan (Path)
Graf lintasan adalah graf sederhana dengan n titik dan dinotasikan sebagai

P, dengan n > 2. Contoh graf lintasan pada Gambar 2.8 merupakan graf
P; dan P;.

3. Graf Lingkaran (Cycle)
Graf lingkaran adalah graf sederhana yang terdiri dari n titik yang setiap
titiknya berderajat 2. Graf lingkaran dinotasikan dengan C),. Gambar 2.9

merupakan ilustrasi dari graf lingkaran.
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O O O

P, O O O O

Gambar 2.8 Graf Lintasan P3 dan Py

I H

Gambar 2.9 Graf Lingkaran Cy4, C5, dan Cg

4. Graf Roda (Wheel Graph)
Graf roda dinotasikan W,, dengan n > 3 adalah graf yang dibentuk dari graf
sikel C), dan satu titik yang dinotasikan dengan A yang bertetangga dengan
semua titik di sikel C,. Gambar 2.10 merupakan contoh dari graf Wj.

Gambar 2.10 Graf Roda W

5. Graf Bintang (Star Graph)
Graf bintang dinotasikan S,, dengan n > 3 adalah graf yang terdiri dari satu
titik pusat yang mempunyai derajat n dan n + 1 titik dan n sisi. Gambar

2.11 menunjukkan contoh dari graf Sg.
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O

Gambar 2.11 Graf Bintang Sg

6. Graf Bunga Matahari (Sun Flower Graph)

Graf Bunga Matahari adalah graf yang diperoleh dari sebuah graf roda W,
vang titik-titiknya adalah titik pusat c, v, v1, v2,v(,—1), dan penambahan n
buah titik wo, w1, ws, , wr—-1), dengan w; dihubungkan oleh sebuah sisi ke
j, V(1) untuk setiap ¢ = 0,1,2,,n — 1 dengan ¢ + 1 dalam modulo n. Graf
bunga matahari dinotasikan dengan SF,, mempunyai order 2n+1 dan 4n sisi
(Inayah, 2013). Gambar 2.12 merupakan sebuah ilustrasi dari graf bunga
matahari SF5.

Gambar 2.12 Graf Bunga Matahari SFj5

7. Graf Tangga Permata (Diamond Ladder Graph)
Graf tangga permata merupakan salah satu family dari graf tangga. Graf

tangga permata dinotasikan dengan DI, dimana V' (Dl,,) = x;, y;, zi;1 < i
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< n,1 <j<2ndan E(Dl,) = 2041, yiYir1: L <i <n—1U ;1 <i <
nU zjzj41;2 < j < 2n —2genap U 291, Yiz2i—1; 1 < @ < n. Contoh dari
graf tangga permata dapat dilihat pada Gambar 2.13.

()

N\

Gambar 2.13 Graf Tangga Permata Di3

Operasi graf adalah banyaknya cara untuk mendapatkan graf baru dengan
melakukan suatu operasi terhadap dua graf. Berikut diberikan macam-macam

operasi graf beserta contohnya.

Definisi 2.5.1. Graph Joint (G1+G5y) merupakan operasi joint yang dinotasikan
dengan G = Gy + Gy adalah graf G dimana V(G) =V (G1) UV (G3) dan E(G) =
E(G1)UE(Gy) U{zy|lz € V(G,),y € V(G3)}. Contoh operasi joint dapat dilihat
pada Gambar 2.14.

€ €2

G

Gambar 2.14 Contoh operasi Joint

Definisi 2.5.2. Crown Product (G ® H) adalah corona G ® H dari dua graf
G dan H adalah graf yang diperoleh dengan mengambil sebuah duplikat dari graf
G dan V(G)| duplikat Hy, H, ..., Hyy () dari H. Selanjutnya menghubungkan
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titik ke-i dari G ke setiap titik di H;,i =1,2,3,...,V(G). Contoh operasi Crown
Product untuk C3 ® P3 dapat dilihat pada Gambar 2.15.

T 1 To T T9 I €T
Y1 Y2 Ys
@2 @ W W
Y
n Y2

Y3

Gambar 2.15 Contoh operasi Crown Product

Definisi 2.5.3. Tensor Product (G1®Gs) dari dua graf Gy dan G adalah peng-
gabungan dari dua graf Gy dan Gy dan dinotasikan oleh G1 ® Gy. Tensor Product
mempunyai himpunan titik V(G ® Ga) = V(G1) = V(Gz2) dan himpunan sisi
E(G1 ® G2) = {(z1,92) (22, y2)|z122 € E(G1) dan y1y2 € E(Gq)} (Endrayana,
2013). Dapat dilihat pada Gambar 2.16.

x
! x1 T1Y2
n Y2
T3 ® @—O0 = T2yl Tali
T3Y1 T3Y2
Gy Go G1 ® Gy

Gambar 2.16 Contoh operasi T'ensor Product

Telah dilakukan penelitian sebelumnya mengenai Tensor Product oleh Hedet-

niemi pada tahun 1996 yang mengasilkan sebuah teorema sebagai berikut:

Teorema 2.5.1. Misal G dan G5 adalah dua buah graf sederhana, Tensor Prod-

uct dari Gy dan Gy yang dinotasikan dengan G = G1RG4, maka bilangan kromatik
X(G) = min{x(G1), x(G2)}.
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Definisi 2.5.4. Cartesian Product (G100Gs) adalah operasi perkalian pada dua
graf. Misalkan graf G1(Vi, Ey) dan Go(Va, Es) adalah graf G = (V, E), ditulis
G = G1 X Gy, sehingga V- = Vi x Vi, dan dua titik (x1,25) dan (y1,y2) di G
bertetangga jika dan hanya jika salah satu dari dua hal berikut berlaku x1 = 1

dan (x9,ys) € Fy atau xo = ys dan (z1,y1) € Ei. Contoh dapat dilihat pada
Gambar 2.17.

Xy

L2

Gl Gg G1DG2

Gambar 2.17 Contoh operasi Cartesian Product

Telah dilakukan penelitian sebelumnya mengenai Cartesian Product oleh

Sabidussi pada tahun 1954 yang mengasilkan sebuah teorema sebagai berikut:

Teorema 2.5.2. Misal G dan Gy adalah dua buah graf sederhana, Cartesian
Product dari Gy dan G5 yang dinotasikan dengan G = G10G,, maka bilangan
kromatik x(G) = max{x(G1), x(G2)}.

Definisi 2.5.5. Composition G[F| adalah graf dengan titik Vi x Vo dan x =
(x1 - x3) yang adjacent dengan y = (y1,y2) ketika [x1 adj x5 atau [x1 = y;
dan o adj yo| (Harrary, 2007). Gambar 2.18 merupakan contoh dari operasi

composition.

Definisi 2.5.6. Amalgamation dinotasikan dengan Amal(H;, vy;). Misalkan H;
suatu keluarga graf berhingga dan setiap Hi mempunyai suatu titik voi yang meru-
pakan titik terminal (Ardiansyah, 2013). Gambar 2.19 merupakan contoh dari

operasi Amalgamation.
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Gl G2

Gambar 2.18 Contoh operasi Composition

5

C4 Amal(C’4, V= 1, 4)

Gambar 2.19 Contoh operasi Amalgamation
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Definisi 2.5.7. Graph Shackle merupakan sebuah graf dengan notasi Shack(G1,-
G, ..., Gy) yang terbentuk dari k graf terhubung tak trivial Gy, Gs, ..., Gy, sehingga
untuk setiap s,t € [1,k — 1] dengan |s—t| > 2 berlaku G5 dan Gy tidak mempunyai
titik yang sama, dan untuk setiap i € [1,k — 1], G; dan Gi+ 1) mempunyai tepat
satu tititk yang sama disebut titik penghubung, dan k — 1 titik penghubung itu se-
mua berbeda. Dalam kasus ini ketika untuk setiap i € [1, k] isomorfik dengan graf
H, Shack(Gy,Gs,,Gy) dinamakan Shackle dari H, dinotasikan Shack(H,k).

Gambar 2.20 menunjukkan operasi Shackle.

O—O
O O——C
o—=oO
Ca Shack(Cy, 4)

Gambar 2.20 Contoh operasi Shackle

2.6 Aplikasi

Berbagai macam permasalahan sulit dipecahkan menggunakan perhitun-
gan dan pertimbangan biasa. Graf dapat membantu memodelkan masalah kemu-
dian dideskripsikan dan digambarkan secara jelas. Penyelesaian dalam graf dapat
dilakukan dengan mengubah objek diskrit menjadi titik-titik yang kemudian di-
hubungkan dengan sisi untuk menggambarkan permasalahan.

Salah satu contoh aplikasi graf adalah frekuensi gelombang radio. Radio
merupakan salah satu media penyebaran informasi saat ini yang dirasa semakin
berkembang. Masing-masing daerah mendapat alokasi frekuensi radio agar bisa
menikmati berbagai pilihan saluran yang diinginkan. Gelombang transmisi ra-

dio seringkali terjadi gangguan yang mengakibatkan suara menjadi tidak jelas
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sehingga pengguna media radio merasa tidak nyaman. Gangguan gelombang
atau yang sering disebut interferensi adalah peristiwa yang terjadi akibat dua
gelombang atau lebih yang saling berpadu sehingga menghasilkan pola interfer-
ensi maksimum dan minimum. Penggunaan telepon seluler, gelombang wifi, dan
berbagai aplikasi lainnya yang semakin bertambah tentunya juga menambah per-
masalahan yang perlu diatasi untuk menjaga stabilitas komunikasi. Banyaknya
pengguna yang memanfaatkan frekuensi gelombang radio ini diperlukan adanya
regulasi atau pengaturan sehingga tidak terjadi interferensi antara radio satu den-
gan yang lain. Agar tidak terjadi interferensi, maka dalam pengaturan kanal
perlu mempertimbangkan salah satu aspek yaitu kuat medan listrik. Permasala-
han yang akan dikaji dalam pengaplikasian ini adalah bagaimana mengoptimalkan
kanal radio. Permasalahan ini dapat diselesaikan dengan konsep pewarnaan graf
heuristik yang merupakan sub kajian dari teori graf menggunakan pendekatan
upper bound greedy algorithm untuk mengoptimalkan layanan publik dengan
mempertimbangkan kuat medan listrik.

Dalam permasalahan ini, titik-titik sebagai lokasi stasiun radio, sedangkan
garis sebagai dua sebarang stasiun radio yang saling interferensi. Adapun langkah-

langkah aplikasi vertexr colouring pada frekuensi gelombang radio:

a. Menganalisis interferensi gelombang transmisi dengan mengkalkulasi jarak
antara sebarang dua titik koordinat pada stasiun radio dan kuat medan

listrik antara sebarang dua titik

b. Mentransformasi stasiun radio beserta garisnya ke bentuk graf. Dua se-
barang stasiun radio dikatakan saling interferensi jika kuat medan listrik
E >3,6N/C

c¢. Memberi warna setiap simpul menggunakan algoritma Welch-Powell. Selain
untuk mengetahui stasiun radio yang diperbolehkan dalam satu kanal, di-
hasilkan juga jumalah bilangan kromatik yang akan digunakan dalam tahap

selanjutnya

d. Menentukan alternatif penyelesaian manajemen radio gelombang frekuensi

dalam graf berwarna.
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Kasus yang diangkat adalah permasalahan yang ditemukan di Daerah Is-
timewa Yogyakarta. Data sampel yang diambil sebanyak 10 stasiun radio secara
acak yang diperoleh dari LPJ Balai Monitor Spektrum Frekuensi Radio Kelas 11
DIY 2011. Berikut merupakan data kuat medan listrik dari dua sebarang radio
yang dihasilkan dari perhitungan jarak disajikan dalam tabel 2.1.

Tabel 2.1: Kuat Medan Listrik Dua Sebarang Radio

Q-radio I-Radio Bantul Jiz Sasando
I-Radio  1.37307 0 1.50564 1.07131 1.33064
Bantul  3.64569 1.50564 0 3.53691 10.2929
Jiz 4.18859 1.07131 3.53691 0 4.15954
Sasando  3.18973 1.33061 10.2929 4.15954 0
UTY 2.87879 1.33376 2.33103 2.60136 2.31994
Pro-1 12.1303 4.01734 17.0809 19.6798 17.1145
MQ 5.563996 1.17895 2.74398 3.67163 2.73069
MBS 2.2541  1.53901 3.05472 2.50788 3.08484
Argososro  1.64365 0.80987 3.20958 1.98172 3.3425

UTY Pro-1 MQ MBS  Argososro
Q-Radio 12.1303 5.53996  2.2541 1.643649
I-Radio 1.33376 4.01734 1.17895 1.53901 0.8098663
Bantul 2.33103 17.0809 2.74398 3.05472 3.2095762

Jiz 2.60136 19.6783 3.67163 2.50788 1.9817188
Sasando  2.31994 17.1145 2.73069 3.08484 3.3425725
UTY 0 6.25683 2.52335 1.65564 1.0631154

Pro-1 6.25683 0 3.16224  2.71407 2.3340486

MQ 2.52335 3.16224 0 2.10465 1.4760907

MBS 1.65564 2.71407 2.10465 0 2.0744681
Argososro  1.06312  2.33405 1.47609 2.07447 0
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Data pada Tabel 2.1 memperlihatkan bahwa kuat medan listrik antara satu

radio dengan radio yang lainnya dan dikatakan saling interferensi jika nilainya
> 3,5N/C (J.H Kraus 1994). Untuk kuat medan listrik yang nilainya < 3,5N/C'

dikatakan tidak saling interferensi sehingga tidak ada garis yang menghubungkan

antara dua pasang stasiun radio. Representatif graf dari data pada Tabel 2.1
dapat dilihat pada Gambar 2.21.

UTY

Q-Radio Pro.1

™
Ba
—°

I-Radio
Sasando
@)
Argososro ®)
MBS

Gambar 2.21 Representasi Graf Berbasis Interferensi Gelombang

Selanjutnya menerapkan langkah-langkah penggunaan algoritma Welch-Powell:

1. Mengurutkan titik-titik dari graf G dari derajat terbesar, dalam hal ini
berturut-turut Pro-1, jiz, Bantul, Q-Radio, Sasando, MQ, I-Radio, UTY,
Argososro, dan MBS.

2. Menentukan satu warna misalnya warna merah untuk memberi warna titik
dengan derajat terbesar yaitu Pro-1 dan titik lain yang tidak bertetangga
dengan Pro-1 yaitu MBS, MQ, dan Argososro diberi warna yang lain mis-

alkan warna biru.
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3. Derajat titik terbesar selanjutnya yaitu Jiz dan titik-titik yang lainnya yang
tidak bertetangga dengan Jiz yaitu UTY dan I-Radio, kemudian diberi

warna sama dengan langkah sebelumnya.

4. Ulangi langkah yang sudah disebutkan sehingga memperoleh pewarnaan hi-
jau dan kuning yang berarti semua titik telah terwarnai. Hasil graf yang
telah diberi warna dapat dilihat pada Gambar 2.22.

Ury

Sasando
®
Argososro ®
MBS

Gambar 2.22 Representasi Graf Berbasis Algoritma Welch-Powell

Stasiun radio dapat dibagi kedalam klaster yang jumalahnya sama dengan
minimum pewarnaan. Solusi permasalahan manajemen radio frequency unit
yang berkaitan dengan optimalisasi jumlah klaster ini dapat diselesaikan dengan

mudah menggunakan upper bound bilangan kromatik (Mussafi, 2013).

2.7 Hasil-hasil Pewarnaan Titik
Pada bagian ini disajikan beberapa rangkuman hasil pewarnaan titik dan
r-Dynamic Vertexr Coloring yang dapat digunakan sebagai rujukan penelitian ini.

Rangkuman yang tersedia pada bagian ini merupakan hasil penelitian pewarnaan
titik terdahulu. Bisa dilihat pada Tabel 2.3.
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Tabel 2.3: Hasil pewarnaan titik dan r-Dynamic Coloring

penelitian terdahulu

Graf X(G) Keterangan

graf Particular Lai and Montgomery (2002)

P, ® C), , n ganjil 6 Harsya et al. (2014)
P, ® C)p, , n genap 4 Harsya et al. (2014)
P; © Cy, n ganjil 6 Harsya et al. (2014)
Graf Cycle(Cg) 2 Sesa (2014)
Graf Kipas(Fy), n > 4 3 Irwanto and Dafik (2014)
Graf Roda(W,), n > 5 4 Irwanto and Dafik (2014)
Graf Helm(Hy,), n > 4 3 Irwanto and Dafik (2014)
Graf Anti Prisma(Hp,), n >4 4 Irwanto and Dafik (2014)
Graf Prisma(H,,), n > 5 4 Irwanto and Dafik (2014)
CriBlCm 4 Puspasari and Dafik (2014)
Cn®Cn 3 Puspasari and Dafik (2014)
Sn ® Cr, 3 Dewi and Dafik (2014)

2

X2 —

graf Regular X(G) <2 Alisashi (2012)
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BAB 3. METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian
Penelitian ini dikategorikan kedalam penelitian eksploratif dan penelitian

terapan (applied research,).

1. Penelitian eksploratif adalah jenis penelitian yang bertujuan untuk mene-
mukan hal baru yang ingin diketahui oleh peneliti, kemudian hasilnya dapat

digunakan sebagai dasar penelitian selanjutnya.

2. Penelitian terapan (applied research) merupakan jenis penelitian dengan
penyelidikan yang hati-hati, sistematik dan terus-menerus terhadap suatu
masalah yang bertujuan untuk digunakan dengan segera untuk keperluan

tertentu.

3.2 Graf Kajian Pewarnaan Titik

Graf pada penelitian ini berasal dari graf sekunder yang didapatkan dari
penelitian terdahulu. Data yang digunakan berupa pengoperasian pada graf-
graf khusus. Graf khusus yang digunakan adalah graf roda (wheel), graf bin-
tang (star), graf lingkaran (cycle), dan lintasan (path). Aplikasi pewarnaan titik
menggunakan skema aplikasi pada manajemen gelombang radio. Penelitian ini
menggunakan metode deduktif aksiomatik dalam menyelesaikan permasalahan.
Metode deduktif menggunakan prinsip-prinsip pembuktian deduktif yang berlaku
dalam logika matematika dengan menggunakan aksioma atau teorema yang telah

ada untuk memecahkan suatu masalah.

3.3 Rancangan Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada pengoperasian graf, yaitu pada graf roda
(wheel), graf bintang (star), graf lingkaran (cycle), dan graf lintasan (path).
Adapun teknik penelitian adalah sebagai berikut:
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. menentukan graf-graf khusus sebagai objek penelitian;

. menerapkan operasi graf pada graf-graf khusus yang telah ditentukan;

. menentukan kardinalitas graf-graf khusus yang telah dioperasikan;

. menerapkan pewarnaan titik pada graf-graf khusus yang telah dioperasikan;

. memeriksa keoptimalan bilangan kromatik, apabila sudah optimal dilan-
jutkan dengan menentukan fungsi, apabila belum optimal akan kembali ke

tahap sebelumnya yaitu menerapkan pewarnaan titik pada graf;

. menentukan fungsi berdasarkan keteraturan dari bilangan kromatik;
. menganalisa sifat komutatif dari setiap operasi graf;

. menentukan r-Dynamic Vertex Coloring dari pewarnaan setiap titik;

. sifat komutatif yang sudah dianalisa dan r-Dynamic Vertex Coloring yang

telah didapatkan kemudian dibuktikan sehingga menjadi sebuah teorema.
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Menetapkan Graf Khusus
(Wheel, Path, Cycle, dan Star)

|

Menerapkan operasi graf

(Joint, Cartesian, Tensor, Crown, Composisi, Shakle, Amalgamasi)

l

Menentukan Kardinalitas Graf yang telah dioperasikan

i

Menerapkan Pewarnaan Titik

i

Bilangan kromatik

Ujix(G)

Ya

Tidak

Menentukan Fungsi

l

|

Menganalisa sifat komutatif

'

Menentukan
r-Dynamic Vertex Coloring

»| Teorema [

Gambar 3.1 Rancangan Penelitian
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BAB 4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Bagian ini merupakan penjelasan hasil penelitian mengenai pewarnaan titik
pada operasi graf beserta r-dynamic vertex colouring. Selain itu, peneliti juga
menganalisa sifat komutatif yang dimiliki setiap operasi graf. Penelitian ini meng-
hasilkan teorema dan akibat dari teorema sebelumnya mengenai bilangan kro-
matik dan fungsi pewarnaan titik beserta sifat komutatif. Penelitian ini diawali
dengan menentukan graf khusus yang akan dioperasikan. Kemudian menetukan
batas atas dari bilangan kromatik yang diterapkan pada pewarnaan titik. Apabila
bilangan kromatik telah optimum kemudian menentukan fungsi dari pewarnaan
titik sekaligus menentukan r-dynamic vertex coloring. Graf khusus yang telah
dioperasikan kemudian dianalisa sifat komutatifnya sehingga dapat diketahui op-
erasi graf yang memiliki sifat komutatif.

Hasil utama dari penelitian yang akan dibahas terkait dengan pewarnaan
titik, r-dynamic vertexr colouring, dan analisa sifat komutatif berupa teorema
baru dan akibat dari teorema sebelumnya yang disimbolkan dengan . Terda-
pat 15 teorema baru dan 4 akibat dari teorema sebelumnya me ngenai pewarnaan
titik pada operasi graf roda, graf lintasan, graf lingkaran dan graf bintang yang
ditemukan secara eksperimental dalam penelitian ini. Format penyajian temuan
penelitian diawali dengan pernyataan teorema batas atas pewarnaan titik beserta
pewarnaan dinamis kemudian dilanjutkan dengan bukti dan contoh gambar atau

ilustrasi sebagai visualisasi kebenaran pembuktian teorema.

4.1 Bilangan Kromatik, r-Dynamic Vertex Coloring, dan Fungsi Pe-
warnaan Titik
Dari hasil penelitian ini didapatkan 15 teorema dan 4 akibat dari teo-
rema sebelumnya terkait pewarnaan titik, r-dynamic coloring, dan sifat komutatif
pada operasi graf roda, graf lintasan, graf lingkaran dan graf bintang. Teorema-

teorema baru itu diantaranya Joint [(W,, + P,,) dan (W, + Cy,)], Composition

27
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[(W,[Pn]) dan (W,[C])], Crown Product [(W,, ® Py,) [(Pn © W,,) dan (W,, ®
Cw)], Cartesian Product [(W,0P,,) dan (W,0C,,)], Tensor Product [(W, ®
P,) dan (W, ® Cp,)], Shackel [Shack(S,, + Py,r) dan Shack(W,, + C(m),r)],
dan Amalgamation [Amal(W,

+P,,v = 1,7) dan Amal(S,, + Pm,v = 1,r)] sedangkan 4 akibat dari teorema
sebelumnya diantaranya Cartesian Product [(W,0P,,) dan (W,0C,,)], Tensor
Product [(W,, ® Py,) dan (W,, ® C,,)] yang akan ditentukan bilangan kromatik
dan fungsi pewarnaan titiknya. Langkah-langkah yang digunakan untuk mem-
buktikan teorema pada hasil penelitian ini, yaitu menggunakan observasi terlebih
dahulu. Observasi bertujuan untuk mendefinisikan himpunan titik, himpunan sisi
beserta sifat komutatif dari graf hasil operasi. Berikut hasil observasi, teorema,

dan akibat beserta pembuktiannya.

Observasi 4.1.1. Misal diketahui graf roda W,, dengan V(W)= {A,z;;1 <i <
n} dan EW,)= {z;z;41;1 < i < n—1} Wzpz} U{Az;1 < i < n} dan graf
lintasan dengan V(Py,)= {y;;1 < j < m} dan E(P,)= {yyj+1;1 <j <m—1}.

Graf G adalah joint dari graf roda dan graf lintasan yang dinotasikan G= (W, +
P)= (Pn+W,), maka untuk n > 3 dan m > 2, himpunan titik dan sisinya dapat
disagikan dalam V= {A,z;,y;;1 <i<n;1 <j<m} dan E= {Az;;1 <i <n}
U{zizip1;l <i<n—1} U{zz,} U{Ay;1 <j<m} U{zy;1 <i<n-1;1<
j<m} Wyl <5 < m) Uyl < < m — 13, sehingga V] = p =
n+m+1dan |[E| =qg=nm+2n+2m — 1.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.1 dituliskan bahwa, joint graph (G;+G5) memi-
liki V(G) = V(G1)UV(G3) dan E(G) = E(G1)UE(Gy)U{zy|x € V(G1),y € V(G2)}.
Dimulai dengan menggambar masing-masing graf, yaitu graf roda kemudian graf
lintasan yang diletakkan tepat disampingnya. Masing-masing titik pada graf roda
tepat dihubungkan disetiap titik pada graf lintasan. Setelah mengoperasikan graf
roda dan graf lintasan menggunakan operasi joint, maka diperoleh V= {4, z;, y;; 1 <
i<n;1<j<m}dan E= {A jz;;1 <i<n} Hrzi;1 <i<n—1} Wz, }
UWAy;;1 < j <mf Wzl <@ <n— 11 < j <mp U{zay;l < j < mj
UWyyir 1 <j<m—1}
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Dari Observasi 4.1.1 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.1. Untuk Gam-

bar 4.1 (a) merupakan graf roda dan graf lintasan, kemudian (b) merupakan graf
hasil operasi joint dari kedua graf tersebut dan (¢) merupakan graf hasil operasi
joint setelah graf dasarnya dibalik yang bertujuan untuk menganalisa sifat komu-
tatifnya. Setelah observasi pada graf hasil operasi joint dari graf roda dan graf
lintasan, ditentukan bilangan kromatik, pewarnaan titik dinamis dan fungsi pe-

warnaan titik pada graf hasil operasi joint yang disajikan dalam teorema berikut.

Teorema 4.1.1. Misal G= (W, + Pp)= (P + W,,). Untuk n > 3 dan m > 2,

bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis G adalah

5, untuk n genap
X(G =W+ Pp) =xa(G= Wy + Pp) = .
6, untuk n ganjil

Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (xy — 1)p < 2¢. Sesuai
dengan observasi 4.1.1, maka |V| =p =n+m+1dan |E| = ¢ = nm+2n+2m—1
maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x (W, + P,) < (2nmbnton=l)
Fungsi pewarnaan titik pada graf G = (W,, + P,,)= (P, + W,,) adalah f(A)= 3

untuk n genap

n, 1 genap

n, 1 ganjil

4, 1 <j<m, jganjil
<m, j genap

untuk n ganjil

1, 1<i:<n—1, i ganjil

4,1=n
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5, 1 <7 <m, jganjil
fy;) = . .
6, 1 <j5<m, jgenap
Sehingga terbukti bahwa graf G= (W,, + P,,)= (P, + W,,) mempunyai bi-
langan kromatik dan pewarnaan titik dinamis x(G = (W,, + P,,) = (P, + W,))=
x4(G = (W, + P,,) = (P, + W,))=b ketika n genap, dan 6 ketika n ganjil. Pada
operasi joint ini berlaku sifat komutatif yang diperoleh dari kesamaan graf hasil

operasi, kardinalitas, dan bilangan kromatik. (]

Observasi 4.1.2. Misal diketahui graf roda W,, dengan V(W)= {A,z;;1 <i <
n} dan E(W,)= {ziziy1;1 < i < n— 1} U{z,21} {Az;1 < i@ < n} dan graf
lingkaran dengan V (Cy)={y;;1 < j <m} dan E(Cy)={y;yj+1;1 < j <m—1}
U{ymy1}. Graf G adalah joint dari graf roda dan graf lingkaran yang dinotasikan
G= (W, +Cm), maka untuk n > 3 dan m > 3, himpunan titik dan sisinya dapat
disagikan dalam V= {A,z;,y;;1 <1 <n;1 <j<m} dan E= {Az;;1 <i < n}
U{zizip1;l <i<n—1} U{maz,} {Ay;;1 <j<m} Wzy;l<i<n—-11<
g < m} U{zay;l <5 < omy Wyggesl < 5 < omo— 1} U{yayat, sehingga
Vl=p=n+m+1dan |[E|=qg=nm+2n+2m — 1.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.1 dituliskan bahwa, joint graph (G1+G5) memi-
liki V(G) = V(G1)UV(G,) dan E(G) = E(G1)UE(Gy)U{zy|x € V(G1),y € V(G3)}.
Diawali dengan menggambar masing-masing graf dasar, yaitu graf roda kemu-
dian meletakkan graf lingkaran tepat disampingnya. Semua titik pada graf roda
dihubungkan tepat disetiap titik pada graf lingkaran. Setelah mengoperasikan
graf roda dan graf lingkaran menggunakan operasi joint, maka diperoleh V=
{A,z;,y;;1 < i < m;1 < j < m}dan E= {Az;;1 < i < n} U{zizip;1 <
i <n—1} U{mz,} {Ay;1 < j < m} U{zy;l <@ <n—1;1 < 5 < m}
Wzny;; 1 < j <m} U{y;yi051 < j <m — 1} UW{yiya}-

Dari Observasi 4.1.2 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.3. Untuk Gam-
bar 4.3 (a) merupakan graf roda dan graf lingkaran, kemudian (b) merupakan graf
hasil operasi joint dari kedua graf tersebut dan untuk analisa sifat komutatifnya

sama dengan graf hasil operasi joint pada graf roda dan graf lintasan. Setelah ob-
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Wy + 03)

Gambar 4.3 (a) Wy dan Cs (b) (
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servasi pada graf hasil operasi joint dari graf roda dan graf lingkaran, ditentukan
bilangan kromatik, pewarnaan titik dinamis dan fungsi pewarnaan titik pada graf

hasil operasi joint yang disajikan dalam teorema berikut.

Teorema 4.1.2. Misal G adalah joint dari graf roda dan graf lingkaran. Untuk

n > 3 dan m > 3, bilangan kromatik dan pewarnaan dinamis G adalah

5, untuk n genap pada saat m genap

X( ) = Xa( ) { 6, untuk n ganjil pada saat m genap

6, untuk n genap pada saat m ganjil

7, untuk n ganjil pada saat m ganjil

Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (xy — 1)p < 2¢. Sesuai
dengan observasi 4.1.2 maka |V| = p=n+m+1dan |E| = ¢ = nm+2n+2m—1,
maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x (W, + C,,) < (%)
Fungsi pewarnaan titik pada graf G= (W,, + C,,) adalah f(A) = 3

untuk m ganjil

flyj) =4 6,1<j<m—1, jgenap
i, j=m,

untuk n ganjil dan m ganjil

1, 1<1<n—1, ¢ genap
f(z;) = 2, 1<i<n-—1, iganjil

4, i=n
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titik (W5 + Cs)

titik (Wy + C3) (b) Pewarnaan

Gambar 4.4 (a) Pewarnaan
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Gambar 4.5 (a) Pewarnaan titik (W, + Cy) (b) Pewarnaan titik (W5 + Cy)
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untuk n genap dan m ganjil

1, 1 <1< n, i genap
flz:) = . o
2, 1 <i<n, iganjil

untuk m genap

4, 1 <j<m, jganjil
fly;) = . .
5, 1 <5 <m, j genap

untuk n ganjil dan m genap

1, 1<i<n—1, ¢ genap
f(z;) = 2, 1<i<n-—1, iganjil

6, 1=n

untuk n genap dan m genap

1, 1 <e<n, i genap
flz:) = . . y
2, 1 <i<n, iganjil

Sehingga terbukti bahwa graf (W, +C,,) mempunyai bilangan kromatik dan
pewarnaan titik dinamis x (W, 4+ C,,)=x4(W,, 4+ C,,)= 5 untuk n genap pada saat
m genap dan 6 untuk n ganjil pada saat m genap. Kemudian (W,,+C,,)=x5(W, +
C),) = 6 untuk n genap pada saat m ganjil dan 7 untuk n ganjil pada saat m

ganjil. O

Observasi 4.1.3. Misal diketahui graf roda W,, dengan V(W,)= {A, x;;1 <i <
n} dan EW,)= {ziz;41;1 < i < n—1} Wzpz} U{Az;1 < i < n} dan graf
lintasan dengan V(Py,)={y;;1 < j <m} dan E(P,)= {y;jyj+1;1 < j <m —1}.

Graf G adalah crown product dari graf roda dan graf lintasan yang dinotasikan
G= (W, ® P,,), maka untuk n > 3 dan m > 2, himpunan titik dan sisinya dapat
disagikan dalam V= {A,x;,x;;,y;;1 < i < n;1l < j < m} dan E= {Az;;1 <
i <np Wziwig; 1l <i <n— 11 UW{Ay;1 < j <mj U{yy031 < j <m — 1}
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U{ziz,} U{ziz ;31 <i<nyl < j<m} Wz o011 <i <1 <j<m-—1}
sehingga |V =p=nm+n+m+1 dan |E| = ¢=2nm+n+2m — 1.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.3 dituliskan bahwa crown product (W, ®
P,,) adalah graf yang diperoleh dengan mengambil sebuah duplikat dari graf P,
dan |V(P,,)| duplikat Wiy, Wy, ..., Wy(p,,), kemudian menghubungkan titik ke-i
dari P, ke setiap titik di W;, ¢ = 1,2,3,..., V(P,,). Dimulai dengan menduplikat
graf lintasan sebanyak titik-titik pada graf roda, kemudian titik-titik pada graf
lintasan yang telah diduplikasi dihubungkan pada masing-masing titik pada graf
roda sehingga tepat satu titik satu duplikasi dan diperoleh V= {A, z;, z; ;,y;; 1 <
i<m;1<j<m}dan E= {Az;;1 <i<n} W{zziy1;1 <i<n-1} U{Ay;;1<
j<my Wyyiel < <m =1} U{mz,} Uz ;1 <d <yl < j < m}
U{z; jzi 1151 <i<n;1 <j<m-—1}

Dari Observasi 4.1.3 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.6. Untuk Gam-
bar 4.6 (a) merupakan graf roda dan graf lintasan, kemudian (b) merupakan
graf hasil operasi crown product dari kedua graf tersebut dan (c) merupakan graf
hasil operasi crown product setelah graf dasarnya dibalik yang bertujuan untuk
menganalisa sifat komutatifnya. Setelah observasi pada graf hasil operasi crown
product dari graf roda dan graf lintasan, ditentukan bilangan kromatik dan fungsi
pewarnaan titik pada graf hasil operasi crown product yang disajikan dalam teo-

rema berikut.

Teorema 4.1.3. Misal G adalah crown product dari graf roda dan graf lintasan.

Untuk n > 3 dan m > 2, bilangan kromatik dan pewarnaan dinamis G adalah

3, untuk n genap

X(Wn@Pm):X2(Wn®Pm): 4
4, untuk n gangil

Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (xy — 1)p < 2¢. Sesuai
dengan observasi 4.1.3 maka |V| =p=nm+n+m+1dan |E| =q = 2nm +
n+ 2m — 1 maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x (W, ® B,,) < (gZig)
Fungsi pewarnaan titik pada graf G = (W,, ® P,,) adalah f(A)=4
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Gambar 4.6 (a) Wy dan P3 (b) (W4 © Ps)
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Gambar 4.7 (a) Pewarnaan titik (W5 + P3) (b) Pewarnaan titik (W4 + P3)
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1, 1 <j<m, jgenap
fly;) = . . Ny
2, 1 <j<m, jgangil

untuk n genap

1, 1<i<mn, iganjil;1 < j<m, jgenap
flxi;) = 2, 1<i<n, igenap;1 <j<m, jgenap
3,1 <3< m, jganjil;1 <i<n

flz:) =

1, 1 <e<n, i genap
2, 1 <i<n, i ganjil

untuk n ganjil

1, 1<i<mn, iganjil;1 <j<m, j genap
2, 1<i<n, it genap;1 < 53 <m, j genap
3, 1<73<m—1, jganjil; 1 <i<n—1
4

fl@ig) =
, 1<j<m, jganjilyi=n
1, 1<1<n—1, ¢ genap
f(z;) = 2, 1<i<n-—1, iganjil

SEA—=IT

Sehingga terbukti bahwa graf W,, ® P,, mempunyai bilangan kromatik dan
pewarnaan titik dinamis x(W, ® P,,)= x2(W,, ® P,,)= 3 untuk n genap dan 4
untuk n ganjil. O

Observasi 4.1.4. Misal diketahui graf lintasan dengan V(P,,)= {y;;1 < j <
m} dan E(Py)= {yjyj+1;1 < j < m — 1} dan graf roda W, dengan V(W)=

{A,z;;1 < i < n} dan E(W,)= {ziziy1;1 < i < n—1} Wz} {Az;l <
i < n}. Graf G adalah crown product dari graf lintasan dan graf roda yang
dinotasikan G= (P, © W,,), maka untuk n > 3 dan m > 2, himpunan titik dan
sisinya dapat disagikan dalam V= {A;, z;;,y;;1 <i <mn;1 < j < m} dan E=
{Ajy;31 < <mp UWyyel < <m— 1 U{dr ;1 <i <l < j < m}
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Wz jzipr;1l < i <n—1;1<j <m} Wy, ;1 <i<nl<j < m}
U{z120,5;1 < j <m}, sehingga |V| = p = nm+2m dan |E| = ¢ = 3nm+2m—1.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.3 dituliskan bahwa crown product (P,, ® W,,)
adalah graf yang diperoleh dengan mengambil sebuah duplikat dari graf W,, dan
|V (Wy,)| duplikat Py, Py, ..., Wiyay,), kemudian menghubungkan titik ke-i dari
W, ke setiap titik di P;, j = 1,2,3,..., V(W,,). Dimulai dengan menduplikat graf
roda sebanyak titik-titik pada graf lintasan, kemudian titik-titik pada graf roda
yang telah diduplikasi dihubungkan pada masing-masing titik pada graf lintasan
sehingga tepat satu titik satu duplikasi dan diperoleh V= {A;, z;;,y;;1 < i <
n;1 < j <m}dan B= {Ajy;;1 < j <m} Ufygyzen 1 <J <m—1} U{djzi51 <
i <n;l <j<m} U{ziTi1,;5l <i<n—11<j<m}U{yzi;;1 <i<nyl<
j <m} Ul a1 < j <m}.

Dari Observasi 4.1.4 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.1. Untuk Gam-
bar 4.1 (a) merupakan graf lintasan dan graf roda, kemudian (b) merupakan
graf hasil operasi crown product dari kedua graf tersebut dan (c) merupakan graf
hasil operasi crown product setelah graf dasarnya dibalik yang bertujuan untuk
menganalisa sifat komutatifnya. Setelah observasi pada graf hasil operasi crown
product dari graf lintasan dan graf roda, ditentukan bilangan kromatik dan fungsi
pewarnaan titik pada graf hasil operasi crown product yang disajikan dalam teo-

rema berikut.

Teorema 4.1.4. Misal G adalah crown product dari graf lintasan dan graf roda.
Untukn > 3 danm > 2, bilangan kromatik dan pewarnaan dinamis G= (P,,0W,,)

adalah
4, untuk n genap

X(Prn @ Wy) = x3s(W,, © Pp) = .
5, untuk n ganjil

Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (y — 1)p < 2¢. Sesuai

dengan observasi 4.1.4 maka |V| =p=nm+n+m+1dan |E| =q = 2nm +

n—+ 2m — 1 maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x(P,, ® W,,) < (gZig)

Fungsi pewarnaan titik pada graf G = (P,, ©® W,,) adalah
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untuk n genap

3, 1 <j<m, jganjil
4

1 <7 <m, jgenap

3, 1 <j <m, jganjil
4, 1 <73 <m, j genap

f(zig) =

1, 1 <1< n, i genap;1 <j3<m
2, 1<i<n, iganjil;1 <j<m

untuk n ganjil
f(4;) =3

4, 1 <j<m, jganjil
fly;) = . ‘
5, 1 <35 <m, jgenap

di j ganjil
1, 1<i<n—1, ¢ genap
fxig) =4 2,1<i<n-1,iganji
I = i
di j genap

1, 1<i<n—1, ¢ genap
il sl = 2, 1<i<n-—1, i ganjil

4, 1=n

Sehingga terbukti bahwa graf P,, ® W,, mempunyai bilangan kromatik dan
pewarnaan titik dinamis x (P,,©W,,)= x3(P,©W,, )= 4 untuk n genap dan 5 untuk
n ganjil. Pada operasi crown product tidak berlaku sifat komutatif dikarenakan

terdapat perbedaan baik dari graf hasil operasi, kardinalitas maupun bilangan

kromatiknya. O
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Observasi 4.1.5. Misal diketahui graf roda W,, dengan V(W)= {A,z;;1 <i <
n} dan E(W,)= {zzit1;1 < i < n—1} U{z,a1} {Az;;1 < i@ < n} dan graf
lingkaran dengan V (Cy)={y;;1 < j <m} dan E(Cy,)={y;y;+1;1 < j <m—1}
U{ymy1}. Graf G adalah crown product dari graf roda dan graf lingkaran yang
dinotasikan G= (W, © Cm), maka untuk n > 3 dan m > 3, himpunan titik dan
sisinya dapat disagikan dalam V= {A, x;,z;;,y;;1 <i <n;1 < j <m} dan E=
{Az;;1 <i<n} UWzzig;1 <i<n—1} UW{Ay;;1 <j <m} UW{yye;1 <j <
m—1} Wz, U{eiz; ;31 <i<n;l <j<m} U{z;z;41;1 <i<n;1<j<
m — 1} W{yynt U{zii1zin; 1 <i < n}, sehingga |V| =p=nm+n+m+1 dan
|E| = g =2nm + 2n + 2m.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.3 dituliskan bahwa crown product (W,, ® C,,)
adalah graf yang diperoleh dengan mengambil sebuah duplikat dari graf C,, dan
|V(Cy)| duplikat Wy, W, ..., Wy (p,.), kemudian menghubungkan titik ke-i dari
Cy, ke setiap titik di W;, i = 1,2,3,..., V(C,,). Dimulai dengan menduplikat
graf lingkaran sebanyak titik-titik pada graf roda, kemudian titik-titik pada graf
lingkaran yang telah diduplikasi dihubungkan pada masing-masing titik pada graf
roda sehingga tepat satu titik satu duplikasi dan diperoleh V= {A, z;, z; ;,y;; 1 <
i<m;1<j<m}dan E= {Az;;1 <i<n} W zrziy;1 <i<n—-1} U{Ay;;1 <
j < m} Wyyjenl < j <m—1}F Wae,} Uz ;1 <i <ml < 5 < m}
U{; ;2554151 <i<n;1 <j<m—1} U{yiyn} U{z1i20,:51 <@ < n}.

Dari Observasi 4.1.5 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.9. Untuk Gam-
bar 4.9 (a) merupakan graf roda dan graf lingkaran, kemudian (b) merupakan
graf hasil operasi crown product dari kedua graf tersebut dan untuk analisa sifat
komutatifnya sama dengan graf hasil operasi crown product pada graf roda dan
graf lingkaran. Setelah observasi pada graf hasil operasi crown product dari graf
roda dan graf lingkaran, ditentukan bilangan kromatik, pewarnaan titik dinamis
dan fungsi pewarnaan titik pada graf hasil operasi crown product yang disajikan

dalam teorema berikut.

Teorema 4.1.5. Misal G adalah crown product dari graf roda dan graf lingkaran.

Untuk n > 3 dan m > 3, bilangan kromatik dan pewarnaan dinamis G = (W, ®
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Gambar 4.9 (a) Wy dan C5 (b) (W4 ® Cs)
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Cyn) adalah

X(W, ©Cy) = x2(W,, © Cy) = 4, untuk m genap

X(W, ©Cp) = x3(W, ® C) =4, untuk m ganjil

Gambar 4.10 (a) Pewarnaan titik (W5 ® C3) (b) Pewarnaan titik (Wy ® Cs)

Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (xy — 1)p < 2¢. Memper-
hatikan Observasi 4.1.5 maka |V| = p = nm+n+m-+1dan |E| = ¢ = 2nm+2n+
2m maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x (W, ©®Ch,) < (Smtontomtl)
Fungsi pewarnaan titik pada graf G = (W,, ® C,,) adalah f(A)= 4
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Gambar 4.11 (a) Pewarnaan titik (W4 ® Cy) (b) Pewarnaan titik (W5 ® Cy)
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untuk m ganjil

flyj) =4 2, 1<j<m, jganjil
3, J=m

untuk n genap

1<75<m, jgenap, 1 =n

j genap
1 ganjil, 1 =n

)JkuC«Ol\DI—‘
—
A
A
3

1<j<m, 1<i<n—1, i ganjil

1, 1<i<n, iganjil;1 <35 <m, j genap
2, 1<i<mn, igenap;l <j<m, jgenap
f(@ig) = . . N .
3, 1<73<m—1, jganjil;1 <i<n—1
4

,1<j<m, jganjilii=n

untuk n ganjil

1, 1<:<n—1, i ganjil
fle)=4q 2,i=n
3, 1 <ie<n, i genap

1, 1 <i<n, i genap;1 < j<m, j ganjil
IR = 2, 1<i<n—1, 1 ganjil; 1 < 3 <m, j genap

" 3, 1<i<n, jganjil;1 < j <m, j ganjil
4

, 1<i<n; 1<j<m, jgenap

untuk m genap

1, 1<j<m, jganjil
fly;) = . .
2, 1<j<m, jgenap
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untuk n ganjil

1, 1<i<n-—1, i ganjil
fle)=4 2, i=n
3, 1 <1< n, i genap

, 1 <i<n, igenap;1 <j<m, jganjil
F@is) , 1 <i<n—1,1iganjil;1 < j <m, j genap
xi,j =

1
2
3, 1 <i<n, iganjil;1 < j <m, j ganjil
4, 1<i<n, 1 <5 <m, jgenap

untuk n genap

1, 1 <1< n, i ganjil
flx:) = ) )
3, 1 <1< n, 1 genap

1, 1 <1< n, i genap;1 <7 <m, j ganjil
fl@ij) =4 2,1<i<n;1<j<m, jgenap
3, 1<i<n, iganjil;1 <j<m, 5 ganjil

Sehingga terbukti bahwa graf W,, ® €}, mempunyai bilangan kromatik dan
pewarnaan titik dinamis x(W,, ® C,,)= x2(W, ® C,,)= 4 untuk m genap dan
X(W, © Cp)= x2(W,, ©® Cy,)= 4 untuk m ganjil. O

Observasi 4.1.6. Misal diketahui graf roda W,, dengan V (W,)= {A,z;;1 <i <
n} dan EW,)= {ziz;41;1 < i < n—1} Wz} U{Az;1 < i < n} dan graf
lintasan dengan V(Py,)= {y;;1 < j < m} dan E(P,)= {yyj+1;1 <j <m—1}.

Graf G adalah tensor product dari graf roda dan graf lintasan yang dinotasikan
G= (W, ® P,)= (Pn ® W,), maka untuk n > 3 dan m > 2, himpunan titik
dan sisinya dapat disagikan dalam V= {A;,x;;;1 <i <n;1 <j <m} dan E=
{Ajz; 01,1 <i<m;1 <j<m-—-1} U{Ajz;;-1;1 <i<n;1 <j<m-—1}
U{zijziv1j4151 <i<n—11<j<m—-1} Wz zi1;41;2 <i<n—-11<
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Jjsm =1} Wan o001 < j <m— 1} Wag el < <m— 13, sehingga
[V|=p=nm+m dan |E| = ¢ = 4nm — 4n.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.4 disebutkan bahwa, tensor product (W, ® P,,)
memiliki V(W,®F,,) = V(W,)®@V (P,,) dan {(z1, y2)(x2, y2)|x120 € E(W,,)dany,y, € E(Pp,)}.
Diawali dengan menggambar titik-titik graf lintasan yang dikembangkan mengikuti
graf roda, kemudian titik-titiknya dihubungkan secara menyilang sampai bertemu
di titik awal. Titik-titik pada graf lintasan dikalikan dengan titik-titik pada graf
roda, kemudian hasil titik-titik tersebut yang adjacent dihubungkan. Graf hasil
operasi tensor product dari graf roda dan graf lintasan diperoleh V= {A4,,z; ;1 <
i<ml<j<m}dan E= {Ajz;;11;1 <i<m1<j<m—-1} U{4z;;_1;1<
i £l < j £ misl Wems a0 Sl o - Tl < j<m— 1}
Wz jzim14132 €6 <n—-11<j <m-1} Wz 1540151 € j < m =1}
W{zn 4121551 <j <m—1}.

Dari Observasi 4.1.6 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.12. Untuk Gam-
bar 4.12 (a) merupakan graf roda dan graf lintasan, kemudian (b) merupakan graf
hasil operasi Tensor Product dari kedua graf tersebut dan (c) merupakan graf hasil
operasi Tensor Product setelah graf dasarnya dibalik yang bertujuan untuk men-
ganalisa sifat komutatifnya. Berdasarkan teorema 2.5.1 dituliskan bahwa bilangan
kromatik hasil dari Tensor Product yang dinotasikan dengan G = G ® G5, maka
X(G) = min{x(G1),x(G2)}. Sehingga bilangan kromatik hasil operasi Tensor

Product dari graf roda dan graf lintasan dituliskan sebagai berikut:

Akibat 4.1.1. Misal G= (W, ® P,)= (P, @ W,,). Untuk n > 3 dan m > 2,
bilangan kromatik G= (W, ® P,)= (P, ® W,,) adalah

X(Wn®Pm):2

Teorema 4.1.6. Misal G= (W,, ® P,,)= (P, ® W,,) untuk n > 3 dan m > 2,
pewarnaan dinamis G= (W, ® P,,)= (P, ® W,,) adalah
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titik (W5 ® Ps3)

titik (W4 ® P3) (b) Pewarnaan

ewarnaan

Gambar 4.13 (a) P
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Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (xy — 1)p < 2¢. Sesuai
dengan Observasi 4.1.6 didapatkan |V| =p = nm +m dan |E| = ¢ = 4nm — 4n
maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x (W, ® P,) < (222 Fungsi
pewarnaan titik pada graf G = (W,, ® P,,) adalah

1, 1<j<m, jganji
f(4;) = {

2, 1 <53 <m, j genap

untuk n genap dan n ganjil

Tii) =
’ 2, 1<i<n; 1 <5< m, jgenap

Sehingga terbukti bahwa graf G = (W,,® P,,) = (P,,, ® W,,)) mempunyai bi-
langan kromatik x (W,,® P,,)= (P, ® W,,)= 2 dan mempunyai pewarnaan dinamis
x2(G = (W, ® P,)= (P, ® W,,))= 3. Pada operasi Tensor Product ini berlaku
sifat komutatif yang diperoleh dari kesamaan graf hasil operasi, kardinalitas, dan

bilangan kromatik. O

Observasi 4.1.7. Misal diketahui graf roda W,, dengan V(W)= {A,z;;1 <i <
n} dan EW,)= {z;z;41;1 < i < n—1} Wz} U{Az;1 < i < n} dan graf
lingkaran dengan V(Cp)={y;;1 < j <m} dan E(Cy)={y;y;+1;1 < j <m—1}
U{ymy1}. Graf G adalah tensor product dari graf roda dan graf lingkaran yang
dinotasikan G= (W, ® Cm), maka untuk n > 3 dan m > 3, himpunan titik dan
sisinya dapat disajikan dalam V= {Aj,z;;;1 < i < n;1 < j < m} dan E=
{Ajz;j1;1 < <m;1 <j<m—-1} U{Ajz;;-131 <i<n;2<j<m-—1}
U{A1zim; 1 <3< n} {Apzi;l <i<n} Wz 214151 <i<n—-1;1<j <
m—1} Wz jZi—1j41;2<i<n—-L1<jij<m=1} Wz, ;%1+1;1 <j <m-1}
U{znj+1215;1 < J <m =1} W{ZimTit1;1 <4 <n— 1} W{@mTip;1 <6 <
n—1} U{xymxn1} W{znme11} W{eim@ni} W{zimzic11;2 < i@ < n}, sehingga
V| =p=nm+m dan |E| = q = 4nm.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.4 disebutkan bahwa, tensor product (W, ® C,,)
memiliki V(Wn®Cm) = V(Wn)®V(Cm) dan {(1’1, yg)(l’g, y2)|LE1I2 € E(Wn)danylyg S E(Cm)}
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Diawali dengan menggambar titik-titik graf lingkaran yang dikembangkan mengikuti
graf roda, kemudian titik-titiknya dihubungkan secara menyilang sampai bertemu
di titik awal. Titik-titik pada graf lintasan dikalikan dengan titik-titik pada
graf roda, kemudian hasil titik-titik tersebut yang adjacent dihubungkan. Graf
hasil operasi tensor product dari graf roda dan graf lingkaran diperoleh V=
{A4j,2,;;1 <i<n1l<j<m}dan E= {Ajz;j41;1 <i<ml1<j<m-1}
U{Ajzi ;-1 <i<m2<j<m—1} U{A1z;m;1 <i<n} {A,zi1;1 <i<n}
Wz jzip1 4131 <i<n—11<j<m-—1} U{z;2i-1,41;2 <i<n-11<
g < m—1} Wr, 14151 < 7 < m—1} Uz, 21 < 7 < m— 1}
WH{zimTiv1151 <i<n—1} U{x;mxiz11;1 < i <n—1} U{@1mZni} U{Tnme11}
UW{z1mTna} WH{TimTic11;2 <i < n}.

Dari Observasi 7?7 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.14. Untuk Gambar
4.14 (a) merupakan graf roda dan graf lingkaran, kemudian (b) merupakan graf
hasil operasi tensor product dari kedua graf tersebut dan untuk analisa sifat ko-
mutatifnya sama dengan graf hasil operasi tensor product pada graf roda dan graf
lintasan. Setelah observasi pada graf hasil operasi tensor product dari graf roda
dan graf lingkaran, ditentukan bilangan kromatik, fungsi pewarnaan titik serta
pewarnaan dinamis pada graf hasil operasi tensor product yang disajikan dalam

akibat dari teorema 2.5.1.

Akibat 4.1.2. Misal G adalah tensor product dari graf roda dan graf lingkaran.
Untuk n > 3 dan m > 3, bilangan kromatik G = (W,, ® Cy,,) adalah

2, untuk m genap

xW, ® Cp) = {

3, untuk m ganjil

Teorema 4.1.7. Misal G adalah tensor product dari graf roda dan graf lingkaran.
Untuk n > 3 dan m > 3, pewarnaan dinamis G = (W,, ® C,,,) adalah

x(W,0C,,) = 2, untuk m genap

x2(W,OC,,) = 3, untuk m ganjil
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Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (x — 1)p < 2¢. Memper-
hatikan Observasi 4.1.7 maka |V| = p = nm +m dan |E| = ¢ = 4nm maka batas
atas dari bilangan kromatik adalah x (W, ® Cy,) < (22H2) Fungsi pewarnaan
titik pada graf G = (W,, ® C,,,) adalah

untuk n genap dan n ganjil pada saat m ganjil

f(A)) =4 2,1<j<m, jgenap
3, j=m

1, 1<i<n; 1<53<m—1, j ganjil
f(@ig) = 2,1<i<n; 1<j<m, jgenap
3, 1<i:<n; g=m

untuk n genap dan n ganjil pada saat m genap

F(4;) =
(4) 2, 1<j<m, jgenap

{ 1, 1<j<m—1, j ganjil
Tii) =
’ 2, 1<i<n; 1 <5< m, jgenap
Sehingga terbukti bahwa graf W, ®C,,, mempunyai bilangan kromatik x (W, ®
Cyn)= 2 untuk m genap dan y(W,, ® C,,)= 3 untuk m ganjil. Pewarnaan dinamis
Xr(W, ® Cp)= 1 untuk m genap dan x,. (W, ® Cy,)= 2 untuk m ganjil. O

Observasi 4.1.8. Misal diketahui graf roda W,, dengan V(W,)= {A, x;;1 <i <
n} dan EW,)= {z;z;41;1 < i < n—1} W ez} U{Az;1 < i < n} dan graf
lintasan dengan V(P,)={y;;1 < j <m} dan E(Py)= {yjyj+1;1 <j<m—1}.

Graf G adalah cartesian product dari graf roda dan graf lintasan yang dinotasikan
G= (W,0P,)= (P,0W,), maka untuk n > 3 dan m > 2, himpunan titik dan
sisinya dapat disajikan dalam V= {A;,z;;;1 < i < n;1 < j < m} dan E=
{A;A;41;1 <i<m—1} U{Az; 51 <i<n;l <j<m} Uz zip151 <i <
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n—11<j<m} Wz z,,;;1 <j<m} U{z;;z;i41;1 <i<n1<j<m-—1},
sehingga |V| =p=mnm+m dan |E| =q=3nm —n+m — 1.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.2 disebutkan bahwa, cartesian product (W,,0F,,)
jika V' = Vi ®@V5, dan dua titik (21, z9) dan (y1, y2) di G bertetangga jika dan hanya
jika salah satu dari dua hal berikut berlaku: x; = y; dan (29, y2) € Ey atau zo = yo
dan (z1,y1) € F;. Diawali dengan mengkalikan titik-titik pada graf lintasan se-
banyak titik-titik pada graf roda kemudian titik-titiknya dihubungkan sesuai den-
gan bentuk graf roda dan lintasan. Graf hasil operasi cartesian product dari graf
roda dan graf lintasan memperoleh V= {4, z;,;;1 <i <n;1 <j <m} dan E=
{A;A;41;1 <i<m—1} U{Ajz; 551 <i<n;l < j<m} Uz ;24151 <i<
n—11<j<m}WN{e1Zn;;1<j<m} Wz ;zij+1;1<i<n;1<j<m—1}.

Dari Observasi 4.1.8 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.17. Untuk Gam-
bar 4.17 (a) merupakan graf roda dan graf lintasan, kemudian (b) merupakan
graf hasil operasi cartesian product dari kedua graf tersebut dan (c) merupakan
graf hasil operasi cartesian product setelah graf dasarnya dibalik yang bertu-
juan untuk menganalisa sifat komutatifnya. Berdasarkan teorema 2.5.2 dituliskan
bahwa bilangan kromatik hasil dari cartesian product yang dinotasikan dengan
G = G10G,, maka x(G) = mazx{x(G1),

X(G2)}. Sehingga bilangan kromatik hasil operasi cartesian product dari graf roda

dan graf lintasan dituliskan sebagai berikut:

Akibat 4.1.3. Misal G= (W,0F,,)= (P,0W,). Untuk n > 3 dan m > 2,
bilangan kromatik G= (W,0PF,,)= (P,0W,,) adalah

3, untuk n genap

w,aPpR,,) =
X ) { 4, untuk n gangil

Teorema 4.1.8. Misal G adalah cartesian product dari graf roda dan lintasan.
Untuk n > 3 dan m > 2, pewarnaan dinamis G = (W,,0P,,) adalah

x2(W,,OPF,,) = 3, untuk m genap
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Gambar 4.17 (a) W4 dan P3 (b) (W4DP3) (C) (PgDW4)
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x2(W,0P,,) = 4, untuk m ganjil

Bukti. Berdasarkan Teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (xy — 1)p < 2¢. Sesuai
dengan Observasi 4.1.8 didapatkan |V| = p = nm+m dan |E| = ¢ = 3nm—n+m—
1 maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x(W,0P,,) < (fnm—2nt3m=2)

nm-+n

Fungsi pewarnaan titik pada graf G = (W,,0P,,) = (P,,0W,,) adalah

1, 1 <i<n, 1 ganjil
f(A) = . .
2, 1 <1< n, 1 genap

untuk n genap

1, 1 <i<mn,igenap;1 <j <m, jgenap
flzij) = 2, 1<i<n, iganjil;1<j<m, jganjil
3, 1 <1< n, igenap;1 <7< m, jganjil;1 <i<mn, i ganjil;1 < j < m, j genag

untuk n ganjil

, 1<i<n, igenap;1 <j <m, jganjil
, 1<i<n—1, 1 ganjil; 1 < 53 <m, j genap
fziz) =

1
2
3, 1<i<n—1,1ganjil; 1 < j<m, jganjil;i=n, 1 <753 <m, j genap
4, 1<i<n, i genap;1 <j<m, jgenap;i=n, 1 <j<m, j ganjil

Sehingga terbukti bahwa graf (W, 0P,,) mempunyai bilangan kromatik y
(W,0P,,)= 3 untuk n genap dan x(W,0P,,)= 4 untuk n ganjil. Pewarnaan
dinamis pada x,.(G = (W,0PF,,) = (P,0W,)=2. Pada operasi cartesian prod-
uct ini berlaku sifat komutatif yang diperoleh dari kesamaan graf hasil operasi,

kardinalitas, dan bilangan kromatik. 0

Observasi 4.1.9. Misal diketahui graf roda W,, dengan V(W,)= {A, x;;1 <i <
n} dan E(W,)= {zziy1;1 < i < n— 1} U{z,21} {Az;1 < @ < n} dan graf
lingkaran dengan V(Cy)={y;;1 < j < m} dan E(Cy,)= {y;jyj+1;1 < j < m —
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Gambar 4.18 (a) Pewarnaan titik (W40Ps3) (b) Pewarnaan titik (W5Ps)
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1} Wymyr}. Graf G adalah cartesian product dari graf roda dan graf lingkaran
yang dinotasikan G= (W,00Cm), maka untuk n > 3 dan m > 3, himpunan titik
dan sisinya dapat disajikan dalam V= {A;, x;;;1 < i < n;1 < j < m} dan
E={AjAj;1 < i < m— 1} U{A, A} U{Ajr 51 < i <l < j < my
Wz jzip1;1 <i<n-—1;1<j <m} Uz z,,;;1 <j<m} Uz z41;1 <
i <m;1<j<m-—1} UWa;mxii;l < i < n}, sehingga |V| =p=mnm+2n+m
dan |E| = q = 3nm + m.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.2 disebutkan bahwa, cartesian product (W,,00F,,)
jika V' = V; x V3, dan dua titik (z1,29) dan (y;,y2) di G bertetangga jika dan
hanya jika salah satu dari dua hal berikut berlaku: x; = y; dan (x9,y2) € Es
atau x9 = yy dan (z1,y;) € F;. Diawali dengan mengkalikan titik-titik pada graf
lingkaran sebanyak titik-titik pada graf roda kemudian titik-titiknya dihubungkan
sesuai dengan bentuk graf roda dan lingkaran. Graf hasil operasi cartesian product
dari graf roda dan graf lingkaran memperoleh V= {A4; z; ;;1 <i<n;1 <j <m}
dan E= {4;A;11;1 < i <m — 1} U{4, A4} U{Az;;;1 < i <m;l <j<m}
U{ aleT,; 1 s K1 < j < m) U{zy ;2. ;0 25 S U{oead ;1 <
i<ml1<j<m-—1} H{zimzi1;1 <i<n}.

Dari Observasi 4.1.9 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.19. Untuk Gam-
bar 4.19 (a) merupakan graf roda dan graf lingkaran, kemudian (b) merupakan
graf hasil operasi cartesian product dari kedua graf tersebut dan untuk analisa
sifat komutatifnya sama dengan graf hasil operasi cartesian product pada graf
roda dan graf lintasan. Berdasarkan teorema 2.5.2 dituliskan bahwa bilangan kro-
matik hasil dari cartesian product yang dinotasikan dengan G' = G10G5, maka
X(G) = maz{x(Gh),

X(G2)}. Sehingga bilangan kromatik hasil operasi cartesian product dari graf roda

dan graf lingkaran dituliskan sebagai berikut:

Akibat 4.1.4. Misal G adalah cartesian product dari graf roda dan graf lingkaran.
Untukn > 3 danm > 3, bilangan kromatik dan pewarnaan dinamis G = (W,,0C,,)
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adalah

3, untuk m genap dan m ganjil pada saat n gena
W(W,0C,) = g e g P e
4, untuk m genap dan m gangil pada saat n ganjil

Teorema 4.1.9. Misal G adalah cartesian product dari graf roda dan lingkaran.

Untuk n > 3 dan m > 3, pewarnaan dinamis G = (W,0C,,) adalah

x2(W,0C,,) = 3, untuk m genap dan m ganjil pada saat n genap

x3(W,O0C,,) = 4, untuk m genap dan m ganjil pada saat n ganjil

Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (xy — 1)p < 2¢. Memper-
hatikan Observasi 4.1.8 maka |V| =p =nm+2n+m dan |E| = ¢ = 3nm +m
maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x(W,0C,,) < (%) Fungsi

pewarnaan titik pada graf G = (W,,00C,,) adalah

untuk n genap dan n ganjil pada saat m ganjil

f(Aj) =9 2, 1<j<m, jgenap
3, j=m

untuk n genap pada saat m ganjil

1, 1<j35<m—1, jgenap; 1 <i<n, i ganjil,) =m
flrig)=q 2, 1<j<m-—1, jgenap; 1 <i<n, igenap, j=m
3, 1<1<n; j=m

Sehingga terbukti bahwa graf (W,,[JC,,,) mempunyai bilangan kromatik x (W,,00C,,)=
2 untuk m genap dan x(W,0C,,)= 3 untuk m ganjil. Pewarnaan dinamis graf

(W,0C,,) adalah x,.(W,,0C,,)= 2 untuk n genap dan x,(W,0C,,)= 3 untuk n
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ganjil. O

Observasi 4.1.10. Misal diketahui G adalah graf roda W,, dengan V(W,)={A, x;;1 <
i <n} dan EW,)={z;xir1;1 <i<n—1} Wz,x,} {Azi;1 <@ < n} dan graf
lintasan dengan V(P,,)= {y;;1 <j < m} dan E(P,)= {yyj+1;1 <j <m—1}.
Graf G adalah composition dari graf roda dan graf lintasan yang dinotasikan G=
(WalPwl]), maka untuk n > 3 dan m > 2, himpunan titik dan sisinya dapat dis-
ajikan dalam V= {A;,z;;;1 <i <n;1 < j < m} dan E= {Ajz; j11;1 <1 <
nl <j<m-—1} WAz 131 <i<n;l <j<m—1} U{a; 24154151 <
i<n—-11<j<m-1} Wa;zi0141;2 <i <n—-11<j <m-—1}
W{zn ;2154151 <J<m—1} UW{zpn 1121551 <j<m—1} {A;4;11;1 <i<m-—1}
U{4;z; 551 < i <l <5 < m}p UW{zgmin;;l <6< n—11 < j < m}
U{z1 20551 < j < m} Uz 54151 < i < m;1 < j < m— 1}, sehingga
[V|=p=nm+m dan |E| = ¢=Tnm+m —5n — 1.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.5 dituliskan bahwa, composition (W, [FP])
W, dan P,, dengan disjoint himpunan titik V; dan V5 dan himpunan sisi X;
dan X, adalah graf dengan titik V; ® Vo dan = = (x1,x9) yang adjacent dengan
y = (y1,y2) ketika [x; adj y1] atau [z1 = y; dan 25 adj y2]. Operasi composition
merupakan kombinasi dari operasi tensor product dan operasi cartesian product.
Diawali dengan mengkalikan titik-titik pada graf roda dan graf lintasan seperti
pada operasi tensor product dan operasi cartesian product, kemudian titik-titiknya
dihubungkan sesuai dengan graf roda dan graf lintasan seperti pada operasi carte-
sian product dan hasil perkalian titik-titik tersebut yang adjacent dihubungkan
seperti pada operasi tensor product. Pengoperasian ini diperoleh himpunan titik
dan himpunan sisinya yaitu V= {4;,2;;;1 < i < n;1 < j < m} dan E=
{Ajzijr;l <i<ml <j<m-—1} UW{4jzi; ;1 <i<nl<j<m-—1}
Kz jziv1 il LGP < n— 1, LWl Gl NUWe:. "7, ;. ihy— 1;1 <
m—1} UW{z,7141;1 <j<m—1} Wz, 412151 <7 <m—1} U{4;4,41;1 <
i <m—1} U{A;zi ;1 <0 <njl <j<m}U{zi;Zi41,551 <i<n—-11<j<m}
U{z1,;2n;;1 <j<m} U{z;;zij41;1 <i<n;1<j<m-—1}.

Dari Observasi 4.1.10 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.22. Untuk Gam-
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Gambar 4.22 (a) Wy dan P (b) (Wy[P3]) (b) (P3[Wy])
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bar 4.22 (a) merupakan graf roda dan graf lintasan, kemudian (b) merupakan graf
hasil operasi composition dari kedua graf tersebut dan (c) merupakan graf hasil op-
erasi composition setelah graf dasarnya dibalik yang bertujuan untuk menganalisa
sifat komutatifnya. Setelah observasi pada graf hasil operasi composition dari graf
roda dan graf lintasan, ditentukan bilangan kromatik, pewarnaan titik dinamis
dan fungsi pewarnaan titik pada graf hasil operasi composition yang disajikan

dalam teorema berikut.

Teorema 4.1.10. Misal G= (W, [P,])= (Pn[W,]). Untuk n > 3 dan m > 2,

bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis G adalah

XWelPr]) = x5(Wy[Pr]) = 6, untuk n genap

Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (xy — 1)p < 2¢. Memper-
hatikan Observasi 4.1.10 maka |V| = p = m+nm dan |E| = ¢ = Tnm+m—5n—1
maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x(W,[P,]) < (W)

Fungsi pewarnaan titik pada graf G = (W, [P,.])= (Pn[W,]) adalah

untuk n genap dan n ganjil

1, 1<j<m, jganjil
f(4;) = {

4, 1 <3< m, j genap
untuk n genap

, 1 <i<n—1,1ganjgil; 1 <j5<m, j ganyjil
, 1<i<n, igenap; 1 <j<m, jganjil
flzig) =

2
3
5, 1<i<n—1, 1t ganjil; 1 < j<m, j genap
6, 1<i<n, tgenap; 1 <7< m, j genap
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untuk n ganjil

;

, 1 <i<n—1, 1 ganjgil; 1 <35 <m, j ganjil
, 1 <i<mn, igenap; 1 <j<m, jganjil

1<i<n—1, iganjil; 1 <5< m, j genap
flzig) =

1 <i<mn, igenap; 1 <j<m, jgenap
i=mn; 1< j<m, jganjil

0 N o ol W N

i=mn; 1 <j<m, jgenap

\

Sehingga terbukti bahwa graf G = (W,,[P,.]) = (P,,[W,]) mempunyai bilan-
gan kromatik dan pewarnaan titik dinamis x (G = (W,[Pn]) = (Pn[Wa]))=x5(G =
(WalPn]) = (Pm[Wy]))= 6 untuk n genap dan x(G = (W,[Py]) = (Pn[Wn]))=xs(G =
(WalPm]) = (Pn[Wy]))= 8 untuk n ganjil. Pada operasi composition ini berlaku
sifat komutatif yang diperoleh dari kesamaan graf hasil operasi, kardinalitas, dan

bilangan kromatik. 0

Observasi 4.1.11. Misal diketahui graf roda W, dengan V(W,)= {A,z;;1 <
i < n} dan EW,)={ziziy1;1 < i < n—1} Wzpar} {Az;1 < i < n} dan
graf lingkaran dengan V(Cp)= {y;;1 < j < m} dan E(Cy)= {yyj+1;1 < j <
m — 1} Wymyr}, Graf G adalah composition dari graf roda dan graf lingkaran
yang dinotasikan G= (W,[Cm]), maka untuk n > 3 dan m > 3 himpunan titik
dan sisinya dapat dituliskan dalam V= {A;,z;,;;1 <i<n;1 <j<m} dan E=
{Ajz; 11 <i<m;1 <j<m—-1} U{Ajzi;-131 <i<n;2<j<m-—1}
U{A1zim; 1 <@ <n} U{Anzi1;1 <i<n} U{z; ;2414151 <i<n—-1;1<5<
m—1} Wz jZi—1j41;2<i<n—-11<jij<m—-1} Wz, ;%1 +1;1 <j <m-—1}
U{zn 1121551 < < m—1} Wz m@ig1,151 <6< n—1} Wz mZit11;1 < <n—
1} Wzrman1} W{enmz11} U{@imTea} U{@im@i1152 <@ <n} U{A;4;41;1 <
i <m—1} U{ARA1} U{Ajz 551 < i < n;l < 5 < m} U{zjzip,;1 <@ <
n—1;1<j<m} U{z;2,;;1<j<m} U{xijxij_l,_l;]. <i<n1<j<m-1}
U{zimzi1;1 < i < n}, sehingga |V (W,[Cm])| = p = nm+m dan |E(W,[Cm])| =

q=Tnm+ m.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.5 dituliskan bahwa, composition (W,[C),])
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W, dan (), dengan disjoint himpunan titik V; dan V5 dan himpunan sisi X;
dan X, adalah graf dengan titik V; ® V, dan x = (21, 22) yang adjacent dengan
y = (y1,92) ketika [z adj y1] atau [x; = y; dan 25 adj ys]. Operasi compo-
sition merupakan kombinasi dari operasi tensor product dan operasi cartesian
product. Diawali dengan mengkalikan titik-titik pada graf roda dan graf lingkaran
seperti pada operasi tensor product dan operasi cartesian product, kemudian titik-
titiknya dihubungkan sesuai dengan graf roda dan graf lingkaran seperti pada
operasi cartesian product dan hasil perkalian titik-titik tersebut yang adjacent
dihubungkan seperti pada operasi tensor product. Pengoperasian ini diperoleh
himpunan titik dan himpunan sisinya yaitu V= {4;,z;;;1 <i <n;1 <j < m}
dan E= {A;z;;41;1 < i < m;1 < j < m—1} WAz 131 <3 < n;2 <
g <m-—1} WAizim;1 < i < n} U{Anz1;1 < @ < n} U{z; 20154151 <
i<n-11<j<m-1} Wz ;z9,11;2<i<n=-11<j<m=1}
U{zn 214151 < J < m—1} Wz, 4121551 < j < m— 1} Wzimeipi1;1 <
i <n—1} W{zimivi;l < i <n—1} WermTea}t Hznmr11} U{xim@ni}
UW{zimzi11;2 < i < n} U{A;4;11;1 <i<m—1} U{A, 4} U{4;2,;1 <i <
nl <j<m} Wz x5l <i<n-—11<j<m} UHzyz,,;;1 <j<m}
U{z; jzi 1151 <i<n;1 <j<m—1} U{x;mzi1;1 < i < n}.

Dari Observasi 4.1.11 dapat diilustrasikan seperti Gambar 4.24. Untuk Gam-
bar 4.24 (a) merupakan graf roda dan graf lingkaran, kemudian (b) merupakan
graf hasil operasi composition dari kedua graf tersebut dan untuk analisa sifat
komutatifnya sama dengan graf hasil operasi composition pada graf roda dan graf
lintasan. Setelah observasi pada graf hasil operasi composition dari graf roda dan
graf lingkaran, ditentukan bilangan kromatik, pewarnaan titik dinamis dan fungsi
pewarnaan titik pada graf hasil operasi composition yang disajikan dalam teorema
berikut.

Teorema 4.1.11. Misal G adalah composition dari graf roda dan graf lingkaran.

Untukn > 3 danm > 3, bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis G' adalah

XWLICH]) = xs(WL[Cn]) =9, untuk n genap pada saat m ganjil

XWLICh]) = xs(WL[Cn]) = 6, untuk n genap pada saat m genap
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XWLICw]) = xs(WL[Cn]) = 8, untuk n ganjil pada saat m genap

XWLICH]) = xs(WL[Cn]) = 12, untuk n gangjil pada saat m ganjil

Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (x — 1)p < 2¢. Sesuai
dengan Observasi 4.1.11 didapatkan |V| = p = nm +m dan |E| = ¢ = Tnm +m
maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x(W,,[C},]) < (%) Fungsi
pewarnaan titik pada graf G = (W, [C,,]) adalah

untuk m ganjil

1, 1<t <n—1, i ganjil
f(4;) = 4, 1<i<mn, igenap
7, 1=mn

;

2, 1<i<n, iganjil; 1 <j<m—1, j ganjil
3, 1<i<n, igenap; 1 <j<m—1, 5 ganjil
. 5 1 << n, iganjil; 1 <5 <m, j ganjil
fwig) = 6, 1<i<mn, igenap; 1 <j<m, j genap
8, 1 <i<n, iganjil; j =m
9, 1 <1< n, igenap; j=m

\
untuk n ganjil dan m ganjil

(2, 1<i<n-—1,iganjil; 1<j<m—1, j ganjil

2
3, 1<i<n, igenap; 1 <j3<m—1, 5 ganjil
5, 1<i<n—1, 1 ganjgil; 1 <j<m, j genap
6, 1 <i:<n, igenap; 1 <5< m, jgenap
flzi;)=< 8, 1<i<n-—1, i ganjil; j=m

9, 1<i:<n, i genap; j=m

10, i=n; 1 <5< m-—1, 7 ganjil

11, 1 =n; 1 <5< m, j genap

12, i=n; j=m
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Gambar 4.25 (a) Pewarnaan titik (Wy[Cs]) (b) Pewarnaan titik (1W5[Cs])
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untuk n genap dan n ganjil pada saat m genap

1, 1 <3< m, jganjil
f(Aj):{

4, 1 <j <m, j genap
untuk n genap dan m genap

v ganjil; 1 <75 <m, 5 ganjil

1 <1< n, i genap; 1 <5< m, j ganjil

f(xig) =

1 gangil; 1 <35 <m, j genap

[@)) uCT' W DN
—
AN
~
IN
=

1<i<mn, igenap; 1 <j<m, jgenap

) i

untuk n ganjil dan m genap

4

1<i<n—1, i ganjil; 1 <3< m, j ganjil
1 <i<n, igenap; 1 <j<m, jganjil

1<i<n-—1, iganjil; 1 <j<m, j genap
f(xi,j):<

2
3
5
6, 1<i<n, tgenap; 1 <7< m, j genap
7, 1=n; 1< j5<m, jgenap

8

,i=mn; 1< j<m, jganjil

\

Sehingga terbukti bahwa graf W, [C,,] mempunyai bilangan kromatik dan
pewarnaan titik dinamis x (W, [Cy,])=x3(W,[Cyn])= 9 untuk n genap pada saat m
ganjil, x(W,[Cy])=x5(W,[Cn])= 6 untuk n genap pada saat m genap, x (W, [Cn])=x5(Wa[Cn])=
8 untuk n ganjil pada saat m genap, dan x(W,,[Cy.])=x7(W,[Cy])= 12 untuk n
genap pada saat m ganjil. Pada operasi composition ini berlaku sifat komutatif
yang diperoleh dari kesamaan graf hasil operasi, kardinalitas, dan bilangan kro-

matik. O

Observasi 4.1.12. Misal diketahui G adalah graf roda W,, dengan V(W,,)={A, x;;1 <
i <n} dan EW,)={zizit1;1 <i<n—1} Wz,x ) U{Az; 1 <i <n} dan graf
lintasan dengan V(Py,)= {x;;1 < i < n} dan E(P,)= {zxi11;1 <i <n-—1}.

Graf G adalah amalgamation dari graf hasil operasi graf roda dan graf lintasan
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yang dinotasikan Amal(W,, + P,,),v = 1,7, maka untuk n > 3 dan m > 2, him-
punan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V = {Ak,xf,yf,yl;l <i<n2<
§<m;1l <k <r}dan E={AaF;1 <i<ml1 <k <r}U{Ay;1 <k<r}
UWAry;;2 < g <m—11 <k <r} UWapzml <i<n-11<k<r}
Ufafyhil <i<m2 <j <m—11<k <r} UWaly, +1%1 < i < n;2
j<m—=11<k<r}U{paf;l <i<nl <k<r}U{yhy+152 <
m—1;1 <k <r} U{yys;1 <k <r}, sehingga |V| = p = nr + mr + 1 dan

<
<

|E| = q = 2nmr +nr+2mr —r.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.7 dituliskan bahwa amalgamation dinotasikan
dengan Amal(H;,vo;). Misalkan H; adalah suatu keluarga graf berhingga dan
setiap H; mempunyai suatu titik vy; yang disebut titik terminal. Dimulai dengan
menduplikasi graf hasil operasi joint dari graf roda dan graf lintasan sebanyak 7,
setelah itu semua duplikasi dilekatkan pada satu titik yang menjadi titik terminal-
nya. Graf hasil operasi amalgamation tersebut diperoleh V= {Ak,:vf,yf, y1;1 <
i < m2 < j<ml <k <r}dan E= {4af1 < i < m1l <k <7}
U{Aky;1 < kB < 7} U{Ary;52 < j <m—1;1 < k < r} U{zpzgxl <
i <n—11< k< Uiyl <i<m2<j<m-11<k<r}
U{zhy, + 151 <i<m2<j<m—-1L;1<k<r}U{yzh1<i<n1<k<r}
U{yfy; + 152 < <m—-1L1<k<r} U{yh; 1 <k <r}.

Setelah observasi pada graf hasil operasi amalgamation dari graf roda dan
graf lintasan, ditentukan bilangan kromatik dan fungsi pewarnaan titik pada graf

hasil operasi amalgamation yang disajikan dalam teorema berikut.

Teorema 4.1.12. Misal G adalah amalgamation dari hasil operasi joint graf roda
dan graf lintasan. Untuk n > 3 dan m > 2, bilangan kromatik dan pewarnaan
titik dinamis G = (Amal(W,, + P,,v = 1,7)) adalah

5, untuk
x(Amal(W,+Pp,,v = 1,7)) = xa(Amal(W,+P,,,v = 1,7)) , untuk n genap
6, untuk n ganjil

Bukti. Berdasarkan teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (y — 1)p < 2¢. Mem-
perhatikan Observasi 4.1.12 maka |V| = p = nr + mr + 1 dan |E| = ¢ =
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2nm 4+ n + 2m — 2 maka batas atas dari bilangan kromatik adalah xy Amal(W,, +

P,,v=171) < (T(4"W:ff’::ﬂr_2r+l). Fungsi pewarnaan titik pada graf G =

Amal(W,, + P,,,v = 1,r) adalah f(Ag)= 1

fly) =4

Fy) 4, 2<5<m, jganjil; 1 <k<r
L) =
Vi 5 2<73<m, jganjil; 1 <k<r

untuk n genap

2,1<i<n—-1, jganjil; 1<k<r
flapw) =

3, 1<i<n—1, jgenap; 1 <k<r

f(p) =3

untuk n ganjil

2, 1<i<n—1, jganjil; 1<k<r
f(xzk): . .
3, 1<i<n—1, jgenap; 1 <k<r

f(p) =6

Sehingga terbukti bahwa graf Amal(W,, + P,,,v = 1,r) mempunyai bilangan
kromatik x(Amal(W,, + P,,v = 1,7))= 5 untuk n genap dan x(Amal(W, +
P,.,v = 1,r))= 6 untuk n ganjil. Pewarnaan titik dinamis graf Amal(W,,+P,,,v =
1,7) yaitu x,(Amal(W,, + P, v =1,7))= 4. O

Observasi 4.1.13. Misal G adalah amalgamation dari graf hasil operasi joint
graf bintang dan graf lintasan. Untuk n > 3 dan m > 2, maka himpunan titik dan
sisinya dapat disajikan dalam V = {Ak,xl,xf,y;?; 2<i<n1 <3 <ml1<k<
r} dan E= {2141 <k <r} W{Azp;2 <i<m1 <k <r} U{x,-yf;l <j<
m;1 <k <r}U{yfr;2<i<n1<j<mil<k<r}U{Ayh1<k<rl<
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j<m} U{yky; +1M1<k<r1<j<m-—1}.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.7 dituliskan bahwa amalgamation dinotasikan
dengan Amal(H;,vo;). Misalkan H; adalah suatu keluarga graf berhingga dan
setiap H; mempunyai suatu titik vy, yang disebut titik terminal. Dimulai den-
gan menduplikasi graf hasil operasi joint dari graf bintang dan graf lintasan
sebanyak 7, setelah itu semua duplikasi dilekatkan pada satu titik yang men-
jadi titik terminalnya. Graf hasil operasi amalgamation tersebut diperoleh V=
{Ak,xl,xf,y;?;Q <i<ml<j<ml<k<r}dan E= {5141 <k <r}
U{Agzr;2 <i<n;1 <k<r} U{xiy;?;l <j<ml1<k<r} U{yfxi;Q <1
1 <j<ml<k<r}U{Awh1<k<rl<j<m}u{yry+151<k
r;1<j<m-—1}.

<
<

Setelah observasi pada graf hasil operasi amalgamation dari graf bintang
dan graf lintasan, ditentukan bilangan kromatik dan fungsi pewarnaan titik pada

graf hasil operasi amalgamation yang disajikan dalam teorema berikut.

Teorema 4.1.13. Misal G adalah amalgamation dari hasil operasi joint graf bin-

tang dan graf lintasan. Untukn > 3 danm > 2, bilangan kromatik dan pewarnaan
titik dinamis G = (Amal(S,, + P,,,v =1,7)) adalah

X(Amal(sn -+ Pm”U = 177”)) — X3(Amal(5n + Pm,’U = 1,T>) = 4

Bukti. Berdasarkan Teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (x — 1)p < 2¢. Mem-
perhatikan Observasi 4.1.13 maka |[V| = p = 1+ r(n +m) dan |[E| = ¢ =
r(nm+mn+2m —1) maka batas atas dari bilangan kromatik adalah x Amal(W,, +
Pnv=1r) < (T(2nm;n?ntffl_2)+l). Fungsi pewarnaan titik pada graf G =

Amal(S, + Pn,v = 1,7) adalah

flA) =1, 1<k<r

flz) =1
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T3 Ty
X
A (b)

Gambar 4.29 (a) Sq dan Py (b) S4+P> (¢) (Amal(Ss + P2),v = 1,4)
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Gambar 4.30 Pewarnaan titik Amal(Sy + Ps,v =1,4)
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flzg)=1,2<i<n; 1<k<r

3, 1 <k<r, jganjil
fly) = .
4a 1 S k S r, J genap

Sehingga terbukti bahwa graf Amal(S,, + P,,,v = 1,7) mempunyai bilangan
kromatik dan pewarnaan titik dinamis x (Amal(S,,+ Py, v = 1,7))=x3(Amal(S,+
Pn,v=1,r))=4. O

Observasi 4.1.14. Misal diketahui graf bintang S, dengan V(S,)= {A,x;;1 <
i < n} dan E(S,)= {z;A;1 < i < n — 1} dan graf lintasan dengan V(P,,)=

{y;;1 < j <m} dan E(P,)={yyj+1;1 < j < m —1}. Graf G adalah shackle
dari graf bintang dan graf lintasan yang dinotasikan G = Shack(S, + P,,,r), maka
untuk n > 3 dan m > 2, himpunan titik dan sisinya dapat disajikan dalam V =
{As, 2%,z Z,yj,p71<z<n 1<j<ml1<k<r}dan E={Aak;1 <i<n-—
L1<k<r}U{Auf™1<k<r} U{4p} U{yiyh i1 <i<m-11<k<r}
U{Aky]71<j<m1<k<r}U{xy],1§z§n—1;1§jSm;lgkgr}
U{ai Ty 1 < j <m;1 <k <r—1} U{pyj;1 < j < m}, sehingga |V| =p =

nr+mr+1 dan |E| = g = nmr +nr + 2mr —r.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.6 disebutkan bahwa shackel dinotasikan dengan
Shack(G1, G, ..., Gy) merupakan graf yang dibangun dari graf terhubung nontriv-
ial dan order graf (G4, Ga, ..., G)) sedemikian hingga untuk setiap 1 < 4,7 < k
dengan |i — j| > 2, G; dan G; tidak memiliki titik umum, dan untuk setiap
1 <i< k-1, G; dan G; + 1 tepat satu titik yang sama, disebut wvertex link-
age dimana k — 1 linkage titik semua berbeda. Dimulai dengan menduplikasi
graf hasil operasi joint dari graf bintang dan graf lintasan sebanyak k, setelah
itu semua duplikasi diletakkan secara pararel dan terdapat titik pelekatannya di-
mana titik pelekatannya harus berbeda satu sama lain. Graf hasil operasi shackle
tersebut diperoleh V= {Ay, af,2f, ¥ p;1 < i < m1 < j <m;l <k < r}
dan B= {Ap2f:1 < i <n—1;1 <k < r} U{4zb™1 < k < 7} U{Ap}
Ulyhyk 51 < j < m—1L1 <k < r} U{dfh1 < j < ml <k <r}

<
=
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U{abyh 1 <i<n—11<j <mil <k <r}U{aftyli1 <j<mil <k <r—1}

U{pyj;1 < j <m}.

Xy
I N Y2
+ &—0 (a)
xs3
Y1 Y2

Gambar 4.31 (a) S, dan P, (b) (Sp+Pn) (c) Shack(S, + P, 1)

Setelah observasi pada graf hasil operasi shackle dari graf roda dan graf

lingkaran, ditentukan bilangan kromatik dan fungsi pewarnaan titik pada graf

hasil operasi shackle yang disajikan dalam teorema berikut.

Teorema 4.1.14. Misal G adalah shackle dari graf hasil operasi joint graf bintang

dan graf lintasan. Untuk n > 3 dan m > 2, bilangan kromatik dan pewarnaan

titik dinamis G = (Shack(S,, + Pp,r)) adalah

X (Shack(Sy + P, 7)) = x3(Shack(S, + Py, 7)) = 4
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Gambar 4.32 Pewarnaan titik Shack(Sy + Py,v =1, 3)

Bukti. Berdasarkan Teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (y — 1)p < 2¢. Memper-
hatikan Observasi 4.1.14 maka |V| = p = nr+mr+1 dan |E| = ¢ = 2nmr+nr+

2mr — r maka batas atas dari bilangan kromatik adalah xShack(S, + Pp,r) <

( 2nmr+3nr+5mr—2r41
nr+mr+1

adalah f(Ay) =4

). Fungsi pewarnaan titik pada graf G = (Shack(S,, + Py, 1))

f@h =3 1<i<n-1,1<k<r

) 1, 1<3<m, jganjil; 1 <k<r
Yi) = . .
2,1<i<m, jgenap; 1<k <r

Sehingga terbukti bahwa graf Shack(S,, + P,,,v = r) mempunyai bilangan
kromatik dan pewarnaan titik dinamis x (Shack (S, + P, v = r))=x3(Shack(S, +
Pn,v=r))=4. O

Observasi 4.1.15. Misal diketahui graf roda W, dengan V(W,)= {A,x;;1 <
i < n} dan E(W,)= U{zizip1;1 < i < n—1} U{a,z} {Az;1 < i < n} dan
graf lingkaran dengan V(Cp,)= {y;;1 < j < m} dan E(Cp)= U{yyj+1;1 <i <
m — 1} Wymyr}. Graf G adalah shackle dari graf roda dan graf lingkaran yang
dinotasikan G= Shack(W, + Cy,,r), maka untuk n > 3 dan m > 3, himpunan
titik dan sisinya dapat disagikan dalam V = { Ay, 2, yf; 1<i<n—-1;1<j7<m}
dan E= {Apzj;1 < i <n—-11 <k <r} U{Ayf1 <j<ml<k<r}
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Ufafaf i1 <i<n—11 <k <r} U{afAR 1 <k < r—1} Ufalyhil

i <n—-—1L1<j<ml<k<r} U{yjyj+1;1 <ji<m-11<k Sr}
U{yfyR il <k <r} U{ApApi; 1l <k <r—1} WAyl 1 <k <r—1} U{pA,}
U{pai} Upz, ) U{Aray);1 < <myl <k <r =1} U{py);1 < j < m},
sehingga |V | =p=mnr+mr+1 dan |E| = ¢ = nmr + 2nr + 2mr.

Bukti. Sesuai dengan Definisi 2.5.7 disebutkan bahwa shackel dinotasikan dengan
Shack(G1, G, ..., Gy ) merupakan graf yang dibangun dari graf terhubung nontriv-
ial dan order graf (G4, Ga, ..., G)) sedemikian hingga untuk setiap 1 < 4,7 < k
dengan |i — j| > 2, G; dan G; tidak memiliki titik umum, dan untuk setiap
1 <1< k-1, G, dan G; + 1 tepat satu titik yang sama, disebut wvertexr link-
age dimana k — 1 linkage titik semua berbeda. Dimulai dengan menduplikasi
graf hasil operasi joint dari graf roda dan graf lingkaran sebanyak k, setelah
itu semua duplikasi diletakkan secara pararel dan terdapat titik pelekatannya
dimana titik pelekatannya harus berbeda satu sama lain. Dari pengoperasian
shackle tersebut diperoleh V= {A, f,yf;l <i<n-11<j<m}dan
E= {ApzF, 1<Z<n—11<k<7’}U{Akyj,1<]<m1</<:<7"}
Uf{afaf, 51 <i <n—1;1 < k < rp UfafAME1 <k < r— 1} Ufafylsl

i <n—L1<j<ml<k<r}Ulyfyll <j<m-11<k< 7“}
W{yfyk;1 <k <r} U{ApApi1;1 <k <r—1} WAyt 1 <k <r—-1} U{pA,}
U{pz} U{pz)_ } U{Arayf1 <j<m;1 <k <r—1} U{py};1 < j <m}.

Setelah observasi pada graf hasil operasi shackle dari graf roda dan graf
lingkaran, ditentukan bilangan kromatik dan fungsi pewarnaan titik pada graf

hasil operasi shackle yang disajikan dalam teorema berikut.

Teorema 4.1.15. Misal G adalah shackle dari graf hasil operasi joint graf roda
dan graf lingkaran. Untuk n > 3 dan m > 3, bilangan kromatik dan pewarnaan
titik dinamis G = (Shack(W,, + Cp,, 7)) adalah

5, untuk
Y(Shack(Wy+Cin, 1)) = Xa(Shack(W,+Chn, 1)) = , untuk n genap m genap
6, untuk n ganjil m genap
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Gambar 4.33 (a) Wy dan C3 (b) (Wy dan Cs) (¢) Shack(Wq + Cs,v = 3)
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6, untuk il
Y(Shack(W,+Cin, 1)) = x5(Shack(W,+Chy, 1)) = , untuk n genap m ganji
7, untuk n gangil m gangil

Gambar 4.34 (a) Pewarnaan titik Shack(Wy + Cs,v = 3) (b) Pewarnaan titik
Shack(Ws + C3,v = 3)

Bukti. Berdasarkan Teorema 2.2.1 dinyatakan bahwa (x — 1)p < 2¢. Mem-
perhatikan Observasi 4.1.15 maka |V| =p =nr +mr + 1 dan |E| = ¢ = nmr +
2nr + 2mr maka batas atas dari bilangan kromatik adalah xShack(W,,+C,,,r) <
(Z"mzti’;’;ﬁ?“"*l) Fungsi pewarnaan titik pada graf G = (Shack(W,,+C,,v = 1))

adalah

untuk n genap dan m ganjil

1, 1<j<m, jganjil

f(Ak):{

3, 1 <5< m, jgenap
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Gambar 4.35 (a) Pewarnaan titik Shack(Wy + Cy,v = 1,3) (b) Pewarnaan titik
Shack(Ws + Cy,v = 1,3)


http://repository.unej.ac.id/
http://repository.unej.ac.id/

94

f(p) =3

L, 1<i:<n—1, igenap; 1 <k <r, kgenap
fah) =< 2, 1<i<n-—1,iganjil; 1<k<r
1, 1<i:<n-—1, i genap; 1 <k <r, k ganjil

fWH) =3 5, 1<j<m—1, j genap
6, j=m

untuk n ganjil dan m ganjil

1, 1<Ek<r kganjil
4, 1 <k<r kgenap

f(Ak):{

f(p) =4

£ k) 2, 1<i<n—1,19anjil; 1<k<r
€T =
3, 1<i<n—1,1genap; 1<k<r

5, 1<j<m—1, jganjil; 1 <k<r
FUh) =4 6,1<j<m-—1, jgenap; L<k<r

hny=m

untuk n genap dan m genap

1, 1<k <r k gangil
3, 1< k< kgenap

f(Ak):{

f(p) =3
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1, 1<i:<n-—1, igenap; 1 < k<r, k genap
f@ =< 2, 1<i<n—1,iganjil; 1<k<r
2, 1<i<n—1,1genap; 1 <k <r, kganjil

f(yf): 4, 1 <j<m, jganjil; 1 <k<r
5, 1<j<m, jgenap; 1 <k<r

untuk n ganjil dan m genap

1, 1<k <r k ganjil
3, 1 <k<r kgenap

f(Ar) :{
f(p) =3

L, 1<:<n—1, igenap; 1 <k <r, kgenap
flzh) = 2, 1<i<n-—1, iganjil; 1<k <r
2, 1<i<n—1, 1 genap; 1 <k <r, kganjil

fh) = 4, 1<j<m, jganjil; 1<k <v
5, 1<57<m, jgenap; L<k<r

Sehingga terbukti bahwa graf Shack(W,, + C,,,v = r) mempunyai bilangan
kromatik dan pewarnaan titik dinamis x(Shack(W,,4+C,,,v = r))= x4(Shack(W,+
Ci,v = 1))= 5 untuk n genap pada saat m genap, dan 6 untuk n ganjil pada saat
m genap. Kemudian x(Shack(W,, + Cp,,v = r))= x5(Shack(W,, + Cy,,v = 1))=

6 untuk n genap pada saat m ganjil, dan 7 untuk n ganjil pada saat m ganjil. [

4.2 Pembahasan
Penelitian ini bertujuan untuk mencari bilangan kromatik, fungsi pewar-

naan titik, batas atas dari operasi graf serta menentukan bilangan kromatik r-
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Dynamic Vertex Coloring. Selain itu, peneliti juga menganalisa sifat komutatif
yang dimiliki operasi graf. Graf-graf dasar yang digunakan adalah graf roda, graf
bintang, graf lingkaran dan graf lintasan. Bilangan kromatik untuk graf roda
W, adalah 3 untuk n genap dan 4 untuk n ganjil, bilangan kromatik dari graf
bintang S,, adalah 2, graf lingkaran ), mempunyai bilangan kromatik 2 untuk
n genap dan 3 untuk n ganjil, serta bilangan kromatik untuk graf lintasan P,
adalah 2. Setelah dilakukan pengoperasian yaitu pada operasi joint (W, + P,,)
menghasilkan bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis dengan r=4 yaitu
5 untuk n genap dan 6 untuk n ganjil. Setelah dilakukan pengoperasian yaitu
pada operasi joint (W, + C,,) menghasilkan bilangan kromatik dan pewarnaan
titik dinamis dengan r=4 yaitu 5 untuk n genap pada saat m genap dan 6 untuk
n ganjil pada saat m genap. Sedangkan untuk r=5 yaitu 6 untuk n genap pada
saat m ganjil dan 7 untuk n ganjil pada saat m ganjil. Berdasarkan hal terse-
but maka bilangan kromatik hasil dari joint dua graf adalah penjumlahan dari
masing-masing graf dasarnya yaitu x(G; + G2) = x(G1) + x(Ga).

Pada operasi crown product dilakukan pengoperasian crown product (W, ®
P,,) menghasilkan bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis dengan r= 2
yaitu 3 untuk m genap dan 4 untuk m ganjil. Operasi crown product (P,, ©® W,,)
menghasilkan bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis dengan r=3 yaitu
4 untuk n genap dan untuk n ganjil. Bilangan kromatik dan pewarnaan titik
dinamis yang dihasilkan dari crown product (W, ® C,,) dengan r=2 adalah 4
untuk m genap dan r=3 yaitu 4 untuk m ganjil.

Sabidussi melakukan penelitian pada tahun 1954 mengenai operasi carte-
sian product yang menghasilkan sebuah teorema yang menyatakan bahwa bilan-
gan kromatik hasil dari operasi cartesian product adalah maksimum dari bilangan
kromatik graf-graf dasarnya yaitu x(G; ® G2) = maz{x(G1), x(G2)}. Pada op-
erasi cartesian product (W,0F,,) menghasilkan bilangan kromatik dan pewarnaan
dinamis dengan r= 2 yaitu 3 untuk n genap dan 4 untuk n ganjil. Operasi carte-
stan product (W, 0C,,) menghasilkan bilangan kromatik dan pewarnaan dinamis
dengan r= 2 yaitu 3 untuk m genap dan m ganjil pada saat n genap serta 4 untuk

n ganjil pada saat m genap. Bilangan kromatik dan pewarnaan dinamis dengan
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r= 3 adala 4 untuk n ganjil pada saat m ganjil. Oleh karena itu terbukti bahwa
bilangan kromatik hasil operasi cartesian product (W,0P,,) dan (W,,[00C,,) sesuai
dengan teorema yang ditemukan Sabidussi.

Hedetniemi juga melakukan penelitian yang sama pada tahun 1966 pada op-
erasi tensor product yang menghasilkan sebuah teorema. Teorema tersebut meny-
atakan bahwa bilangan kromatik dari operasi tensor product adalah minimal dari
bilangan kromatik graf dasarnya yaitu x (G; @ Go)= x(G) = min{x(G1), x(G2)}.
Operasi tensor product (W, ® P,,) menghasilkan bilangan kromatik yaitu 2 dan
pewarnaan titik dinamis dengan r=2 yaitu 4 baik untuk n genap maupun n gan-
jil. Operasi tensor product (W, ® C,,) menghasilkan bilangan kromatik yaitu 2
untuk m genap dan 3 untuk m ganjil. Operasi tensor product (W, ® C,,) meng-
hasilkan pewarnaan titik dinamis dengan r=2 yaitu 3 untuk m ganjil dan 4 untuk
m genap. Oleh karena itu terbukti bahwa bilangan kromatik hasil operasi tensor
product (W,, ® P,,) dan (W,, ® C,,,) sesuai dengan teorema yang ditemukan oleh
Hedetniemi.

Pada operasi composition (W,[P,,]) menghasilkan bilangan kromatik dan
pewarnaan titik dinamis dengan r=5 yaitu 6 untuk n genap dan dengan r=6
yaitu 8 untuk n ganjil. Operasi composition (W, [C,,]) menghasilkan bilangan
kromatik dan pewarnaan titik dinamis dengan r=3 yaitu 9 untuk n genap pada
saat m ganjil, r= 5 yaitu 6 untuk n genap pada saat m genap dan 8 untuk n
ganjil pada saat m genap serta r=7 yaitu 12 untuk n ganjil pada saat m ganjil.

Pada operasi amalgamation (Amal(W,,+ P,,,v = 1,r)) menghasilkan bilan-
gan kromatik dan pewarnaan titik dinamis dengan r=4 yaitu 5 untuk n genap dan
6 untuk n ganjil. Pada operasi amalgamation (Amal(S, + Py,,v = 1,7)) meng-
hasilkan bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis dengan r=3 yaitu 4.
Berdasarkan hal tersebut maka bilangan kromatik hasil dari amalgamation sama
dengan bilangan kromatik dari graf yang akan dioperasikan x(Amal(G,r)) =
X(G). Pewarnaan titik dinamis pada operasi amalgamation (Amal(W,, + P,,,v =
1,7)) menghasilkan bilangan kromatik sebanyak 4.

Selanjutnya pada operasi shackel dilakukan pengoperasian yaitu operasi

shackel (Shack(S,,+ P,,,r)) menghasilkan bilangan kromatik dan pewarnaan titik
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dinamis dengan r=3 yaitu 4. Sedangkan operasi shackel (Shack(W,, + Cy,, 1))
menghasilkan bilangan kromatik dan pewarnaan titik dinamis dengan r= 4 yaitu
5 untuk n genap pada saat m genap dan 6 pada saat n ganjil pada saat m genap.
Kemudian r=5 menghasilkan pewarnaan sebanyak 6 untuk n genap pada saat m
ganjil dan 7 untuk n ganjil pada saat m ganjil. Berdasarkan hal tersebut maka
bilangan kromatik hasil dari shackel sama dengan bilangan kromatik dari graf
yang akan dioperasikan x(Shack(G,v = 1,7)) = x(G).

Pembahasan selanjutnya mengenai sifat komutatif terhadap keisomorfisan
graf hasil operasi, kardinalitas, dan bilangan kromatik. Keisomorfisan yang di-
maksud yaitu dari dua buah graf yang jika dibalik akan menghasilkan struktur
yang sama dengan kata lain memiliki titik dan sisi yang sama. Selanjutnya kardi-
nalitas dalam hal ini adalah kardinalitas titik dan sisi yang dihasilkan dari dua graf
hasil operasi, sifat komutatif berlaku jika kardinalitas dari dua graf hasil operasi
menunjukkan hasil yang sama. Seperti yang sudah dibahas sebelumnya bahwa
bilangan kromatik merupakan minimum pewarnaan titik, jika dua graf hasil op-
erasi memperlihatkan bilangan kromatik yang sama maka berlaku sifat komutatif.
Penjelasan sifat komutatif yang telah dianalisis dari setiap hasil operasi graf dapat

dirangkum dalam Tabel 4.1.

Tabel 4.1: Tabel Sifat Komutatif

No. Operasi  Graf Hasil Operasi Kardinalitas Kromatik
1. W,+ P, Isomorfis Vi=n+m+1 5, untuk n genap
P+ W, |E| =nm+2n+42m —1 6, untuk n ganjil
2. W,o P, [VI=nm+n+m-+1 3, untuk n genap
Tidak isomorfis |E| =2nm+n+2m —1 4, untuk n ganjil
Pn oW, V| =nm+2m 5, untuk n genap

|E| =3nm+2m —1 dan n ganjil

3. W,® P, Isomorfis [V|=nm+m 2, untuk n genap

P oW, |E| = 4nm — 4n dan n ganjil
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No. Operasi  Graf Hasil Operasi Kardinalitas Kromatik

4.  W,0P, Isomorfis V]| =nm+m 3, untuk n genap
P, 0w, |E| =3nm —n+m—1 4, untuk n ganjil

5. WylPn] Isomorfis V]| =nm+m 6, untuk n genap
P [Wh) |E| =Tnm —5n+m—1 8, untuk n ganjil
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BAB 5. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan pada bab sebelumnya dapat disim-
pulkan bahwa pewarnaan titik dan r-dynamic colouring pada operasi graf khusus
yaitu pada graf roda, lintasan, graf lingkaran dan graf bintang didapatkan 15

teorema dan 4 akibat dari teorema sebelumnya, diantaranya adalah:

1. Jownt

5, untuk n gena
X(G:(Wn+Pm):X4(G:(Wn+Pm):{ S

6, untuk n ganjil

5, untuk n genap pada saat m genap

6, untuk n ganjil pada saat m genap

X(Wn + Cm) = X4(Wn + Cm) N {

6, untuk n genap pada saat m ganjil
X(Wn + Cr) = xs(Wy + Cr) = .. ..
7, untuk n ganjil pada saat m ganjil

2. Crown Product

3, untuk n genap
X(Wn © Pn) = x2(W, © Bp) = ..
4, untuk n ganjil

4, untuk n genap
X(Pm O W) = x3(Wo, © Bp) = ..
5, untuk n ganjil

Xx(W,, © Cp) = xo(W,, © C) = 4, untuk m genap

x(W, © Cp) = x3(W, © Cp,) =4, untuk m ganjil

100
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3. Tensor Product
X(Wn ® Pm) =2

2, untuk m genap

xW,®Cy,) = {

3, untuk m ganjil
4. Cartesian Product

3, untuk n genap

w,0PF,,) =
X ) { 4, untuk n ganjil

xe(W,OP,,) = 3, untuk m genap

x2(W,0P,,) = 4, untuk m ganjil

3, untuk m genap dan m ganjil pada saat n genap

x(W,0C,,) = {

4, untuk m genap dan m ganjil pada saat n ganjil
x2(W,,0C,,) = 3, untuk m genap dan m ganjil pada saat n genap

xs(W,,0C,,) = 4, untuk m genap dan m ganjil pada saat n ganjil
5. Composition

X(Wa|Pn]) = xs(Wa[Pn]) = 6, untuk n genap

XWi[Pr)) = xe(Wi[Pn]) = 8, untuk n ganjil

XWLICH]) = x3s(WL[Cn]) = 9, untuk n genap pada saat m ganjil

XWLICn]) = xs(WL[Cn]) = 6, untuk n genap pada saat m genap
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XWLICn]) = xs(WL[Cn]) = 8, untuk n ganjil pada saat m genap

XWLICw]) = xs(WL[Cnl) = 12, untuk n ganjil pada saat m ganjil
6. Amalgamation

5, untuk
X(Amal(W,+P,,,v =1,7)) = xa(Amal(W,+P,,,v = 1,1)) untuk n genap
6, untuk n ganjil

X(Amal(Sy, + P, v =1,7)) = x3(Amal(Sy, + Pp,v =1,7)) = 4

7. Shackel

X (Shack(Sy + P, 7)) = x3(Shack(Sy + Py, 7)) = 4

5, untuk
X(Shack(Wp4Ch, 1)) = xa(Shack(Wp+Chy, 1)) = , untuk n genap m genap
6, untuk n ganjil m genap

Setelah menganalisa pewarnaan titik beserta r-Dynamic Vertex Coloring,
peneliti juga menemukan sifat komutatif yang dimiliki oleh operasi graf berdasarkan
keiosmorfisan, kardinalitas, dan bilangan kromatik. Setelah dianalisa, dapat dike-
tahui dan disimpulkan bahwa operasi graf yang memiliki sifat komutatif yaitu
operasi Joint, operasi Tensor Product, operasi Cartesian Product, dan operasi

Composition. Untuk operasi Crown Product tidak berlaku sifat komutatif.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pewarnaan titik pada graf khusus
yaitu pada graf roda, lintasan, lingkaran dan bintang, peneliti juga menentukan
sifat komutatif serta r-Dynamic Vertex Coloring sehingga peneliti memberikan
saran kepada pembaca agar dapat mengembangkan pewarnaan titik pada graf
khusus lainnya menggunakan metode yang lainnya serta mencari batas bawah

pada pewarnaan titik.
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