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Abstrak

Inayah et al. (2013) menjelaskan suatu pelabelan selimut (a,d)-#-anti ajaib super pada graf G adalah pelabelan total A dari
V(G)UE(G) ke bilangan bulat'{1,2;3,4,...,|V(G) VE(G)|} untuk setiap subgraf H dari G yang
SH=3, ,h(v)+Z, A(e) isomorfik dengan 7{.dimana“merupakan, barisan aritmatika. Graf G dikatakan memiliki
AW)ver=(12,...,v] pelabelan # anti ajaib super jika =/ dikatakan pelabelan total (a,d)-#H-anti ajaib super,
jika AV(G))={1,2,...,v(G)}. Dengan begitu graf G dikatakangsuper apabilaskemungkinan label terkecil ada pada titiknya.
Shackle dari graf siklus dengan busurserdiri dari beberapa graf siklusidengan busur.:Shackle dari graf siklus dengan busur
merupakan shackle sisi yang dinotasikan dengan Shack(Cz’e,n) ~Pada artikelwini,sakan dipelajari tentang pelabelan
selimut (a,d)-H-anti ajaib “super. tunggal dengan .nenggunakan deskriptif aksiomatik dan metode
Shack(Ci’e,n) pendektesian gpola. Hasil penelitian’ menunjukkan “bahwa pada berlakuypelabelan selimut (a,d)-#H-anti

ajaib super untuk d = {96; 805 64, 48,133, 32, 31, 29,27, 25}.

Kata Kunci: Pelabelan Selimut (a,d)-#-Anti*Ajaib Super,;Shackle dari Graf Siklus dengan Busur

Abstract

Inayah et al. (2013) explain super (a,d)-H-antimagic covering on graph~Gis total labelling A of V(G)UE(G) to integers
{1,2,3,4,...|V(G)UE(G)|} for. every subgraph<H_of ‘G ‘is isomorphic with*H where SH=3, ,\(v)+2, ;M(e) is an
arithmetic sequence. Graph G is, called have super-3 antimagicdabelling if (Mv)|veV ={1,2,...,V| . Adis called super
(a,d)-H-antimagic total covering,. if AV(G))={1,2,...v(G)jaSuch.a“graph G.is called super/if the smallest possible labels
appear on the vertices. Shackle, of cycle with cord consists; of several'eycle of cord. Shackle of cycle with cord is edge
shackle which denoted Shack(Cz’e,n) .¢n_this paper we learn about supers(a,d)-H-antimagic covering properties of
connective using descriptive axiomatic and the patterngrecognition method. The result shows that on Shack(Cz’e, n)
admit a super (a,d)-H-antimagic covering for d = {96, 80, 64, 48,33, 32,31, 29, 27, 25}.

Keywords: Super (a,d) -H-antimagic covering, Shackle-of Cycle-of-Cord

Pendahuluan yang pertama dan graf siklus dengan busur yang kedua, 1

sisi dari graf siklus dengan busur yang kedua juga

Teori graf adalah salah satu cabang dari ilmu digunakan bersama-sama oleh graf siklus dengan busur

matematika yang penting namun teori-teorinya dapat  yang ketiga, dan seterusnya. Shackle ini termasuk kategori

diterapkan dalam kehidupan sehari-hari. Salah satu contoh  ghackle sisi karena ada 1 sisi yang digunakan oleh dua

penerapan teori graf adalah pelabelan graf. Pelabelan suatu  pyah graf siklus dengan busur. Shackle dari graf siklus

graf adalah pemetaan bijektif yang memasangkan unsur- dengan busur mempunyai himpunan titik dan himpunan

unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan bulat positif.  jgj yaitu:

Terdapat banyak jenis pelabelan graf yang telah v Shack(Cz’ e.n)) =fxy 1<i<415j<n}
dikembangkan, salah satunya adalah pelabelan selimut 3, _ . . .

(a,d)-H-anti ajaib super pada shackle dari graf siklus E(Shack(Cge,n)) ={xyxiy; ; 1S <31<j<nf © fa,

X3,_,',-1 <j _<I’l} (@7 {XL_,- X341 ; 1 <j _<I’l} (@7 {x;j X341 ; 1 <j

dengan busur. e <o
Definisi 1. Shackle dari graf siklus dengan busur adalah np oy X d SjSnp O Xl < <n).
Inayah et al. (2013) mengembangkan suatu pelabelan

f inotasik " i . o .

graf yang dinotasikan dengan Shack(Cye,n) dimana selimut (a,d)-#H-anti ajaib dengan penjelasan bahwa suatu
pelabelan selimut (a,d)-H-anti ajaib pada graf G adalah
sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat jumlahan yang

graf ini memiliki 3 buah busur, e=1 yaitu 1 sisi yang
digunakan bersama-sama oleh graf siklus dengan busur
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merupakan barisan aritmatika {a, a+d, a+2d, ..., a+(t-1)d}.
Pelabelan selimut (a,d)-H-anti ajaib dikatakan fungsi
bijektif karena label selimut pada suatu graf tersebut selalu
berbeda dan berurutan. Penelitian tentang selimut pernah
dilakukan oleh Inayah (2013), Rizky et al. (2014), dan
Citra et al. (2014).

Pada penelitian ini dibahas tentang pelabelan selimut
(a,d)-{-anti ajaib super pada shackle dari graf siklus
dengan busur karena belum ada penelitian tentang
pelabelan selimut (a,d)-#H-anti ajaib super pada shackle dari
graf siklus dengan busur. Setelah dilakukan pelabelan
selimut (a,d)-H-anti ajaib super pada shackle dari graf
siklus dengan busur, akan didapatkan nilai batas atas atas
dan teorema baru.

Adapun manfaat yang didapatkan dari penelitian ini
adalah menambah pengetahuan baru tentang pelabelan
selimut selimut pada shackle dari graf siklus dengan busur.
Memberi motivasi untuk meneliti tentang pelabelan selimut
(a,d)-H-anti ajaib super pada graf jenis lain..Selain*itu,
hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai
pengembangan atau perluasan ilmu dan aplikasi dalam
masalah pelabelan selimut (a,d)-#H-anti ajaib super.

MetodePenelitian

Metode yang digunakan /dalam“‘penelitian ini adalah
metode deskriptif aksiomatik yaitutmenetapkan pengertian
dasar selimut #-anti ‘ajaib, lalu dikenalkan' bebgerapa
teorema mengenai pelabelan selimut, (@d)-H=anti | ajaib
super pada shackle dari graf siklus dengan,. busur 'baik
secara tunggal maupun gabungan saling ‘lepasnya. Selain
itu, metode yang digunakan'adalah metode’pendeteksian
pola. Adapun rancangan penelitian tersaji*pada diagram
alur penelitian pada Gambar 1 berikut:

Identifikasi famili graf

!

Menghitung jumlah titik p
dan sisi g pada Shack —p

Menentukan batas atas nilai

@527

beda (d)
v

| Menentukan label titik |

unexpandable T lexpandable

Mengembangkan fungsi

Menentukan label sisi dan
7 bijektif bobot titik

fungsi bijektif sisi

|

Mengembangkan fungsi
sisi dan bobot total

!

Membuktikan kebenaran

fungsi

|

Teorema

Keterangan:
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: Aliran pengecekan

Gambar 1. Rancangan Penelitian

Hasil Penelitian

Hasil dari penelitian yang akan dibahas terkait dengan
pelabelan selimut (a,d) -H-anti ajaib super pada shackle
dari graf siklus dengan busur yaitu berupa batas atas d < 96
serta 10 teorema baru tentang pelabean selimut (a,d)-H-anti
ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur
yaitu:

1. Ada pelabelan selimut (36n+84,96)—C, -anti
ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan
busur untuk n > 2.

2. Ada pelabelan selimut (44n+76,80)—C; -anti
ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan
busur untuk n > 2.

3.pAda pelabelan selimut (52n +68,64)—C2 -anti
ajaibysuper pada shackle dari graf siklus dengan
busur untuk n > 2.

4. Ada pelabelan selimut (60n+60,48)—C, -anti
ajaib super ‘pada,shackle dari graf siklus dengan
busur untuk n >.2.

5. Ada pelabelan selimut (57n+77,33)—C, -anti
ajaib_super pada shackle.dari graf siklus dengan
busur untuk'n =2.

6. Ada spelabelan selimut' (68n +52,32)—Cz -anti
ajaib_super pada shackle dari graf siklus dengan
busur untuk n > 2.

7./ Adapelabelan selimut (58n+76,31)—C, -anti
ajaib_super pada shackle dari graf siklus dengan
busur.untuk n > 2.

8. Ada_peélabelan selimut (59n+75,29)—C, -anti
ajaib” super pada shackle dari graf siklus dengan
busuguntuk n 22,

9. Ada pelabelan selimut (60n+74,27)—C, -anti
ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan
busur untuk n'= 2.

10...Ada=pelabelan selimut (61n+73,25)—C, -anti
ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan
busur untuk n > 2.

Pembahasan

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan batas atas
pelabelan selimut (a,d)-H-nanti ajaib super tunggal dan
untuk menentukan pelabelan selimut (a,d)-#H-anti ajaib
super pada shackle dari graf siklus dengan busur tunggal.
Adapun batas atas pelabelan selimut (@ d)-H-anti ajaib
super dapat ditentukan dengan menggunakan Lemma 1
berikut (Dafik, 2014):

Lemma 1. Jika sebuah graf G(V,E) adalah pelabelan
selimut (a,d)-H-anti ajaib super, maka

ds(pc_pH)p”+(qG_q”)q” untuk, s=|%;|, H subgraf G

s—1

yang isomorfik dengan %, p¢=
VG|, g6=IE(G)|, pu=|V(H)|, qu=|E(H)|.
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Hasil penelitian untuk pelabelan selimut (a,d)-#-anti
ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur
yaitu:

Batas Atas d. Diketahui jumlah titik pg = 4n+2 dan jumlah
sisi gg = 8n+1, jumlah titik selimut adalah py = 6 serta
jumlah sisi selimut adalah g, = 9 dengan jumlah selimut #,
maka batas atas nilai beda d tersebut adalah:
ds(pG_pH)pH+1(qG_qH)qH
o—
_(4n+2-6)6+(8n+1-9)9
- n—1
<(4n—4)6+(8n—8)9
- n—1
< 96n—96
n—1
< 96(n—1)
n—1
<96

Pelabelan selimut (a,d)-FH-anti ajaib super _selalu
menggunakan bilangan bulat positif, maka nilai” d>0
dan d adalah bilangan bulat, sehingga <d<€{0,1,2,....,96]
Selanjutnya penentuan fungsi bijektif spelabelan selimut
(a,d)-H-anti ajaib super akan disesuaikan ‘dengan’ nilai -d
yang telah ditetapkan. Adapun teerema-teorema yang telah
ditemukan sebagai berikut:

Teorema 1. Ada pelabelan/selimut y(36n +84,96)~C, -
anti ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur
yang dinotasikan dengan  Shack (C, e, n)Muntuk n > 2.
Bukti. Labeli titik Shack( Cg’e ,n) dengan fungsi bijektif
fidengan label sebagai berikut:

Si(x; )=4j+i=5 untuk |i=23, 1<ji<h

Sl
fi adalah fungsi bijektif "yang memetakan Shack
(Cre,n), ke himpunan bilangan bulat {1 2w 4n+2}.

Jika wy, didefinisikan sebagai ' bobot titik selimut dari
pelabelan selimut total pada Shack(Cz’e,n), dimana

xi’/):4j+¥—2 untuk i=1,4,1<;<n

bobot titik selimut tersebut diperoleh: dari penjumlahan 6
label titik dari graf siklus dengan' busur yang menjadi
selimut pada Shack(CZ’e,n), makay fungsibijektif..uy
dapat ditentukan sebagai berikut:

Wy =Ui:2,3(f1( ))+Ui=1,4(f1(xi,j))+ui=2,3(.f1(xi.j+l))
U. 14<4J+%—z> a4 i=5+ 40+ 1)4+i=5)
Uo 14(4J+#*2)+U1 23(8J+21 6)

Himpunan bobot titik selimut di atas adalah w; = {21,
45, 69, ..., 24n-3} membentuk barisan aritmatika dengan d
= 24. Karena U, = a+(n-1)b = 21+(n-1)24 = 24n-3 maka
terbukti bahwa fungsi bobot selimut w; =24i-3. Selanjutnya
untuk membentuk selimut total, diperlukan label sisi.
Labeli sisi Shack(Cé’e,n) dengan fungsi bijektif f; yang
dapat dituliskan sebagai berikut:

fl(xl (X )=An—i+8j=3 untuk i=12,1<;<n

(xljx3j) =4n+8j—3 untuk 1<j<n
Si(x3, %, ;)=4n+8j—2 untuk 1<j<n
1(xzjx3j+l) 4n+8j—1 untuk 1<j<n
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Filxyjxy 4)=4n+8j untuk 1<j<n

Si(xy x5 ) =4n+8j+1 1<j<n

SFilxg x5 0)=4n+8j+2 untuk 1<j<n

Jika W), didefinisikan sebagai bobot selimut total pada

Shack(C.e,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik
selimut dengan label sisinya maka W) dapat diperoleh
dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy dan
rumus label sisi f; dengan syarat batas i dan j yang
bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wflzwfl‘"Ui:l,z(fl(xi,jxi+1,j))+f1(x1,jx3,j>+

fl(x3,jx4,j)+f1(xz,jx3,j+1)+f1(x1,jx2,j+1)+

fl(x1,jx3,j+1)+f1(x4,jx3,j+1)+f1(xz,jxa,j)

Wfl=Ui:1,4(4j+%—2)+u[:2,3(8j+21—6)+

Uiz (4n—i+8j—3)+(4n+8j—3)+(4n+8j—2)+

(4n+8j—1)+(4n+8j)+(4n+8j+1)+(4n+8j+2)+

(4n=2+8(j+1)-3)

L it+2
Wfl=Ui21’4(4‘]+T

untuk

—2)+U,_,,(8j+2i—6)+

i=23
UL 5(4n — 4:8j=3 ) +(28n +56j)
Dengan/demikian,barisan aritmatika dari Wy, = {36n+84,
36m+180, ..., 132n-12% Karena U, = a + (n-1)b= 36n+84+
(n=1)96 = 132n-12"maka‘terbuktilah bahwa ada pelabelan
selimut. (36n +84,96)—C2 -anti ajaib super pada shackle
dari graf /siklus dengan busur yang dinotasikan dengan
Shack (€ e,n) untuk n>2,
Teorema 2. 'Ada pelabelan selimut (44n+76,80)—C, -
anti _ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur
yang diniotasikafl dengan Shack(C. e, n) untuk n > 2.
Buktiz Labeli fitik Shack (Cle,n) yang terdapat pada
teoremasleke dalam teorema 2 dengan fungsi bijektif f; (x;))

wntuk ;=23 dan i = 1,4 maka /> (x;;) = fi (x;;) schingga wy,

i+2

=wy = U_ 14(4_]+ ———2)4U,,,(8j+2i—6), untuk 1 <j

<" nu» Labeli sisi Shack( Cg’e, n) yang terdapat pada
teorema l.ke dalam teorema 2 dimana f> = f;, maka label
sisinya: | fo(XiXin ) 7 fiXiXing), f2 (X2Xsj01) = f1 (X2X350), /2
(X2.X3501) = f1 (Kagkafe s /2 (X1 Xaj01) = f1 (X1X20), f2 (X1 X3 401) =
FrXIXs ), foXais) = f1 (XaXsje1), 2 (X3iXaj) = 12n-8j+5
untuk 1'<j<n, f2(xiX35) =4n+8j-2 untuk 1 <j < n.

Jika W), didefinisikan sebagai bobot selimut total pada

Shack(C.e,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik
selimut dengan label sisinya maka W, dapat diperoleh
dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy dan
rumus label sisi f; dengan syarat batas i dan j yang
bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

szzWf'2+Ui:l,2(fZ(xi,jxi+l,j))+f2(x3,jx4,j)+

f2(xl,jx3,j)+f2(x2,jx3,j+l)+f2(xl,jx2,j+l)+

fz(x1,jx3,;+1>+ flxy jx3,j+1)+f2(x2,/x3,j)

W, =U,_ 14(4J+%—2)+u1 2(8j+2i—6)+

1.21’2( n—i+8—3)+(12n—8j+5)+(4n+8j—2)+
(4n+8j—1)+(4n+8j)+(4n+8j+1)+(4n+8j+2)+
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(4n—2+8(j+1)-3)

W‘f.zzu[:1’4(4j+¥— 2)+U;p5(8j+2i—6) +

Uy 5 (4n—i+8j—3)+(36n+40j+8)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy, = {44n+76,
44p+156, ..., 124n-4}. Karena U, = a+(n-1)b = 44n+76+(n-
1)80 = 124n-4 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan
selimut  (44n+76,80)—C; -anti ajaib super pada shackle
dari graf siklus dengan busur yang dinotasikan dengan

Shack ( Cg’e ,n) untuk n > 2.

Teorema 3. Ada pelabelan selimut (52n+68,64)—C, -
anti ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur
yang dinotasikan dengan Shack ( Cg ‘e,n) untuk n >2.

Bukti. Labeli titik Shack(Cé"e ,n) yang terdapat pada

teorema | ke dalam teorema 3 dengan fungsi bijektif f; (xi;)
untuk i = 2,3 dan i = 1,4 maka f(xi;) = f; (xij) sehingga wg

= W= U,.:L4(4j+¥—2)+U,:2)3(8j+2i—6), untukdP<;
<n. Labeli sisi Shack(C(f’e,n) yang _terdapat pada

teorema 1 ke dalam teorema 3 dan teorema 2 ke dalam
teorema 3 dimana f; = f; dan f; = f>y'maka labelsisinya:«f;
(xigXing) = fi (XiKing), f3 (XaXag) & FlKsxa i) fs (X1jX35) = o
(x1%39), f3 (X1%3501) = fr (x1%356)s f5(XagXaiih= 71 (Xdga 1), /3
(X1X24+1) = 12n-8j+7 untukd 1" €5 < n, "fa(X2%55m) = 4nt8j
untuk 1 <j<n.

Jika W}; didefinisikan sebagai bobot selimut total pada

Shack(Cg’e,n) berdasarkan penjumlahan sbobot ' titik
selimut dengan label sisinya maka W dapat’ diperoleh
dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut ws dan
rumus label sisi f; dengan. syarat batasi_dan.; yang
bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan, sebagai berikut:

Wy =wp +Ui o (f5 (3 G )+ 3 el

f3(xl,jx3,j)+f3(xl,jx2,j+1)+f3(x2,jx3,j+l)+

L3l s )+ F3(xg 0 ja ke £(xy x5

i+2

Wf _Ul 14(4.]+T 2)+U1 23(8.]+21_6)

Uy o (4n—i+8j—3)+(12n—8j+5 4 (4n+8) —2)+
(12n—8j+7)+(4n+8j)+ (4n+8j+1 )+(4n+8j+29+
(4n—2+8(j+1)-3)
Wf3=ul.:1’4(4j+%—2)+ui:2,3(8j+2i—6)+
Uy, (4n—i+8j—3)+(44n+24j+16)

Dengan demikian barisan aritmatika dari W = {52n+68,
52n+132, ..., 116n+4}. Karena U, = a+(n-1)b = 52n+68+
(n-1)64 = 116n+4 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan
selimut (52n+68,64)—C, -anti ajaib super pada shackle
dari graf siklus dengan busur yang dinotasikan dengan

Shack(Cg'e ,n) untuk n >2.

Teorema 4. Ada pelabelan selimut (60n+60,48)—C; -
anti ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur
yang dinotasikan dengan Shack ( Cg’e ,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack(Cg’e,n) yang terdapat pada
teorema 1 ke dalam teorema 4 dengan fungsi bijektif f; (x;;)
untuk i = 2,3 dan i = 1,4 maka f;(xij) = f; (x;;) sehingga wy

=wr= U._ 14(4J+l—;2 —2)4U,_,;(8j+2i—6), untuk 1 <j
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< n. Labeli sisi Shack(Cg’e,n) yang terdapat pada
teorema 1, teorema 2 juga teorema 3 ke dalam teorema 4
dimana f; = f;, f; = f> dan f; = f;, maka label sisinya: f;
(XigXierg) = f1 (XigKing), fo (X3%a5) = f1 (X3,%ag), fo (X13%35) = /2
(x13%3), fa (X1 Xan) = f5. (X1 Xagn), fo (Ko jXsjor) = f5 (Ko Xsjn), fo
(X4jX3j01) = 4nt8j+1 untuk 1 <j < n, fr (XiXsj0) = 12n-
8j+10 untuk 1 <j<n.

Jika W), didefinisikan sebagai bobot selimut total pada

Shack(Ce,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik
selimut dengan label sisinya maka W dapat diperoleh
dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy dan
rumus label sisi f; dengan syarat batas i dan j yang
bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wf4=Wf4+Ui:1,2(f4(xi,jxi+l,j))+f4(x3,jx4,j)+

f4(x1,jx3,j)+f4(xl,jx2,j+1)+f4(x2,jx3,j+l)+

f4<x4,jx3,/'+l>+f (x, /'x3,/'+1)+f4(x2,jx3,j)

PRy, 14(4]+%—2)+U1 2(8j+2i—6)+

U,y 5040 =i+8j—3)+(12n—8j+5)+(4n+8j—2)+

(120—8j-+9) +(4n+8j)+ (4n+8j+1)+(12n—8j+10 )+

(4n=2+8(j+1.—3)

oy, = Ui 4(41% ";2 —2)+U,_, (8j+2i—6)+

ULty (4n=i+8j—3)+(520 48] +24)

Dengan demikian barisan atitmatika dari Wy, = {60n+60,
60n+108,/...; 108n+12}. "Karena U, = a+(n-1)b = 60n+60+
(##1)48 = 108n+12 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan
selimut (60n+60,48)—C2 -anti ajaib super pada shackle
dari, graf ssiklus /dengan busur 'yang dinotasikan dengan

Shack(C; esn) untuk n > 2.

Teoréma 5/ Ada pelabelan selimut (57n+77,33)—C;, -
anti_ajaib super-pada shackle dari graf siklus dengan busur
yang dinotasikan dengan Shack(C.e,n) untuk n>2.

Bukti. “I=abeli titik Shack(CS’e,n) yang terdapat pada
teorema | ke.dalam teorema 5 dengan fungsi bijektif f; (xi;)
untuk =243 'dan i=1,4 /maka f; (xij)=f; (xi;) sehingga wy =

i+2

Wy = ,_14(4_]+T—2)+Ul 23(8]—1—21 6), untuk 1 <j <

n. Labeliwsisi Shack(C6’e,n) dengan fungsi bijektif f5
yangrdapat dituliskan sebagai berikut:
[slx, X )=4n—4i+j+10,untuki=1,2,1< j<n
(x] x3j) Sn+j+6,untuk1<j<n
(x3 jx4j) 6n+ j+6,untuk 1< j<n
( n+ j+6,untuk 1< j<n
( 8n+ j+6,untuk 1< j<n
fs(x, X3, )= j+6,untuk 1< j<n
fs(x47‘]x3’_]+1)— 10n+ j+6,untuk 1< j<n
Jika W didefinisikan sebagai bobot selimut total pada
Shack(Cé’e ,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik
selimut dengan label sisinya maka W dapat diperoleh
dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wys dan
rumus label sisi f; dengan syarat batas i dan j yang
bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:
W= Vi s (i ) fslr s )+

fS(x3,jx4,j)+f5(x2,jx3,_j+1)+fS(xl,jx2,j+1)+

Xo, %3, j+1

)=
X1, %2, j+1>
)=
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Fsloy oy o)+ Fs(xg x5 )+ fs(xg x5

Wfszul.:l’4(4j+%—2)+ui:2,3(8j+2i—6)+

Uiy, (4n—4i+j+10)+(5n+ j+6)+(6n+ j +6)+

(7Tn+j+6)+(8n+ j+6)+(9n+ j+6)+(10n+ j+6)+

(4n—8+(j+1)+10)

W_fS:u[:1’4(4j+%—2)+ui:2,3(8j+2i—6)+

Uy, (4n—4i+j+10)+(49n+7j+39)

Dengan demikian barisan aritmatika dari W = {57n+77,
57n+110, ..., 90n+44}. Karena U, = a+(n-1)b = 57n+77+
(n-1)33 = 90n+44 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan
selimut (57n+77,33)—Cz -anti ajaib super pada shackle
dari graf siklus dengan busur yang dinotasikan dengan

Shack ( C;"e ,n) untuk n > 2.

Teorema 6. Ada pelabelan selimut (68n+52,32)—C, -

anti ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan_busur

yang dinotasikan dengan Shack ( C; ‘e, n) untukd > 2

Bukti. Labeli titik Shack( C;’e,n) yanggterdapat pada

teorema | ke dalam teorema 6 dengan fungsi bijektif i (Xi;)

untuk i = 2,3 dan i = 1,4 maka fs(xig) = f7 (x;;) Sehingga -wj;
i+2

= wy = U,.:L4(4j+T—z)+ui=2’3(8j+2i—6), untuk A°<

< n. Labeli sisi Shack{Cjé,n) yang tefdapat/ pada
teorema 1, teorema 2, tgorema 3 juga teorema 4 ke dalam
teorema 6 dimana f;=f, fs = f> fs=f; dan f; = f,, maka
label sisinya: fs (XijXir1j)|= fi (XiXin), f5 (K35%a,) = /2 (X3X44),
Jo (x1%35) = 12 (X13%3,), fo (Ri%oi1) = f5 (Xigkajn), fo (X2iX34s1), =
S3 (Ko X3 501), fo (X Xs501) = fa (R %3501), fo RagXage)= 12n-8]+9
untuk 1 <j<n.

Jika W didefinisikan sebagai bobot, selimut total-pada

Shack(C.e,n) berdasarkan penjumlahan” ‘bebot titik
selimut dengan label sisinya ‘maka Wjy\dapat~diperoleh
dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wz dan
rumus label sisi f; dengan ‘syarat batas i dan’j yang
bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagaisberikut:

W= Wf6+Ui:I,2(f4(xi, jxi+l,j))+f6(x3,jx4,j)+

Foloxy s )+ folay jx )+ felany x5 0)F

Folxg 2 o)+ F6(xy 255 00)+ figlay Toam)

i+2

W_fﬁzui:1,4(4j+T_2)+Ui:2,3(8j +2i—6)+

Uiy o (4n—i+8j—3)+(12n—8j+5)+(4n+8j—2) +
(12n—8j+7)+(4n+8j)+(12n—8j+9)+(12n—8j+10)+
(4n—2+8(j+1)-3)

2

i+ o
Wf(,:Ui:I,4(4.] +T_2)+Ui:2,3(8j +2i—6)+

Uy 5 (4n—i+8j—3)+(60n—8j+32)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy =
[68n+52, 68n+84,..., 100n+20}. Karena U,=a+(n-1)b=
68n+52+(n-1)32=100n+20 maka terbuktilah bahwa ada
pelabelan selimut (68n+52,32)—C, -anti ajaib super
pada shackle dari graf siklus dengan busur yang
dinotasikan dengan  Shack(C.e,n) untuk n>2.
Teorema 7. Ada pelabelan selimut (58n+76,31)—CZ -
anti ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur
yang dinotasikan dengan Shack(C’e,n) untuk n > 2.
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Bukti. Labeli titik Shack( Cg’e ,n) yang terdapat pada

teorema | ke dalam teorema 7 dengan fungsi bijektif f; (xi;)

untuk i = 2,3 dan i = 1,4 maka f7(x;;) = f7 (x;;) sehingga wy,
i+2

= wy = u,:1)4(4j+T—2)+ui:2,3(8j+2i—6), untuk 1 < j

< n. Labeli sisi Shack(Cé’e ,n) yang terdapat pada
teorema 5 ke dalam teorema 7 dimana f; = f;, maka label
sisinya: f7 (XiXit1j) = f5 (XijXir1j), f7 (X2jX3j01) = f5 (X2 X3501), f7
(X1 Xoj01) = fs (XiXag0), f7 (X1 Xaj01) = f5 (XiXa ), f7(XaXsjn) =
ﬁ(X4JX3J+1),f‘7 (X3JX4J) = 6I1-j+7 untuk 1 SJ < n, danﬁ(xuxﬁ)
=6n+j+6 untuk 1 <j<n.

Jika W), didefinisikan sebagai bobot selimut total pada

Shack ( Cs’e ,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik
selimut dengan label sisinya maka W dapat diperoleh
dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy dan
rumus label sisi f; dengan syarat batas i dan j yang
bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

gy, Wf7+Ui:1,2(f7(xi,jxi+l,j))+f7(x3.jx4,j)+

f7(x1,jx3,j)+f7(x2,jx3,j+l)+f7(xl,jx2,j+l)+
f7(x1,jx3,j+1)+f7(x4,jx3,j+l)+f7(x2,jx3,j)

Wf7=ul.=1’4(4j+¥—2)+ui:2’3(8j+21—6)+

U, g(dn 41+ £10)4(6n— j+7)+(6n -+ +6)+

(70t #6)+(8n+j +6)+(9n% j+6)+(10n+ j+6)+

(4n=8+(7+1)+10)

Wf7=ul.:1,4(4j+#—2)+ui:2,3(8j+2i—6)+

Uy, (4n—4i+ j +10)+(50n++5j+40)

Dengansdemikian barisan aritmatika dari W), = {58n+76,
58n+107, ..., 89n+45}. Karena U, = a+(n-1)b = 58n+76+
(n-1)31"= 89n+45 /maka terbuktilah bahwa ada pelabelan
selimiut (580 +76,31)—C; /-anti ajaib super pada shackle
dari grafi.siklus/ dengan busur yang dinotasikan dengan

Shack(Cg’e ‘n) untuk # > 2.

Teorema'8. Ada pelabelan selimut (59n+75,29)—C, -
anti ajaib_super pada shackle dari graf siklus dengan busur
yang dinotasikan dengan = Shack ( CS’e ,n) untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik Shack(Cs’e ,n) yang terdapat pada
teoremasl=ke dalam-teorema 8 dengan fungsi bijektif f; (xi;)
untukei =123 'dan ; = 1,4 maka f3(xi;) = f; (xi;) sehingga wy
Ui=1,4(4j+%_2)+ui:2,3(8j+2i_6)’

=wy = untuk 1 <j

< n. Labeli sisi Shack(C.e,n) yang terdapat pada
teorema 5 dan teorema 7 ke dalam teorema 8 dimana fs = f5
dan f:g' = ﬁ maka label sisinya: f(;; (XiJXj+1J) = ﬁ (Xi,inH,j)g ﬁg
(X3%a9)= f7 (XajXag), fs (X1iXsg) = fr (XaXs9), fs (XiiXsje1) = fs
(X1X350), S (KagXag) = fs (XaXsjn)s fs (XiXagn) = 8n-j+7
untuk 1 <j < n, dan fs(X2iX3541) = 8n+j+6 untuk 1 <j < n.
Jika W didefinisikan sebagai bobot selimut total pada
Shack(Cé’e,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik
selimut dengan label sisinya maka W dapat diperoleh
dengan merumuskan jumlah bobot titik selimut wy dan
rumus label sisi f; dengan syarat batas i dan j yang
bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:
fozwfx-‘ruz':l,z(fx(x[,j xi+1,_/))+fx(x3,j x4,_,->+

fS(xl,jXS,j) +f8(xl,jx2,_j+1)+f8(x2,jx3,j+1)+
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Fslxy s o)+ Fglxg jxs )+ folxg x5

Wfszul.:l’4(4j+%—2)+ui:2,3(8j+2i—6)+

Uiy, (4n—4i+j+10)+(6n—j+7)+(6n+/+6)+

(8n— j+7)+(8n+ j+6)+(9n+j+6)+(10n+j+6)+

(4n—8+(j+1)+10)

W_fgzu[:1’4(4j+%—2)+ui:2,3(8j+2i—6)+

Uiy (4n—4i+j+10)+(51n+3j+41)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy = {59n+75,
59n+104, ..., 88n+46}. Karena U, = a+(n-1)b = 59n+75+
(n-1)29 = 88n+46 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan
selimut (59n+75,29)—Cz -anti ajaib super pada shackle
dari graf Cz‘ yang dinotasikan dengan

Shack(Cé‘e ,n) untuk n >2.

Teorema 9. Ada pelabelan selimut (60n+74,27)—C, -
anti ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan.busur
yang dinotasikan dengan Shack ( Cg‘e ,n) untukn =2

Bukti. Labeli titik Shack(C.e,n) yang/terddpat pada
teorema 1 ke dalam teorema 9 dengan fungsi bijektif f;.(xi;)
untuk i = 2,3 dan i = 1,4 maka f,(xi) =f7(x;;) sehingga Wy

= wy= U[:1,4(4j+%—2)+ui=2,3(8j+2i—6), untuk 1'<j <

n. Labeli sisi  Shack (C, e4n)/ yang terdapat/pada teérema
S, teorema 7 juga teorema 8 ke dalam teorema,9 dimana f;
= f5s fo = f>dan f, = f; maka label sisinya:" fo (XijXi+1;) = f5
(xigXing), fo (X3iXaj) = friKagxag), fo (x1x35) = Fa(x1%4)), fo
(x1%2501) = f(X1X401), fo Ko Raje1) = f (XaXaje), fo (Xa X3 )=
9n+j+6 untuk 1 <j < n, danfo (X;X3541) =l Ta=j#7 untuk 1
<j<n.

Jika Wy didefinisikan sebagai bobotiselimut total“pada

Shack(Cg’e ,n) berdasarkan penjumlahan.- bobot . titik
selimut dengan label sisinya maka Wy dapat” diperolch
dengan merumuskan jumlah: babot titik sclimut-w,. dan
rumus label sisi f; dengan 'syarat batas i dam j yang
bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan sebagai berikut:

Wy =wr, Ao (X0 i RS o (s g )R

Folxy jxs )+ folay jxy )+ ol xs 50)+

Folxg ;x5 )+ Folxy ;2 )+ Folag  X59)

Wf9=ul.:1’4(4j+%—2)+ui:2’3(8j+2i—6)+

Uiy (4n—4i+j+10)+(6n—j+7)+(6n+/+6)+

(8n—j+7)+(8n+ j+6)+(9n+ j+6)+(1ln—j+7)+

(4n—8+(j+1)+10)
i+2 e
T—2)+u[:2’3(8J+21—6)+

Uiy, (4n—4i+j+10)+(52n+ j+42)

Dengan demikian barisan aritmatika dari Wy = {60n+74,
60n+101, ..., 87n+47}. Karena U, = a+(n-1)b = 60n+74+
(n-1)27 = 87n+47 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan
selimut (60n+74,27)—C 2 -anti ajaib super pada shackle
dari graf siklus dengan busur yang dinotasikan dengan

Shack(Cz’e ,n) untuk n > 2.

W_f9=U[:1’4(4j+
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Teorema 10. Ada pelabelan selimut (61n+73,25)—C; -
anti ajaib super pada shackle dari graf siklus dengan busur
yang dinotasikan dengan Shack ( Cg’e ,n) untuk n >2.
Bukti. Labeli titik Shack(C.e,n) yang terdapat pada
teorema 1 ke dalam teorema 10 dengan fungsi bijektif f;
(Xi,j) untuk i = 2,3 dan i = 1,4 maka f]o (XiJ) = ﬁ (XiJ)
sehingga Wi = Wi =
U[:1,4(4j+¥—2)+Ui:2,3(8j+2i—6), untuk 1 < j < n.
Labeli sisi Shack(C.’e,n) yang terdapat pada teorema 5,
teorema 7, teorema 8§ juga teorema 9 ke dalam teorema 10
dimana fi, = f5. f10 = f7 fio = fs dan fip = f, maka label sisinya:
Sio(XigXie) = f5 (XiXirni), fio (X3Xaj) = f7(X3,%a5), f10 (X1.%35) = f7
(x13X3), f1o (X1 Xa2501) = fs (X1 Xa51), fro (X2X3501) = fis (X2iX351),
Jro(X1X3j401) = fo (X1X35+1), f10 (XajXsj+1) = 10n-j4+7 untuk 1 <j
<n.
Jika W, didefinisikan sebagai bobot selimut total pada
Shack(Ce,n) berdasarkan penjumlahan bobot titik
selimutdengan label sisinya maka W, dapat diperoleh
dengan. merumuskan jumlah bobot titik selimut wy dan
rumus‘label sisiy, fio:dengan syarat batas i dan j yang
bersesuaian, schingga,dapat dirumuskan sebagai berikut:
wazwfm-l_ut‘:l,z(flo(xi,ij1,j>)+f10(x3,jx4,j>+
106 g, ) Fgo x5y S S 10(xa, 165 10+
flO(x4,jx3,j+1)+f10(x1,jx3,j+1)+f10(x2,jx3,j)
me=ui=1,4(4j+%—2)+ui=2,3(8j+2i—6)+

U,_y,(4n—4it j+10)+(6n+ j+7)+(6n+ ) +6)+
(8n— j#7)+(8n+ j+6)+(10n=j+7)+(11n—j+7 )+
(4n—8+(j#1)+10)

Lai+2 o
Wflozui:1,4(4j +T_2)+Ui=2.3 (8j+2i—6)+

U ,(4n—4i#j+10)+(53n— j+43)

Dengan_.deémikian barisan aritmatika dari Wy =
{61nt73,761n198, ..., 86nt48}. Karena U, = a+(n-1)b =
6 1nt73+(n-1)25:= 86n+48 maka terbuktilah bahwa ada
pelabeldn.s selimut  (61a+73,25)—C;, -anti ajaib super
paday shackle daui
dinotasikan.dengan

graf siklus dengan busur yang
Shack(CS’e,n) untuk n > 2.

Kesimpulan dan Saran

Pelabelan Selimut (a,d)-# Anti Ajaib Super pada shackle
dari graf siklus dengan busur memiliki batas atas d < 96.
Shackle dari graf siklus dengan busur memiliki pelabelan
selimut (@,d)- C, -anti ajaib super untuk d = {96, 80, 64,
48, 33, 32, 31, 29, 27, 25}. Hasil penelitian ini dibuktikan
pada teorema bahwa  Shack(C.e,n) terdapat fungsi
bijektif pelabelan selimut yaitu (36n+84,96), (44n+76,80),
(52n+68, 64), (60n+60,48), (57n+77,33), (68n+52,32),
(58n+76,31), (59n+75,29), (60n+74,27), (61n+73,25)-

C; -anti ajaib super untuk n > 2. Berdasarkan hasil
penelitian mengenai pelabelan selimut (a,d)-#H-anti ajaib
super pada Shack(Clre,n) serta mengacu pada open
problem dari hasil penelitian yang telah ditemukan, maka
peneliti memberikan saran kepada pembaca agar dapat
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melakukan penelitian pada pelabelan selimut (a,d)- C, -
anti ajaib super pada Shack(C)e,n) dengan n > 2 untuk
d <96 selain d = {96, 80, 64, 48, 33, 32, 31, 29, 27, 25}.
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